Uvod do problematiky

Numericka matematika = matematicka disciplina, kterd fesi matematické ulohy pouzitim
kone¢ného poctu elementarnich

aritmetickych T ; — - .
a logickych AV <>,

operaci.

Metody feSeni tiloh
primé po konec¢ném poctu elementarnich operaci (teoreticky) presny vysledek
(soustava linearnich rovnic...)
numerické po konecném poctu elementarnich operaci ,,jen ptiblizny vysledek
(kvadratickd rovnice, soustava nelinearnich rovnic, urcity integral...)

Chyba = rozdil mezi zji§ténou a teoreticky pfesnou hodnotou nebo vysledkem

Druhy chyb

Chyba matematického modelu:
pro potfeby matematického feseni je témet vzdy nutno redlny problém zjednodusit
Hustraéni priklad: Uloha zjistit vychylku kmitajici pruziny v ¢ase ¢
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Chyba metody:

Druhy chyb

Tustraéni p¥iklad: Uloha zjistit funk&ni hodnotu funkce sinx pomoci koneéného poétu

aritmetickych operaci
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chyba metody

:? x3 xS x?
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Druhy chyb

Zaokrouhlovaci chyby:

Ilustraéni p¥iklad: Uloha zjistit funk&ni hodnotu funkce Jxsina/x pomoci kone¢ného poctu

aritmetickych operaci
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Druhy chyb
Chyby vstupnich dat:

Tlustraéni p¥iklad: Uloha zjistit hmotnost Zelezné koule ze zméteného priméru

p=7,86 g/lcm’
m=V-p =%7m’3p=é-3,14~12,73 -7,86

m 22-3.141 592 653 589 793-12,7°-7,86 =8 430,092 329 745 07 g

12,7 cm

d=12,7+0,05 cm; p=7,86%0,005 g/cm’;
m, =é-3.141 592 653 589 793-12,65° - 7,855=8 325,616 2309 ... g

m, =é-3.141 592 653 589 793-12,75° - 7,865 =8 535,479 106 1 ...... g

— +

o mtms 832648535 o0
2 2

. m2;m1z8535;8326:104’5g

m=m+Am=8430,5+104,5 g

Platné cifry (cifry, které ma smysl uvazovat):

Piibliznd hodnota x =d, -10" +d, -10""...d, -10"*".... ¢isla x m4 k -tou cifru platnou pravé tehdy, kdyz

‘x—x‘SS-IO"’k

m, =8535,5 x, =100002,0
m= 8430,5 X= 99992,5
m, =8325,5 x, = 99983,0

Urceni poctu platnych cifer pri vypoctu z dat zatizenych chybou:

Nejlépe: podle piredchoziho prikladu
Vétsinou plati: platna cifra je ta, ktera se pri¢tenim ¢i odectenim absolutni chyby nezméni
(vyjimky — nap¥. 7.95+0.1)
Piinejhorsim pravidlo: vysledek ma nejvyse tolik p. c., kolik jich ma vstupni hodnota s nejmensim
poctem p.c.




Druhy chyb

d=12,7+0,05 cm
D=12761%0,5 km

Hustraéni priklad: Urcen pramér kulicky
a prumér zemského rovniku

Ad = 0,05c¢cm A AD = 0,5 km =[Ad « AD
ad _ 005 0,0039=3,9-10"3 _ 05 0,000039=3,9-10"° = Ad >AD
d 12,7 - D 12761 - d D

x - pfesna hodnota; X- pfiblizna hodnota = Ax = max|x — X|

absolutni chyba

Ax relativni chyba
X
NP , , XIE
Hustraéni priklad - absolutni chyba podilu: z = — -
YEE,
Dolni mez:
X—E, X—E, y—E, Xy+E.E,—%E,—VE, xy—XE,—yE, x XE,+7VE,
Z4 = — = — "= = — =~ — - - —
' y+E, J+E, y-E, y2 —Ej y? y v
Horni mez
F+By E+E J+By Xy +ELy +XEy +JE, %y + 5By + B, T FEy +JEy
7z, = — = — - = = — =~ — == —
* y-E y-E y+E, y2 —Ej y? y y?
Soustavy linearnich rovnic
GEM program SLR/GEM/Gem_Pro.exe
Vybér hlavniho prvku: program SLR/HlavPrvek/Gem_ Pro.exe

Dobfte podminéna soustava: srovnej zadani:
SLR/GEM Stab_1/Gem_Pro.exe

Spatné podminéna soustava: srovnej zadani:
SLR/GEM NeStab_1/Gem_Pro.exe

SLR/GEM Stab_2/Gem_Pro.exe

SLR/GEM NeStab_2/Gem_Pro.exe

.




Soustavy linearnich rovnic

Norma = zobecnéni pojmu velikost:

Velikosti [laf|, 5], ||c||, Gsetek a;b;c: Cislo |A| je norma matice pravé tehdy, kdyz pro kazdé dvé
matice A;B plati
1) |a|=0; ||| =0 < a=44 1) |A]=0; |A|=0 < A=0
2) pro kazdé realné r je ||r-a|| =|r| ||a|| 2) pro kazdé realné r je ||rA|| = |r|||A||
4)[|A-B] <[A]-[8]
x=(x5%,5..5x, ) =|x| = \/xf +X X = fo (euklidovsk4 norma)
i=1
a, a, ... a,
P e =|A|= /anzn:aj Matlab: norm(A) (Frobeniova norma)
........ aij i=l =1
anl anZ ann

Cislo podminénosti: k(A)= ||A||-||A*1 ” Matlab: k=norm(A)* norm(A”(-1))  k=cond(A)

k(A)=1 k(A)—1 OK k(A) >» 1 KO

Casteény vybér hlavniho prvku

: SN Vi RSN I i




Uplny vybér hlavniho prvku

(k—1 ‘
b1
=0 |7 [
Ty .
o el
D B
Soustavy linearnich rovnic
LU - rozklad
a, a, .. a, 1 0 ... 0\u, u, u,
a,, ad, .. d L, 1 .01 0 u . u
AX — b - L UX — b , 21 22 2n — 21 22 2n
v e
77 77 77 ] I 1 n n 11
A L U
U, U, u, ] 34 1 0 ..0 Vi bl
0 u . u L, 1 .0 b
Ux=y 2 2n 2 | _ ) Ly=b 21 Y _| %
0 0N 1 Y y, I 1 1 v bn
U ’ L

LU —rozklad — programek SLR\LU Rozklad\LU_pro.exe




Soustavy linearnich rovnic

VETA: Je-li matice A pozitivng definitni a symetrické Rozklad Choleského
pak existuje horni trojithelnikova matice L takova, ze A = LTL
aj; gz Qg3 liy 0 0 lii Lz L3
A=L"L: Az1 Az Q3 |=|liz Lz O |- 0 Il I3
az; az; aszs l13 123 l33 0 0 133
ag = 1%1 = i1 =an
aiz
ag; = L1l = li =7
li1
a3
a3 = lj1ly3 = liz =+
li1
az = lipli = agy
az, =13, + 15, = l; = ’aZZ_l%Z
azs3 — liply3
az3 = liplyz + Uyl = I3 = I
22
ass = G345+ 153 = l33 = |azz —l§3—15

Itera¢ni metody FeSeni soustavy linearnich rovnic

A-x=b = x=A-x+b
2,3-x, -9,0-x, +L8x;, = 131
3,5-x, +0,4-x, +L4-x;, = 4,5
3,6-.x, +1,2-x, -8,6-x, = —6,2
x, +1,3-x -9,0-x, +1,8-x, = 13,1
3,55 x,-0,6-x, +L4-x; = 45
3,6-x, +1,2-x, x-9,6-x;, = -6,2
x = -13-x, 49,0-x,
x, = =3,5x +40,6-x,
x, = =3,60x, -1,2-x,

-1,8-x, +13,1
-L4-x;, +4,5
+9,6-x;, 46,2




Iteracni metody reSeni soustavy linearnich rovnic

x = -13-x +9,0-x, -18-x; +13,1
x, = =3,5x 40,6-x, -14-x;, +4,5
x;, = =3,6-x, -1,2-x, +9,6-x; -6,2
Metoda prosté iterace Metoda zrychlené iterace
2 =-1,3.x% 49,0-x" -1,8-x" +13,1 = -1,3- 2% 49,0-x -1,8-x" +13,1
<k+” =-3,5-x" +0,6-x" ~1,4-x" +4,5 N =-3,5- X" 40,6-x ~1,4-xF +4,5
“””:—3 63 —1,2-x +9,6-x" 6,2 A’ M=-3,6-x"" -1,2-x"" +9,6-x" -6,2
(0) _x(O) x(O) =0 (0) _xgo) _ x(O) _ 0|
x"=-1,3-0 +9,0-0 —1,8-0 +13,1 x= -1,3-0 +9,0-0 —1,8-0 +13,1
“> -3,5-0 40,60 —1,4-0 +4,5 x =-3,5-13,1 +0,6-0 —1,4-0 +4,5
§‘>=—3,6-0 -1,2-0 49,6-0 —6,2 ) =-3,6-13,1 -1,2-(—41,3) +9,6-0 —6,2
X =131 1 =45 xP =—6. 2| [x" =13,1; 2" =—41,3; x" =
x? =-1,3-13,149,0-4,5 -1,8-(-6,2) +13,1 | x" = ~1,3-13,1 49,0-(-41,3) —1,8-(—3.7) +13,1
<2> =-3,5-13,140,6-4,5 =1,4-(-6,2) +4,5 | x}"=-3,5:(-369,3) +0,6-(-41,3) —1,4-(-3.7) +4,5
<2> =-3,6-13,1 -1,2-4,5 +9 6-(—6,2) — x=-3,6-(-369,3) —1,2-1277,6 +9, 6-(—3.7) -6,2

X2 =47,73; x =-29,97; 2 =

[x" =-369,3; x" =1277,6; x{" =

dalsi prosté i zrychlené iterace s timto zadanim provede programek SLR\Iter DIV_DIV\Projectl.exe

Iteracni metody reSeni soustavy linearnich rovnic

Otazka konvergence:

Pouzivané normy matic Priklad:

Norma radkova: -1,3 9,0 -1,8) |12,1 i

AL = 2| A=|-35 06 -L4] |55 = [a] =144
v 3,6 -1,2 9,6) [14,4

Norma sloupcova

ol = ma { o

Norma Frobeniova: (_1=3)2 +9’02 +(_1’8)2

||A||f=«/Zn:a§- |A, = [+(=3.5) 40,6 (-L4) ~14,39
o 13,60 +(-1,2) 49,67

= Jal, =128




Itera¢ni metody FeSeni soustavy linearnich rovnic

Matice: Norma matice
-1,3 9,0 -1,8
A=|-35 0,6 -4 |A|, =14,4 lA], =128 |A], ~14,39
3,6 1,2 9,6

Jestlize alespon pro jednu mormu ||A|| matice A plati ||A|| <1, pak metoda prosté i zrychlené iterace soustavy
x = A-x+b konverguje

2,3-x, -9,0-x, +L,8x, = 131 x = -L3-x +9,0-x, -L8x; +13,1
3,5-x, +0,4-x, +L4-x;, = 4,5 = x, = =3,5x +0,6-x, -1L4-x; +4,5
3,6-x, +1,2-x, -8,6-x; = -6,2 x, = -3,60x, -1,2-x, 49,6-x, +6,2
konvergence neni zarucena
2,3-x, x,-10,0-x, +L,8-x; = 13,1 2,5-x, = -x;, —0,4-x, -L4-x;, +4,5
X +2,5-x +0,4-x, +1,4-x, = 45 =10-x, = 2,3-x, +x, +1,8-x;, —13,1
3,6-x, +L,2-x, x,-9,6-x; = 6,2 9,6-x;, = -3,6-x, —-1,2-x, +x;  +6,2

- x, =-0,400-x, —0,160-x, —0,560-x; +1,800
konvergence zarucena ||A||f= /Za;z0,76 x, = 0,230-x, +0,100-x, +0,180-x; -1,310

o x, =—0,375-x, —0,125-x, +0,104-x, +0,645
Prostou i zrychlenou iteraci s timto zadanim provede programek SLR/Iter/Projectl.exe

Iteracni metody reSeni soustavy linearnich rovnic
Jacobiho a Gauss-Seidlova metoda

1
_ x,=—-(0-x, —a,x, —...—a.x.—....—a, X +b
a, X, +a, X, ... +a,x; ..... +a,,x, = b, (R ( 17 %2t 1% 1n™n 1)
=1 (= x -0y — — — —
Ay "X, +0y Xy .. +a,.x; +a, x, = b2 X, = ( a,; - Xx; 0 Xy ==y X; — . a,, X, +b2)
N ....1 ...............................................................
a, X, +d,- X, ... +a,x, +a,x, = b, X, = a—( ay X, —ay X, —..—0-x,—...—a,x, +b,)
anl 'xl +an2 'x2 """ +anixi +annxn = bn )C” = aL '(_anl 'xl _anz ‘x2 —...—am.x[ —eeee _O'X” +bn)
0 %2 a; a,, | Norma radkova:
a a a a — |y
11 11 11 11 HA :max{z l}<1
r =150 | < .
ay 0 Ay ay; a4y, 7= | i
a,, a,, a,, a,, | Norma sloupcova:
—_ nla..
G 4 4 Gy, HA = max {Z A } <1
..........  Tmaxa 2 -
X=A-X+b: A= 3 dsy 33 a3 i=t | i
OO V kazdém fadku matice A pivodni soustavy
A-x=b:
i Gn G4 0 Qin n n
a; a; a; a; |aii| > Z |aij| |Cl1.1.| > z |afj|
J=lj#i i=1; j#i
""""""""""""""""""" Konvergence je zarucena, jestlize matice puvodni
A 4y Gy i o | soustavy je osti‘e diagonalné dominantni
a, a_  a




Jacobiho a Gauss-Seidlova metoda

1
_ X ==(0-x —a,x, —...—a;x, —..... a,,x
+ap, Xy +a,x; ..... +a,,x, = b, [ (0-x —apx, 1iti n
=1 .(= x —=0-x. —  — — —
Ty Xy eeens +a,;x; ..... +a,,x, = b2 X = ( ay " X 0 Xy Tee T Ay =
. ....1 ...............................................................
+a, Xy ... +a,x, +a,,x, = b, X, ZZ'( a,-X,—ay X, —..—0-x,—...—a,x, +b
+an2 "Xy e +anixi +annxn = bn X, = %‘(_anl X, —a,, X, —a, X T

matice soustavy je osti‘e diagonalné dominantni
(staci soucty v radcich nebo ve sloupcich)

prosta iterace
(Jacobiho)

zrychlena iterace
(Gauss-Seidlova)

Numerické FeSeni libovolné SLR se zaru¢enou konvergenci

Gauss-Seidlova metoda bude konvergovat (viz programek SLR\Jacobi_Seidel\Project].exe)

A-x=b; det(A)=0=

A"-A-x=A"b




