
MATEMATIKA I
Požadavky ke zkoušce pro 1. ročńık, skupina A — 2020/21

I. Základy, lineárńı algebra a analytická geometrie

1. Základńı pojmy

(a) Základy teorie množin: množina a jej́ı prvky, podmnožina, pr̊unik, sjednoceńı,
doplněk a rozd́ıl množin, kartézský součin množin, relace, zobrazeńı, funkce.

(b) Základy logiky: pojem výrok a jeho negace, konjunkce, disjunkce a implikace výrok̊u.
Negace konjunkce, disjunkce a implikace výrok̊u.

(c) Výroky s kvantifikátory ∃ a ∀ a jejich negace.

(d) Č́ısla přirozená N, celá Z, racionálńı Q, reálná R a komplexńı C. Operace s č́ısly.
Uspořádáńı a absolutńı hodnota. Č́ıselné množiny a jejich zápis, maximum a supre-
mum, minimum a infimum.

2. Matice a vektory

(a) Pojem matice, transponovaná matice, násobek, součet a součin matic.

(b) Pojem vektor, lineárńı kombinace vektor̊u, nezávislost vektor̊u.

(c) Hodnost matice. Řádkové a sloupcové úpravy, které neměńı hodnost matice, matice
schodovitá (stupňovitá).

(d) Determinant matice, výpočet podle definice a rozvojem podle řádku nebo sloupce.
Kř́ıžové a Sarrusovo pravidlo. Výpočet determinantu pomoćı řádkových a sloup-
cových úprav, výpočet velkých determinant̊u.

(e) Čtvercové matice. Matice jednotková E, diagonálńı, trojúhelńıková, symetrická, an-
tisymetrická, regulárńı a singulárńı.

(f) Matice inverzńı a řešeńı maticových rovnic AX = B a XA = B.

(g) Metody výpočtu inverzńı matice: algebraické doplňky, adjungovaná matice, výpočet
pomoćı řádkových úprav (A|E) (E|A−1).

3. Soustavy lineárńıch rovnic (SLR)

(a) Pojem SLR, homogenńı a nehogomenńı SLR, maticový zápis.

(b) Existence a jednoznačnost řešeńı SLR (Frobeniova věta).

(c) Eliminačńı metody řešeńı SLR: Gaussova a Jordanova eliminace.

(d) Výpočet řešeńı SLR pomoćı determinant̊u (Cramerovo pravidlo).

4. Analytická geometrie

(a) Body a vektory v R2 a R3, r̊uzná pojet́ı vektoru ve fyzice.

(b) Skalárńı, vektorový a smı́̌sený součin vektor̊u: analytická a geometrická definice,
geometrický význam.

(c) Rovnice př́ımky v R2, roviny v R3 (obecná, úseková, parametrická a vzájemný
převod), vektor normály. Rovnice př́ımky v R3.

(d) Vzájemná poloha př́ımek a rovin v R2 a R3.

(e) Parametrické rovnice pro útvary v rovině a prostoru (polopř́ımka, úsečka, polorovina,
úhel, pás, trojúhelńık, . . . )

(f) Kvadratické křivky v rovině (kuželosečky) v základńı poloze.

(g) Kvadratické plochy v prostoru (kvadriky) v základńı poloze.
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II. Diferenciálńı počet funkćı jedné reálné proměnné

1. Posloupnosti

(a) Pojem posloupnosti a jej́ı limity (definice vlastńı i nevlastńı limity).

(b) Limita násobku, součtu, součinu a pod́ılu posloupnost́ı.

(c) Limita neklesaj́ıćı posloupnosti.

(d) Př́ıklady konvergentńı, divergentńı a osciluj́ıćı posloupnosti.

2. Funkce

(a) Zobrazeńı X → Y , definičńı obor D, obor hodnot H. Zobrazeńı prosté (injektivńı),
na (surjektivńı), vzájemně jednoznačné (bijektivńı) a inverzńı zobrazeńı.

(b) Funkce, funkce sudá, lichá, periodická (nejmenš́ı perioda); rostoućı, klesaj́ıćı, neros-
toućı, neklesaj́ıćı a konstantńı; konvexńı, konkávńı. Extrémy a inflexńı bod.

(c) Elementárńı funkce: ex, ax, lnx, logax, xn, xp, sinx, cosx, tgx, cotgx, arcsinx,
arccosx, arctgx, arccotgx – jejich definičńı obory, obory hodnot, vlastnosti a grafy.

(d) Polynomy, základńı věta algebry, rozklad polynomu na kořenový součin. Kořeny a
rozklad polynomu s reálnými koeficienty. Racionálńı lomené funkce, děleńı polynomů,
ryze racionálńı funkce a jejich rozklad na parciálńı zlomky.

(e) Změna grafu funkce f(x), jej́ıho definičńıho oboru a oboru hodnot: f(x± c), f(ax),
f(|x|), f(x)± c, af(x), |f(x)| pro c > 0, a > 1, 0 < a < 1, −1 < a < 0, a < −1.

3. Limita a spojitost funkce

(a) Pojem limity funkce: definice, existence a jednoznačnost.

(b) Limita násobku, součtu, součinu, pod́ılu a složené funkce.

(c) Základńı limity pro x→ 0: sinx
x

, ex−1
x

, ln(1+x)
x

.

(d) Nevlastńı limity a limity funkce v nevlastńıch bodech, jednostranné limity.

(e) Definice funkce spojité v bodě, spojité v bodě zleva a zprava.

(f) Spojitost funkce na otevřeném a uzavřeném intervalu. Spojitost násobku, součtu,
pod́ılu funkćı a složené funkce.

4. Derivace funkce

(a) Pojem derivace funkce, definice, geometrická interpretace, jednostranné derivace.

(b) Derivace násobku, součtu, součinu a pod́ılu funkćı. Derivace složené funkce. Derivace
inverzńı funkce.

(c) Derivace elementárńıch funkćı: xp, ex, ax, lnx, loga x, sinx, cosx, tgx, cotgx, arcsinx,
arccosx, arctgx, arccotgx.

(d) Derivace vyšš́ıch řád̊u.

5. Aplikace derivace funkce

(a) Diferenciál funkce, Věta o středńı hodnotě, Taylor̊uv polynom a zbytek, vyjádřeńı a
odhad zbytku, aproximace hodnoty funkce.

(b) Výpočet limity pomoćı l’Hospitalova pravidla a Taylorova polynomu.

(c) Křivka v rovině. Hladká a po částech hladká křivka. Výpočet tečného vektoru a tečny
křivky. Výpočet směrnice tečny křivek zadané parametricky, rovnice tečny.

6. Vyšetřováńı pr̊uběhu funkce

(a) Definičńı obor. Spojitost funkce. Funkce sudá, lichá a periodická.

(b) Nulové body, funkce kladná a záporná.
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(c) Limity v bodech nespojitosti a v hraničńıch bodech, př́ıpadně v ±∞.
(d) Prvńı derivace a funkce (ne)rostoućı a (ne)klesaj́ıćı.
(e) Stacionárńı (kritické) body funkce. Extrém ostrý (ryźı) a neostrý, lokálńı a absolutńı

(globálńı) extrémy, maximum a minimum.
(f) Asymptoty (bez směrnice) x = c ve vlastńım bodě a asymptoty y = px + q

(se směrnićı v nevlastńım bodě, tj. pro x→ ±∞).
(g) Druhá derivace, funkce konvexńı a konkávńı, inflexńı body.
(h) Náčrt grafu funkce pomoćı výsledk̊u z předchoźıch bod̊u.

III. Integrálńı počet jedné reálné proměnné

1. Primitivńı funkce, neurčitý integrál

(a) Pojem primitivńı funkce, existence a jednoznačnost až na aditivńı konstantu.
(b) Primitivńı funkce k funkci kladné, záporné, rostoućı, klesaj́ıćı.
(c) Primitivńı funkce elementárńıch funkćı.
(d) Primitivńı funkce násobku a součtu funkćı, výpočet metodou per partes (po částech).
(e) Integrováńı racionálńı funkce (převod na ryze racionálńı funkce, rozklad na parciálńı

zlomky a jejich integrace).
(f) Výpočet metodou substituce prvńıho a druhého druhu.

2. Určitý integrál

(a) Riemannova definice určitého integrálu, horńı a dolńı součty, horńı a dolńı integrál.
(b) Geometrický význam určitého integrálu.
(c) Zobecněńı integrálu na neomezený interval a neomezené funkce. Př́ıpady, kdy určitý

integrál ze spojité funkce neexistuje.
(d) Vztah mezi primitivńı funkćı a určitým integrálem, závislost na integračńım oboru,

praktický výpočet určitého integrálu.
(e) Určitý integrál násobku a součtu funkćı, výpočet metodou per partes, a substitučńı

metodou. Odhad hodnoty určitého integrálu.
(f) Newton̊uv integrál z neomezené funkce na neomezeném intervalu, nevlastńı integrál.

Př́ıpady, kdy integrál neexistuje.

3. Aplikace integrálu

(a) Výpočet plošného obsahu a souřadnic těžǐstě útvaru v rovině.
(b) Výpočet délky grafu funkce nebo délky křivky zadané parametricky.
(c) Výpočet objemu a povrchu a souřadnice těžǐstě rotačńıho tělesa.

Zkouška

Ṕısemná část zkoušky (celkem 120 minut)
Silně doporučuji

”
tahák“, tj. vlastnoručně vyrobený a podepsaný seznam vzorc̊u integrál̊u,

derivaćı a pod. – (maximálně jeden list A4 oboustranně – Vzorce by měly být správně!)

Úloha 1 – Náčrt grafu a určeńı vlastnost́ı funkce (10 bod̊u)

• Určeńı definičńıho oboru dané funkce, př́ıpadně oboru hodnot.

• Náčrt grafu funkce (elementárńı funkce transformovaná posunut́ım v x nebo y, násobkem
hodnoty nebo argumentu; absolutńı hodnoty; minimum či maximum dvou funkćı).

• Jedna teoretická otázka ze základ̊u logiky a teorie funkćı (negace výroku s kvantifikátorem,
definice vlastnosti funkce, atd.)
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Úloha 2 – Lineárńı algebra a analytická geometrie (20 bod̊u)

• Výpočet determinantu matice, výpočet inverzńı matice, vyjádřeńı matice X z maticové
rovnice AX = B, XAT = B, AXB = C a pod.

• Př́ıklad z vektorového počtu nebo analytické geometrie.

• Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic eliminaćı.

• Dvě teoretické otázky z lineárńı algebry nebo analytické geometrie (definice adjungované a
inverzńı matice a jejich vlastnosti, parametrické zadáńı geometrických útvar̊u, rozpoznáńı
typu kvadratické plochy v základńı poloze, atd.)

Úloha 3 – Diferenciálńı počet (20 bod̊u)

• Výpočet limity pomoćı l’Hospitalova pravidla.

• Vyšetřováńı pr̊uběhu dané funkce: definičńı obor, spojitost, limity v bodech nespojitosti,
asymptoty, intervaly, kde je funkce rostoućı nebo klesaj́ıćı, konvexńı nebo konkávńı, náčrt
funkce podle zjǐstěných vlastnost́ı.

• Sestaveńı Taylorova polynomu dané funkce a výpočet přibližné hodnoty.

• Dvě teoretické otázky z diferenciálńıho počtu (definice limity a derivace a jejich vlastnosti,
odvozeńı vzorce pro derivaci součtu a součinu funkćı, vyšetřováńı extrémů funkce atd.)

Úloha 4 – Integrálńı počet (25 bod̊u)

• Výpočet primitivńı funkce racionálńı funkce (včetně určeńı interval̊u).

• Výpočet primitivńı funkce nebo určitého integrálu metodou per partes, pomoćı substituce
(se zadanou substitućı).

• Výpočet obsahu rovinného útvaru, délky křivky, objemu nebo povrchu rotačńıho tělesa.

• Jedna teoretická otázka z integrálńıho počtu (definice primitivńı funkce, jej́ı vlastnosti,
definice Riemannova a Newtonova integrálu, př́ıpady, kdy integrál neexistuje a pod.)

Teoretické otázky budou zadány v posledńıch 20 minutách ṕısemné části zkoušky. Neńı při nich
povoleno použ́ıvat

”
tahák“ ani jiné pomůcky.

Ústńı část zkoušky:
Oprava ṕısemky s jej́ım autorem, poč́ıtáńı derivace funkce (bez úprav) např. sin3(2/x) ex

2+3x,

ln
(
3x+1
2x−1

)
, 3

√
sinx cos(2x)

x3+x
, (sinx)x,. . . , př́ıpadně daľśı otázky nebo jednoduché př́ıklady. Bez

teoretické a ústńı části je hodnoceńı zkoušky F.

Hodnoceńı:
Do zkoušky se poč́ıtaj́ı body ze cvičeńı (max. 25 bod̊u) a ṕısemné části (max. 75 bod̊u –

z toho cca 18 bod̊u za teoretické otázky). Ústńı část zkoušky může zvýšit nebo sńıžit počet
bod̊u a změnit hodnoceńı celé zkoušky.

• 90–100 bod̊u — výborně (A),

• 80–89 bod̊u — velmi dobře (B),

• 70–79 bod̊u — dobře (C),

• 60–69 bod̊u — uspokojivě (D),

• 50–59 bod̊u — dostatečně (E),

• 0–49 bod̊u — nevyhovuj́ıćı (F).
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Doporučené studijńı materiály:

1. Přednášky na E-learningu FSI VUT.

2. Učebńı texty z Matematiky I na http://www.mat.fme.vutbr.cz/home/francu.

3. Učebńı texty, řešené i neřešené př́ıklady a kv́ızy na internetových stránkách:
http://mathonline.fme.vutbr.cz/— Matematika I.

4. J. Nedoma: Matematika I, skripta FSI VUT 2004.

5. I. Mezńık, J. Karásek, J. Mikĺıček: Matematika I pro strojńı fakulty, SNTL, Praha 1992.

6. J. Musilová, P. Musilová: Matematika I pro porozuměńı i praxi, VUTIUM Brno 2006.

7. J. Slovák, M. Panák, M. Bulant: Matematika drsně a svǐzně, Masarykova univerzita, Brno
2013.

8. K. Rektorys a spolupracovńıci: Přehled užité matematiky I, Prometheus, Praha 1995.

9. J. Škrášek, Z. Tichý: Základy aplikované matematiky I a II, SNTL, Praha 1989.

V Brně 19. prosince 2020 Jan Franc̊u

Ukázka zadáńı zkoušky

1a–b Určete definičńı obor, obor hodnot a načrtněte graf funkce

f(x) =
∣∣(x+ 2)2 − 4

∣∣ , g(x) =
π

2
− arcsin

∣∣∣∣2x− 1

3

∣∣∣∣ . (5 + 5 bod̊u)

2a Pomoćı adjungované matice spoč́ıtejte matici inverzńı k matici A a matici X, která je
řešeńım maticové rovnice AX = BT .

A =

 1 2 3
2 5 4
2 0 13

 , B =

 1 0 1
0 2 0
0 0 1

 . (7 bod̊u)

2b Napǐste parametrickou rovnici př́ımky, která procháźı bodem A = [0, 0, 1] a je kolmá na
rovinu ρ : 3x− y − 2 z = 10 . (8 bod̊u)

2c Daná
”
předřešená“ soustava rovnic

u+ 2v + 3x+ 4y = 5
v + 2x+ 3y + z = 4

2x+ 4y + 4z = 6
x+ 2y + 4z = 7

Rozhodněte o existenci a počtu řešeńı. Všechna řešeńı, pokud existuj́ı, zapǐste! (5 body)

3a Spoč́ıtejte limitu lim
x→π

1 + cos x

sin2(x)
. (4 body)

3b Dána funkce f(x) =
2x

1 + x2
.

1. Určete definičńı obor a spojitost funkce.

2. Určete jednostranné limity v bodě nespojitosti a v nekonečnu.

3. Určete, kde je funkce rostoućı a klesaj́ıćı. Určete lokálńı extrémy.
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4. Určete, kde je funkce konvexńı a konkávńı.

5. Na základě předchoźıch výsledk̊u funkci načrtněte. (12 bod̊u)

3c Pomoćı Taylorova polynomu druhého stupně spoč́ıtejte cos(0.1) a porovnejte s hodnotou
z kalkulačky (pozor, funkce cosx je v radiánech). (4 body)

4a Určete primitivńı funkci racionálńı funkce a intervaly na kterých je primitivńı∫
x3 − 2x2 − 2

x3 + x
dx . (10 bod̊u)

4b Spoč́ıtejte objem tělesa omezeného křivkou y = sinx rotuj́ıćı okolo osy x mezi dvěma
sousedńımi nulovými body. Náčrt! (10 bod̊u)

4c Spoč́ıtejte integrál
∫ π
0

cos
(
x
2

)
dx . (5 body)

Teoretické otázky:

1c Negujte výrok: ∀ ε > 0 ∃n0 > 0 ∀n > n0 plat́ı | an − A| < ε ,
který pojem tento výrok definuje? (4 body)

2d Co je to adjungovaná matice? Pro které matice je definovaná? Utvořte matici adjungovanou
k matici

(
1 2
3 5

)
. (4 body)

2e Jakou plochu popisuje rovnice x2 + z2 = 1 + y2? Určete střed a osu symetrie. (5 body)

3d Odvod’te vzorec pro derivaci součinu funkćı (fg)′ = f ′ g + fg′. (4 body)

3e Jak zńı a za jakých podmı́nek lze už́ıt l’Hospitalovo pravidlo? (4 body)

4d Napǐste vzorec pro horńı součet Riemannova integrálu. (4 body)

Ukázka daľśıch teoretických otázek

• Negujte výrok:
”
∃ a ∀x plat́ı x+ a = x.“

Plat́ı výrok nebo jeho negace? Které pojem tento výrok definuje?

• Negujte výrok:
”
∀ ε > 0 ∃ δ > 0 ∀x ∈ (a, a+ δ) plat́ı | f(x)− A| < ε.“

Který pojem tento výrok definuje?

• Co je to hodnost matice? Jaká je hodnost regulárńı matice? Může být hodnost matice
větš́ı než počet (a) řádk̊u, (b) sloupc̊u?

• Jak se v praxi určuje hodnost matice? Jaká je hodnost jednotkové matice?

• Co je to inverzńı matice? Pro které matice je definovaná?

Určete matici inverzńı k matici
(

1 2
3 8

)
!

• Co je to adjungovaná matice? Pro které matice je definovaná?

Určete matici adjungovanou k matici
(

1 2
4 8

)
!

• Kdy řekneme, že matice je regulárńı?

• Určete matici X z rovnice ATXB = C−1. Které matice muśı být regulárńı?

• Jak poč́ıtáme determinant z
”
velké“ matice?

• Formulujte Frobeniovu větu pro existenci a počet řešeńı soustavy m lineárńıch rovnic o n
neznámých zapsaných v maticovém tvaru Ax = b.

• Uved’te př́ıklad soustavy dvou lineárńıch rovnic o třech neznámých, která nemá řešeńı!

• Uved’te př́ıklad soustavy tř́ı lineárńıch rovnic o dvou neznámých, která má nekonečně
mnoho řešeńı!
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• Kterou kvadratickou plochu popisuje rovnice x2 − y − z2 = 1? Určete jej́ı střed, osu a
plochu náčrtněte.

• Kterou kvadratickou plochu popisuje rovnice x2 + y2 = 1 − 2z2? Určete jej́ı střed, osu a
plochu načrtněte.

• Definujte skalárńı součin vektor̊u geometricky i analyticky (pomoćı souřadnic). Uved’te
jeho geometrický význam.

• Definujte vektorový součin vektor̊u geometricky i analyticky (pomoćı souřadnic). Uved’te
jeho geometrický význam, obrázek.

• Definujte smı́̌sený součin vektor̊u geometricky i analyticky (pomoćı souřadnic). Uved’te
jeho geometrický význam, obrázek.

• Uved’te zp̊usoby zápisu roviny v prostoru R3.

• Uved’te zp̊usoby zápisu př́ımky v rovině R2 a v prostoru R3.

• Jaké jsou možnosti vzájemné polohy dvou rovin v prostoru R3? Jak se to pozná pomoćı
obecných rovnic rovin?

• Jaké jsou možnosti vzájemné polohy dvou př́ımek v prostoru R3? Jak se to pozná pomoćı
bod̊u a směrových vektor̊u př́ımek?

• Napǐste, kdy podle definice
”
limx→0+ f(x) =∞“ [⇔ ∀ . . . ∃ . . . ]

• Definujte derivaci funkce f(x) v bodě x. Jaký je jej́ı geometrický význam? Obrázek!

• Kdy řekneme (podle definice), že funkce f(x) je spojitá v bodě x0 ? Obrázek!

• Napǐste Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně funkce f(x) =
√
x se středem v bodě x0 = 1.

• Ve kterých př́ıpadech lze už́ıt l’Hospitalovo pravidlo?

• Napǐste větu o středńı hodnotě! Obrázek!

• Určete tečný vektor ke křivce dané parametricky x = 2 cos t , y = 3 sin t v bodě daném
t = π/3 a napǐste rovnici tečny v tomto bodě.

• Co je to stacionárńı (kritický) bod funkce? Z čeho je
”
podezřelý“?

• Kdy je ve stacionárńım bodě funkce lokálńı minimum nebo maximum?

• Jaký je vztah mezi derivaćı funkce a skutečnost́ı, že funkce je neklesaj́ıćı?

• Definujte primitivńı funkci k funkci f(x) na intervalu (a, b). Které funkce maj́ı primitivńı
funkci a kolik těch primitivńıch funkćı je?

• Jaká je primitivńı funkce k funkci (a) kladné, (b) záporné, (c) rostoućı?

• Ve kterých př́ıpadech určitý integrál spojité funkce na intervalu neńı definován?

• Uved’te př́ıklad spojité kladné funkce f(x) takové, že plat́ı (a)
∫∞
1
f(x)dx <∞ ,

(b)
∫ 1

0
f(x)dx =∞ .

• Napǐste rovnoměrné děleńı intervalu (5, 10) na 10 část́ı. Obrázek! Jaká je jeho norma?

• Co je to norma (jemnost) děleńı intervalu?

• Napǐste vzorec z definice Riemannova integrálu pro (a) dolńı (b) horńı součet funkce g(x)
s děleńım 1 = x0 < x1 < · · · < xn = 2. Obrázek!

• Co je to (a) dolńı (b) horńı integrál? Kdy existuje Riemann̊uv integrál? Obrázek!

• Jak se poč́ıtá těžǐstě plošného útvaru omezeného křivkami y = f(x), y = g(x), x = a,
x = b? Obrázek!

• Jak se poč́ıtá délka grafu funkce y = f(x) , x ∈ 〈a, b〉? Obrázek!

• Jak se poč́ıtá délka křivky x = X(t), y = Y (t) , t ∈ 〈a, b〉? Obrázek!

• Jak se poč́ıtaj́ı souřadnice těžǐstě křivky x = X(t), y = Y (t) , t ∈ 〈a, b〉?
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• Jak se poč́ıtá objem tělesa omezeného grafem funkce y = f(x) > 0
”
rotuj́ıćım“ okolo osy

x a rovinami x = a a x = b? Obrázek!

• Jak se poč́ıtá plošný obsah plochy vzniklé rotaćı grafu funkce y = f(x) pro x ∈ (a, b)
okolo osy x?

• Jak se poč́ıtá těžǐstě objemu omezeného rotuj́ıćım grafem funkce y = f(x) kolem osy x
na intervalu (a, b)? Obrázek!

Varováńı: Na internetu lze naj́ıt vypracováńı těchto otázek, mnohé odpovědi jsou však chybné!
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