MATEMATIKA 1
Pozadavky ke zkousce pro 1. ro¢nik, skupina A — 2020/21

I. Zaklady, linearni algebra a analyticka geometrie

1. Zakladni pojmy

(a)
(b)

(c)
(d)

Zéklady teorie mnozin: mnozina a jeji prvky, podmnozina, prunik, sjednoceni,
doplnék a rozdil mnozin, kartézsky soucin mnozin, relace, zobrazeni, funkce.
Zaklady logiky: pojem vyrok a jeho negace, konjunkce, disjunkce a implikace vyroku.
Negace konjunkce, disjunkce a implikace vyroku.

Vyroky s kvantifikdtory 3 a V a jejich negace.

Cisla pfirozend N, celd Z, raciondlni Q, redlnd R a komplexni C. Operace s &isly.
Usporadan{ a absolutni hodnota. Ciselné mnoziny a jejich zdpis, maximum a supre-
mum, minimum a infimum.

2. Matice a vektory

Pojem matice, transponovana matice, nasobek, soucet a soucin matic.

Pojem vektor, linearni kombinace vektoru, nezavislost vektoru.

Hodnost matice. Radkové a sloupcové tpravy, které neméni hodnost matice, matice
schodovita (stupnovitd).

Determinant matice, vypocet podle definice a rozvojem podle fadku nebo sloupce.
Kiizové a Sarrusovo pravidlo. Vypocet determinantu pomoci fadkovych a sloup-
covych uprav, vypocet velkych determinantu.

Ctvercové matice. Matice jednotkova E, diagonalni, trojihelnikovd, symetrickd, an-
tisymetricka, regularni a singulérni.

Matice inverzni a feseni maticovych rovnic AX = B a XA = B.

Metody vypoctu inverzni matice: algebraické doplnky, adjungovana matice, vypocet
pomoci fddkovych tprav (A|E) ~ (E|A™!).

3. Soustavy linearnich rovnic (SLR)

(a)
(b)
(c)
(d)

Pojem SLR, homogenni a nehogomenni SLR, maticovy zapis.
Existence a jednoznacnost feseni SLR (Frobeniova véta).
Elimina¢ni metody feseni SLR: Gaussova a Jordanova eliminace.
Vypocet feseni SLR pomoci determinantu (Cramerovo pravidlo).

4. Analyticka geometrie

Body a vektory v R? a R3, riznd pojeti vektoru ve fyzice.

Skalarni, vektorovy a smiSeny souc¢in vektoru: analytickd a geometrickd definice,
geometricky vyznam.

Rovnice pifmky v R? roviny v R3 (obecnd, tsekovd, parametrickd a vzajemny
prevod), vektor normaly. Rovnice pfimky v R3.

Vzdjemn4 poloha pifmek a rovin v R? a R3.

Parametrické rovnice pro itvary v roviné a prostoru (polopiimka, tisecka, polorovina,
thel, pés, trojuhelnik, ...)

Kvadratické kiivky v roviné (kuzelosecky) v zakladni poloze.

Kvadratické plochy v prostoru (kvadriky) v zdkladni poloze.



II. Diferencialni pocet funkci jedné realné proménné

1. Posloupnosti

(a) Pojem posloupnosti a jeji limity (definice vlastni i nevlastn{ limity).
(b) Limita nasobku, sou¢tu, sou¢inu a podilu posloupnosti.

(c) Limita neklesajici posloupnosti.

(d) Priklady konvergentni, divergentni a oscilujici posloupnosti.

2. Funkce

(a) Zobrazeni X — Y, definiéni obor D, obor hodnot H. Zobrazeni prosté (injektivni),
na (surjektivni), vzdjemné jednoznacéné (bijektivni) a inverzni zobrazeni.

(b) Funkce, funkce sudd, lichd, periodicka (nejmensi perioda); rostouci, klesajici, neros-
touci, neklesajici a konstantni; konvexni, konkavni. Extrémy a inflexni bod.

(c¢) Elementarni funkce: e*, a%, Inz, log,z, x", 2P, sinx, cosz, tgz, cotgx, arcsinz,
arccos x, arctg x, arccotg x — jejich defini¢ni obory, obory hodnot, vlastnosti a grafy.

(d) Polynomy, zékladni véta algebry, rozklad polynomu na kofenovy soucin. Kofeny a
rozklad polynomu s readlnymi koeficienty. Racionalni lomené funkce, déleni polynomii,
ryze raciondlni funkce a jejich rozklad na parcidlni zlomky.

(e) Zména grafu funkce f(x), jejiho definiéniho oboru a oboru hodnot: f(x 4+ ¢), f(az),
f(z]), f(x) e, af(x), |f(x)proc>0,a>1,0<a<1, —-1<a<0,a<—1.

3. Limita a spojitost funkce

—~

a) Pojem limity funkce: definice, existence a jednoznacnost.

b
c

Limita nasobku, souctu, sou¢inu, podilu a slozené funkce.
sinz e*—1 In(1+4x)

Zékladni limity pro x — 0: #2£, &—  ——
Nevlastni limity a limity funkce v nevlastnich bodech, jednostranné limity.

Definice funkce spojité v bodé, spojité v bodé zleva a zprava.

Spojitost funkce na otevieném a uzavieném intervalu. Spojitost nasobku, souctu,
podilu funkei a slozené funkce.

—~

e

)
)
)
)
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4. Derivace funkce

(a) Pojem derivace funkce, definice, geometrickd interpretace, jednostranné derivace.

(b) Derivace nasobku, souctu, sou¢inu a podilu funkci. Derivace slozené funkce. Derivace
inverzni funkce.

(c) Derivace elementarnich funkei: 2P, e”, a”, In x, log, z, sin x, cos x, tg x, cotg z, arcsin z,
arccos x, arctgx, arccotgx.

(d) Derivace vyssich réadu.

5. Aplikace derivace funkce

(a) Diferencial funkce, Véta o stfedni hodnoté, Tayloruv polynom a zbytek, vyjadieni a
odhad zbytku, aproximace hodnoty funkce.

(b) Vypocet limity pomoci I’'Hospitalova pravidla a Taylorova polynomu.

(c¢) Krivka v roviné. Hladka a po ¢astech hladké kiivka. Vypocet te¢ného vektoru a tecny
krivky. Vypocet smérnice teény kiivek zadané parametricky, rovnice tecny.

6. VysSetrovani priubéhu funkce

(a) Defini¢ni obor. Spojitost funkce. Funkce sudé, lichd a periodicka.
(b) Nulové body, funkce kladna a zéporna.
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(¢) Limity v bodech nespojitosti a v hrani¢nich bodech, piipadné v +o0.

(d) Prvni derivace a funkce (ne)rostouci a (ne)klesajici.

(e) Stacionarni (kritické) body funkce. Extrém ostry (ryzi) a neostry, lokélni a absolutni
(globélni) extrémy, maximum a minimum.

(f) Asymptoty (bez smérnice) z = ¢ ve vlastnim bodé a asymptoty y = px + ¢
(se smérnici v nevlastnim bodeé, tj. pro z — £00).

(g) Druhéa derivace, funkce konvexni a konkévni, inflexni body.

(h) Naeért grafu funkce pomoci vysledku z predchozich bodu.

I1I. Integralni pocet jedné realné promeénné
1. Primitivni funkce, neurcity integral

(a) Pojem primitivni funkce, existence a jednoznaénost az na aditivni konstantu.
(b) Primitivni funkce k funkei kladné, zéporné, rostouci, klesajici.
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(¢) Primitivni funkce elementarnich funkei.

(d) Primitivni funkce ndsobku a souctu funkei, vypocet metodou per partes (po castech).

(e) Integrovani racionélni funkce (pfevod na ryze racionalni funkce, rozklad na parcidlni
zlomky a jejich integrace).

(f) Vypocet metodou substituce prvniho a druhého druhu.

2. Urcity integral

(a) Riemannova definice uré¢itého integralu, horni a dolni souéty, horni a dolni integral.

(b) Geometricky vyznam urcitého integralu.

(c) Zobecnéni integralu na neomezeny interval a neomezené funkce. Piipady, kdy urcity
integral ze spojité funkce neexistuje.

(d) Vztah mezi primitivni funkeci a uréitym integrélem, zdvislost na integraénim oboru,
prakticky vypocet urcitého integralu.

(e) Urcity integrél ndsobku a souc¢tu funkei, vypocet metodou per partes, a substituéni
metodou. Odhad hodnoty urcitého integralu.

(f) Newtonuv integrél z neomezené funkce na neomezeném intervalu, nevlastni integral.
Pripady, kdy integral neexistuje.

3. Aplikace integralu

(a) Vypocet plosného obsahu a soufadnic tézisté dtvaru v roviné.
(b) Vypocet délky grafu funkce nebo délky kiivky zadané parametricky.

Zkouska

Pisemnd cast zkousky (celkem 120 minut)
Silné doporucuji ,,tahak®, tj. vlastnorucné vyrobeny a podepsany seznam vzorcu integrélu,
derivaci a pod. — (maximalné jeden list A4 oboustranné — Vzorce by mély byt spravné!)

Uloha 1 — Naért grafu a uréeni vlastnosti funkce (10 bodu)

e Urceni definiécniho oboru dané funkce, piipadné oboru hodnot.

e Nacrt grafu funkce (elementarni funkce transformovand posunutim v x nebo y, ndsobkem
hodnoty nebo argumentu; absolutni hodnoty; minimum ¢ maximum dvou funkei).

e Jedna teoreticka otdzka ze zékladu logiky a teorie funkei (negace vyroku s kvantifikatorem,
definice vlastnosti funkce, atd.)



Uloha 2 — Linearni algebra a analyticka geometrie (20 bodu)

e Vypocet determinantu matice, vypocet inverzni matice, vyjadieni matice X z maticové
rovnice AX = B, XAT = B, AXB = C a pod.

e Piiklad z vektorového poctu nebo analytické geometrie.
e ResSeni soustavy linedrnich rovnic eliminaci.

e Dveé teoretické otazky z linedrni algebry nebo analytické geometrie (definice adjungované a
inverzni matice a jejich vlastnosti, parametrické zadani geometrickych utvaru, rozpoznani
typu kvadratické plochy v zdkladni poloze, atd.)

Uloha 3 — Diferencialni pocet (20 bodu)

e Vypocet limity pomoci I’'Hospitalova pravidla.

e VysSettovani prubéhu dané funkce: definiéni obor, spojitost, limity v bodech nespojitosti,
asymptoty, intervaly, kde je funkce rostouci nebo klesajici, konvexni nebo konkavni, nacrt
funkce podle zjisténych vlastnosti.

e Sestaveni Taylorova polynomu dané funkce a vypocet ptiblizné hodnoty.

e Dvé teoretické otdzky z diferencidlniho poctu (definice limity a derivace a jejich vlastnosti,
odvozeni vzorce pro derivaci soué¢tu a soucinu funkei, vySetfovani extrému funkce atd.)

Uloha 4 — Integralni pocet (25 bodu)

e Vypocet primitivni funkce raciondlni funkce (véetné urceni intervalu).

e Vypocet primitivni funkce nebo urcitého integralu metodou per partes, pomoci substituce
(se zadanou substituci).

e Vypocet obsahu rovinného utvaru, délky kiivky, objemu nebo povrchu rotaéniho télesa.

e Jedna teoretickd otdzka z integralniho poctu (definice primitivni funkce, jeji vlastnosti,
definice Riemannova a Newtonova integralu, piipady, kdy integral neexistuje a pod.)

Teoretické otédzky budou zadany v poslednich 20 minutach pisemné ¢asti zkousky. Neni pii nich
povoleno pouzivat ,,tahdk“ ani jiné pomiucky.

Ustni cast zkousky:
Oprava pisemky s jejim autorem, pocitan{ derivace funkce (bez tiprav) napi. sin®(2/z) e

1 (Berl) 3 /sinz cos(2x)
2z—1/" 3+zx )

teoretické a ustni ¢asti je hodnoceni zkousky F.

x2+3x
’

(sinx)®,..., pripadné dalsi otdzky nebo jednoduché piiklady. Bez

Hodnoceni:

Do zkousky se pocitaji body ze cviceni (max. 25 bodu) a pisemné ¢ésti (max. 75 bodu —
z toho cca 18 bodu za teoretické otézky). Ustni ¢dst zkousky muze zvysit nebo snizit pocet
bodu a zménit hodnoceni celé zkousky.

e 90-100 bodi — vyborné (A),

e 80-89 bodi — velmi dobfe (B),
e 70-79 bodu — dobie (C),

e 60-69 bodu — uspokojive (D),

50-59 bodu — dostatecné (E),

0-49 bodu — nevyhovujici (F).



Doporucené studijni materialy:

1. Pfednasky na E-learningu FSI VUT.
2. Ucebni texty z Matematiky I na http://www.mat.fme.vutbr.cz/home/francu.

3. Ucebni texty, fesené i nefesené priklady a kvizy na internetovych strankach:
http://mathonline.fme.vutbr.cz/— Matematika I.

J. Nedoma: Matematika I, skripta FSI VUT 2004.
I. Meznik, J. Karasek, J. Miklicek: Matematika I pro strojni fakulty, SNTL, Praha 1992.
J. Musilova, P. Musilova: Matematika I pro porozumeéni i praxi, VUTIUM Brno 2006.

NS Ot

J. Slovék, M. Panak, M. Bulant: Matematika drsné a svizné, Masarykova univerzita, Brno
2013.

. K. Rektorys a spolupracovnici: Prehled uzité matematiky I, Prometheus, Praha 1995.
. J. Skrések, Z. Tichy: Zdklady aplikované matematiky I o II, SNTL, Praha 1989.
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V Brné 19. prosince 2020 Jan Francu

Ukazka zadani zkousky

la—b Urcete defini¢ni obor, obor hodnot a na¢rtnéte graf funkce

flo)=|(z+22—4],  g(z)= g — arcsin (5 + 5 bodil)

2:{:—1'

2a Pomoci adjungované matice spocitejte matici inverzni k matici A a matici X, kterd je
feSenfm maticové rovnice AX = BT,

12 3 1 01
A=12 5 4|, B=10220 (7 bodu)

2 0 13 001
2b Napiste parametrickou rovnici piimky, kterd prochazi bodem A = [0,0,1] a je kolmé na
rovinu p : 3z —y—2z=10. (8 bodu)

2c Dana ,predieSend” soustava rovnic

u+2v+3r+4y = 5
v+224+3y+z = 4
2r+4y+42 = 6
r+2y+4z =7

Rozhodnéte o existenci a poctu teseni. VSechna feSeni, pokud existuji, zapiste! (5 body)

1+cosx

3a Spocitejte limitu lim (4 body)

e sin®(x)
2z

3b Dana funkce f(x) = m .
xT

1. Urcete defini¢ni obor a spojitost funkce.
2. Urcete jednostranné limity v bodé nespojitosti a v nekonecnu.
3. Urcete, kde je funkce rostouci a klesajici. Urcete lokalni extrémy.
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4. Urcete, kde je funkce konvexni a konkavni.

5. Na zakladé predchozich vysledku funkei naértnéte. (12 bodu)
3c Pomoci Taylorova polynomu druhého stupné spocitejte cos(0.1) a porovnejte s hodnotou
z kalkulacky (pozor, funkce cosx je v radidnech). (4 body)

4a Urcete primitivni funkci raciondlni funkce a intervaly na kterych je primitivni

32222
/ T e (10 bodi)
>+

4b Spocitejte objem télesa omezeného kiivkou y = sinz rotujici okolo osy x mezi dvéma
sousednimi nulovymi body. Naért! (10 bodu)
4c Spocitejte integral foﬂ cos (%) dzx . (5 body)

Teoretické otazky:

1lc Negujte vyrok: Ve >0 dng >0 Vn>mny plati |a, — A| <e,

ktery pojem tento vyrok definuje? (4 body)
2d Co je to adjungovana matice? Pro které matice je definovana? Utvoite matici adjungovanou

k matici ( V2 ) (4 body)
2e Jakou plochu popisuje rovnice 22 + 22 = 1 + 3?? Uréete stied a osu symetrie. (5 body)
3d Odvod'te vzorec pro derivaci souc¢inu funkei (fg) = f'g + fg'. (4 body)
3e Jak zni a za jakych podminek lze uzit 'Hospitalovo pravidlo? (4 body)
4d Napiste vzorec pro horni soucet Riemannova integralu. (4 body)

Ukazka dalsich teoretickych otazek

e Negujte vyrok: ,Jda Vzplati z+4a=2.“
Plati vyrok nebo jeho negace? Které pojem tento vyrok definuje?

e Negujte vyrok: Ve >030 >0 Vz € (a,a+0) plati | f(z) — Al <e.
Ktery pojem tento vyrok definuje?

e Co je to hodnost matice? Jaka je hodnost regularni matice? Muze byt hodnost matice
vétsi nez pocet (a) radku, (b) sloupcu?

e Jak se v praxi urcuje hodnost matice? Jaka je hodnost jednotkové matice?

e Co je to inverzni matice? Pro které matice je definovana?
Urcete matici inverzni k matici ( :1,) z ) !

e Co je to adjungovana matice? Pro které matice je definovana?
Urcete matici adjungovanou k matici < }l 3 ) !

e Kdy rekneme, ze matice je regularni?

e Urcete matici X z rovnice ATX B = C~!. Které matice mus{ byt reguldrni?

e Jak pocitame determinant z ,,velké“ matice?

e Formulujte Frobeniovu vétu pro existenci a pocet feseni soustavy m linearnich rovnic o n
neznamych zapsanych v maticovém tvaru Ax = b.

e Uved'te piiklad soustavy dvou linearnich rovnic o tiech neznamych, kterd nemé reSeni!

e Uvedte pifklad soustavy ti{ linedrnich rovnic o dvou nezndmych, kterd m4 nekonecné
mnoho feseni!



Kterou kvadratickou plochu popisuje rovnice x?> — y — 22 = 1? Urcete jeji stied, osu a
plochu nacrtnéte.

Kterou kvadratickou plochu popisuje rovnice 2% + 3% = 1 — 2227 Urcete jeji stied, osu a
plochu nacrtnéte.

Definujte skaldrni soucin vektorti geometricky i analyticky (pomoci soufadnic). Uved'te
jeho geometricky vyznam.

Definujte vektorovy soucin vektortu geometricky i analyticky (pomoci souradnic). Uved'te
jeho geometricky vyznam, obrazek.

Definujte smiSeny soucin vektoru geometricky i analyticky (pomoci souradnic). Uved'te
jeho geometricky vyznam, obrazek.

Uved'te zpusoby zdpisu roviny v prostoru R3.
Uved'te zpusoby zdpisu pifmky v roviné R? a v prostoru R3.

Jaké jsou moznosti vzdjemné polohy dvou rovin v prostoru R3*? Jak se to pozna pomoci
obecnych rovnic rovin?

Jaké jsou moznosti vzdjemné polohy dvou pifmek v prostoru R3? Jak se to pozna pomoci
bodu a smérovych vektoru piimek?

Napiste, kdy podle definice ,lim, .o, f(z) = 00" [& V... 3 ...]

Definujte derivaci funkce f(x) v bodé z. Jaky je jeji geometricky vyznam? Obréazek!
Kdy fekneme (podle definice), ze funkce f(z) je spojita v bodé xo? Obrazek!

Napiste Tayloruv polynom trettho stupné funkce f(x) = \/x se sttedem v bodé xy = 1.
Ve kterych pripadech lze uzit 'Hospitalovo pravidlo?

Napiste vétu o stiedni hodnoté! Obrazek!

Urcete tecny vektor ke kiivce dané parametricky x = 2 cost, y = 3 sint v bodé daném
t = m/3 a napiste rovnici teény v tomto bodé.

Co je to stacionarni (kriticky) bod funkce? Z ¢eho je ,,podeziely*?
Kdy je ve stacionarnim bodé funkce lokalni minimum nebo maximum?
Jaky je vztah mezi derivaci funkce a skutecnosti, ze funkce je neklesajici?

Definujte primitivni funkci k funkei f(z) na intervalu (a,b). Které funkce maji primitivni
funkci a kolik téch primitivnich funkci je?

Jaka je primitivn{ funkce k funkei (a) kladné, (b) zaporné, (c) rostouci?

Ve kterych ptipadech urcity integrél spojité funkce na intervalu neni definovan?
Uved'te pifklad spojit¢ kladné funkce f(x) takové, ze plati (a) [~ f(z)dz < oo,

(b) [ f(z)dz = oco.

Napiste rovnomeérné déleni intervalu (5,10) na 10 ¢ésti. Obrazek! Jaka je jeho norma?
Co je to norma (jemnost) déleni intervalu?

Napiste vzorec z definice Riemannova integralu pro (a) dolni (b) horni soucet funkce g(x)
sdélenim 1 =29 < 2y < -+- < x,, = 2. Obrazek!

Co je to (a) dolni (b) horni integral? Kdy existuje Riemanntuv integrél? Obrazek!

x = b? Obrézek!
Jak se pocita délka grafu funkce y = f(z) , = € (a,b)? Obréazek!
Jak se pocita délka kiivky = = X (t), y = Y (t) , t € (a,b)? Obrazek!



e Jak se pocita objem télesa omezeného grafem funkce y = f(x) > 0 ,rotujicim® okolo osy
x arovinami x = a a x = b? Obrazek!

e Jak se pocita plosny obsah plochy vzniklé rotaci grafu funkce y = f(x) pro = € (a,b)
okolo osy z7

na intervalu (a, b)? Obrazek!

Varovani: Na internetu lze najit vypracovani téchto otazek, mnohé odpovédi jsou vsak chybné!



