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1 Uvod do teorie rizeni

1.1 Zaklady linearnich dynamickych systému
Linedrnim spojitym dynamickym systémem se vstupem u(t) a vystupem y(t)
rozumime diferencialni rovnici

any™ + an_1y™ T + -+ ary + agy

1
= bmu(m) + bm—lu(mil) + -+ blu(l) + bou, ( )

kde vyraz f() znamend i-tou derivaci funkce f(t) pficemz predpoklédime, Ze
plati m < n. Tato podminka se v teorii fizeni uvadi jako podminka realizova-
telnosti. Spojity linedrni dynamicky systém se fesi aparatem Laplaceovy trans-
formace (viz. [5]) definované vztahem

L= [ st

Pfimocarym vypoctem odvodime Laplaceovy obrazy

L{a} ==
Lit} =
e} = ——

a predevsim pravidla, linearity

L{af +bg} = aL{f} + bL{g}

a derivace
L{fM} = sL{f} - f{0}.
Tyto dvé pravidla aplikujeme na rovnici spojitého linedrniho dynamického sys-
tému (1) doplnéného o pocéteéni podminky pro feseni
y™(0) =y D(0) =y (0) = y(0) = 0
a pocatecéni podminky pro vstup
u(™(0) = u™=1(0) = uM(0) = u(0) =0
7 ¢ehoz celkové dostaneme rovnici

ans" L{y} + an-15"" L{y} + - + a1sL{y} + ao L{y}
= by L{u} 4 by 18™ L{u} + - + by L{u} + b L{u}.

Po jednoduché tpravé dostaneme racionalni lomenou funkci, v teorii fizeni ozna-
covanou jako prenos dynamického systému

CL{y}  bps" 4 by1s" T bis+ by
B L{u} B ansn + an718n71 + 4 a1 s -+ ag ’

G(s) : (2)



Z definice pfenosu (2) je zfejmé, ze pokud na vstup systému pfivedeme signal u
sta¢i pfenosem G vyndsobit jeho Laplacetv obraz L{u} a dostaneme Laplacetiv
obraz vystupu L{y} = G(s)L{u}. Déle, odezva systému na (Diractiv) jednot-
kovy impuls 6(¢)

5(t):{80 i;g /_Ooé(t)dtzl

—o0
se v teorii Fizeni oznacuje jako impulsni funkce g(t) a jeji graf impulsni charak-
teristika. ProtoZe Laplacetv obraz Diracova impulzu je L{d(¢)} = 1 dostdvame
interpretaci prenosu

Gls) = L{y} — L{g} _ Lig}

T L{u}  L{5}

jako Laplaceova obrazu impulsni funkce. Odezva systému na jednotkovy skok

n(t) .
1t
”(t):{ 0 t<0

se nazjvé piechodovéa funkee h(t) a jeji Laplacetiv obraz je L{n(t)} = L. Piecho-
dové charakteristika je pak grafem prechodové funkce. Vzajemny vztah impulzni
a prechodové funkce je pak vidét z nasledujicich vypoctu

_Lyy _Lihy _H
L{u}  L{n}

1G(S) = H(s) = L{h(t)} = h(t) = L~ {G(S)}

S S

—~

G(s) ) o H(s)

@ =

Gls) = s H(s) = L H{hD} = g(t) = %Sf) s h(t) = /O g(t)dt

1.2 Pravidla blokové algebry
Zakladni pravidla
Pienosovy ¢len G(s) zndzortiujeme obdélnikovym blokem

Uls) G(s) Y(s)

a pokud mame vice prenosovych ¢lentl tvoiime z nich blokové diagramy, pricemz
pouzivame nésledujici pravidla:

vvvvvv

e prenosovy ¢len zndzornujeme obdélnikovym blokem , ktery je po-
psén svym prenosem G(s)

e vstup znizornén Sipkou do bloku, vystup Sipkou z bloku ﬂ



e misto, kde se signal rozdvojuje se znaci teckou

e misto, kde se signal s¢ita (od&it4) se znadf koletkem s kifzkem(X) (@)
— pokud se dany signal odecita, pak prislusné ,ctvrtkolecko“ vybarvime
— pokud se pricita, pak je ponechdme bilé
Navrh blokovych schémat

Sériové zapojeni Sériové zapojeni je zapojeni ¢lend ,za sebou“ — viz nésle-
dujici schéma:

YL G(s) = Gis) - Gals) Pl

Ptenos levého ¢lenu je:

Cils) = 31 ((j)) = M(s) = Gi(s) - U(s)
Ptenos pravého ¢lenu je:
Y (s)

=Y (s) = Ga(s) - M(s)

Nyni dosadime vztah odvozeny z prenosu levého ¢lenu do vztahu odvozeného z
prenosu pravého Clenu:

Y (s) = Gi(s) - Ga(s) - U(s)

7 ¢ehoz 1ze snadno vyjadrit prenos celého zapojeni nasledovné:

G(s) = = G1(s) - Ga(s)

resp. obecné jako:

G(s) =[] Gils)

Paralelni zapojeni Paralelni zapojeni je zapojeni ¢lent ,vedle sebe® — viz
nasledujici schéma:

ULIG(s) = Gils) + Gals) PGk




Ptenos horniho ¢lenu je:

Gi(s) = 0s) = M(s) = Gi(s)-U(s)
Ptenos dolniho ¢lenu je:
Ga(s) g((j)) = N(s) = Ga(s) - U(s)

Nyni dosadime vystupy obou ¢lent (vyjddiené pomoci jejich vstupu a jejich
prenosil) jako vstup s¢itactho (resp. odéitaciho) ¢lenu:

Y(s) =+£M(s) £ N(s) = (£G1(s) £ G2(s)) - U(s)
7 ¢ehoz lze snadno vyjadrit prenos celého zapojeni nasledovné:

Y(s)

G(s) = 0(s)

= :|:G1($) + GQ(S)

resp. obecné jako:

Gls) = 32 Gils)

Antiparalelni (zpétnovazebné) zapojeni Paralelni zapojeni je zapojeni
¢lentt do obvodu s tzv. ,zpétnou vazbou“ tedy takovym zptusobem, kdy z vy-
stupu odebirdame signal a kterym upravujeme signal vstupni — viz nésledujici
schéma:

G(s) = Gi(s) M

1+G1(8)-Ga(s)

Prenos ¢lenu ze zpétné vazby je:

N(s)

GQ(S) =

Y(s) = N(s) =Y(s) - Ga(s)

Odcéitaci (scitaci) ¢len se chova nasledovné:
M(s) =U(s) F N(s).

7 ¢ehoz dosazenim vztahi plynoucich z pfenosu v piimé vétvi a ve zpétné vazbé
muzeme vyjadrit:

=U(s) FY(s)  Ga(s)



Osamostatnime-li vstupni signél, dostavame:

U(s) = g S (9:Gals) = Vo) (5 2 Cale)) = vy 20 20

A odtud vylomenim Laplaceova obrazu vystupu Laplaceovym obrazem vstupu
dostaneme prenos celého zapojeni:
V() Gy

U(s) 1£Gi(s)-Ga(s)

Prekrizené vazby
e Pokud lze obvod rozdélit na bloky, v nichz je jedno ze zminénych zapojeni,

pak neni problém takovy obvod popsat jeho prenosem - viz predchozi
odstavce.

e Nelze-li obvod rozdélit na bloky, znamena to, ze jsou prekfizeny vazby
v paralelnich nebo zpétnovazebnych zapojenich (tzn. Ze se zpétnd vazba
vazba odvedend po ukonceni jiného zpétnovazebného zapojeni vraci do
jeho pfimé vétve)

e ReSenim je presun vhodnych bloka - bud po, nebo proti sméru signélu,
tak abychom mezi zapojenimi v jednotlivych blocich ziskali jen nam jiz
znamé a vyse popsané, kterym tak lze snadno urcit jejich vysledny prenos.

- X(s) - X(s)G(s)
posunuti proti sméru signalu -

- Xrb - X(s)G(s) .
posunuti po sméru signalu - -

Xs G(s) X(s)G(s)

1/G(s)

Spojité a diskrétni obvody

Pravidla blokové algebry byla predstavena pro spojité systémy, pro diskrétni
vsak plati stejné. V diskrétnim obvodu se vSak muze objevit i spojity clen a
s nim se objevuji i vzorkovace. Podle polohy vzorkovace se pak rozlisuji rizné
zapojeni s riznym prenosem.

Standardni zapojeni

Pravidla blokové algebry plati pro obecna blokova schémata, muzeme je tedy
aplikovat pro pripad regula¢niho obvodu.



Prenos Fizeni

Obrazek 1: Blokové schéma obvodu zpétnovazebného fizeni usporddané pro vy-
pocet prenosu Tizeni

Prenos fizeni Gy (s) - viz obr. 1. pro V(s) =0

Y(s)  Gs(s)-Gr(s)  Gol(s)

Gw(s) =350 T T2 Ge(s) - Gn(s) ~ T3 Go(s)’

kde Go(s) = Gg(s) - Gr(s) je tzv. pFenos rozpojeného obvodu

Prenos poruchy

Obrazek 2: Blokové schéma obvodu zpétnovazebného fizeni usporddané pro vy-
pocet prenosu poruchy

Ptenos fizeni Gy (s) - viz obr. 2. pro W(s) =0

G (S) _ Y(S) — GS(S) _ GS(S)
v V(s) 1+Gs(s)-Gr(s) 1+ Go(s)

1.3 Diskrétni linearni dynamické systémy
Diskrétni linedarni dynamické systémy jsou urceny diferenéni rovnici

aoyn(KT) + a1yn—1(kT) + - - + an—1y1(kT) + any(kT)

3
= boum(k'T) + b (k‘T)um,1 —+ -+ bm,lul(k’T) + bmu(k:T), ( )

kde y(kT) a u(kT) jsou diskrétni funkce (posloupnosti hodnot v diskrétné sni-
manych ¢asovych okamzicich) pro k =0,1,2,... a T > 0 je perioda vzorkovéni.
Stejnou roli jako Laplaceova transformace pro spojité systémy hraje pro dis-
krétni systémy Z-transformace

Z{f}(z) = 3 FkT)2
k=0



pro kterou plati diskrétni verze linearity a vztah pro Z-obraz diference (jez je
analogif vztahu pro Laplaceiv obraz derivace zndmy ze spojitych obvodu) takze
dostavame pro nulovou vstupni podminku diskrétni prenos

_ Z{y} _ bo" bzt A A b1z 4 b

- Z{u}  apz™ +a1z™ 4+t an_1z +ay

boz" ™™ 4 by 2" (M) 4 p,, 2 ()
ap+arzt+ -t ap_127 D 4 g,z

G(z)
(4)

= G(z7h).

Diskrétni impulsni funkce g(kT') je pak odezva systému na diskrétni jednot-
kovy impuls §(kT")
oo k=0

6(kT)={ 0 E#£0

> akT) =1
k=—oc0
a jeji Z—obraz je Z{6(kT)} = 1. Impulsni{ charakteristika je opét graf impulsni
funkce a dostavame

_ Z{y(kT)} _ Z{g(kT)}

CC) = Z0ler)) ~ Z(60T))

= Z{g(kT)}.

Z—prenos je tedy Z—obraz diskrétni impulsni funkce. Déle, pfechodova funkce
h(kT) je odezva systému na jednotkovy skok n(kT)

1 k>0
n(kT) = { 0 k<0
ale jeji Z—transformace se tentokrat od Laplaceovy transformace lisi

z
z—1

Zin(kT)} =
Prechodova charakteristika je opét graf prechodové funkce a je vidét, ze

_ Z{y(R1)} _ Z{h(kT)} _ H(2)

)= Zu)y ~ 26 T 2
Ge) =22 L H) 2 G(2) = H(2) = Z{h(T)) =
= h(kT) = 2~ {Z z 1G(z)}



2 Teorie okruhu

Pro pochopeni dalsich souvislosti je nutné vybudovat algebraicky aparat teo-
rie okruhti. Jednd se o zobecnéni pojmu redlnych cisel (R, +,-) jako mnoZiny
se dvéma bindrnimi operacemi. Obecné méjme néjakou mnozinu M se dvéma
binarnimi operacemi, tedy méjme mnozinu M a dvé zobrazeni prifazujici uspo-
radané dvojici prvkl z mnoziny M prvek z mnoziny M, tj. zobrazeni

+: M x M — M,
.t M x M — M.

Dobfe zndmym priikladem jsou kromé éiselného oboru redlnych éisel (R, +, )
také napriklad C¢iselny obor celych ¢isel (Z, +,-) nebo pfirozenych ¢isel s nulou
(No, +, ). Okruh netvofi naptiklad mnozina pfirozenych ¢isel N s operaci séi-
tén{. Pfikladem s kone¢nou mnozinou muze byt bindrni aritmetika {0, 1}, tedy
konecné téleso Zy chipané jako mnozina {0, 1} spolu s operacemi definovanymi
nasledovneé:

= O+
— OO
O | =
— O
o o|lo
=l

Jingmi slovy symbol Zy znamend, ze na mnoziné {0,1} pocitdme modulo 2
(pocitdme zbytek po déleni ¢islem 2), tedy napiiklad

1-141—1-1=1+41+1=1, nebo —1=1,...

Operace + je tedy vlastné operaci XOR a operace - operaci AND. Pocitani mo-
dulo mizeme zobecnit na libovolny zéklad, napfiklad v mnoziné Zs = {0, 1,2, 3,4}
pocitdme modulo 5 tedy za vysledek vezmeme zbytek po déleni ¢islem pét coz je
prave jedno z ¢isel mnoziny Zs. Napiiklad 3-3 = 9 = 1-5+4 = 4(mod 5). Obecné
Z,, znamend, %e na mnoziné {0,1,2, ..., n—1} poéitdme modulo n. Vsechny tyto
mnoziny tvori spolu s definovanymi operacemi takzvany okruh, ktery si obecné
zadefinujeme axiomaticky. Mé&jme mnozinu M spolu s definovanymi operacemi
+, - a nasledujici axiomy:

(Al) a+be M, a,be M (uzavienost)

A2) (a+b)+c=a+ (b+c¢), a,b,c € M (asociativita)

)
)
A3) a+b=b+a, a,b,c e M (komutativita)
A4) 30 € M takovy, Ze 0 + a = a (nulovy prvek)
)

(
(
(
(Ab) Ya € M3 —a € M takovy, ze a + (—a) = 0 (opacény prvek)

Mnozina s jednou bindrni operaci (M, +) spliujici axiomy (A1-5) se nazyvd

komutativni (¢i téz Abelovskd) grupa. Z piikladi vysSe tvoii abelovské grupy
mnoziny R a Z spolu s operaci s¢itani. Mnozina prirozenych c¢isel nesplnuje



pro s¢itani axiom (A5). Zbytkové t¥idy tvoii komutativni grupu pro s¢itani pfi
jakémkoli zakladu, naptiklad v Z5 = {0, 1,2, 3,4} jsou opaéné prvky poporadé
{0,4,3,2,1}, tedy Z5 spliiuje axiom (A5). Pro struktury se dvéma operacemi
uvazujeme jesté nasledujici axiomy pro nésobeni:

M1) a-be M, a,b € M (uzavienost)

M2) (a-b)-c=a-(b-¢), a,b,ce M (asociativita)

(M1)
(M2)
(M3) a-b=b-a €, a,be M (komutativita)
(M4) 31 € M takovy, ze 1-a = a (jednicka)
(M5) Va € M, a #0, 3a=* € M takovy, Ze a - (a~1) = 1 (inverzni prvek)
a jako posledni priddme axiom svazujici obé binarni operace
D)a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c (distributivita).
Déle mnozinu se dvéma bindrnimi operacemi (M, +, -) nazyvame
(O) Okruh pokud spliuje axiomy A1-5, M1-2, M4, D
(KO) Komutativni okruh pokud spliiuje axiomy A1-5, M1-4, D

Vsimnéme si, Ze pokud 0 = 1 dostaneme a = la = 0a = 0 a tedy M = {0}.
Takovy okruh se nazyva trivialni, pokud 0 # 1 pak netrivialni.

(T) Téleso spliiuje axiomy A1-5, M1-5, D, 0 # 1.

Priklady nekonecnych téles jsou Q, R, C, konecna télesa jsou napiiklad Z,,
kde p je prvocislo. Komutativni okruh ktery neni télesem je napiiklad Z,, kde
prvek 2 nema inverzi, skutecné

2.0=0
2.1=2
2.9 =
2.3=2

tedy neexistuje a € Z4 takové, ze 2a = 1, ¢imz je porusen axiom (M5), celkové
Z4 tvori komutativni okruh. Prikladem nekone¢ného okruhu, ktery neni télesem,
jsou naptiklad matice 2 x 2 nad redlnymi ¢isly Ry 2. Pripomeiime, Ze ¢tvercova
matice je invertibiln{ (existuje k ni inverze) pravé tehdy kdyZz mé nenulovy
determinant a v pripadé matic z Ry » miizeme inverzi vyjadrit predpisem

a b\ ' 1 d —b
c d Cad—bec\—-c¢ a)’
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kde vyraz ad — bc je determinant matice 2 x 2. Tedy naptiklad nenulovd ma-
tice <0 8) mé determinant nula a neni tedy invertibilni, navic matice nejsou

obecné komutativni, naptiklad mame

R ) G R ([ T S

a okruh Ry 2 tedy neni ani komutativni.
Nakonec definujeme délitele nuly, jako prvky a € M pro které existuje b € M,
b # 0 takové, 7ze ab = 0, nebo ba = 0 (levy resp. pravy délitel nuly).

(OI) Obor integrity je komutativni okruh, 1 # 0, kde 0 je jediny délitel nuly.

Tedy napfiklad Z4 neni (OI), protoze prvek 2 je délitelem nuly, skuteéné 2-2 = 0.
Stejné tak okruh Rj > obsahuje délitele nuly, napriklad

1 0\/0 0y (0 O
(0 0) (2 0)=(0 o)

Podstatné, je ze v (OI) plati zdkony o krdceni, tj. pokud plat{ rovnost ax =
ay, kde a # 0 pak plati rovnost = = y. Skuteéné, v okruhu plati ax = ay =
ax —ay = 0= a(x —y) = 0 a v oboru integrity pak bud a = 0, nebo z —y =0
tedy pokud a # 0 plati x = y. Obracené, pokud je splnén zdkon o kriceni
pak protoze v okruhu muzeme rovnost ab = 0 prepsat na ab = a0 a pouzitim
zdkona o kraceni dostaneme b = 0. Tedy 0 je jediny délitel nuly. Tato vlastnost
je dilezitd pro feseni rovnic. Napiiklad v Zg, ktery neni (OI) je prvek 2 délitel
nuly a skutecné rovnice 8 = 2 -4 = 2 -9 = 8 kterd trividlné plati by musela
implikovat rovnici 4 = 9, kterd zjevné neplati.

2.1 Polynomy

Polynomem s proménnou z ! nad redlnymi &sly R rozumime formélni zapis
tvaru

p=ag+orz ttaz 4+ +a,z",
kde ; € R, n je stupen polynomu, piseme dp = n. Mnozinu takovych polynomu
oznacujeme R[z7!]. Rddem polynomu rozumime index nejmensiho nenulového
koeficientu «; a znaéime O0p = i. Tedy napiiklad pro p = 273 4+ 227> méame
Op=>5adp=3.

11



Nésledujici pojmy jsou platné obecné pro teorii okruhii:
e Jednotkou okruhu rozumime takovy prvek e € M pro ktery de~! € M

e Asociované prvky jsou takové prvky a,b € M pro které existuje jednotka
e takova, ze a = be, piSeme a ~ b.

e Prvek b € M je délitel prvku a € M pokud dc takové, ze a = be, piSeme
b|a.

e Nejvétsi spolecny délitel dvou prvka a,b € M je prvek ¢ € M pro ktery
plati (¢ | a) A (c|b) a soucasné (d | a) A (d | b) = d | ¢, piSeme ¢ = (a, b).

e Rikdme, Ze prvky a,b € M jsou nesoudélné pokud plati, Ze (a,b) = 1

e Ireducibilni prvek d € M je takovy prvek, ktery neni jednotka a soucasné
plati ¢ | d = ¢ ~ d.

Reélné ¢isla tvori téleso a jednotkou je tam kazdy nenulovy prvek, v celych
¢islech jsou jednotky jen £1. V redlnych cislech jsou spolu asociované vSechny
nenulové prvky a samostatné nula sama se sebou. V celych ¢isel jsou asociované
prvky £p. V polynomech R[27}] jsou jednotky konstantni nenulové polynomy,
protoze pokud

p-q= (ao + Oqz‘l 4+t anz_m)(ﬁo + Blz_l - an_n)
= agfBo + (010/81 + 011,80),271 4t aoﬁozf(m+n)

se mé rovnat konstantnimu polynomu 1, musi m + n = 0, protoze R je (OI) a
g, By # 0. Asociované prvky jsou tedy nasobky nenulovych polynomt a nulovy
polynom sam se sebou. Nasobeni polynomi je komutativni a pokud vynésobime
polynom p stupné n a polynom ¢ stupné m dostaneme polynom stupné n + m.
UkéZeme, %e okruh R[z7!] tvoii (OI). Konkrétné mame p-q = (ag + a;z~! +
vt anz ) (bo b1z A+ F bpzT™) = agby + - + apbymzT ™™ a protoZe
Gn,bm € R a tedy pokud a, # 0 a a,b,, = 0 pak b,, = 0 a tedy postupné
dostaneme b; =0, ¢ = 0, ..., m protoze R je obor integrity.

V (OI) plati, ze pokud (a,b) = d, kde a,b,d € M existuji prvky okruhu
p,q € M takové, ze plati

ap + bq = d,

této rovnici se fika Bezoutova rovnost a prvkam p,q € M se tikd Bezoutovy
koeficienty. Soucasné plati, ze existuji prvky r, s € M okruhu takové, ze plati

ar +bs = 0.

Algoritmus pro vypocet nejvétsiho spolecného délitele, koeficienti Bezoutovy
rovnosti p,q € M aprvkir, s € M je nasledujici. Méjme polynomy a,b € T[z~1].

Sestrojime matici
1 0 a
0 1 b

12



a pomoci fadkovych elementarnich tprav ji pfevedeme na matici tvaru

p q d
r s 0)°

Pak d = (a,b), polynomy p a g jsou koeficienty Bezoutovy rovnosti a prvky r a
s koeficienty rovnice vyse.

Skutecné, kromé toho, ze z Bezoutovy véty existuji koeficienty p, g existuji i
koeficienty r, s takové, ze

ar +bs = 0.
Toto tvrzeni je trividlni, protoze muzeme volit napiiklad » = b a s = —a (nebo
r = —b a s = a). Polynomy a,b musi tedy splilovat soustavu rovnic uréenou

rozsifenou matici soustavy:

p q d
r s 0)°

1 a e ilow w2 s .
Soustava 0 1 p) M trividlné feseni a,b a pokud rozsifenou matici sou-
stavy prevedeme pomoci rfadkovych elementarnich tprav mnozinu feSeni tim

. < . dy . . ) .
nezmeénime. ReSenim (2; 4 ) je tedy opét a,b. Pro takto nalezené koefici-

0
enty p,q,r,s,d plati

ap+bg=d
ar +bs =0
Ukazeme, ze d = (a,b), pokud néjaky prvek dy déli a i b musi délit i d, staéi

tedy ovéfit, ze d|a a d|b. Protoze jsme pii tpravé, pouzivali fddkové elemen-
tarni dpravy, jsou nase upravy invertibilni a protoze ptivodni matice soustavy je

jednotkova (tedy invertibiln{) je matice (f g) také invertibilni, existuje tedy

matice (u t) takova, ze plati
voow
u t\[(d\ _f(a
v w)\0/ \b
ud\  (a
vd) \b)’

dostaneme tedy fakt, Ze d|a a d|b ¢imz jsme hotovi.
Plati tedy, ze

a tedy

(2754227 =23 -3 2 41,27 4223 4222 4 227 ) = 1272 42271 41

a prislusné Bezoutovy koeficienty bychom mohli dostat postupnym zpétnym
dosazovanim. Déleni polynomu se zbytkem muzeme tedy pouzit pro nalezeni
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NSD a nasledné Bezoutovych koeficient, postupnym délenim. Nejvétsi spolecny
délitel muzeme vypocitat opakovanym pouzitim déleni polynomu polynomem.
Pro a,b € R[z7!] vydélime polynomy se zbytkem

a=bp; +r1
a v dalsim kroku pak podélime se zbytkem polynomy b s 71, tedy dostaneme
b=rips + 712

v dalsim kroku pak podélime se zbytkem polynomy r; a 75 a déleni opakujeme
dokud 7; # 0. Pokud r; = 0 pak

(CL, b) =Ti-1.

2.2 Formalni mocninné rady
Formalni mocninnou fadou nad télesem R rozumime formalni zapis
o —1 -2 —-n
p=oap+taz " t+oagz T+t oapz A
kde a; € R, mnozinu formalnich mocninngch fad oznacujeme R(z~1). Formaln{
mocninnou radu muzeme zapisovat ve formé posloupnosti jejich koeficienti
{OAO, ap1,09,... }
Radem forméalni mocninné fady rozumime index nejmenstho nenulového koefi-

cientu «; a zna¢ime dp = i. Na okruhu R(2~1) definujeme operaci séitdn{

{ao, a1, 00,... } +1{Bo, b1, B2, ... } = {0 + fo, a1 + B1,a2 + B2, ... }

a nasobeni

{a07a17a2a"'}' {ﬁ0751?ﬁ27"'} = {70771a727"'}a

kde v = >, ek a;f;. Formalni mocninné fady s vySe definovanymi opera-
cemi tvori okruh, a to dokonce komutativni. Dikaz se provede ovérenim axiomu
(KO), ukézeme si napiiklad, ze nulou okruhu je prvek o = 0 = {0, 0, ... }, opad-
nym prvek k prvku p = {ag, a1, @a,...} je prvek —p = {—ap, —a1, —aa, ...},
jednickou okruhu je prvek e =1 = {1,0,0,... }, atd.

Dalsi otézkou je, zda se jedna i o obor integrity. Nejprve ovérime, zda tento
okruh m4 délitele nuly (rtizné od nuly okruhu). Chceme tedy dokazat, ze

p-q=0=p=0Vqg=0.
Necht p = {ar}32,, ¢ = {br}32 & dale oznaé¢me p-q = {cx}72 ), kde ¢, = 0, VE.
Predpoklddejme napt. ze ag # 0 (pfipadnd opa¢nd volba nemd vzhledem ke
komutativité vliv).
0=co =ao - by =by=0
0=0c =ag- by +a1-bg=ag b =b=0
OZCQ :a0~b2+a1~bl+a2~bo:a0~62 :>ng0

14



obdobné lze dokazat, ze by = 0, Vk. Predpokladejme nyni, Ze a9 = 0, a; # 0,
dostaneme

0:C0 :O-bo

0=c :O'b1+a1'boia1'b0 :>b0:O
O0=cy =ag-ba+ay-bi+as-bpg=a1-b1 =b;=0

Tedy celkem musi byt ap = 0 Vk. Z toho vyplyvé, ze R(z71) je (OI). Nyni
hleddme jednotky okruhu, tedy invertibilni prvky: p-¢ = 1. Necht p = {ax}72,,
q = {br}32, a déle oznac¢me p-q = {cx}72, kde co =1ac, =0, VE>0

1
1=c =ap - bo = by = —
ag
1 —a
0=0c :a0~b1—|—a1~b0:a0~b1:a0'b1+a1~% :>b1:?
0
@ | a —ay a4}
0=co ZGO‘b2+a1'bl+02'b0=a0'b2—aﬁ+% =>b2:—a2 —1—5
© 0 0

tedy celkem, jednotkami okruhu R(z71) jsou mocninné fady {ag,as,as,...},
takové, ze ag # 0, tj. Op =0

Formalni mocninné rady jsou zobecnénim pojmu polynomy, tak jak jsou
popsany v predchozi kapitole a mtizeme psat

R[z71 CR(z7Y)

Definice 1 Polynom p € R[z7'] nazveme kauzdlni, pokud 3 jemu prislusnd
mocninnd tada p~! € R(z71), kterd je jemu inverzi

Poznamka 1 V polynomu jmenovatele musi byt absolutni clen, aby byl tento
polynom invertibilni. Pak ovsem lze takovy polynomidlni zlomek prepsat na for-
malni mocninnou radu, kterd ma fyzikdlni vijznam prenosu po diskretizaci.

3 Vnitini a vnéjsi popis soustavy

Pod pojmem diskrétni rozumime spise spojitou soustavu pozorovanou v diskrét-
nich okamzicich nez soustavu diskrétni svou povahou. Pokud tedy hovorime o
diskrétni soustavé myslime tim spojitou soustavu s pevné zvolenou periodou
vzorkovani. Pracujeme nad néjakym pevné zvolenym télesem T, télesa miizou
byt Q,R,C, pripadné F,~. My budeme pracovat s télesem redlnych ¢isel R a
ukazeme si priklad o pro dvouprvkové konecné téleso Zy. Po zvoleni prislusného
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télesa T definujeme mnoziny:

Vstup: I =T™
Vystup: O = T

Prostor stavia: X =T"

a zobrazeni

A=X— X,
B:=1—X,
C:=C—0,
D:=1— 0,

t.z. pro z; € X, u; € I ay; € O mame diferencni rovnice:

ZTpt1 = Azxy + Buy,

5
yr = Cxp + Duy,. ©)

Ctvefici {A, B, C, D} nazjvame vnitini popis soustavy a pokud jsou zobra-
zeni {A, B, C, D} matice piislusnych rozméru nazyvime tuto soustavu linedrni.

V dalsim budeme pracovat nad realnymi ¢isly, tedy T = R. Vnéjsim popisem
rozumime polynomidlni zlomek (raciondlni lomenou funkci), ktery vypocéteme
pomoci vzorce:

S=D+z'C(I, -z *A)"'B,

kde I, je jednotkova matice prislusné dimenze. Vskutku, pouzitim Z-transformace
prevedeme rovnice (5) na rovnice

22X + 2Xg = AXy + BUy, (6)
Y, = CX + DUy. (7)

a protoze predpoklddame Xy = 0 dostaneme

(z[n - A)Xk = ZXk - AXk = BU}c

a
Yy = CX}, + DU = C(z1I, — A) "' BUy + DU, = (C(zI,, — A)"'B + D)U,
a celkové
_ Y _ -1
S = i =C(zI,— A" B+ D € R(z).
k

My bychom ale chtéli pfenos vyjadfit jako prvek R(z~!) Pfipometime, Ze in-
verzni matici k matici M mizeme vyjadrit jako WM * kde M* je matice
adjungovana. Plati, ze

(z7'M)* = M*(z7',)" = M*2~ "7V,
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a tedy
1

= 7]\44< 7(,’7‘71)] - Mﬁl.
det(M)z=m ? nTz

(z7'M)~t
Celkové dostaneme
S =210, —2"A)"'B+ D ecR(z1).

Hodnota

Hodnotou na télese T rozumime zobrazeni H : T — R, které splnuje néasledujici
CtyTi axiomy:

(H1) H(a) >0, Ya € R

1)
(H2) H(a) =0 a=0
(H3) H(ab) = H(a)H(b), Ya,be T
(H4) H(a+b) < H(a) + H(b), Ya,be T

Na okruhu realnych ¢isel R muzeme zavést dvé kanonické hodnoty:

Hy(2) = [x],
H2(x) = 17 pro r 7é 07
=0, proz =0.

Stabilitou rozumime schopnost soustavy vratit se po vychyleni zpét do rovno-
vazného stavu. Formalné hovotfime o soustavé jako stabilni pokud posloupnost

2 3
IZ’(),AI’(),A Zo, A Ty -

konverguje k nule vzhledem ke zvolené hodnoté. To v pripadé H; znamend, ze
se hodnota na vnitinich stavech zmensuje, v pfipadé Hs musi byt nulovd po
konecném poctu krok.

Nakonec fekneme, Ze formdlni mocninné rada je stabilni vzhledem k hodnoté
H; pokud posloupnost jejich koeficientt {ag, a1, . . . } konverguje k nule vzhledem
k hodnoté H;. Mnozinu vsech kauzélnich stabilnich mocninnych fad oznacujeme
RT{z71}. Polynom p nazveme stabilni pokud jeho inverze je stabilni formaln{
mocninnd rada.

Polynom det(z1,, — A) se nazyva charakteristicky polynom soustavy a jeho
stabilita souvisf se stabilitou systému. Polynom det(I,, — 2~ 1 A) se nazyva pseu-
docharakeristicky polynom soustavy a také souvisi se stabilitou, rozdil je nasle-

0 1
0 O) dostaneme

det (21, — A) = det ((S _Zl)> _ 2
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0 1
pseudocharakteristicky polynom. Rozdil je v tom, ze v pripadé pseudocharak-
teristického polynomu se sice ¢ast informace ztraci, ale je vhodny pro analyzu
stability. Charakteristicky polynom nemusi byt invertibilni i kdyz je soustava
stabilni, jako napiiklad vidime v nasem ptipadé:

DCIO-06H0-0-

Prenos ve formé podilu dvou polynom, kde ve jmenovateli mame méame kauzalni
polynom (podminka realizovatelnosti) muzeme napsat ve tvaru formalni kauzaln{
mocninné rady. V dalsim budeme rozliSovat s pro reprezentaci prenosu formalni
mocninou fadou a S pro reprezentaci polynomialnim zlomkem.

Takzvané casové diskrétni zpozdéni ve formé mocninné rady muzeme vyja-
diit i maticové jako

-1
jako charakteristicky polynom a det(l,, — z71A) = det ((1 i )) =1je

5:204’212714’222724"" (8)
kde dostaneme pomoci vzorciu:

o=D
Y =CAF 1B, kdek=1, 2, ...
Vnitini popis soustavy tedy jednoznacné urcuje vnéjsi, opak obecné neplati,
klicovym pojmem je minimaln{ realizace. Ctvefice {A, B,C, D}, kde A € R,, je

minimélni realizace, pokud plati, Ze hodnost blokovych matic (B, AB, ... A" ' B)
a (C,CA,C... A" )T je n. Naptiklad pro ¢tvefici

{SHRGRIRRC)
()= o) -2

kde symbolem h(M) rozumime hodnost matice M.

mame
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4 Primovazebni deterministické rizeni

V pripadé primovazebniho deterministického fizeni hleddme vstupni posloup-
nost U takovou, ze vystup Y postupné konverguje k zadané posloupnosti W.

U Y E
.9
W

Obrazek 3: Piimovazebni obvod
Ptimovazebni deterministické fizeni je urcCeno definicemi

Prenos soustavy — .S
Z4adan4 posloupnost — W
Ridici posloupnost — U
Vystupni posloupnost — Y
Odchylka fizeni — F

a rovnicemi
E=W-Y
Y =5U
4.1 Konecné ¢asové optimalni rizeni

Hleddme U takové, ze E je konecna posloupnost trvale nulova po uplynuti mi-
niméalni doby. Pfipomenme, Ze linedrni diofanticka rovnice

ax+by=c

mé FeSeni préavé tehdy kdyz (a,b)|c a pokud zg,yo je partikuldrni feseni pak
vSechna Teseni jsou ve tvaru

$:x0+mt
__a,
y—yO (a,b)

kde t € T[27], vice informaci je mozné nalézt v [2]. Skuteéné se jedna o FeSent

alx —&—Lt +b —Lt =azx —i—a—bt—i—b —b—at—ax +byg =c
* T {ab) Oy T ) T T
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Partikuldrn{ feSenf (xq, yo) nalezneme pomoci koeficientit Bezoutovy rovnosti
(Z,7), pro které plati
aT + by =d := (a,b)

jako:
o Fe e
0= Yo = d
a vSechna TeSeni jsou pak ve tvaru:
i b,
T d
yc a
=TT
Y= T d
Skutecné B b B
xc yc  a _ . .C c
— 4+ =t)+b(=—=t)= by)—- =d- =

kliové je, Ze (a,b)|c a tedy vyraz £ je polynom R[z™].
Nasim cilem, je pro soustavu s ptenosem S = £ nastavit ridici posloupnost U
tak aby chyba fizeni pro pozadovanou posloupnost W = % méla tvar polynomu

minimélniho stupné (kone¢né casové optimalni fizeni). Volime oy = ﬁ, Yo =
T - a dostaneme
(o)
dag — U
B—w - sy = 2002000 € T[z7}
Yo
tedy

dag —v0BU = yao B

z toho je vidét, ze ap musi délit U a mizeme vyjadrit

(0%
U = fO’LLO
Yo

a postupnymi tpravami rovnice dostaneme:
Qo
dag — Voﬂ,TUo =yak
0

dag — Bogug = Yoo ¥

po vydéleni ay
0 — Pug =+vE

a nakonec Diofantickou rovnici napiseme ve tvaru
YE + Bug =06

kterou vyresime.
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Pro soustavy, které nejsou jednoduché, tedy pro soustavy, kde prenosem neni
polynomialni zlomek, ale matice polynomialnich zlomkt musime prvné vyjadrit
matici pfenosu ve tvaru rozkladu

S =DBA;Y,

kde
B = (Bu O)

kde vsechny matice jsou prislusnych rozméru a matice By; je plné sloupcové
hodnosti. Pak W = %, kde (p, @) = 1 po slozkach.

E:W—SU:W—BlAz_lU:W—(Bll O)Az_lU:%—BllUZZY

, . . _ U
a Y musi byt polynomidlni matice. Zavedeme A, v = ( ) a dostaneme

1
U,
pY =Q —pBnU;

a vyjadrime Uy = % pak Tesime diofantickou rovnici

BuX+pY =Q
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5 Zpeétnovazebni obvod

Zpétnovazebni obvod je uréeny nésledujicim diagramem, mame fizenou soustavu
se vstupem U a vystupem Y a pozadovanou vystupni posloupnost W. Chyba
vystupni posloupnosti je pak vstupem pro ridici soustavu.

Vv u Y

y4 E W

Obréazek 4: Zpétnovazebni obvod

Prislusné rovnice fidiciho systému jsou pak v nasledujicim tvaru:

Y = SU, Z=RE,
E=W-Y, U=V +Z

tedy

W=E+Y = E+ SU,
V=U-Z=U-RE,

(7)== D)

Ovérime, ze nasledujici blokova matice je k matici pfedeslé soustavy inverzni
(I+SR)"Y —S(I+RS)™! 1Sy (1 0
R(I+SR)™! (I +RS)™! -R 1) \0 1

a soucasné plati

a maticove

R(I+SR)™ =(I+SR)'R
SI+SR)™'=(I+SR)™'S

tedy dostaneme

0)-Ce D) () -sa () ()

dostaneme prenos K = Ky, v/p.v-
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5.1 Pravy a levy nesoudélny rozklad
Pro matici kauzalnich formélnich mocninnych fad S mizeme najit polynomialni
matice prislusnych rozméru Ai, As, By a By takové ze
S =A7'By = B1Ay?

Dvojici Ay, By fikdme levy nesoudélny rozklad matice S a Dvojici Ao, B fikame
pravy nesoudélny rozklad matice S. Pravy nesoudélny rozklad vypocteme tak,
Ze matici formalnich mocninnych fad vyjadiime ve tvaru S = §7 kde B je
polynomialni matice a a je kauzalni polynom. Pak miizeme psat S = A~ B kde
A je diagonélni matice s polynomem a na diagondle. Déle nalezneme koeficienty
pro levy nejvétsi spolecny délitel

AP, + BQ>: =D

ARy + BSy; =D

pak plati, e ARy = —BSy = RyS;' = A™'B = S.

5.2 Castefné pienosy
Méjme levy a pravy nesoudélny rozklad matic S a R
S =A['By = B A;"
R=F'Gy =G F;*
pak nasledujici matice
-t D) (8 D)5 -2 )
tvoIi pravy a levy nesoudélny rozklad prenosu IC, tedy K = L1 K5 =K 1 1L,.
Muzeme ukézat, ze pseudocharakteristicky polynom ¢ ~ |K;| ~ |K2|. Déle mu-

zeme problém nalezeni pseudocharakteristického polynomu pfevést na vypocet
determinantu nizsiho faddu zavedeme pomocné matice

C1= A1 I + ByGy

Co = F1As + GaBy
pro které plati, ze pseudocharakteristicky polynom c je asiociovany determi-
nantu matice C; coZ je asiociovany polynom determinantu matice Cs.

Pseudocharakteristicky polynom ¢ zpétnovazebniho obvodu neni roven ¢ita-
teli vyrazu det(1 + SR) ani det(1 + RS). Napiiklad

g 1 14271 0 (1427t 1\ 1—272 1427
T 1 — 22 0 1—2z71) " \1—2"1 1 1—272 14zt

2 2
n=(; 3)
1— —1
det(I + RS) = c

—m, C:(l—Zil)(S-i-Zil).
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Daéle se podividme na ¢aste¢né prenosy, napiiklad pro Ky, g, protoze mame
EY\ 1 1 =S\ /WYy _ 1 W
U) 1+SR\R 1 0) 14SR\RW

miizeme psat

Kwp=04+SR) ™ =(1+8R) ™" = (AT (A1 Fy + B,Gy)Fy; 1) ~?
= F(A1F + BoGh) A = RO A,
a nasledné
Kwz = GiCi 41, Kyp = —FCr ' By,
Kyz = —G1C{ "By,  Kyjy = ACy 'Fy,
Kwiuy = A0y 'Ga,  Ky)y = BiCy 'Fy,
Kw)y = B1C5 ' Go.

Pro soustavu S méjme prenos ve tvaru pravého a levého nesoudélného rozkladu

271 -1 (1=22"1 0 e\t
5= <z1—22> (1-271) " = (—1—|—21 1) 0

a pro regulator R meéjme prenos ve tvaru pravého a levého nesoudélného roz-

kladu
R=(1 0) (2 1+121>:(1)—1(1zl 0

Urc¢ime pseudocharakteristicky polynom pomoci pomocnych matic
—1 -1 -1 -1
o= 00 L) (o) e o= L5
Cy = (1 — 22’1)
a dostaneme
|Cy| ~ [Co| ~ 1 —2272

Jako dalsi priklad si ukdzeme jak souvisi minimalni realizace se stablitou.

Méjme S = —+— (z’l -2z 14 2272) aR= (1 B 221), dostaneme

1—2z—1 1

_ 1 -1 —1 oy (12271 _

atedy Kw,g =1, Kw,z = Ra Ky,y = 0. Tedy reakce zpétnovazebniho obvodu
na W je stabilni na vSech potencialnich vystupech E,Z a Y. Pseudocharakte-
risticky polynom je 1—2z~"! a neni stabilni. V ¢em je problém? V tomto piipadé
muze byt minimalni realizace pfenosu S napriklad

A:(g 8),3:((1) ?),02(1 ~1),D=(0 0)
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a minimalni realizace prenosu R napriklad

1 1 -2 1
K=|-11 o],L=1(1],...,
11 0 1

ktera, ale neni mimimalni.

Priklad 1.

Méjme prenos S, R = S urceny polynomidlni matici a vypoctéte charakteris-
ticky polynom zpétnovazebného systému.

1 <z‘2+2_1+1 0 )_B

211 271 -2 2711 E

S=R=

Zvolime se tedy napiiklad C7, potfebujeme tedy spocitat matice Ay, Fo, By
a (1, tedy levy rozklad S = Aleg a pravy rozklad R = Gngl.
Stabilizace jednorozmérné soustavy

Méjme s = 2 € R{z7!}, r = %€ R{z7'}, kde a,b, f,g € R[z7'] a (ab) =
(f,9) = 1. Pro dilé{ pfenosy méme

B b bg _lg_b af + bg _1g_b af g  bg
by = s(1+ 1) T_a(lJraf) f_a( af ) f  aaf+bgf af+bg
B o bg _1_ af +bg _1_ af
k‘W,E—(l—‘rST) —<1+af> —< af ) _af+bg

a protoze R{z71} je komutativn{ okruh mame levy i pravy rozklad s = ba=* =
a”'b, r = gf ' = f~lg a pseudo charakteristicky polynom je determinant

matice Ki:
| <_fg 2) | = fa+bg~c,
tedy
kwy = bcg
kwe = af

Plati, ze zpétnovazebni obvod je stabilni pravé tehdy kdyz pfenosy kw,y,
a kw,g lze psat ve tvaru kwy = bm, a kw.g = an, kde m,n € RT{z71}.
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Skute¢né pokud je zpétnovazebni obvod stabilni pak ¢ € R*[z71] a tedy miiZzeme

volit m = £, n = L. opacné pokud mame kwy = bm, a kw,p = an, kde
m,n € RY{z"'}. pak m = £ an = % a pokud ¢ md nestabilni faktor, tj.

c = cpe kde e ¢ RT{z71} pak ale protoze m,n € RT{z7!} musi e|f a soucasné
elg, ale to je spor s (f,g) = 1.

Diusledkem tohoto faktu je, ze zpétnovazebni obvod je stabilni pravé kdyz
r =" kde m,n € R*{z71}, a bm + an = 1. Skutecné pokud je obvod stabiln{

pakm =4, n= I, kdem,ncR{z""}, pak

_bgtaf
c c o

1

Opaéné, pokud méme takové m,n € R¥{z71} dostaneme
b bm\ ' b bm\
by = s(1+ s7) "1 = (1 n m> m_ (M) m
a af n
b( 1 >1m b m
=—|—= — =—am— =bm
a\af
b -1 b\ ! 1\ !
kwe=1+ 37“)_1 = (1 + m) = <an + m) = () =an
am an an

a zpétnovazebni obvod je stabilni.
Bez dikazu uvedeme analogii posledni véty pro mnoharozmérné soustavy.
Méjme nesoudélné rozklady

A=DB A = AT B,
R=GF,'=F'G,y

pak zpétnovazebni systém je stabilni kravé kdyz nasledujici maticové prenosy
Ize pséat ve tvaru

Kwy = B1M;
Kw g = N4
Ky iy = ANy
Kvy,z = —M>Bs

pro néjaké matice My, N1, No a My pattici do oboru integrity stabilnich matic
nad formélnimi mocninnymi fadami piislusného fadu R {z7'}.

Daéle zpétnovazebni obvod je stabilni pravé tehdy kdyz R = MyN; ! kde
matice My, N1 patii do oboru integrity stabilnich matic nad formalnimi moc-
ninnymi fadami pifslusného fadu R}, {z7'} a plati

ANy + BoMo,
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nebo R = Ny LM, kde matice Ma, Ny patii do oboru integrity stabilnich matic
nad formélnimi mocninnymi fadami prislusného fadu R, {z7'} a plati

N2A2 + MlBl.
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