PREDMLUVA

Tento ucebni text je uréen studentiim mezioborového studia ,matematické inzenyrstvi“
na Fakulté strojniho inzenyrstvi VUT v Brné. Svym rozsahem pokryva prednasky a cviceni
predmeétu Diferencidlni geometrie a tenzorovy pocet. Skriptum ma dvé ¢asti, které jsou na
sobé v podstaté nezdvislé. Prvni ¢ast Uvod do tenzorového poctu tvoii kapitoly 1-5; druha
cast Diferencidlni geometrie krivek a ploch je tvofena kapitolami 6-19, pficemz kapitoly 6-10
jsou vénovany kiivkdm a kapitoly 11-19 plochdm. Na konci kazdé ¢asti jsou zafazena cviceni
véetné vysledku.

Tenzorovy pocet a zejména klasicka diferencidlni geometrie kiivek a ploch jsou pomérné
rozsahlé matematické discipliny, které rozhodné nejsou vycerpavajicim zpusobem popsany
v téchto skriptech (,vyCerpdvajicim® se rozumi z hlediska rozsahu). Do tohoto uéebniho
textu jsem proto zaradil zejména ty partie, které mohou byt studentum uziteéné pii apli-
kacich v dalsich disciplinach. AZ na nékolik malo vyjimek je u kazdého tvrzeni uveden i jeho
diikaz, nebo alespon hlavni myslenka dukazu. Protoze jsem byl pfi psani tohoto textu predem
determinovan jeho maximélnim moznym rozsahem, tak jsou dukazy vesmeés psany ponékud
mensim osmibodovym pismem (m4 to i své vyhody, nebot ¢tenére to donut{ vénovat dikaztim
vétsi pozornost). Ze stejného duvodu nemohl byt do skript zarazen vétsi pocet obrazku. Vzhle-
dem k rozsifenosti a vseobecné dostupnosti matematického software si vSak studenti mohou
fadu obrézku krivek a ploch nakreslit sami.

Dékuji Mgr. M. KureSovi, Dr. a Doc. RNDr. A. Vondrovi, CSc. ze Slezské university
v Opavé za peclivé precteni rukopisu a za cenné ptripominky. Kromé literatury uvedené
v piehledu literatury jsem rovnéz cCerpal z prednasek Prof. RNDr. I. Kolafe, DrSc. z Ma-
sarykovy university, kterému dékuji za to, ze mi poskytl jejich texty. V neposledni fadé dékuji
sl. M. Kleiberové za peclivé nakresleni obrazku.
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I. UVOD DO TENZOROVEHO POCTU

Zakladni rozdil mezi skaldrem a vektorem v R" je, ze skalary jsou urceny jednim ¢islem
(svou hodnotou), zatimco vektory v R™ jsou uréeny n hodnotami (soufadnicemi vektoru
v néjaké bézi). Ve fyzice, mechanice, geometrii a fadé jinych disciplin se vsak vyskytujf
rovneéz veliciny, k jejichz urceni v soustavé souradnic je tfeba vice hodnot. Takovéto veliciny
nazyvame tenzory a popisujeme je pomoci souiadnic T;fﬁ'fn, kde i,4,....k a £m...,n
jsou indexy (psané nahoru i dolu). Soufadnice tenzoru pfitom samoziejmé zavisi na volbé
souradné soustavy, takze pfi prechodu od jedné souradné soustavy k jiné se ¢isla Tg;:ﬁl
obecné méni. Specidlnim pifpadem je zména soufadnic u’ vektoru (u',...,u") pii zméné
baze.

Cilem geometrie, fyziky, mechaniky a fady jinych obor je formulovat zékony piislusné dis-
cipliny ve tvaru, ktery je nezavisly na takovych vnéjsich okolnostech, jako je volba souradné
soustavy. Takovéto formulace se nazyvaji invariantni vzhledem k transformaci souiadnic.
K analytickému vyjadieni geometrickych, fyzikalnich, mechanickych a jinych zédkonu v invari-
antnim tvaru je velmi vhodny pravé tenzorovy pocet. Tenzory se v téchto disciplinach nékdy
zavadéji ne prilis jasné jako ,cisla s indexy*, kterd se pii zméné soutadnic transformuji pomoci
predepsanych transformacnich vztaht. S takto definovanymi pojmy je pak obtizné zavadét
néjaké operace. V dalsim proto zavedeme tenzory korektné — jako jista multilinedrni zobra-
zeni. Ukazeme pak ekvivalentnost nasi definice tenzoru se souradnicovymi definicemi znamymi
napt. z mechaniky. Uvidime rovnéz, ze fadu vlastnosti tenzoru lze popsat geometricky. Neni
to ale nic prekvapujiciho, nebot princip invariantnosti (tj. nezavislosti na soufadnicich) je
vlastné principem geometrickym. Zakladni charakteristikou kazdého geometrického objektu
je totiz jeho nezavislost na soutfadnicich. To néds vede k pfesvédceni, ze jednoduchost a ele-
gance vztahu uzivajicich tenzorového zapisu nemd puvod v ni¢em jiném, nez v ndzornosti a
krase geometrie samotné.

1 LINEARNI A BILINEARNI FORMY

V této piipravné kapitole uvedeme nékteré pomocné pojmy a vysledky z linedrni algebry.
Abychom zjednodusili zapis vzorcu, tak budeme v dalsim pouzivat nasledujici Einsteinovu
sumacni konvenci: v souctu » ;. x'y; budeme vynechavat znak sumy, pokud se séitaci
index ¢ vyskytuje u jednoho vyrazu nahote a u druhého dole.

V tomto textu budeme uvazovat konecnérozmérné vektorové prostory nad R. Je-li

{e1,...,en} béze vektorového prostoru V', tak lze kazdy vektor u € V jednozna¢né vyjadrit
ve tvaru v = u'e; = ule; + - + u"ey,, u' € R. Cisla u’ se nazyvaji souradnice vektoru u
vzhledem k bézi {e1,...,e,}, piseme v = (u',... u™). Piitom indexy u soufadnic vektort

budeme psat nahoru (nejedna se tedy o mocniny).

Poznamka 1.1 (Matice piechodu). Necht {ej,...,e,} a {b1,...,b,} jsou dvé béze téhoz
vektorového prostoru V. Pak kazdy vektor druhé baze 1ze jednoznaéné vyjadrit jako linedrni
kombinaci prvka prvni baze:

by = AVey, by = ASey, ... b, = Afey  (vBude se scitéd pies k). (1)
Koeficienty A; tvoii matici, kterd se nazyva matice prechodu od baze {ei,...,e,} k bézi
{b1,...,by}. Z linedrni nezavislosti vektoru obou béazi vyplyva, ze tato matice je reguldrni.



Naopak, pro libovolnou regularni matici A = (A;) a libovolnou bézi {ey,...,e,} vektorového
prostoru V', soustava vektoru {b1,...,b,} definovana vztahy (1) tvoii opét bazi V. Snadno
déale odvodime, ze je-li A matice pfechodu od baze {e1,...,e,} k bazi {by,...,b,}, tak matice
piechodu od baze {b1,...,b,} k bazi {e1,...,e,} je rovna matici A1, Je-li déle determinant
matice prechodu A kladny, tak tikdme, ze béze {ej,...,e,} a {b1,...,b,} jsou shodné orien-
tovany nebo ze urcuji tutéz orientaci vektorového prostoru V. Pokud |A| < 0, tak hovofime
o opacné orientaci. Tedy vSechny baze V se rozdéli do dvou tiid tak, ze matice pfechodu mezi
dvéma bazemi téze tFidy méa kladny determinant a mezi dvéma bazemi riznych tiid zaporny.
Orientovat V' pak znamena zvolit jednu z téchto dvou ttid, jejiz bdze se nazyvaji kladné, baze
druhé tiidy zdporné.

Priklad 1.1. Urc¢ime matici pfechodu od baze u; = (1,1,1), ug = (1,1,0), ug = (1,0,0)
k béazi v; = (2,3,3), v2 = (1,3,2), v3 = (3,2,2) vektorového prostoru R3. Redeni: Rozepsanim
(1) dostaneme soustavu linedrnich rovnic pro koeficienty matice A. Vyfesenim této soustavy
obdrzime
3 2 2
A=(10 1 0
-1 -2 1
Nasledujici véta popisuje zménu soutadnic vektoru pii zméné baze.

Véta 1.1. Necht (u',... u") jsou soufadnice vektoruw € V v bdzi {ey,...,en} a (a',...,a")
jsou souradnice téhoz vektoru v jiné bdazi {b1,...,b,}. Necht ddle A = (A}) je matice prechodu
od proni bdze k bdzi druhé a necht A=4"1 je matice k ni inverzni. Pak plati nasledujici
transformacni vztahy ‘ o o

u'=A, u'=A, i=1,...,n

r

Diikaz. Ve vztahu u = u"e, = u'b; dosadime za bazové vektory b; jejich vyjadieni z (1).

Dostaneme
Yot = X (S i) = e
r 7 T
Z linedrni nezavislosti vektorii {e,...,e,} pak plyne prvni dokazovany vztah u" = A%’
Vynésobenim zleva inverzni matici A~! ziskdme druhy vztah. O

Definice. Nechf V a W jsou vektorové prostory nad R. Rekneme, ze zobrazeni f : V —
W je linedrnt, jestlize pro libovolnou dvojici vektoru w,v € V a pro libovolné ¢islo » € R
plati f(u +v) = f(u) + f(v), f(r-w) = r- f(u). Linedrni zobrazeni f : V — W které je
navic bijektivni, se nazyva izomorfismus vektorovych prostoru V a W. Existenci takového
izomorfismu zapisujeme rovnosti V = W.

Véta 1.2. Necht V je n-rozmérny vektorovyj prostor nad R. Pak V = R™.

Diikaz. Pro libovolny vektor v € V oznaé¢me (v!,...,v") € R" jeho soufadnice v néjaké
bazi V. Definujme zobrazeni f : V. — R" vztahem f(v) = (v',...,v"). Pak f je hledany
izomorfismus. O

Tedy libovolné dva vektorové prostory stejné konecné dimenze jsou izomorfni.

Definice. Linearni zobrazeni f : V — R se nazyva linedrni forma na V.



Je nabiledni, Ze soucet dvou linearnich forem je linedrni forma a nédsobek linedrni formy
skalarem je opét linearni forma. Linearni formy na V' zfejmé tvoii vektorovy prostor, ktery
nazyvame vektorovym prostorem dudlnim k V' a znac¢ime V™.

Piiklad 1.2. Necht f : R — R je funkce, g € R. Pak diferencial funkce f, ktery pfiradi
prirustku h € R ¢islo df (zg)(h) := f'(x0) - h je linedrni formou na R.

Piiklad 1.3. Necht {ej,...,e,} je bdze V. Kazdy vektor v € V lze jednoznacné vyjadrit ve
tvaru v = v'e;, kde v’ € R jsou soutadnice v, tj. v = (vl,...,v"). Pak zobrazenf e’ : V — R,
e'(v) = v* je linearni formou na V. Linedrni forma e’ tedy pfiradi kazdému vektoru v € V
jeho i-tou soutadnici v bazi {e1,...,e,}. Specidlné, j-ty bazovy vektor e; € V ma v bézi
{e1,...,en} soutadnice (0,...,1,...,0), takze e'(e;) = 63, kde 07 je Kroneckeriv delta-symbol
definovany vztahy

J 1 proi=j.

V dalsim budeme pouzivat Kroneckeruv delta-symbol s indexy psanymi nahote i dole, tj.
5 = 69 = §;..

7 J

Tedy kazda baze {ei,...,e,} V indukuje n linedrnich forem e!,... e" € V*,

Véta 1.3. Je-li{ey,...,e,} bdze V, tak linedrni formy el, ... e" z predchoziho prikladu tvori
bazi dudlniho prostoru V*.

Diikaz. Necht f € V* f :V — R. Pro libovolné i polozme f; = f(e;). Pak pro libovolné
v =vle; € V plati f(v) = f(vie;) = vif(e;) = viﬁ- = fiv' = f; ;ei(v), neboli f = figi, kde
fi = f(e;). Zbyvé ukazat jednoznaénost: Je-li f = f.e!, pak (f; — f,)e! =0, takze f; = f;. O

Plati tedy dimV = dimV™*, takze V = V*.

Definice. Je-li {e1 ...,e,} baze V, tak baze {e!,...,e"} dudlnfho prostoru V* definovana
vztahem e’(e;) = 6; se nazyva dudlni baze.

Je-li f: V — R linedrni forma na V, x = 2'¢; € V, pak f(x) = f(a'e;) = 2'f;, kde

fi == f(e;). Tedy f(z) je linedrnim vyrazem soufadnic 2’ vektoru z. Cisla f; nazyvame
soutadnicemi linedrni formy f vzhledem k bazi {e1,...,e,}. Naopak, libovolnd uspoiddand
n-tice (f1,..., fn) jednozna¢né urcuje linearni formu f tak, ze f; jsou jeji souradnice v bazi

{61, v ,en}.

Véta 1.4. Necht (f1,...,[n) Jsou souradnice linedrni formy f : V. — R vzhledem k bdzi
{e1,...,en} prostoru V a necht (fy,...,[f,) jsou souradnice téZe linedrni formy vzhledem
k jiné bdzi {b1,...,by}. Necht ddle A = (A;) je matice prechodu od prund bdze k bdzi druhé.
Pak plati B ‘

fi= Ag fj-

Dikaz. J; = f(b;) = f(Alej) = Al f(e;) = Al f,. =



Definice. Zobrazeni g : V x V' — R se nazyva bilinedrni forma na V', je-li g linedrni v obou
svych vektorovych argumentech, tj.

g(u+v,w):g(u,w)+g(v,w), g(c-u,v):c-g(u,v),
g(u,v+w) :g(u,v)+g(u,w), g(u,c-v) :c-g(u,v)

pro libovolné u,v,w € V, ¢ € R. Bilinedrni forma ¢ se nazyva symetrickd, je-li g(u,v) =
g(v,u) Yu,v € V. Nazyvd se pozitivné definitni, je-li g(v,v) >0 Yo € V,v # 0. Symetricka
a pozitivné definitni bilinedrni forma na V' se nazyva skaldrni soucin na V.

Skalarni souc¢in vektoru u,v € V se nékdy znaci pouze symbolem u - v bez explicitniho
uvedeni prislusné bilinearni formy.

Necht {ej,...,e,} je baze V a g je bilinearni forma na V. Pro x = x%e;,y = y'e; € V pak
plati g(z,y) = g(a'ei, v’ e5) = 2"y g(ei, €).
Definice. Cisla g;; := g(e;, ;) se nazyvaji souradnice bilinedrni formy g v bazi {e1,...,en}.
Matice G = (gs5) se nazyva matici bilinedrni formy g.

P#iklad 1.4. Nechf V = R? s bdzf e; = (1,0), ea = (0,1). Pak zobrazeni g : V x V — R

definované predpisem g(z,y) = x'y'! — 222y? + 3z'y? je bilinedrni forma na V, zatimco
zobrazeni h zadané rovnosti h(x,y) = 22 — y' + z'y? neni bilinedrni formou na V. Déle,
matice formy g v bazi {e1, e2} mé koeficienty a11 = 1, a12 = 3, ag; =0, agy = —2.

Analogicky jako v piipadé Véty 1.4 se dokaze

Véta 1.5. Je-li G = (gi;) matice bilinedrni formy g v bdzi {e1,...,e,} a G = (g;;) matice g
v bazi {b1,...,by}, tak plati
9ij = AgAjgrs (2)

kde A = (A;) je matice prechodu od pruni bdze k bdzi druhé.

Rovnost (2) je ekvivalentni s maticovym zépisem G = AT -G A, kde AT je transponovand
matice k A. ProtoZze matice prechodu A je reguldrni, tak odtud bezprostfedné vyplyva, ze
hodnost matice bilinearni formy nezavisi na volbé baze V. Déle ziejmé plati, ze bilinearni
forma g je symetricka pravé kdyz jeji matice vzhledem k libovolné béazi V' je symetricka.

Necht g je skaldrn{ souc¢in na V. Pak z pozitivni definitnosti g plyne, Ze jeho matice (g;5) je
reguldrni. Matice k ni inverzni je opét symetrickd, jeji prvky budeme znagit (¢/). Je evidentni,
ze pro libovolny prvek u € V je funkce g, : V — R, definovana predpisem g,(v) = g(u,v)
linearni formou na V. Tedy kazdému vektoru u € V' lze pomoci skaldrniho sou¢inu g na V'
prifadit linedrni formu f :=g, € V*. Jedliu = (ul,...;u") a f = (fi,..., fn), tak fi = giju’.
Podle nasledujici véty je toto pfifazeni dokonce izomorfismem vektorovych prostort.

Veéta 1.6. Skalarni soucin g na konecnérozmérném vektorovém prostoru V uréuje izomorfis-
mus F:V = V* F(u) = gy.

Diikaz. Je ziejmé, Ze zobrazeni F je linedrni. Necht ddle g, = §,. Pak pro viechna z € V
plati g(u,z) = g(w, x) neboli g(u —w,z) = 0. Pro z = u — w dostaneme g(u — w,u —w) = 0,
neboli v = w. Tedy zobrazeni F je prosté. Ukazeme jesté, ze libovolna linearni forma f :
V — R je tvaru f = g, pro vhodné u € V. Polozme L = {w € V; f(w) = 0}. Je-li L =V,



tak stac¢i polozit u = 0 a dikaz je ukonéen. Predpokladejme tedy, ze L # V a oznaéme
L ={v e V;g(w,v) = 0Vw € L}. Pak existuje 0 # v € L. Z linearity f dale plyne, Ze

f(x—%‘zgv) = f(z)—f(x) = 0, neboliw = x—%v € L pro libovolné z € V. Polozme nakonec

g{f} 3)1) Pak plati g(z,u) = g(w + fgvg ’9{1(;,2)1]) = J(Cf) 3)g(w v) + fgvg 9(5 3)9(11,21) =

A0 4 f(a) = fla).

O]

2 TENZORY

Dosud jsme se zabyvali linearnimi a bilinearnimi formami, tj. zobrazenimi tvaru V' — R resp.
V xV — R, jez byla v kazdém svém argumentu linedrni. Podobné, zobrazeni F': V xV* — R,
které prifadi vektoru v € V a linedrni formé f € V* hodnotu f(v), je linedrni v obou svych
argumentech. Zobecnénim vsech téchto piipadu je pojem tenzoru.

Definice. Necht V je vektorovy prostor koneéné dimenze a F' zobrazen{

F:Vx - -xVxV*x..-xV*=5R (1)

~
r krat skrat

které je v kazdém svém argumentu linedrni pii pevnych hodnotéch ostatnich argumenti. Pak
F' se nazyva r-krdt kovariantnim a s-krdt kontravariantnim tenzorem na V nebo téz tenzorem
typu (s,r) na V. Mnozinu vSech takovych tenzoru znacime symbolem 77V

Ziejme TyV = V*, TPV = V. Klademe déle TV = R. Stupném tenzoru F typu (s,r)
rozumime ¢islo s + 7. Tenzor typu (s,r), kde s > 1, r > 1 se nazyva smiseny.

Priklad 2.1.

(a) Vektory jsou 1 krat kontravariantni tenzory, tj. tenzory typu (1,0).

(b) Linearni formy na V jsou 1 krat kovariantni tenzory, tj. tenzory typu (0, 1).

(c) Kazd4 bilinedrni forma je tenzor typu (0,2) na V. Skaldrni sou¢in g : V x V — R se nékdy
nazyvéa metricky tenzor. Duvodem je skutec¢nost, ze pomoci skaldrniho souc¢inu vyjadiujeme
délku vektoru, ||ul| = \/g(u,u).

(d) Definujme zobrazeni F': V x V* — R takto: F(v, f) = f(v). Pak F je tenzor typu (1,1)
na V.

(e) SmiSeny soucin vektori u - (v X w) v trojrozmérném prostoru R? je tenzor typu (0,3) na
R3. Ve vyse uvedeném vzorci piitom tecka znaci skaldrni soucin a kifzek vektorovy souéin
vektorii v R3.

Priklad 2.2 (Vngjsi soucin vektort). Necht V = R™ a necht {e1,...,e,} je kladnd orto-
normdlni baze. Pro n vektoru uy,...,u, € V definujme [uq,...,u,] jako hodnotu determi-
nantu, jehoz fadky jsou souradnice vektoru uq,...,u, v bazi {e1,...,e,}. Protoze determi-
nant matice pfechodu mezi kladnymi ortonormaélnimi bazemi je roven jedné, tak s vyuzitim
transformacnich vztahu z Véty 1.1 snadno ukézeme, Ze [uy, ..., u,| nezavisi na volbé kladné
ortonormalni baze V. Toto ¢islo nazyvame vnéjsim soucinem vektord uy, . . ., u,. Z vlastnosti
determinantu plyne, Ze vnéjsi soucin je tenzorem typu (0,n) na V.

Necht {e1,...,e,} je baze V, {e!,... e} je dudlni baze V* a F je tenzor typu (s,r) #
(0,0). Vezméme r vektorii vy, ..., v, € V a s linedrnich forem f!,..., f¥ € V*. Jejich vyjadieni
v pifslusnych bézich V a V* je v1 = vie;, ..., v, = vie; a f1 = fjlej, s [T = f7el Pak



. . . .y
For, .o ve oy f7) = Fuieqy, .. vl e, fi et fsejs) =

— i ir s . . et J

=0y jl...fjsF(e“,...,eZT,e yeeey €0,
Definice. Cisla a f: = F(ei,...,€,,el", ..., ¢el%), kde vSechny indexy probihaji mnozinu
{1,...,n}, se nazyvajl souradnice tenzoru F vzhledem k bazi {ej,...,e,}.

Kazdy tenzor je svymi soufadnicemi jednozna¢éné uréen, protoze pomoci nich dokdzeme
spocitat hodnotu tenzoru pro libovolnou skupinu 7 vektoru a s linedrnich forem. Hovorime
pak struéné o tenzoru a] 15 Pritom hornim indexum fikdme kontravarianini indexy a dolnim
indextum kovariantni mdexy.

Pi#iklad 2.3. Necht dimV = 3. Pak tenzor typu (2,1) na V m4 27 soufadnic a}!, a}?, al?,
a?l, a??, a?, a3l a??, 0P kde i =1,2,3

Piiklad 2.4. Ur¢ime soutadnice tenzoru z Piikladu 2.1 (a), (d), (e).

ad (a): Kazdy vektor v € V je tenzorem typu (1,0). Soufadnice tohoto tenzoru jsou pravé
soufadnice vektoru v.

ad (d) Soutadnice tohoto tenzoru jsou 5; Tenzor se soutadnicemi 5; (resp. 6%, resp. ;) se
nékdy nazyva Kroneckeriv tenzor.

ad (e): Soufadnice tohoto tenzoru jsou €;;x, kde €123 = €231 = €312 = 1, €132 = €213 = €321 =
—1 a v8echny ostatni soutadnice jsou nulové. Oznacme déle

1 jeli(iy,...,i,)sudd permutace z ¢isel (1,...,n),
€ir.in = § —1 jeli(iq,...,ip)lichd permutace z ¢isel (1,...,n),
0  jinak.
Pak ¢;, i, se nekdy nazyva Levi-Civitiuv tenzor.
Véta 2.1. Necht F je tenzor typu (s,r), jehoz souradnice v bdzi {e1, ..., ey} prostoru V jsou
agll:::g:.NNecht’ {b1,...,by} je jind baze V, A je matice prechodu od prvni baze k bazi druhé a
necht A = A=Y, Pak nové souradnice ap"% tenzoru F v bdzi {b1,...,b,} se vyjadii podle
vzorce
s ir Ad1 Ads gI1---Js
al g = AL AR AN A0l 2)

Dukaz Pomoci matice prechodu vyJadrlme vektory nové baze pomoci baze staré. Pak
=41-- — 11 ) A0 nq
ap,.. p'r (A 6’417" ATleuA ej 7-"7A]zejs)'

O

Poznamenejme, ze specidlnim piipadem predchozi véty jsou véty o transformaci souradnic
vektoru, linearni formy a bilinearni formy. Tvrzeni nasledujici véty se nékdy pouziva k zave-
deni pojmu tenzoru.

Véta 2.2. MnoZina disel a f* zavisld na volbé baze vektorového prostoru V' predstavuje
souradnice néjakého tenzoru F typu (s, 1) pravé kdyz se pri zméné baze V' transformugje pomoct

vzorce (2).
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Diikaz. Diky platnosti Véty 2.1 staci dokdzat pouze jeden smér ekvivalence. Necht {eq,. .., e}
je baze V, které odpovidd mnozina cisel ajl .]b pricemz tato ¢isla se pii prechodu k jiné
bazi {bi,...,b,} V transformuji pomoci vzorce (2 ) Definujme zobrazen{ F : V' x --- x V' x
V*x ..o x V* — R takto: Pro r vektoru vy = v Yeiyy.o,Up = USE, A S hnearmch forem

fl= flen ...,fszfjsejs polozme F(v1,..., v, f! ,...,fs):v?...v};’” L fa . Pak

J1 J1 Js 11 '5
zobrazeni F' je zfejmé linearni v kazdém svém argumentu pii pevnych hodnotéch ostatnich

argumentu. Musime jesté ukézat, ze jeho definice je korektni, tj. nezavisla na volbé baze pro-

storu V. Vezmeme-li tedy jinou bazi {b1,...,b,} V a ji odpovidajici souradnicové vyjadieni

— 1 r 1 TS ; , , ~ ,

v = Vb, v = Vb, f1o= [t ff = f; €, tak musime ukdzat, ze plati
i1 i £1 s Ji-Js _ =01 =r £ 5 —J1.Js

oyt fi e e T = oo S fjsal1 ;7. Tato rovnost vSak bezprostfedné plyne

z (2), pokud dosadime za pruhované souradnice vektoru a linedrnich forem odpovidajici vztahy
z vét 1.1 a 1.4. Pritom vyuzijeme skutec¢nosti, ze souc¢in matice a matice k ni inverzni je matice

jednotkova, tj. A;ﬁ? = 5; Ol

3 OPERACE S TENZORY

Definice. Necht F a G jsou dva tenzory téhoz typu (s,r), ¢ € R. Souctem tenzori F a G
rozumime tenzor H = F' 4+ G typu (s,r) definovany takto:

H(vi,...ove fh o ) = F(un, oo L f5) + Glog, o, f1 ).

Soucinem ¢isla ¢ a tenzoru F rozumime tenzor cF typu (s,r) definovany vztahem

(CF)(’Ul,...,UT,fl,...,f) (Ulw")vr?flw"?fs)

Je ziejmé, ze F' + G a cF jsou opét tenzory typu (s,r) a ze T7'V je vektorovy prostor
vzhledem ke s¢itani tenzoru a ndsobeni tenzoru skaldrem. Dosazenim bdzovych vektoru dale
bezprostiedné ukazeme, ze v soutadnicich vypada s¢itani tenzoru a nasobeni tenzoru skaldrem
takto: o

piteds — gt —|—g31 -Js (Cf)]l Js _ Jieds

01y 01y 01y ? 01y i1y

Definice. Tenzorovym soucinem tenzori F typu (s1,71) a G typu (s2,r2) rozumime tenzor
F ® G typu (s1 + s2,71 + r2) definovany takto:

(F®G)(v1,...,vr1+r2,f1’_”’f81+52) _
= F(v1, .. [ 5 Gpy g1y oo Uiy [ET  f51F92),

Priklad 3.1. Je-li F' typu (2,1) a G typu (1, 3), tak tenzorovy souc¢in H = F' ® G je tenzor
typu (3,4) definovany vztahem

1 42 43 1 42 3
H(U1>U2>U37U47f 7f 7f ):F(Uhf 7f )'G(U27U3av47f )
V souiadnicich mame hiéjip ff k. ggmp.

Je ziejmé, ze tenzorové nasobeni neni obecné komutativni.
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Definice. Necht F' je smiseny tenzor typu (s,r) a vyberme jeden kovariantni (=doln{) index
ip € {1,...,r} a jeden kontravariantni (= horni) index jo € {1,...,s}. Kontrakci (ziZenim)
tenzoru F' podle indexu iy a jy rozumime tenzor C typu (s — 1,7 — 1) definovany takto:

C(vlv"'7”T—17f17"'7f871):

1 jo—1 _k rjo+1 -1
:F(vla"'7vi0—l76kavi0+17"')vr—lvf7"')fjo )eaf]0+a"'7fs ) (]‘)
(vpravo se s¢itd pres k).

Ctendf si jisté vsiml, ze v definici kontrakce vyuzivame bézové vektory ey a eF. Musime
proto dokézat korektnost predchozi definice, tj. jeji nezavislost na volbé baze. Vektory jiné
baze {bi,...,b,} prostoru V ale muzeme vyjadiit prostfednictvim vztahu (1.1) ve tvaru
b, = Aieg. Zcela analogicky, pro vektory dudlni baze mame vztahy b = Eﬁlem. Po dozazeni
do pravé strany (1) se v dusledku linearity F' vytkne vyraz Aiﬁ’fn, ktery predstavuje soucin
matice pfechodu a matice k nf inverznf a je tedy roven ¢°,. Tedy definice kontrakce nezavisf
na volbé baze.

Priklad 3.2. -
(a) Necht F = (f;),.) je tenzor typu (2,3). Uréime jeho kontrakei podle druhého horniho a
druhého dolniho indexu. Vysledny tenzor C' bude mit tedy typ (1,2). Podle (1) méme:

C(vy,vg, f1) = ZF(vl,eT,Ug,fl,er).

V soufadnicich, ¢}, = C(eg,em,€") = >, Fler, er,em,e',e") => fir = fi .

(b) Necht F je tenzor typu (2,3). Ozna¢me jeho souradnice ( ff;’g) Pak kontrakce F' podle
tFettho dolniho a prvniho horniho indexu je tenzor C' typu (1,2), cfj = f;’fﬂ

(c¢) Kontrakce tenzoru ( fZ];) podle prvnibo dolniho a podle horm’ho indexu je tenzor ¢; = f.
(d) Jedind moznd kontrakce tenzoru (f;) typu (1,1) je éislo fi = i+ +feyv=R
(stopa matice).

Zvedani a spousténi indexu. Tato operace je definovana pouze v pripadé, ze na vekto-
rovém prostoru V' existuje skaldrni souc¢in (neboli metricky tenzor) g : V x V' — R. Podle
Véty 1.6, g zaddvé izomorfismus V. — V* u — g,, kde linedrni forma g, : V — R je
definovana predpisem g,(v) = g(u,v). Jsou-li g;; := g(e;, e;) soufadnice metrického ten-
zoru g, tak soutadnice linedrni formy f := g, jsou f; = gu(e;) = g(u,e;) = g(u"eq,e;) =
u"g(er, €;) = griu”. Nyni budeme demonstrovat operaci spousténi indexu na piikladu tenzoru
F:V xV xV*—= R typu (1,2) (v ostatnich piipadech by byl postup zcela analogicky).
Definujme tenzor H : V x V x V — R typu (0, 3) vztahem

H(u,v,w) = F(u,v, gy). (2)

Protoze piifazeni w — g, je izomorfisus V — V*, tak H je opravdu tenzor. Rikdme, 7e H
vznikl z F spusténim indexu. Ukdzeme déle, jak tato operace vypada v soufadnicich. Necht
{e1,...,en} jebaze V, {el ... e} je baze dudlniho prostoru V*, ( 1’3) jsou souradnice tenzoru
F a (hiji) jsou soufadnice H. Pak hiji, = H(e;, ej,ex) = Fl(ei ej, ge,) = Fleirej, gpse®) =
Gksfi;- Mdme tedy vzorecek hgj = gksf;;. Naopak, je-li zaddn tenzor H, tak muzeme vzit
rovnici (2) za definici tenzoru F'. Ze vztahu

hijk = [59s6  Plyne  fhy = 9" Ppgr,
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kde (¢'7) je matice inverzni k matici (g;;). Operace inverzni ke spousténi indext se nazyva
zveddnt indexi.

Piiklad 3.3. Spusténim indexu & u tenzoru a@k dostaneme tenzor afis definovany predpisem
a%s = a@kgks.

Pozndmka 3.1. Operace zvedani a spousténi indexu muzeme rovnéz povazovat za tenzorové
nasobeni metrickym tenzorem a naslednou kontrakci tohoto soucinu. VSimnéme si dale, ze
tyto operace neméni stupen tenzoru. Odtud bezprostiedné vyplyva néasledujici fyzikalni inter-
pretace zvedani a spoustén{ indexti: Necht je ddn néjaky fyzikdini objekt, kterij je v prostoru se
skaldrnim soucinem reprezentovan tenzorem F' typu (s,r). Pak tento objekt lze reprezentovat
libovolnym tenzorem H typu (3,7) takovym, Ze s +r =35 +T.

Symetrické a antisymetrické tenzory Skaldrni soucin vektortu nezdvisi na potradi vek-
torovych argumentu, zatimco determinant matice zméni znaménko pii zméné potradi radku.
Vyse uvedené tenzory jsou piiklady dulezité tiidy symetrickych resp. antisymetrickych ten-
zoru. Budeme nyni predpokladat, ze uvazované tenzory nejsou smisené, jsou tedy typu (0, 7)
nebo (r,0). Pro jednoduchost se budeme vénovat kovariantnim tenzorum (v druhém piipadé
by byl postup zcela analogicky).

Definice. Necht F € TV je kovariantn{ tenzor. Rekneme, ze F je

1. symetricky, pokud pro libovolné indexy 1 < i < j < r a pro libovolné vektory
v1,...,0. € V plati

F(ui,...,0,...,05,...,0p) = F(v1,...,05,...,04,...,0p),

2. antisymetricky, pokud

F(oi,...,0...,05,...,0p) = =F(v1,...,05,...,0,...,0.).

Tedy hodnota symetrického tenzoru F' : V x --- x V. — R nezavisi na potfadi jeho
vektorovych argumentti. Na druhou stranu, hodnota antisymetrického tenzoru se nezméni,
provedeme-li na poradi vektoru vy, ..., v, sudou permutaci a zméni znaménko, provedeme-li
lichou permutaci. Pro kontravariantni tenzory definujeme vyse uvedené pojmy zcela analo-
gicky. Je dale zcela ziejmé, Ze symetrické tenzory tvoii vektorovy podprostor ®"V C TfV a
antisymetrické tenzory tvoii vektorovy podprostor A"V CTgV.

Piiklad 3.4.

(a) Pitkladem symetrického tenzoru F' € ®2V je skaldrni soucin a pifkladem antisymetrického
tenzoru F' € A"R"” je vnéjsi soucin. Déle, Levi-Civituv tenzor je rovnéz antisymetricky.

(b) Necht F € T3V je antisymetricky tenzor. Pak pro jeho souradnice (fijx) plati nasledujic
vztahy: figk = —ficj = —fiie = Fiki = frij = — frji-

Definice. Necht F' € T[V. Symetrizaci tenzoru F' rozumime tenzor Sym(F) € "V defino-
vany takto: Se¢teme vS8echny hodnoty, kterych F' nabyva pii vSech permutacich danych ar-
gumentu a soucet vydélime poctem permutaci r prvka. Antisymetrizaci tenzoru F rozumime
tenzor Alt(F) € A"V definovany takto: Secteme vSechny hodnoty, kterych F nabyvé pii
sudych permutacich danych argumenti, ode¢teme vSechny hodnoty, kterych F' nabyvéa pii
lichych permutacich danych argumentt a vysledek vydélime po¢tem permutaci r prvku.
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AW(F) = 3 (fijk — finj — Fiie + Fiwi + Frij — Frji)-

Kazdy snadno odvodi nésledujici tvrzeni
Lemma 3.1.
1. Fe@"V=8m(F)=F, FeclNV=AF)=F,

2. Kazdy kovariantni tenzor 2. stupné lze rozloZit na soucet symetrického a antisymet-
rického tenzoru, tj. pro F € T3V plati F = Sym(F) + Alt(F).

Poznamka 3.2. Je-li ' € TJV tenzor se soufadnicemi f;, . ;., tak soufadnice symet-
rického tenzoru Sym(F) vzniklého z F' symetrizaci budeme znacit f;, ;) a soufadnice an-
tisymetrického tenzoru Alt(F) budeme znaéit f};, ;). Tedy napiiklad f(;) = %( fij + fii),
fiij) = 2(fij — fji)- Rovnost F' = Sym(F) + Alt(F) z Lemmatu 3.1 miizeme tedy jednoduse
zapsat v soufadnicovém tvaru fi; = fj) + fiij)-

Symetricky a vnéjsi souéin tenzoru Jsou-li oba tenzory F a G symetrické (resp. anti-
symetrické), tak tenzorovy sou¢in F' @ G obecné nemusi tuto vlastnost zachovavat. Proto
zavadime pojem symetrického a vnéjstho souc¢inu tenzort.

Definice. Necht F' € A*V, G € A'V. Antisymetrickiym (vnéjsim) soucinem tenzori F a G
rozumime antisymetricky tenzor F' A G € A¥+V definovany vztahem

(k + 0)!

FAG =10

Alt(F ® G).

Symetrickiym soucinem tenzori F € @FV a G € @'V rozumime symetricky tenzor F ® G €
OFFV definovany vztahem

(k + 0)!

Fo&="=

Sym(F ® G).

Operace symetrického soucinu je ziejmé komutativni, zatimco v ptipadé vnéjsiho soucinu
se d& ukazat, ze plati F A G = (=1)"G A F.

Piiklad 3.6. Nechf F,G € A'V. Uréime vnéjsf soucin F A G.

(1) FoGe TOQV, (F®G)(u,v) = F(u) - G(v)

(2) Alt(F ® G) € A*V, Alt(F ®@ G)(u,v) = 5(F(u)G(v) — F(v)G(u))
(3) FAG(u,v) = g1 - 51(F(w)G(v) — F(v)G(u)) = F(u)G(v) — F(v)G(u)

4 KVADRATICKE FORMY

Definice. Vektorovy prostor V se skaldrnim soucinem g : V x V. — R se nazyva unitdrni
prostor.

Napi. R™ je unitarni prostor, pokud pro libovolné vektory u = (ul,...,u"), v =
(vh, ..., v") definujeme skaldrni soucin piedpisem g(u,v) = ulv! 4 --- + u"0™.

14



Definice. Necht V' je unitéarni prostor se skalarnim soucinem g. Pak redlné &islo ||ul| =

g(u,u) se nazyva délka (velikost) vektoru u. Vektor u se nazyvé jednotkouvy, jestlize ||u|| = 1.
Vektory u,v € V se nazyvaji ortogondlni, jestlize g(u,v) = 0. Baze {ey, ..., ey} prostoru V se
nazyva ortogondlni bdze, jestlize kazdé dva ruzné vektory z této baze jsou ortogondlni. Tato
béze se nazyva ortonormdlni baze V', je-li navic kazdy vektor e; jednotkovy.

Je ziejmé, ze baze {ei,...,e,} prostoru V je ortonormalni pravé kdyz soufadnice g;;
skaldrniho souc¢inu g : V' x V' — R splauji g;; = 9;;. Pro u = u'e;, v = v'e; € V pak dostaneme
9(u,v) = Y0 i, |full = /ST ()2,

Necht vy, ..., vy je posloupnost vektort prostoru V. Polozme (vq,...,vx) = {cro1 + -+
ckug; ¢; € R}. Tato mnozina je vektorovym podprostorem prostoru V' a nazyvé se podprostor
generovany vektory vy, ..., Ug.

Véta 4.1. Necht vy, ...,v je posloupnost linedrné nezdvisljch vektori unitdrniho prostoru
V. Pak existuje takovd ortonormdlni posloupnost vektori eq,...,e, prostoru V, Ze plati
(U1, ..., 0K) = (€1,...,€k).
Dukaz. Definujme nejdiive jednotkovy vektor ey predpisem wi = vy, e1 = Hz—h' Polozme déle
wy = vg —g(ve, €1)eq, takze g(ws, e1) = 0. Pokud definujeme es = %, tak dvojice eq, ea tvori
ortonormalni posloupnost. Déle budeme postupovat indukeci: Za predpokladu, ze jiz mame
sestrojeny vektory ey, ..., e, polozime wy = vg — g(vk, €p—1)€k—1 — 9(Vk, €x—2)€k—2 — ... —
g(vk,e1)er, ep = le"—zl Vektory eq,...,er zcela evidentné tvori ortonormdlni posloupnost.
Je déle ztejmé, ze vektory eq,...,er jsou vyjadieny ve tvaru linedrni kombinace vektori
V1, ...,V a naopak.

Ol

Algoritmus konstrukce ortonormalni posloupnosti z dukazu predchozi véty se nazyva
Gramm-Schmidtuv ortogonalizacni proces. 7 analytické geometrie je zndmo, ze kazdé
uspofadané dvojici bodi X,Y € R? muzeme piitadit pravé jeden vektor v = Y — X, piicemz
pro libovolny bod X € R? a pro libovolny realny vektor v = (v1,v2,v3) je definovan bod
v+ X € R3. Prostor R? je specidlnim pifpadem obecnéjstho euklidovského prostoru.

Definice. Fuklidovsky prostor E je neprazdna mnozina, pro kterou existuje kone¢nérozmérny
unitarni prostor V' nad R, pricemz pro libovolny bod X € E a libovolny vektor v € V je
definovan bod v 4+ X € F tak, ze plati

L 0+X=X VX e E, (ﬁEVznaCinulovyvektor),
2. (vtw)+ X =v+(w+X) YoweV, VX eE,

3. Pro libovolné body X,Y € FE existuje pravé jeden vektor v = ﬁ € V tak, ze plati

v+ X =Y.
Prvky mnoziny E nazyvame body, vektorovy prostor V se nazyva zaméreni euklidovského
prostoru E., zna¢ime V = Z(FE). Dimenzi euklidovského prostoru rozumime dimenzi jeho
zameéreni.

Zhruba feceno, v euklidovském prostoru £ mame definovano séitani bodu z E a vektoru
z unitdrniho prostoru Z(E) = {X—>Y ; X, Y € E}. Trividlnim piipadem euklidovského pro-
storu je samotny unitarni prostor V' (zde F = Z(E) = V). Dalsim piikladem je prostor R",
jehoz zaméfenim je mnozina n-rozmérnych realnych vektort. Libovolna rovina v R? je rovnéz
euklidovsky prostor.
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Definice. Kartézskou soustavou souradnic (kartézskym reperem) rozumime (n + 1)-tici
(P;e1,...,en), kde P € E a{ey,...,e,} je ortonormdlni baze Z(E). Pritom bod P se nazyvé
pocdtek kartézské soustavy souradnic. Souradnice bodu X € E pak definujeme jako souradnice
vektoru PX v bazi {e1,...,e,}.

Poznamka 4.1. Podle Véty 1.2 je kazdy n-rozmérny vektorovy prostor izomorfni s R™.
Volbou pocéitku P € E v n-rozmérném euklidovském prostoru F muzeme kazdy bod X € E
ztotoznit s vektorem ]34)(> . Tedy mnozinu bodi i vektoriu n-rozmeérného euklidovského prostoru
E mizeme prostrednictvim soutadnic ztotoZnit s R™. Vzhledem k této identifikaci budeme
znacit n-rozmérny euklidovsky prostor symbolem FE,,.

Vzddlenosti bodu X,Y € E, rozumime ¢islo p(X,Y) = H)??H Snadno ovéfime, ze (E,, p)
spliiuje axiomy metrického prostoru. Pro jednoduchost budeme znacit vzdéalenost dvou bodu
X,Y € E, symbolem ||Y —X]||. V kartézskych soufadnicich X = (x!,...,2"),Y = (y',...,y")

tedy plati ||Y — X|| = \/W

Definice. Zobrazeni g : V' — R se nazyva kvadratickd forma na vektorovém prostoru V,
jestlize existuje symetrickd bilinedrn{ forma f na V takova ze plati g(u) = f(u, u) pro libovolné
uevV.

Véta 4.2. Necht g je kvadratickd forma na V uréend symetrickou bilinedrni formou f. Pak
plati 2f(u,v) = g(u +v) — g(u) — g(v) pro vsechna u,v € V.

Dukaz. Podle definice kvadratické formy plati g(u+v) = f(u+v,u+v) = f(u,u)+2f(u,v)+

fv,0) = g(u) + 2 (u, v) + g(v).
O

Mame tedy bijekci mezi kvadratickymi formami a symetrickymi bilinedrnimi formami a
symetrickymi maticemi.

Definice. Symetricka bilinearni forma f se nazyva polarni formou kvadratické formy g. Ma-
tici kvadratické formy g definujeme jako matici jeji polarni formy.

Je-li x = a'e; € V, tak g(z) = f(z,2) = 2'27 f(es, ¢;) = aj;a'a’. Tedy kazda kvadratickd
forma g na V je kvadratickym vyrazem tvaru g(z) = a;;2'a7, kde (a;j) je symetrickd matice.

Piiklad 4.1. Vzorec pro délku vektoru x = (z1,...,x,) v n-rozmérném euklidovském pro-
storu E,, pouzivd kvadratickou formu z% + - - - 4+ 22. Jeji polarn{ bilinearn{ formou je skaldrni
souc¢in a jeji matici je jednotkova matice fadu n.

Je-li g : V — R kvadraticka forma na V', tak matice A této kvadratické formy je symet-
rickd. Z linearni algebry je zndmo, ze vSechny vlastni hodnoty symetrické matice jsou realné
a vlastni vektory prislusné k navzajem ruznym vlastnim hodnotdm jsou linedrné nezavislé.
V unitarnim prostoru plati silngjsi tvrzeni, a to, ze vlastni vektory prislusné k ruznym vlastnim
hodnotam symetrické matice jsou ortogonalni.

Véta 4.3 (O hlavnich osdch). Necht g je kvadratickd forma na unitdrnim prostoru V = R™.
Pak existuje ortonormdlni bdze V, v niz md g redlnou diagondlni matici. Je-li A symetrickd
matice kvadratické formy g a je-li B diagondlni matice formy g v nové ortonormdlnd bazi, tak
plati: Diagonalni proky matice B jsou prdvé vlastni hodnoty matice A a prislusnd ortonormdlni
baze V' je tvorena vlastnimi vektory A.
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Dukaz. Zvolme libovolnou pevnou ortonormaélni bazi prostoru V. Symetrickd matice A mé
pak vSechny vlastni hodnoty A; redlné a méa n linedrné nezavislych vlastnich vektoru. Uréime
nyni ortonormalni bézi {ej,...,e,} prostoru V tvorenou vlastnimi vektory matice A takto:
I. Je-li A\; jednondsobny kofen charakteristické rovnice a w,; prislusny vlastni vektor, tak
poloZzme e; = II%H Je ziejmé, 7ze e; je opét vlastnim vektorem matice A.
II. Pro k-nésobny kofen A charakteristické rovnice (k > 2) existuje k linedrné nezavislych
vlastnich vektoru uy, ..., u; prislusnych k vlastni hodnoté A. Témto vektorum prifadime orto-
gonaliza¢nim procesem k ortonormalnich vektorti ey, ..., ex. Protoze tyto vektory jsou linearni
kombinaci vlastnich vektoru, tak ey,...,ex jsou opét vlastni vektory matice A prislusné
k vlastni hodnoté .
Vektory ze skupiny I a II jsou ziejmé navzdjem ortogondlni. Sestrojili jsme tedy ortonormalni
bazi {e1,...,er} tvorenou vlastnimi vektory matice A. Je-li nyni f : V x V. — R polarni
forma kvadratické formy g, tak g(z) = f(z,z). Pro z = (z!,...,2") je g(x) = a;ja'a?, coz
miizeme psat v maticovém tvaru g(z) = f(x,z) = x - (a;;) - 27, kde 2T je sloupcovy vektor.
Déle, v ortonormaln{ bazi V' m4 skaldrni souéin vektori u = (u',...,u") a v = (v,...,0")
tvar u-v = Y uv' = u-vl. S vyuzitim tohoto zdpisu mame f(e;,e;) = €; - (ai;) - (e;)T =
e Aj- ()" = Njei-ej = \j - dij.

O

Soutadnicovy tvar kvadratické formy s diagonalni matici se nazyva kanonicky tvar a vek-
tory ortonormalni béze z predchozi véty se nazyvaji hlavni smery. Tedy ke kazdé kvadratické
formé g : V' — R na unitarnim prostoru V' = R"” existuje ortonormalni baze prostoru V', v niz
ma forma g kanonicky tvar

g(u) = A (u')? + -+ An(u")?. (1)

Koeficienty A1, ..., A, jsou pritom vlastnimi hodnotami matice formy g, pficemz kazda z nich
vystupuje ve vyjadreni (1) tolikrat, jaka je jeji ndsobnost.

Piiklad 4.2. Pievedeme kvadratickou formu g(z) = (z')? + (22)% + (22)? + 4z 2? + 42123 +
42223 na kanonicky tvar a uréime pifslusnou ortonormalni bézi. Matici formy g je

1 2 2
A=12 1 2
2 21

Charakteristickd rovnice |[A — AE| = 0 mé tvar A3 — 3\ — 9\ — 5 = 0. Vlastni hodnoty
matice A jsou kofeny této rovnice, vyjde A\ = 5, Ao = A3 = —1. Déle, soutadnice vlastnich
vektorti u = (u', u?, u?) piislusnych k vlastni hodnoté A jsou feSenfm soustavy homogennich
linearnich rovnic (4 — AE)u” = (0,0,0)” (u” znaéi sloupcovy vektor). Tato soustava rovnic
ma pro A\; = 5 obecné teseni (t,t,t), které zavisi na jednom redlném parametru ¢. Volbou
t = 1 dostaneme vlastni vektor u; = (1,1,1). Déle, vlastni hodnoté A9 = —1 odpovida
obecné feseni homogenni soustavy tvaru (—t—s, ¢, s) zavislé na dvou parametrech. Postupnou
volbout =1,s=0at =0, s =1 dostaneme vlastni vektory us = (—1,1,0) a uz = (—1,0,1).
Kanonickym tvarem formy g je tedy 5(y*)%—(y*)?— (y*)?. Normovanim vektoru u; dostaneme
vektor e = (%, %, %) Ortogonaliza¢nim procesem pak ptitadime vektortim us a ug vektory

— 1 1 _ 1 1 2
€2 = (_ﬁa ﬁvo)a €3 = (_%7 VG %)
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5 SYMETRICKE TENZORY DRUHEHO STUPNE

V mechanice maji nejvétsi aplikace pravé symetrické tenzory druhého stupné na prostoru
V = R". V této kapitole se proto budeme podrobnéji zabyvat symetrickymi tenzory typu
(0,2) na V, tj. symetrickymi bilinedrnimi formami f : V x V' — R. Budeme definovat skaldrni
invarianty, hlavni sméry a charakteristickou plochu tenzoru. Pokud tenzor f reprezentuje
ngjaky fyzikdlni objekt, tak tyto pojmy maji zpravidla konkrétni fyzikalni vyznam. Na zdveér
budeme uvedené pojmy demonstrovat na piikladé tenzoru setrvacnosti. V dalsim budeme
vsude predpoklddat, ze V' = R™ je unitdrni prostor a ze {e1,...,e,} je ortonormalni béze
prostoru V. Pak soufadnice tenzoru f v této béazi tvoii symetrickou matici A = (a;j), a;j =
f(ei, ej). Tato matice se pfi zméné béze prostoru V' obecné meéni.

Véta 5.1. Necht A a B jsou matice souradnic tenzoru f : VxV — R ve dvou ortonormdlnich
bazich prostoru V. Pak tyto matice maji tytéz charakteristické polynomy.

Diikaz. Podle Véty 1.5 je B = ST . A-S, kde S je matice pfechodu od prvni béze k druhé.
Protoze tyto baze jsou ortonormalni, tak S7 = S~!, takze matice A a B jsou podobné.

O]

Necht nynf f : VxV — R je symetricky tenzor na V = R3. Pak matice A = (a;;) sestavend
z jeho soufadnic je ¢tvercova matice fadu 3. Podle ptfedchozi véty je jeji charakteristicky
polynom invariantni (tj. nezavisly) na zméné baze V', takze koeficienty tohoto polynomu
mus{ byt rovnéz invariantni. Rozvojem determinantu v charakteristické rovnici |[A — AE| = 0
obdrzime charakteristicky polynom ve tvaru A3 — JiA2 + JoA — J3 = 0 kde

J1 = a1 + ag + ass

Jy = ailp ai2 ailp ais a2 Q23
az; a2 as; ass a32 Aas3
Jz = |Al.

Definice. Cisla Ji, Jo a Js se nazyvaji skaldrni invarianty tenzoru f.

Poznamenejme, ze J; je pravé stopa matice. Jsou-li dale A1, A9 a A3 vlastni hodnoty A,
tak zfejmé plati

Ji=AM+ X+ A3, Jo=XAA+ A3+ A3, J3 = A s,

V pifpadé tenzoru f : R? — R? bychom definovali (zde pouze dva) skaldrni invarianty J; a
Jo analogickym zpusobem.

Podle predchozi kapitoly existuje bijekce mezi symetrickymi tenzory f : V xV — R
typu (0,2) na V' a mezi kvadratickymi formami ¢ : V' — R. Pfitom symetrickd matice (a;;)
kvadratické formy ¢ v bazi {ei,...,e,} je pravé matice souradnic tenzoru f v této bézi.

Definice. Hlavni sméry kvadratické formy ¢ nazyvame hlavnimi sméry tenzoru f.

Je-li P € E, pocatek kartézské soustavy soufadnic, tak pro libovolny bod Y € E, je
vektor PY pruvodi¢ bodu Y. Uvazujme mnozinu I(f) bodu prostoru E,, tvaru I(f) :={Y €
E,; gp(ﬁ) = 1}. Protoze soufadnice tenzoru f jsou a;j, tak I(f) = {Y € Ep;a;jy'y’ = 1}.

18



Definice. Pro n = 3 je I(f) kvadrika v Ej3, kterou nazyvame charakteristickou plochou
tenzoru f. V piipadé n = 2 mnozinu I(f) nazyvame charakteristickou krivkou tenzoru f.

Podle Véty 4.3 lze charakteristickou plochu aijyiyj = 1 pfevést na kanonicky tvar a;y'y’ =
1, tj. po preznaceni a; = @; na tvar ai(y')? + aa(y?)? + asz(y®)? = 1. Analogicky, kanonicky
tvar charakteristické kiivky tenzoru f je a1(y')? + az(y?)? = 1. Piislusné prvky nové baze
prostoru V' jsou pak pravé hlavni sméry tenzoru f.

Piiklad 5.1. Uréime charakteristické plochy tenzoru zadanych matici A soutadnic v néjaké
bézi prostoru V.

(a) A je diagonalni matici fadu 3, kde na hlavni diagondle jsou postupné ¢isla A1, Aa, As.
Pifslusnd charakteristickd plocha m4 tvar A (y')? + A2 (32)? + A3(y3)? = 1.

1. Pro A1, A2, A3 > 0 se jednéa o elipsoid.

2. Jsou-li dvé hodnoty \; kladné a jedna hodnota zapornd, tak se jednd o jednodilny
hyperboloid.

3. Jsou-li dvé hodnoty A; zaporné a jedna hodnota je kladna, tak se jednd o dvojdilny
hyperboloid.

4. Jsou-li vSechna \; zdpornd, tak se jedna o imaginarni elipsoid.

(b) Necht f je tenzor s matici soufadnic tvaru a;; = b; - b;. Pak charakteristickd plocha f m4
tvar b;bjy'y? = 1 neboli (b;y')? = 1, takze by’ = +1. Jednd se tedy o dvojici rovnobéznych
rovin, které jsou symetrické vzhledem k pocatku.

Priklad 5.2 (Tenzor setrvacénosti).

(a) Uvazujme rotaéni pohyb absolutné tuhého télesa K upevnéného v bodé P (tento bod
je pocatkem kartézské soustavy soufadnic) kolem néjaké osy prochdzejici bodem P. Uréime
nyni kinetickou energii tohoto télesa. Je-li w vektor thlové rychlosti a * = PM pruvodi¢
bodu M € K, tak z mechaniky je znamo, ze vektor rychlosti v bodu M je vektorovy soucin
v = w X . Uvazujme nyni element télesa K v okoli bodu M, pficemz hmotnost tohoto
elementu oznac¢ime dm. Pak kinetickd energie elementu je rovna d1 = %dem, kde v? je
skalarni soucin v - v. Tedy kineticka energie celého télesa je tvaru T = % fK v2dm neboli

T = ;/(w x x)*dm (1)

kde integraénim oborem je celé téleso K. Je-li pfitom téleso K trojrozmérné, tak (1)
predstavuje trojny integral. Je-li K plocha, tak (1) reprezentuje plosny integral a je-li K
kiivka, tak se jednd o integral kiivkovy. Pokud se téleso K skldda z koneéného poctu bodu,
tak (1) predstavuje sumu.

(b) Uzitim vlastnosti vektorového souéinu bezprostiedné odvodime, 7e (w x x)? = w?x? —
(w- )% Je-li nyni {e1, ez, e3} ortonormalni béze s pocatkem v bodé P a w = wie;, © = z'e;
soufadnicové vyjadieni vektori w a x v této bézi, tak s vyuzitim Kroneckerova symbolu 9;;
dostaneme w? = 5ijwiwj, x? = Spalal, w-x = Swiah = 5jgwjxe. Tedy (w x x)? mé tvar
(w x )? = (0w’ (Spex®a’) — (Sipw'a®) (8wl xt) = (850K — Girdjo)w'wix¥at. Tento vyraz
dosadime do integralu (1). Pak integraénimi proménnymi budou pouze soufadnice z* vektoru
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x, zatimco soufadnice w’ vektoru w miizeme povazovat za konstanty, které lze vytknout pied
integral, tj.
1 o
T = 5910k — dixje)w'e’ /:c’“xédm.
K

Tento vyraz nezdvis{ na souradnicich vektoru x (nebot vzhledem k témto soufadnicim se
integruje) a zavisi pouze na soufadnicich vektoru w. Vidime, ze kinetickd energie T' je kva-
dratickou formou vzhledem k soufadnicim w’ vektoru tihlové rychlosti w. Koeficienty této
kvadratické formy predstavuji symetricky tenzor typu (0,2). Dvojndsobek tohoto tenzoru
nazyvame tenzorem setrvacnosti télesa K. Oznacime-li I;; jeho soufadnice, pak

Iij = (6ij0ke — dikdje) /mkxzdm )
K

takze kinetickd energie télesa I ma tvar T = %Iijwle. Rozepsdnim vzorcu (2) dostaneme
nasledujici formule pro soufadnice tenzoru setrvacnosti

Toxzdm,

Ill = /(.’E% + x%)dm, 123 = 132 = —

133 = /(JI% -+ x%)dm, 112 = 121 = —

K

T1xodm.

K K
_ 2 2 _ _
Ioy = /(l’l + :U3)dm, I31 = 13 = —/xlzrgdm,
K K
K

Pritom hodnoty Iy, Is9 a I33 se nazyvaji momenty setrvacnosti vzhledem k osdm w1, xo
a x3 a hodnoty I, I13, I3 se nazyvaji poldrni momenty setrvacnosti. Je-li napi. I C R3
trojrozmérné téleso s linedrni hustotou p, tak dostaneme znamé vzorce z integralniho
poctu v R Iy = [[[(v® + 22)p(x,y, z)dadydz, Ty = [[[(a? 4+ 2%)p(z,y, z)dzedydz,
Isg = [[[ (2 + y*)p(x,y, z)dzdydz.
(¢) Vyse uvedené vzorce definuji momenty setrvacnosti vzhledem k soufadnym osam. Je-li
dan vektor p = (p', p?, p) ktery uréuje libovolnou osu prochazejici poc¢dtkem P, tak moment
setrvacnosti télesa vzhledem k této libovolné (ne pouze souradné) ose je I = I;;p'p’ (odvozen{
tohoto vztahu se provadi v mechanice). Tento vztah znamend, Ze moment setrvacnosti télesa
vzhledem k libovolné ose prochézejici pocatkem je jednoznacné uréen tenzorem setrvacnosti
Iz'j-
(d) Podle véty o hlavnich osach lze kazdy tenzor typu (0,2) (tj. kvadratickou formu) prevést
na diagondlni tvar. Aplikaci na tenzor setrvacnosti I;; dostaneme hlavni osy setrvacnosti
telesa K (= osy 7 urcené bodem P a vlastnimi vektory ef tenzoru setrvacnosti) a hlavni
momenty setrvacnosti I; (= vlastni hodnoty tenzoru setrvacnosti). Je déle zfejmé, ze
hlavni momenty setrvac¢nosti I; jsou pravé momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osam
setrvacnosti a ze polarni momenty setrvacnosti I;; (i # j) v bazi {e{} jsou rovny nule. Navic,
z defini¢nich vztahu je jasné, ze Iy > 0, Is > 0 a I3 > 0.
(e) Charakteristickd plocha tenzoru setrva¢nosti md tvar I;;z‘z? = 1. Jeji kanonické rovnice
jsou Ii(xY)? + Iy(2?)? + I3(23)? = 1, kde I, I, I3 jsou hlavni momenty setrvaénosti.
Vzhledem k tomu, Ze jsou vSechny hlavni momenty kladné, tak charakteristickd plocha
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tvoii elipsoid, ktery nazyvame elipsoidem setrvacnosti télesa K. P¥itom osy symetrie tohoto
elipsoidu splyvaji s hlavnimi osami setrvac¢nosti télesa IC. V predchozim piikladu jsme
demonstrovali pouziti tenzorového po¢tu v mechanice. Neni to ndhoda, nebot tenzorovy
pocet ma svij puvod pravé v mechanice, zejména v teorii pruznosti a napéti. Napéti je totiz
francouzsky ,la tension“ a pojem tenzoru byl zaveden kolem roku 1900 matematikem a
fyzikem Woldemarem Voigtem.

Cviceni I (Tenzory).

(1) Rozhodnéte, pro jaké hodnoty a € R je zobrazeni ¢ : V x V — R, ¢(v,w) = a tenzorem
typu (0,2) na V. [Pouze pro a = 0].

(2) Necht f,g:V — R jsou linearn{ formy na V. Definujme funkci i : V x V — R vztahem
h(u,v) = f(u)g(v). Dokazte, ze h je bilinedrni forma na V.

(3) Dokazte, ze Kroneckeruv tenzor 5; nezméni soufadnice pfi zméné baze V.

(4) Uréete kontrakei tenzoru F typu (1,1) z Pifkladu 2.1(d). [0! = n = dimV].

(5) Urcete tenzor vznikly spusténim obou indexii tenzoru a*. [a;s = gingrsa®].

(6) Necht jsou ddny tenzory aji, b™. Pomoci tenzorového nasobeni a kontrakce vytvoite
tenzory typu (2,1) a dale tenzory 1. stupné. [a;;b"™, aijkbﬁ, aijrb’™, a,-jkbEj, aijkbkm, aijkbfk;
aijkbij, aijkbji, aijkbjk, aijkbkj, al'jkbik, aijkbki].

(7) Necht V' = R3. Uréete néjakou bazi vektorového prostoru 7 V. [Napt. 9 matic typu (3,3),
které maji 8 nulovych prvkua a jeden prvek rovny jedné, pricemz tento nenulovy prvek ma
v kazdé matici jiné indexy].

(8) Dokazte, ze kazdy antisymetricky tenzor stupné p > 3 na V = R? je nulovy.

(9) Necht a;; je symetricky tenzor a b™" antisymetricky tenzor. Dokazte, ze tenzor vznikly
ndsobenim a néslednou kontrakef a;;b” je identicky roven nule.

(10) Dokazte, Ze je-li tenzor a,j;, symetricky vzhledem k indexum 4, j a antisymetricky vzhle-
dem k indexum j, k, tak je tento tenzor roven nule.

(11) Dokazte, ze kazdy tenzor tfetiho stupné lze zapsat ve tvaru agx = aji) +ajijx) —i—%(amk—i—
afig)i) + %(a(ij)k — ay(ij))- Odtud vidime, ze kovariantni tenzor 3. stupné nelze obecné rozlozit
na soucet symetrického a antisymetrického tenzoru.

(12) Dokazte, ze pokud tenzor a;ji je symetricky vzhledem k indexum 1,5, tak Aijky =
5 (@i + ajri + agag).

(13) Necht tenzor A mé soufadnice ajy = 2, aja = 3, a13 = 2, ag; = 5. age = 7, ass = —2,
asz1 = 4, azo = —4, azz = 0. Rozlozte tento tenzor na soucet symetrického a antisymetrického
tenzoru. [Oznacme b;; soufadnice tenzoru Sym(A) a ¢;; soufadnice tenzoru Alt(A). Pak
bi1 =2, bea = 7, b33 =0, bio = bay = 4, b1z = b3z1 = 3, bag = b3z = —3, ¢11 = c22 = ¢33 = 0,
cl2=c13=c32 = —1, ca1 = 23 = c31 = 1].

(14) Ukazte, ze pro tenzory F € AV, G € A%V plati F A G(u,v,w) = F(u)G(v,w) —
F(v)G(u,w) + F(w)G(u,v).

(15) Necht f je tenzor, jehoz soufadnice v ortonormaln{ bazi {e1, es, e3} prostoru R? tvoif sy-
metrickou matici f;; = 3(a;b; + a;b;). Urcete jeho charakteristickou plochu. [(a;z%)(bj27) = 1,
po transformaci soufadnic dostaneme hyperbolicky vélec (y!)(y?) = 1].
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II. Diferencialni geometrie krivek a ploch

Predmétem klasické diferencidlni geometrie je studium vlastnosti kiivek a ploch meto-
dami matematické analyzy. Diferencidlni geometrie vznikla téméf soucasné s matematickou
analyzou a v tésné navaznosti na ni se rozvijela. Nékteré pojmy diferencidlni geometrie do-
konce ¢asové predchéazely odpovidajicim pojmum mat. analyzy. Napf. pojem tecény piredchézel
pojmu derivace (tzv. zékladni tiloha diferencidlniho poc¢tu ,nalézti teénu ke grafu funkce f(x)“
motivuje pojem derivace) a pojmy obsahu a objemu pfedchézely pojmu integralu.

Vznik matematické analyzy je spojen se jmény G. W. Leibnize (1646-1716) a I. New-
tona (1642-1727), kteii nezavisle na sobé objevili a uvedli do matematiky pojmy derivace a
integralu. Postupné pak vznikl diferencidlni a integralni pocet, diferencialni a integralni rov-
nice, variac¢ni pocet, funkciondlni analyza atd. Vznik samotné diferencialni geometrie je spjat
se jmény L. Eulera (1707-1783) a G. Mongea (1746-1818). Teprve na zdkladé praci C. F.
Gausse (1777-1855) tykajicich se teorie ploch vsak prestala byt diferencidlni geometrie pou-
hou aplikaci matematické analyzy a stala se samostatnou matematickou disciplinou. K jejimu
rozvoji pak podstatné ptispél B. Riemann (1826-1866). Z ¢eskych matematiki jmenujme Edu-
arda Cecha (1893-1960) a Véclava Hlavatého (1894-1969). Na zdkladé klasické diferencidln
geometrie kiivek a ploch pak vznikd moderni diferencidlni geometrie, kterd studuje slozité
diferencialni struktury pomoci topologickych a jinych metod moderni matematiky. Rozfesila
mnoho slozitych problému fady matematickych disciplin a méa hluboké aplikace v modernich
partiich fyziky, napt. v kvantové mechanice. Klasicka diferencidlni geometrie, které se v tomto
textu budeme vénovat, mé fadu aplikaci zejména v klasické a relativistické mechanice, ve
strojnich konstrukcich, v teorii prechodnic, v geodézii a kartografii, v teorii ploch inzenyrské
praxe atd.

6 POJEM KRIVKY

V tomto textu se budeme zabyvat rovinnymi a prostorovymi k¥ivkami. Nékteré tvahy vSak
budeme provadét obecné v n-rozmérném eu_kl}dovském prostoru E,. Symbolem V,, budeme
znacit zameéreni E,, tj. V,, = Z(E,) = {XY;X,Y € E,}. Pak V,, je unitdrni prostor se

skaldrnfm souc¢inem u - v = Y u'v?, kde u = (u!,...,u"), v = (v!,...,v"). Velikost (normu)
vektoru u € V,, budeme znagit symbolem |ju|), tj. |ul = /(u})2 + -+ + (u™)2. Geometricky
se jedna o vzdalenost bodu (u!,... ,u") od pocatku (0,...,0). Piipomenme déle, ze podle

Poznamky 4.1 1ze euklidovsky prostor E,, i jeho zaméfeni prostiednictvim soufadnic ztotoznit
s R™.

Kartézské souradnice v F3 budeme v dalsim znacit x, ¥y, z a symbolem I budeme znacit
otevieny interval (a,b).

Definice. Zobrazeni v : I — V,, se nazyva vektorovd funkce na intervalu 1.

Definice. Rekneme, ze vektorova funkce v : I — V,, ma v bodé tg € I limitu vy € V,,, piSeme
vy = tlir? v(t), jestlize ke kazdému e > 0 existuje 6 > 0 tak, ze
—to

‘t—t0|<5, tyét0:>\|v(t)—vg||<5.

Vektorova funkce v : I — V,, se nazyva spojitd v bodeé tg, jestlize tlin? v(t) = v(tp).
—to
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%ﬁfto), pak tuto limitu nazyvame derivaci vektorové funkce

Definice. Jestlize existuje lim

t—to

dv(to)
dt

v(t) v bodé ty a znacime nebo v'(tp). Iteraci ddle definujeme derivace vyssiho fadu.

Je ziejmé, ze derivaci vektorové funkce v(t) v bodé tg je vektor v'(tg) € V;, a ze definice
limity a derivace vektorové funkce nezavisi na volbé baze prostoru V,,.

Necht {eq,...,e,} je ngjaka baze vektorového prostoru V,,. Pak pro libovolné ¢ € T plati
v(t) = vi(t)er + -+ + v (t)e,. Redlné funkce v(t) nazyvame slozkami vektorové funkce v(t),
piseme v(t) = (v'(t),...,v"(t)). Ditkaz nasledujici véty patii do zdkladniho kursu matema-
tické analyzy a proto jej vynechame.

Veéta 6.1. Vektorovd funkce je spojitd v bodé ty € I prdvé kdyZ jsou v tomto bodé spojité
vsechny jeji slozky. Vektorovd funkce v(t) md derivaci v bodé ty € I prdvé kdyz vsechny jeji

. 1 n
slozky v'(t) magji v tomto bodé derivaci, pricemz plati dugo) = (dvd(tto) s dv dgto)).

Analogické tvrzeni plati i pro derivace vyssiho fadu a pro limitu vektorové funkce.

Definice. Rekneme, ze vektorové funkce v : I — Vj, je titdy C" na I, pravé kdyz v ma na I
spojité vSechny derivace az do rddu r véetné.

Je ziejmé, ze kazda vektorova funkce tiidy C™ je tifdy C* pro kazdé k < m a je spojité
na I. Podle predchozi véty je vektorova funkce v : I — V), t¥idy C" na [ praveé kdyz vSechny
jeji redlné slozky v' : I — R jsou funkce tiidy C” na I.

Necht déle v(t) a w(t) jsou dvé vektorové funkce tiidy C' na I. Jejich skaldrni soucin
v(t) - w(t) je pak realnou funkef tifdy C! na I a skaldrn{ souéiny v'(¢) - w(t) a v(t) - w'(t) jsou
realné funkce na I.

Véta 6.2. Plati (v-w) =v -w+v-w.

Dukaz. V libovolné ortonormdlni bazi prostoru V;, ma skalarni souc¢in vektorovych funkei v(t)
a w(t) souradnicové vyjadrent v(t) -w(t) = v (t)w! (t)+ - -+ 0" (t)w"(t). Na kazdy ¢len vpravo
pak aplikujeme pravidlo o derivaci sou¢inu redlnych funkei. Ol

Poznamka 6.1 (Motivace pro definici kfivky). Necht J je libovolny interval a f : J — E,
zobrazeni. Pak muzeme psat f(t) = (fX(t),..., f"(t)), kde realné funkce f* : J — R jsou
slozky zobrazeni f v néjaké kartézské soustavé soutradnic prostoru E,. Body t € J muzeme
interpretovat jako hodnoty ¢asu a samotné zobrazeni f jako pohyb, jehoz trajektorii je v ,ro-
zumném piipadé“ kiivka. Vénujme se nyni témto ,rozumnym* pripadum, tj. predpokladum,
které by meélo zobrazeni f spliovat, aby takto definovany objekt vyhovoval nasi intuitivni
predstave o kiivkach:

(a) f je libovolné. Z teorie mnozin je znamo, ze J = (0,1) a E2 maji stejnou mohutnost,
takze existuje bijekce f : J — Fs. Dostali bychom tedy kiivku, ktera by vyplnila vsechny
body roviny, coz zfejmé neni rozumné.

(b) f je spojité (tj. viechny slozky f':.J — R jsou spojité funkce.) Italsky matematik Peano
ukdzal, ze existuje surjektivni spojité zobrazeni f : (0,1) — (0,1) x (0,1). ,Peanova kiivka“
tedy prochazi véemi body jednotkového ¢tverce, coz neni rozumné. Da se pritom ukdazat, ze
Peanovo zobrazeni f neni prosté.

(c) slozky zobrazeni f jsou funkce tridy C". Piikladem je semikubickd parabola zadand para-
metrickymi rovnicemi x = 2, y = 3, t € (—1,1) (viz Obr. 1). Vidime, ze objekt definovany
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pomoci zobrazeni tiidy C” je uz celkem rozumny (duvodem je ziejmé skutecnost, ze do de-
finice vstoupil diferencidlni pocet). Vadou na krase semikubické paraboly je vsak bod (0,0),
ve kterém neni definovdna tecna (vektor f(t) = (2t,3t?) je totiz pro t = 0 nulovy). V nasi
definici kiivky proto vylou¢ime takovéto body pozadavkem regularity zobrazeni f. Je déle
prirozené pozadovat, aby kiivka neprotinala samu sebe.

Definice. Zobrazeni f : I — E,, se nazyva pohyb v prostoru F,.

Je-li P € FE, pevné zvoleny pocatek, tak pruvodicem bodu € FE, rozumime vektor
v = I@ e V,. Pak poh;i> f I — B, definuje vektorovou funkci Pf : [ — Vn,ﬁeré kazdému
t € I ptitadi pruvodi¢ Pf(t) = (f(t) — P) € V,, bodu f(t). Vektorovd funkce Pf : I — V,, se
nazyvéa pruvodié pohybu f.

—)
Lemma 6.1. Vektor d(if) nezdavist na volbé pocdtku.

— —
Diikaz. Opravdu, pro jiny bod @ € E, mdme Pf = ]@ +Qf, kde @ je konstantni vektor.

= —

Derivaci podle ¢t pak dostaneme % = 7d(thf )| 0
_>

Definice. Vektor f' = % = d((l;f) se nazyva vektor rychlosti pohybu f. Rekneme, ze f je

H
pohyb tridy C", jestlize jeho pruvodi¢ Pf je vektorova funkce tiidy C.

Je-li f: I — E, pohyb tiidy C", tak jeho rychlost f : I — V,, je vektorova funkce.
Vyssi derivace pohybu f pak definujeme jako piislusné derivace této vektorové funkce, napf.
"= (f"). Je-li dale f(t) = (f'(t),...,f"(t)) soutadné vyjadieni pohybu f, tak ziejmé
(z—{ = (d;tél,...,%). Rychlost pohybu f a jeho vyssi derivace ziejmé nezavisi na volbé
kartézské soustavy souradnic prostoru F,. Skuteéné, Lemma 6.1 dava nezavislost na pocatku
a déle derivace vektorové funkce je nezavisla na volbé baze V,.

Definice. Rekneme, 7e pohyb f : I — E, je requldrni, jestlize dfd—g) =+ 6> pro kazdé t € I
(symbol T e V,, zde znaci nulovy vektor). Pokud % = 6>, tak se bod f(ty) nazyva

singuldrnim bodem pohybu f.

Reguldrni pohyb mé tedy v kazdém bodé nenulovou rychlost. Piikladem reguldrniho
pohybu je f(t) = (acost,asint,bt), kterému odpovida sroubovice.

Priklad 6.1 (Pfiklady nereguldrnich pohybiu).

(a) Konstantn{ pohyb f(t) = Q € E,,, nebot dfd—(tt) — 0 vt .

(b) Pro pohyb f(t) = (t2,#3) plati f'(t) = (2t,3t?), takze f'(0) = 0. Singuldrni{ bod od-
povidajici hodnoté ¢ = 0 se v tomto pfripadé nazyva bod vratu. Tomuto pohybu odpovida
semikubicka parabola y? — 23 = 0, viz Obr. 1.

Definice. Rekneme, ze pohyb f : I — E, je jednoduchy, jestlize t; # to = f(t1) # f(t2).
Jednd se tedy o pohyb bez samoprotnuti.

Pifkladem pohybu, ktery nenf jednoduchy, je f(t) = (> —4t, t> — 4). Bodem samoprotnuti
je zde f(2) = f(—2) = (0,0), viz Obr. 2.
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Obr. 1: Semikubicka parabola a Obr. 2

Definice. Mnozina C C FE, se nazyva jednoduchd krivka tridy C”, jestlize existuje takovy
jednoduchy reguldrni pohyb f : I — E, t¥idy C", ze plati C = f(I). Zobrazeni f : I — E,
pak nazyvame parametrizaci kiivky f(I).

Priklad 6.2 (Kfivka jako graf funkce). Grafem funkce y = f(z), x € (a,b) tiidy C" je jedno-
duchd kiivka C tiidy C". Pak ¢(t) = (¢, f(t)) je parametrizaci C, protoze ¢'(t) = (1, f'(t)) #
(0,0).

Necht nyni J = (o, 3) je dalsi interval s proménnou 7.

Véta 6.3. Zobrazeni f(t) : I — Ey a g(7) : J — E, jsou dvé paramelrizace téze jednoduché

krivky C tridy C" prdvé kdyz existuje bijekce ¢ : J — I, t = (1) tridy C" takovd, Ze pro
. . d

vsechna T € J plati 2 # 0 a g(1) = f(p(7)).

Diikaz. 1. Necht existuje bijekce ¢ : J — I tifidy C" takova, Ze ‘é—f # 0 Vr € J. Ukdzeme, ze
g:= fop:J— E, jeregularni pohyb tiidy C”. Pohyb g ma zfejmé souradnicové vyjadieni
g(t) = (g"(7),....g" ( )) = (fY(o(r )) 5 [™(@(7))). Podle véty o derivaci slozené funkce
dostaneme dgT = Cgt 2. Tedy vektor 4 d je roven nasobku vektoru % nenulovym ¢islem fjl@
IT. Necht f(t) : [ — E a g(r) : J — E, jsou dvé parametrizace téze jednoduché kiivky
C tiidy C". Pak pravidlo f(o(7)) = g(7) urcéuje zobrazeni ¢ : J — I, t = (7). Ukdzeme,
ze @ je funkce tiidy C" a plati fl—f # 0 V7 € J. Funkce ¢ je urcena vztahem f(t) = g(7),
v soufadnicich

fit) =g¢'(r), i=1,...,n. (1)

Uvazujme libovolny bod 79 € J atg = ¢(19) € I. Protoze f je regularni pohyb, tak df(to) ;é

Aspon jedna slozka vektoru rychlosti pohybu f je tedy nutné nenulova. Vyberme nekterou
z nich a oznaéme ji indexem k. Vztah f¥(t) = ¢*(7) zapisme ve tvaru

fF(t) = g (1) = 0. (2)

Leva strana je funkci dvou proménnych ¢, 7, kterd je tiidy C” na I x J. Protoze % £ 0,
tak na (2) muzeme pouzit vétu o implicitni funkci. Podle této véty je t v jistém okoli bodu
7o urc¢eno jako funkce tiidy C" proménné 7. Bod po bodu pak dostaneme, ze t = (1) je
funkce tiidy C".Tato funkce zfejmé splituje vSechny rovnice (1), tedy g(7) = f(¢(7)). Derivaci

dostaneme
dg _df do 3
dr dt dr’
Kdyby v néjakém bodé ry platilo (TO) = 0, tak bychom dostali %:0) = ﬁ, COZ je ve sporu
s predpokladem o regularité pohybu g O
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Definice. Funkci ¢ : J — [ z pfedchozi véty nazyvame reparametrizaci nebo téz transformaci
parametru kiivky C, viz Obr. 3.

Obr. 3: Reparametrizace a Obr. 4: Lokéalni parametrizace kruznice

Priklad 6.3. Necht g(7) = (7,27), 7 € (0,1) je parametrizace jednoduché kiivky. Pak
f(t) = (t2,2t%), t € (0,1) je parametrizaci téze kiivky a piislusnd reparametrizace je tvaru
t = ¢(7) = 72. Na druhou stranu, h(t) = (4(t — t?),8(t — t?)), t € (0,1) neni parametrizaci
g(7), protoze pro funkci t = (1) = 4(7 — 72) plati ¢’(0.5) = 0.

Definice. Podmnozina C C FE, se nazyva krivka tridy C", jestlize pro kazdy bod X € C
existuje takové jeho okoli U v E,, ze CNU je jednoducha kiivka tfidy C". Parametrizace
prunika C N U nazyvame lokdlnimi parametrizacemi kiivky C.

Piiklad 6.4. Ukdzeme, Ze jednotkova kruznice z2 + y?> = 1 je kiivka tifdy C”. Je zfejmé,
ze horni pulkruznice je jednoduchd kiivka C; t¥idy C”, jejiz parametrizaci je napt. f(t) =
(t,vV1—1t?), t € (—1,1). Podobné, g(t) = (t,—v1 — t?) parametrizuje dolni pulkruznici Ca,
h(t) = (V1 — t2,t) pravou pulkruznici Csa k(t) = (—v/1 — t2,t) levou pulkruznici Cy. Pak f(t),
g(t), h(t), k(t) jsou lokalni parametrizace kruznice, které ji ,pokryvaji“ ve smyslu piredchozi
definice, viz Obr. 4.

Piiklad 6.5. Piiklady kiivek jsou parabola y = 22 (jednd se dokonce o jednoduchou kiivku)
a kruznice. Definici kfivky rovnéz vyhovuje hyperbola y = %, ktera se sklada ze dvou vétvi.
Tento priklad ukazuje, ze souvislost v nasi definici kfivky neni nutnd. Pfikladem nesouvislé
kiivky jsou rovnéz dvé kruznice (jako hranice mezikruzi) na Obr. 5. Na Obr. 1 je zndzornéna
semikubickd parabola z Ptikladu 6.1. Abychom dostali kiivku, tak musime z této mnoziny
bodu vylou¢it pocatek (zde bod vratu). Podobné, pokud z podmnoziny C C E3 na Obr. 6

vylou¢ime pocatek, tak dostaneme kiivku.
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O <k

Obr. 5 a Obr. 6: Bernoulliova lemniskata

V dalsim budeme vsude predpokladat, ze r je dostatecné velké pro potieby nasich tivah.

Definice. Necht f : I — E, je néjakd lokalni parametrizace kiivky C v E,,. Pffmka uréend
bodem f(tg) a vektorem f'(tg), to € I, se nazyva teéna kivky C v bodé f(tg).

Je ziejmé, ze definice tecny nezavisi na zvolené parametrizaci, protoze podle Véty 6.3 dvé
ruzné parametrizace urcuji kolinearni tecné vektory. Poznamenejme, ze pozadavek regularity
v definici kiivky zajisti, aby tato kiivka méla v kazdém bodé te¢nu (pouze takovymi kiivkami
se budeme zabyvat).

Definice. Rekneme, Ze dvé parametrizace f(t) a g(7) jednoduché kiivky C jsou souhlasné,
jestlize Zl—f > 0, kde t = (1) je transformace parametru.

Pokud f(t) a g(7) jsou dvé souhlasné parametrizace jednoduché kiivky C, tak podle (3)
jsou prislusné tecné vektory f/(t) a ¢’(7) souhlasné kolinedrni (koeficientem je fl—f > 0). Dve
souhlasné parametrizace tedy urcuji tentyz smér pohybu po kiivce, zatimco nesouhlasna para-
metrizace ur¢uje opacny smér pohybu. Je ziejmé, ze mnozina vSech parametrizaci dané k¥ivky
se rozpadd na dveé disjunktni t¥idy, kde kazdé dvé parametrizace téze t¥idy jsou navzajem sou-
hlasné a kazda parametrizace jedné tiidy je nesouhlasna s kazdou parametrizaci druhé tiidy.
Je tedy zcela prirozené definovat orientaci jednoduché kiivky C jako vybér jeji parametrizace
(jde vlastné o vybér jedné z vyse popsanych tiid).

Poznamka 6.2 (Délka kiivky). Je-li f(t) = (f1(t),..., f*(t)) lokdlni parametrizace ktivky
CcC En, tak podle znamého vzorce z analyzy je délka oblouku kiivky C mezi body f(t1) a f(t2)

i 2
rovna / \/ ar (T S (dfTﬁT)> dr. Z véty o substituci integralniho poc¢tu bezprostiedné

Vyplyva ze tento vzorec nezavisi na volbé lokalni parametrizace kiivky C.
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7 STYK KRIVEK

Definice. Necht f : I — E, je parametrizace jednoduché kiivky C = f(I). Tato paramet-
rizace se nazyva prirozend, jestlize H%H = 1 pro vSechna s € I. Parametr s se pak nazyva

oblouk nebo téz prirozeny parametr.

Z fyzikdlniho hlediska oblouk piedstavuje rovnhomérny pohyb po kiivce, nebot pii para-
metrizaci obloukem ma pohyb po kfivce v kazdém bodé jednotkovou rychlost.

Poznamka 7.1 (Nalezeni piirozené parametrizace). Necht f: I — E, je libovolnd parame-
trizace kiivky C, t € I libovolny parametr. Hledame takovou parametrizaci g : J — E, této
kiivky, aby parametr s € J této nové parametrizace byl obloukem. Ozna¢me s = s(t) : [ — J
prislusnou transformaci parametru a t = t(s) inverzni transformaci. Pak g(s) = f(t(s)) pro

vSechna s € J a plati 1 =

H H . Podle vzorce pro derivaci inverzni funkce

pak ‘ ‘ = H H Predpokladame—h dale souhlasnost obou parametrizaci, tak = H H

\/(dfcllt(t)) +oe (dfdt()) , tj. ds = \/(df;§)> +'--—|—( “) dt. Integraci od ty do t

dostaneme hledané vyjadreni oblouku s

- Y (T

coz je znamy vzorecek z analyzy pro délku kiivky.

Odtud bezprostiedné vyplyvd, ze je-li g(s) prirozena parametrizace, tak pro s; < sz je
rozdil (s2 — s1) roven délce oblouku kiivky mezi body g(s1) a g(s2). Tedy oblouk je takovy
parametr, ktery méri délku ktivky. Je dale zfejmé, ze k jednoduché kiivce vzdy existuje
prirozend parametrizace a je urc¢ena jednozna¢né az na transformace parametru tvaru s —
£s+ ¢, kde ¢ € R. I kdyz pfirozend parametrizace jednoduché kiivky vzdy existuje, tak jeji
explicitni vyjadfeni je ¢asto velmi obtizné. Integral (1) totiz muze byt neelementarni a muze
vést k vyssim funkcim.

Piiklad 7.1. Necht f(t) = (3t,4sint,4cost), t € (—m,m) je parametrizace pro-
storové kiivky. Uréime jeji pfirozenou parametrizaci g(s). Podle (1) mdme s =
(fot \/9+)1600527+1651n27d7' = 5t. Odtud ¢t = £, tj. g(s) = (2,4sinf,4cosf), s €
—bm, b).

Necht C,C C E, jsou dvé kiivky parametrizované obloukem f(s) a f(s) na spoleéném
intervalu I a necht X = f(so) = f(s0) je jejich spoleény bod.

Definice. Rekneme, ze kiivky C a C maji v bodé X styk k-tého Fddu, jestlize

d'f(s0)  d'f(s0)
dst  ds

Vi=1,...,k. (2)
7 vlastnosti pfirozené parametrizace bezprostiedné vyplyva, ze relace ,mit styk rfadu k“

nezévisi na volbé obloukt kiivek C a C. Proto viechny pojmy zavedené pomoci styku fadu k
jsou nezavislé na volbé parametrizace.
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Lemma 7.1. Dvé krivky C a C maji ve spolecném bodé X € CNC styk k-tého Tddu prdvé
kdyz existuji takové jejich lokalni parametrizace g(t) a g(t), g(to) = g(to) = X, Ze plati
d'g(to) _ d'g(to)

gt~ = i~ pro vSechnai=1,... k.

Diikaz. Staci dokdzat implikaci zprava doleva. Necht tedy g(t) a §7( ) jsou lokélni paramet-

rizace C, které spliuji vyse uvedenou podminku. Oznaé¢me f(s) a f(s) parametrizace C a C

obloukem a t = (s) pifslusnou transformaci parametru, tj. f(s) = g(t(s)) a f(s) = g(t(s)).
df

Chceme ukézat platnost (2) kde to = ¢(so). Plati ¢(1§O) dggo) d“ad( 0) 5 (g 0 — dg(gio) 'd“"d(jo).

Protoze podle piedpokladu % (to) = dﬁ(gio) a déle zfejme Ccll—f # 0, tak (s és o) _ df (80) . Analogicky
ukdzeme rovnost dalsich der1vac1 v (2). O

Je-li C grafem funkce y = f(z), tak ma parametrizaci (¢, f(¢)). Tedy dvé kiivky zadané
rovnicemi y = f(x) a y = g(x) maji ve spoleéném bodé zq styk fadu k prave kdyz fO)(zg) =
gW(xo) Vi = 0,..., k. Piikladem takovych kiivek jsou y = f(z) a y = Ti(z), kde Tj(z) je
Tayloruv polynom funkce f stupné k se stfedem v xg.

Véta 7.1. Tecna krivky C v bodé X je jedind primka, kterd md s C styk 1. 7ddu v bodé X .

Diikaz. Necht f je lokalni parametrizace kiivky C obloukem a necht X = f(sg) € C. Necht
déle p je libovolna pirimka parametrizovand obloukem s takova, ze X € p, ptficemz bod X
odpovida hodnoté s = sg. Pak p mé parametrické vyjadieni f(s) = X + (s — sg)v, kde v je

df(so) df (s0) ) ]

jednotkovy vektor. Podminka pro styk 1. fadu pak déva =v ="

Je ztejmé, ze relace ,mit styk fadu k“ je ekvivalence, takze plati

Véta 7.2. Dvé krivky maji ve spoleéném bodé styk 1. tadu, pravé kdyz v tomto bodé maji
spolecnou teénu.

Definice. Bod X € C nazyvame inflexnim bodem kiivky C, jestlize te¢na v bodé X ma s C
styk 2. radu.

Véta 7.3. Bod f(so) je inflexnt, prdavé kdyz digo) - 7.

f( 0)

Duikaz. Protoze je jednotkovy vektor, tak parametrické vyjadieni teény obloukem je

f=f(s0)+(s— so) df C(l - o) Na pravé strané této rovnosti méme linedrn{ vyraz, takze & 55(230) =

%
0. Z podminky pro styk 2. fddu bezprostfedné obdrzime dokazované tvrzeni. O

Je zfejmé, ze na piimce je kazdy bod inflexni. Nyni ukdzeme obracené tvrzeni.
Veéta 7.4. Jednoduchd krivka, jejiz kaZdy bod je inflexni, je ¢dsti primky.

0 . P e . . 1es
Drikaz. Podle predchozi véty je ‘;27{ = 0 pro vSechna s. Integraci dostaneme nejdiive % =u

(konstantni vektor) a pak f = us + v, coz je parametrické vyjadieni primky. O
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8 FRENETOVY VZORCE ROVINNE KRIVKY

Uvazujme rovinnou kfivku C s pfirozenou parametrizaci f : I — Fy. Oznatme e; = e1(s) = %.

Pak e; je v kazdém bodé jednotkovy tecny vektor k C.
Lemma 8.1. Vektor dd% je kolmy k vektoru eq.

Diikaz. Protoze ey je jednotkovym vektorem, tak e; - ey = 1. Derivaci dostaneme podle Véty
6.20:%-61—1—61-%, takze elJ_%. O

Véta 8.1. Pri libovolné parametrizaci f(t) krivky C je bod f(to) inflexni, pravé kdyz vektory
f'(to) a f"(to) jsou kolinedrni.

Dikaz. 7 regularity parametrizace plyne, ze f'(tg) # ﬁ, takze kolinedrnost znamenad, ze
1" (to) = ef'(to). Ukdzeme nejdiive, ze tato podminka nezdvisi na parametrizaci. Zvolime-li
jinou parametrizaci g(7) = f(p(7)), t = ¢(7), tak podle pravidla o derivovani slozené funkce
dostaneme

dg _dfdp d’g _ &f (ds0>2+ df d*¢

==L —S=—=(F) +2=. 1
dr dtdr’ dr? dt? \dr dt dr2 (1)

Odtud vyplyvé, ze vektory f’(tg) a f”(to) jsou linedrné zavislé, pravé kdyz jsou linedrné zavislé
vektory ¢'(10) a ¢"(70), to = ¢(70). Nakonec, pti parametrizaci obloukem je % = %. Podle

. , . S P e
Lemmatu 8.1 je tento vektor kolmy k e; = %, takze kolinedrnost znamena, ze % =0. O

Je-1i C grafem funkce y = f(x), tak m4a parametrické vyjadreni (x, f(x)), kde parametrem
je x. Pak vektory (1, f/(x)) a (0, f”(z)) z predchozi véty jsou kolinedrni v bodé xg, prave kdyz
1" (zo) = 0. To souhlasi s definici inflexnfho bodu v analyze.

Necht f(sg) € C je neinflexni bod. Oznaé¢me es(sg) jednotkovy vektor kolmy k vektoru

e1(sp) a souhlasné orientovany s vektorem 616117(880) (viz Obr. 7), tj.

d61 (So)
ds

= k(so)ea(so), K(so) > 0. (2)

Protoze e Les, tak eg je jednotkovym vektorem normély ke kiivce C. Zbyva vyjasnit geome-
tricky vyznam koeficientu x(sg).

Véta 8.2. V neinflexnim bodé f(sg) krivky C existuje jedind kruznice, kterda md s C styk 2.
radu. Jejim stredem je bod f(so) + meg(so). Tuto kruznici nazyvdme oskulacni kruznict

1
50
krivky C v bodé f(so).

Diikaz. Uvazujme libovolnou kruznici se stfedem S = (p,q) a polomérem r. Pak zdkladni
parametrické vyjadreni této kruznice je x = p+rcost, y = g+rsint a pfirozend parametrizace

je tvaru (p + rcos?,q + rsin }). Podminky pro styk 2. fadu s kfivkou C jsou tvaru f =

(p+rcos?,qg+rsin?), eg = % = (—sin %, cos %), 3275 = dd% = %(— cos %, —sin 7). Podle
prvni podminky ihned dostaneme S = (p,q) = f(s0) — r(cos 22, sin 22). Dale, vektor u(s) =
(—cos, —sin?) je ziejmé jednotkovy, kolmy k vektoru ei(s) a je souhlasné orientovany

s vektorem %. Tedy v (2) mme ez = u, Kk = 1. O
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Obr. 7: a Obr. 8: Oskula¢ni kruznice

Tedy stied oskulacni kruznice lezi na polopiimce urcené bodem f(sg) € C a jednotkovym
vektorem normadly es(sg) a polomér oskula¢ni kruznice je @, viz Obr. 8. Je ziejmé, ze
v inflexnim bodé oskula¢ni kruznice neexistuje. Snadno totiz oveérime, ze styk 2. fadu kruznice
s te¢nou (tj. pfimkou) neni mozny.

Definice. Cislo k(sg) (které je prevracenou hodnotou poloméru oskula¢ni kruznice)
nazyvame krivosti kiivky v jejim neinflexnim bodé. Kiivosti v inflexnim bodé rozumime ¢islo

0.

Lemma 8.2. Pro libovolné k > 0 plati dd% = Kes.
Dukaz. V neinflexnim bodé to plyne z (2) a v inflexnim bodé z Véty 7.3. O
Disledek 8.1. V neinflexnim bodé f(sp) plati x(sg) = ‘ deldi(jo) ‘

Tedy kiivost k(s) vyjadiuje rychlost zmény (otaceni) jednotkového teéného vektoru eq(s).
Vektor % = %, jehoz velikost je rovna kiivosti k, se nazyva vektor krivosti. Podle Véty 7.3
a 7.4 je kiivost k(s) v kazdém bodé kiivky C rovna nule pravé kdyz C je primkou nebo jeji

casti. Muzeme tedy konstatovat, ze kiivost vyjadiuje odchylku kiivky od piimky.

Véta 8.3. Pri libovolné parametrizaci f(t) = (x(t),y(t)) krivky C jsou jeji krivost k a
souradnice (m,n) stredu oskulacni kruznice ddny virazy
I/ W /) 2 2 2 2
K,:xy y$§7 m:l'_y/ vty 7 n:y‘i‘xl Tty
2

(x’2 N y,2) x/y// _ y’:c az’y” _ y/x//'

Diikaz. Oznacme strucné f(s) parametrizaci téze kiivky obloukem a t = #(s) prislusnou zménu
parametru. Pak vzorec (1) pfejde pro s = 7 na

€1

_ A _dfdt da £ Ef(dN A&t 3)
ds dtds’ ds  ds®  dt? \ds dt ds?’

Nyni vyuzijeme operaci vnéjsiho soucinu [u, v] pro dva rovinné vektory. Ziejmé plati

[u,u] =0, [u,v+w] = [u,v] + [u,w]. (4)
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2
Dale, |[u,v]| je plosny obsah rovnobéznika urceného vektory u a v. Protoze % = Keg a eq,
eo jsou jednotkové kolmé vektory, tak x je rovno plosnému obsahu rovnobéznika uréeného

vektory dJ;, ds . Podle Pozndmky 7.1 je | 25| = H H S vyuzitim (3) a (4) pak dostaneme
af &f af &f| | dt]* _ | £ 5)
ds’ ds? dt’ dt? ds| — |IfIIP

Dale, jednotkovy vektor e; méa pii parametrizaci f(t) vyjadieni e; = ———(2', /), takze

S

k nému kolmy vektor ey je tvaru ey = ————(—1/,2’). Vzorce pro stied oskulacni kruznice
\/; Y

/2 +y/2

pak plynou z Véty 8.2. O
Véta 8.4 (Frenetovy vzorce rovinné kiivky). Plati

df dey des (6)
=e — = ke —= = —Kej.

ds b s 2 ds !

Dukaz. Prvnirovnost je definici vektoru e; a druhd plyne z Lemmatu 8.2. Zbyva tedy dokazat

posledni vztah. Protoze vektor eg je jednotkovy, tak es - eo = 1. Derivaci dostaneme podobné

jako v Lemmatu 8.1 deZ 2 Ley. Tedy % de? je kolinearni s eq, tj. de2 = cey. Protoze vektory e a e

jsou kolmé, tak e; - 62 =0. Derlvace dava C{jl es+eq- Cile; = O Dosazenim vztahu del = Kes,
dde; = ce; a s prihlédnutim ke zfejmé rovnosti e; - e; = e - e = 1 dostaneme k+ ¢ = (), neboli
c= —K. ]

Definice. Rekneme, 7ze dvé kiivky C,C C FEy jsou shodné, jestlize existuje takové shodné
zobrazeni ¢ : By — E», 7e ¢(C) = C.

Véta 8.5. Necht C a C jsou krivky bez inflexnich bodi, f : I — C, f: I — C jejich parame-
trizace obloukem na spolecném intervalu I a necht k(s), K(s) jsou jejich krivosti. Pak C a C
jsou shodné prdvé kdyz k =R je tatdZ funkce na I.

Diikaz. 1. Je ziejmé, ze shodné zobrazeni pievadi oblouk na oblouk a zachovava styk kfivek,
takze poloméry oskulaénich kruznic v odpovidajicich si bodech jsou stejné. Tedy shodné kiivky
maji stejnou kiivost.

I1. V opacném sméru pouze ukazeme zdkladni myslenku. Uvazujme kiivku C spolu s vektory
e1, ez a dale kiivku C spolu s vektory €1, e». Pak plat{ (6) a

af _, e _ o de

ds Y Tas P s T @)

pricemz k v (6) a (7) je tatdz funkce. Tedy (6) a (7) je tatdz soustava diferencialnich rovnic
pro nezndmé vektory f, e; a ea. Pro so € I jsou (f(s0),e1(s0), e2(s0)) a (f(s0),€1(s0),€2(s0))
vzdy bod a dvojice ortonormalnich vektoru. Existuje tedy jedind shodnost ¢ : Ey — Fo
takova, ze ¢(f(s0),e1(s0), e2(s0)) = (f(s0),21(50),€2(50)). Pak C a (C) spliiuji tutéz soustavu
diferencidlnich rovnic s touz po¢ateéni podminkou. Jedna se proto o totéz reseni, takze C =

©(C). O

Podminka ze C i C jsou bez inflexnich bod je podstatna. Napi. kiivky zadané explicitné
rovnicemi y = 22, y = |23| jsou tifdy C?, maji stejnou kiivost, ale shodné nejsou.
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Véta 8.6. Necht k : I — R je kladnd funkce tridy C". Pak lokdIné existuje takovd krivka C
parametrizovand obloukem na I, Ze k je jeji krivost.

Idea ditkazu. Redime soustavu diferencidlnich rovnic (6). O]

Lokélné je tedy rovinna kiivka tplné urcena svou kiivosti. Globalné nemusi byt kiivka
z predchozi véty jednoduché. Napt. pro k = % dostaneme kruznici (7 cos £, 7sin £), kterou pro
t € (—00,00) obihdme stale dokola.

Priklad 8.1. Najdeme piirozenou parametrizaci f(s) = (z(s),y(s)) kiivky s pfedepsanou
kiivosti k(s). Plati ey = f'(s) = (2/(s),y'(s)) a protoze f(s) je pfirozend parametrizace, tak
vektor eq(s) je pro kazdé s jednotkovy. Této podmince vyhovuje napf. vektor e1(s) = f(s) =
(cosp(s),sinp(s)), kde ¢ je néjakd funkce. Pak €)(s) = ¢'(s)(—sinp(s),cosp(s)). Podle
Dusledku 8.1 je s(s) = ||€}(s)], takze ¢'(s) = k(s), p(s) = [ K(s)ds. Mame tedy z'(s) =
cos [ k(s)ds, y'(s) = sin [ k(s)ds. Polozime-li a(s) = [ k(s)ds, tak hledand parametrizace je
tvaru f(s) = ([ cosa(s)ds, [sina(s)ds).

Priklad 8.2 (Klotoida). Klotoida je kfivka, jejiz kiivost je v kazdém bodé piimo umérna
oblouku (Obr. 9), tj. x(s) = As, A > 0, s € (0,00) je oblouk. Uréime jeji parametrizaci.
As?

Podle predchoziho piikladu je a(s) = [ k(s)ds = 25, takze piirozend parametrizace klotoidy

S S
je f(s) = ( J cos ATtht, [ sin %ﬂdt . Vidime, Ze integraly v nalezené parametrizaci klotoidy
0 0

jsou vyssi funkce (tzv. Fresnelovy integraly).

Definice. Neinflexni bod kiivky C, v némz oskulacni kruznice ma styk 3. fadu s C, nazyvame
vrcholem kiivky C.

Nazev pochazi z toho, ze u regularnich kuzelosecek se jednd pravé o vrcholy v klasickém
slova smyslu.

Obr. 9: Klotoida a Obr. 10: Vrcholy elipsy

Véta 8.7. Neinflexni bod f(sg) € C je vrcholem pravé kdyz % =0.

3
Dukaz. Pokra¢ujme nejdrive v dikazu Véty 8.2 napsdnim podminky pro styk 3. fadu: % =
3
T%(sin &, —cos ). Protoze k = %, tak % = —k2ey. Na druhou stranu, z Frenetovych vzorcti
- d2 . d3
plyne, ze d—g{ = Keo, takze K{ = %62 — K2ey. O
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Véta 8.8. Pri libovolné parametrizaci f(t) krivky C plati, Ze neinflexni bod f(ty) € C je

vrcholem pravé kdyz dﬁ(to) =0.
Dukaz. Je-li t = ¢(s) zména parametru na oblouk, tak dn(zo) d'{go) dwcgjo). Protoze se jedna
o reparametrizaci, tak dsad% #0. ]

Tedy vrcholy jsou body, v nichz kiivost nabyva extrému. Napft. klasické vrcholy elipsy jsou
pravé jeji vrcholy ve smyslu vySe uvedené definice, nebot v téchto bodech dosahuje kiivost
svého maxima (minima), viz Obr. 10. Kfivost kruznice je konstantni, takze plati

Véta 8.9. Jednoducha krivka, jejiz kazZdy bod je vrcholem, je casti kruznice.

9 OBALKY

Pfipomenme nejdiive, ze funkce tiidy C" na oteviené mnoziné U C R? m4 na U spojité
parcidlni derivace az do fadu r vcetné.

Véta 9.1. Necht U C R? je oteviend mnozina a F : U — R je funkce tiidy C" na U takovd,
ze mnozina C o rovnici F(x,y) = 0 je neprdzdnd a plati (8F(§;7y0), 8F(x°7y° ) =+ O pro kazdé
(xo,y0) € C. Pak C je krivka tridy C™.

Diikaz. Necht F(zg,y0) = 0 a necht napi. dF(IO’yO) # 0. Podle véty o implicitni funkci lze

mnozinu C lokalné popsat rovnici y = f(x), kde f (z) je funkce tiidy C". Odpov1da31c1 lokaln{
parametrizace je pak x = t, y = f(t), pficemz %(t,f(t)) = (1 7dt) # 0.V piipadé ze

M # 0, spocteme z = g(y) rovnéz podle véty o implicitni funkei. O

Kiivka C je vlastné prunikem roviny z = 0 s grafem funkce z = F(x,y).

Poznamka 9.1. 7Z dukazu piedchozi véty vyplyvd, Ze rovinnou kiivku lze v okoli jejiho
libovolného bodu lokalné vyjadrit kterymkoli z nasledujicich ti{ zplisobi: implicitné rovnici
F(z,y) = 0, parametricky rovnicemi z = @(t),y = 9¥(t) a explicitné bud rovnici y = f(x)
nebo rovnici = = g(y).

Priiklad 9.1.

(a) Kruznice 2° +y* = a? je kiivka tiidy C" pro libovolné r, nebot (F}, F}) = (2, 2y) = (0,0)
pouze v pocatku, pricemz pocatek na kruznici nelezi.

(b) Rovnice y? — 23 = 0 vyjadiuje kiivku tiidy C” pro libovolné r ve véech bodech kromé
pocatku. V poéatku totiz plati F, = —32% = 0, F,, = 2y = 0, piicemz v zadném jiném bodé
kromé po¢atku nenastane rovnost (Fy, F,) = (0,0). Pritom rovnice y* —2? = 0 je implicitnim
vyjadienim semikubické paraboly x = t?, y = t3, kterd mé v pocatku bod vratu, viz Obr. 1.
(¢) Rovnice (22 4+ y?)? — a?(2? — y?) = 0 vyjadiuje kiivku t¥idy C” ve vSech bodech kromé
pocatku. Jedna se o Bernoulliovu lemniskatu s bodem samoprotnuti v poc¢atku, viz Obr. 6
Nechédvame na pili ¢tendre, aby ovéril, ze v zadném jiném bodé kromé pocatku nenastane
rovnost (Fy, Fy) = (0,0).

Veéta 9.2. Tecna ke krivce F(x,y) = 0 v bodé (zo,yo) md rovnici

OF (z0,y0) - OF (x0,%0)

5 &~ %0)+ By

(y — yo) = 0. (1)

Tedy tecny vektor je kolinedrni s vektorem (F, —Fy).
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Diikaz. Je-li (f1(t), f2(t)) parametrizace C, tak F(f'(t), f2(t)) = 0. Derivovanim dostaneme

8F(§2’y°)dfldgt°) + aF(g;’yo) dfzd(tto) = 0. Tedy (1) je rovnice piimky jdouci bodem (xg,yo) ve

sméru % . O

S vyuzitim véty o implicitni funkci snadno dokazeme
Lemma 9.1 (Kfivost kiivky zadané implicitné rovnici). F(z,y) =0 je
" 12 " I nli 1 12
|FlLF}* —2F) F.F) + F, F
3 .
(FP2+ Fp)>

kK =

Nyni budeme uvazovat jednoparametrickou soustavu kiivek v roviné a studovat jeji obalku,
tj. kiivku, kterd se vSech kiivek této soustavy dotyka (mé se vSemi kiivkami styk 1. fadu).
Predpokladejme, ze kazda kiivka soustavy je pro dany parametr ¢ € R zadana rovnici

F(z,y,t) =0 (2)

kde kazda funkce F'(z,vy,t) je definovéna pro vSechna (z,y) € R? at € R a je tiidy C" pro
dostatecné velké r. Symbolem Cy, budeme znacit kiivku o rovnici F(x,y,t) = 0 a symbolem
(Ct) celou soustavu (2). Spoleéné body kiivek Cy, a C; pro t # tp jsou uréeny dvojici rovnic
F(x,y,to) =0, F(z,y,t) = 0. Tato soustava je ziejmé ekvivalentni soustave

F(ﬂl‘,y,t) B F(‘rvyvtO)

F(z,y,t0) =0 = 0.
(1.7 y7 0) ) t — tO
V limité pro t — tg ziskame rovnice
oOF
F(z,y,t0) =0, —-(,9,t0) = 0. 3)

Definice. Body (z,y) € Es uréené rovnicemi (3) nazyvame charakteristickymi body na kiivce
Ct,- Mnozinu téchto bodu pro vSechna ¢y € R nazyvame charakteristickou mnozinou soustavy

(Ct).

Rovnice charakteristické mnoziny soustavy (C;) tedy ziskdme vyloucenim parametru t ze
soustavy F(x,y,t) =0 a %—f(m,y,t) =0.

Definice. Kiivku D s parametrickym popisem f(t), t € I nazyvame obdlkou soustavy (Cy),
jestlize D ma v bodé f(to) styk 1. fadu s kiivkou C;, pro vsechna tg € I.

Véta 9.3. Kazdd obdlka soustavy (Cy) je podmnoZinou jeji charakteristické mnoziny. Naopak,
je-li f(t) takovd krivka, Ze f(to) spliuje (3) pro kazdé ty, tak f(t) je obdlkou soustavy (Cy).

Dukaz. Podminka aby bod f(t) lezel na kiivee C; je

F(f1(t), f2(t),t) = 0. (4)
Daéle, podminka styku 1. fadu v tg je, ze vektor % je kolinedrni s tecnou (1), tj.
OF (f'(to), f*(to), to) df ' (to) N OF (f(to), f*(to) to) df*(to) _ 0 (5)
ox dt Ay dt i
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Derivaci rovnice (4) dostaneme

OF(f1(t), f2(1),1) df(t) | OF(f'(1), f2(1),8) df*(t)  OF(f(t), f*(t).t) _
ox a oy a ot =0 (0
Je-li f(t) obélka, tak z (5) pfi dosazeni tg =t a z (6) plyne
ORI (1) 12(0.1) _ -

ot

Tedy obélka je soucdsti charakteristické mnoziny. Obracené, jestlize f(t) spliiuje (4) a (7), tak
z (6) plyne (5) pfi dosazeni t = tg, takze f(t) je obalka. O

Pii hledéni obélky se tedy z rovnic (3) snazime vylouc¢it parametr ¢. Pokud dostaneme
jedinou rovnici G(x,y) = 0 kterd je implicitnim vyjadfenim néjaké kiivky, tak je tato kiivka
hledanou obalkou. Z rovnic (3) vSak nelze eliminovat ¢ ve vSech piipadech. Napf. rovnice
F(z,y,t) = 22 + y* — t = 0 predstavuji pro ¢t > 0 jednoparametrickou soustavu soustiednych
kruznic, které evidentné nemaji obélku. Skutecné, rovnice F' = 0 a F} = 0 nemaji spolecné
FeSeni.

Piiklad 9.2. Uvazujme soustavu kruznic konstantniho poloméru se stiedy na ose z. Pak
rovnice této soustavy kiivek je F(z,y,t) = (v —t)? +y? — 2 = 0. Derivaci podle ¢ dostdvame
%“ = 2(z —t) = 0 a dosazeni do prvni rovnice dava y? = r2. Tedy obalku tvoii dvé pifmky

y = £r, viz Obr. 11.

Na Obr. 12 je znazornéna obalka soustavy souosych elips, jejichz poloosy maji konstantni
soucin (jedna se o cviceni 11/37).

e
N S

2
P

Obr. 11: Obdalka z Prikladu 9.2 a Obr. 12

Piiklad 9.3. Ukazeme, ze obalkou jednoparametrické soustavy tecen kiivky C bez inflexnich
bodu je samotnd kiivka C. Je-li f(s) parametrizace C obloukem a Y = (z,y) bod néjaké tecny
kiivky C, tak vektor Y — f(s) ma smér této teény, takze je kolmy k vektoru es. Soustava tecen
kiivky C méa tedy rovnici F(z,y,s) = ea(s) - (Y — f(s)) = 0. Derivaci dostaneme (s vyuzitim
Frenetovych vzorcu): %—f = —rei(s) - (Y — f(s)) —ea(s) - e1(s) = 0. Vektor Y — f(s) je tedy
kolmy k e; i e a proto je nulovy. Odvodili jsme, ze charakteristickou mnozinou soustavy
tecen kiivky C je samotna kiivka C. Podle Véty 9.3 je tato mnozina i obalkou.

Véta 9.4. Charakteristickou mnoZinou soustavy normdal kiivky C bez inflexnich bodi je
mnozina stredi oskulacnich kruznic C.
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Dukaz. Soustava normdl mé rovnici F'(x,y,s) = e1(s) - (Y — f(s)) = 0. Pak %—Z = Kea(s) -
(Y — f(s)) — e1(s) - e1(s) = 0 neboli kea(s) - (Y — f(s)) = 1. Bod Y = f(s) + cea(s) normély
spliuje tuto rovnici pravé kdyz ke = 1, tj. ¢ = l Podle Véty 8.2 je vsak bod f(s) = *62( )
stfedem oskulacni kruznice. O

Véta 9.5. Obdlkou soustavy normdl krivky C bez inflexnich bodu a bez vrcholi je mnoZina
stredu oskulacnich kruznic krivky C.

Dukaz. Podle Véty 9.3 zbyva ukazat, za jakych pi"edpokladﬁ je charakteristickd mnozina

!/
z predchozi véty kiivkou. Rychlost pohybu g(s) := f(s) + - S) ea(s) je e1(s) + (ﬁ) ea(s) —

L kei(s) = (%)/62(5). Pak pohyb g(s) je regularni pravé kdyz (%)/ £ 0, tj. prave kdyz

K

k' # 0. O
Definice. Obdlku soustavy normal z predchozi véty nazyvame evolutou kiivky C.

Pii libovolné parametrizaci f(t) kiivky C jsou parametrické rovnice jeji evoluty uréeny pomoci
vzorcu z Véty 8.3. Na kruznici je kazdy bod vrcholem, takze v piipadé kruznice evoluta
neexistuje. Evoluta elipsy je nakreslena na Obr. 13 (viz cvi¢eni 11/35).

Piiklad 9.4. Urcime kiivost, vrcholy a evolutu paraboly 32 = 2px. Parametrizace paraboly je
napi. f(t) = (ﬁ ) Pak f/(t) = (i 1) a f’(t) = (l O) Podle Véty 8.3 je k :pQ(t2+p2)*%.
Dale, x" = 0 pro t = 0, takze podle Vety 8.8 je vrcholem bod (0,0). Podle Véty 8.3 mame

parametrické rovnice evoluty =z = 32 ;p 20 , Y = ;2, coz je rovnice semikubické paraboly

s bodem vratu v pocatku, viz Obr. 14.

Obr. 13: Evoluta elipsy a Obr. 14: Evoluta paraboly

Definice. Kiivka IC, kterd protina kolmo vSechny te¢ny kiivky C, se nazyva evolventou kiivky

C.

Véta 9.6. Je- lz f(s) parametrizace C obloukem, tak evolventa K krivky C md parametrizaci
f(s) + (c— s) , kde ¢ € R je libovolné.

Diikaz. Parametrizace K je ziejmé g(s) = f(s) + A(s)f'(s), kde A(s) je nezndma funkce.
Vektory f/(s) a ¢’(s) musi byt kolmé, takze jednoduchym vypoctem odtud dostaneme 1 +
N(s)=0,tj. \(s) = —s+c. O
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Tedy k dané kiivce C existuje nekoneéné mnoho evolvent. VSechny tyto evolventy maji
spoletné normadly, které jsou tecnami kiivky C. Z definice dale bezprostiedné vyplyva: Je-
li I evolventou krivky C, pak evolutou krivky IC je C, viz Obr. 15.

Obr. 15: Evoluta a evolventa

10 FRENETOVY ROVNICE PROSTOROVE KRIVKY

V této kapitole se budeme zabyvat kiivkou C v E3 s lokalni parametrizaci f(t). Pti teoretickych
uvahach budeme vyuzivat parametrizace obloukem, ktery budeme znacit symbolem s.
Oznacme Stejne jako v 8. kapitole e; = f Podle Véty 7.3 je bod f(sp) inflexni prave

kdyz deld(sso) 0 Analogicky jako ve Vété 8 1 se ukaze, ze pii libovolném parametru ¢ je

inflexni bod charakterizovan kolinedrnosti vektoru f’(to) a f”(to). V neinflexnim bodé f(so)
el(so)

déle definujme ex(sg) jako jednotkovy vektor souhlasné rovnobézny s . Pak plati (stejné

jako (2) v 8. kapitole)

d61 S0
100) _ (soestso).  (s0) > 0. )
Definice. Cislo (so) nazyvame kfivosti kiivky C v neinflexnim bodé sg. V inflexnim bodé
klademe x = 0. Vektor ‘% = ‘Cil L se nazyva vektor krivosti.

Definice. Rekneme, ze kifivka C C E3 md s rovinou o styk 7ddu k, jestlize v roviné o existuje
ktivka C, kterda ma s C styk fadu k.

Véta 10.1. V neinflexnim bodé X € C existuje jedind rovina w, kterd md s C styk 2. vddu.
Tuto rovinu nazyvdme oskulacni rovinou krivky C v bodé X.

Diikaz. V roviné uréené bodem f(sg) a vektory e1(sg) a e2(so) zvolme kruznici C se stiedem
f(s0)+ 50 )62(80) Podle ditkazu Véty 8.2 mé C s C styk 2. fddu v bodé f(sg). Nyni ukdzeme

jednoznacnost. Necht tedy kiivka f(s) lezici v néjaké roviné o mé s C styk 2. rddu v bodé
f(s0). Pak e1(sg) = e1(sp) aea(sp) = ea(sp). Protoze f(s) je rovinna kiivka, tak vektory €;(sg)
a e2(sg) lezi v roviné o. Tedy o je rovina uréend bodem f(sg) a vektory ej(so), ea(sg). O
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Véta 10.2. Pri libovolné parametrizaci f(t) krivky C je oskulaéni rovina v neinflexnim bodé
f(to) uréena vektory f'(to) a f"(to).

Dukaz. Tvrzeni bezprostiedné plyne z vyrazu (3) v 8. kapitole. O

Poznamka 10.1. Kazdou rovinu prochazejici te¢nou ¢ kiivky C nazyvame teénou rovinou
krivky C. Mezi témito teénymi rovinami m& vSak nejvétsi vyznam oskulacéni rovina: je to
jedind rovina, kterd mé s C styk 2. fadu. Zhruba feceno, oskula¢ni rovina se ze vSech te¢nych
rovin sestrojenych ke kiivce C v jejim neinflexnim bodé nejvice ,,primyka“ (vyjadiuje to i jeji
nazev: latinské osculum znamend polibek). Toto pfimykani muzeme vysvétlit takto: Sestrojme
rovinu 7(h) prochazejici te¢nou t kiivky C v bodé f(ty) € C a bodem f(ty + h). Pak rovina

7(h) je uréena bodem f(ty) a vektory f'(to) a (f(to+h)— f(to)) a tedy rovnéz vektory f(to),
2f(t0+h)—f]go)—hf'(to)

, které jsou jejich linearni kombinaci. Limitni polohou téchto vektoru pro
h — 0 jsou vektory f'(to) a f”(to), které vsak tvorf zaméren{ oskulacéni roviny. Tedy oskula¢n{
rovina ktivky C v bodé X € C je ,limitni polohou® tec¢nych rovin sestrojenych k C v bodé
X, jestlize jejich dalsi prusecik s kiivkou C se blizi k bodu X. Poznamenejme nakonec, ze
v inflexnim bodé m4 tecna s kiivkou C styk 2. fadu, takze v inflexnim bodé je kazda tecna
rovina zaroven i oskula¢ni rovinou.

Nyni muzeme v neinflexnim bodé X € C zavést nésledujici pojmy (viz Obr. 16).

(a) Rovinu v kolmou k te¢né ¢ nazyvdme normdlovou rovinou.
(b) Prusecnici n = vNw normélové roviny v s oskulaéni rovinou w nazyvame hlavni normdlou.
¢) Piimku prochézejici bodem X kolmo k oskulaéni roviné w nazyvéame binormdlou a znaéime

d) Rovinu p uréenou tec¢nou ¢ a binormalou b nazyvame rektifikacni rovinou.

Obr. 16

Je ziejmé, ze pri libovolné parametrizaci f(t) ma tecna ¢ smér f/(¢), hlavn{ norméla
n smér f”(t) a binormala b smér f'(t) x f”(t). Zvolme nyni jednotkovy vektor es ve sméru
binormaly b tak, aby spolu s e; a ey tvoril kladnou ortonormélni bazi. Pokud umistime pocatek
kartézské soustavy soufadnic do bodu f(sg) € Es, tak ctvetice (f(so);ei1(s0),s2(s0),e3(s0))
tvori kartézsky reper.

Definice. Reper (f(s0);e1(s0), e2(s0), e3(so)) nazyvame Frenetovym reperem kiivky C v bodé

f(s0)-
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Protoze es je jednotkovy vektor, tak derivaci rovnosti es - eo = 1 ukdzeme, ze %J_eg.
Lemma 10.1. Plati p
e
o = —R(s)er +7(s)es, (2)
ds
kde k(s) je funkce z (1).
Dukaz. Protoze %J_eg, tak vektor % je tvaru
d62
— =c(s)e; + 7(s)es, 3
2 (s)er + 7(s)es 9
kde c(s) a 7(s) jsou n&jaké funkce. Derivaci podminky pro kolmost e; - e = 0 dostaneme

dc% ~eg +eq - % = 0. Dosazenim (1) a (3) a s vyuzitim kolmosti vektoru e; a ez obdrzime
k(s) + ¢(s) = 0 neboli ¢(s) = —kr(s). O

Definice. Funkeci 7(s) nazyvame torzi kiivky C bez inflexnich bodi.
V inflexnim bodé neni torze 7 definovana.

Véta 10.3 (Frenetovy rovnice). Pro krivku bez inflexnich bodi plati
df de; des des

= €1 — = K€y = —Ke1 + Tes —
ds ’ ’ T ds

pE s =T )

kde k >0 a T je libovolné.

Dukaz. Zbyva dokdzat posledni rovnost. Protoze ez je jednotkovy vektor, tak %J_eg, takze

% = c1(s)e1 + ca(s)es. Derivaci vztahu e; - e3 = 0 dostaneme % ~eg +eq - %” = 0. Odtud
bezprosiedné obdrzime ¢ (s) = 0. Déle, derivace rovnosti e;-e3 = 0 davé % ceg+eg- %” =
Odtud plyne 7 + ¢c5 = 0. Ol

Definice. Bod f(sp), v némz plati 7(sg) = 0 nazyvame plandrnim bodem krivky C. Rovinnou
krivkou v B3 rozumime kiivku, ktera lezi v néjaké roviné o C FEjs.

Véta 10.4. Jednoduchd krivka f(s) je rovinnd, prdvé kdyz kazdy jeji bod je plandrni.

Dukaz. 1. Je-li f(s) rovinnd, tak es je konstantni vektor, takze z posledniho vztahu (4) plyne
ze T =0.

I1. Necht naopak 7 = 0 vSude na C. Z posledniho vztahu (4) plyne, ze %3 = ﬁ, takze ez je
konstantni vektor. Uvazujme nyni rovinu o zadanou bodem f(sp), ktera je kolma k vektoru
es. Je-li Y € FEj3 libovolny bod, tak Y € o praveé kdyz e - (Y — f(sp)) = 0. Uvazujme déle
funkei p(s) = e3 - (f(s) — f(so)). Pak fl—f = e3 - e1(s) = 0, nebot vektory e3 a e jsou kolmé.
Tedy ¢ je konstanta a pro s = sp mame ¢(sg) = e3 - 0 = 0. Tedy ¢ = 0 vSude, takze C lezi
vo. O

Vsimnéme si, ze v pripadé rovinné kiivky (tj. pro 7 = 0) prejdou Frenetovy rovnice (4)
na Frenetovy rovnice rovinné kiivky.
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2 3
Poznamka 10.2. Z Frenetovych vzorcu bezprostiedné vyplyva % = ey, ‘;? = Kea, % =

%(neg) = Z—’;eg + k(—re1 + Tesz). Pro s = s tedy dostavame ,vektorovy Tayloruv rozvoj“

7(s) = £(0) + sex (0) + =3

62(0)+
f dr(0)

6 ds

e2(0) — £%(0)e1(0) + £(0)7(0)e3(0) | + o(s*)  (5)
kde o(s%) znamend veliciny alespon 4. fadu (tj. funkéni hodnota a t¥i prvni derivace jsou
nulové).

Véta 10.5. Necht x,y, 2 jsou soutadnice vzhledem k Frenetové reperu
(f(0);e1(0),e2(0),e3(0)). Pak krivka f(s) je v okoli bodu f(0) ddna vyrazy

2
r=s— Héo)s?’ + o(s%)
k(0) o 1dr(0) 5 3 6
= s o o) ©)
z= M33 + o(s%).
6
Dikaz. Tvrzeni plyne z (5). O

Poznamka 10.3. Vyrazy (6) predstavuji tzv. lokdlni rozvoje kiivky f(s) v jejim Frenetove
reperu. Daji se vyuzit ke kolmé projekci dané kiivky v okoli vySetfovaného bodu do rovin
generovanych Frenetovym reperem, viz Obr. 17. Napi. kolmy prumét kiivky do oskulaéni

roviny lze ptiblizné ztotoznit s parabolou x = s, y = HTO)SQ. Pro kolmy prumét do normalové
roviny dostaneme semikubickou parabolu y = @32, z = Msj s bodem vratu v pocatku.
Kolmy prumét f(s) do rektifika¢ni roviny davéa kubickou parabolu x = s, z = Ms?’.
V tomto piipadé je pocatek inflexni bod.

}y i, i,

n o b

t x n y t
Oskulaéni rovina Normdlova rovina  ‘Rektifikaéni rovina

Obr. 17: Kolmé pruméty kiivky do rovin uréenych Frenetovym reperem

Véta 10.6. V neinflexnim bodé je kiivost prostorové krivky rovna krivosti jejiho kolmého
prumétu do oskulaéni roviny.

Dukaz. Podle (6) ma tento prumét parametrické vyjadreni g(s) = (5, F"TO)SZ) + o(s?), takze
g'(0) = (1,0), ¢"(0) = (0, x(0)). Tvrzeni pak plyne z Dusledku 8.1. O
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Podobné se dokéze

Véta 10.7. V neplandrnim bodé f(sg) € C existuje v rektifikacni roviné jedind kubickd pa-

rabola z = Mm3’ kterd md s kolmym pramétem krivky C do rektifikaéni roviny styk 3.
radu.

Véta 10.8. Plati |1(so)| = ‘ de3(s°) ‘

Diikaz. Tvrzeni ihned plyne z posledni Frenetovy rovnice. O

Podle Véty 10.4 vyjadiuje torze 7 odchylku kiivky od roviny. Podle Véty 10.7 se jedna
o odchylku od oskula¢ni roviny, nebot vyraz M muzeme interpretovat jako ,stoupani*
kubické paraboly. Déle, podle Véty 10.8 torze vyjadiuje rychlost, s niz se méni (otéci) jed-
notkovy vektor binormaly es.

Nyni odvodime vzorce pro vypocet kiivosti a torze pii libovolné parametrizaci f(t) kiivky
C. Pritom symbolem u x v znacime vektorovy sou¢in a symbolem [u, v, w] vnéjsi soucin vektoru
v Es5 (viz Piiklad 2.2).

Véta 10.9. Pri libovolné parametrizaci f(t) krivky C plati

_ ||f/ X f//H o [']t‘/7]t‘//7 f///]'
3 1f" < f]2
df _ 2f

Diikaz. 1. Z Frenetovych vzorcu plyne, Ze . = €1 a 5 = Kea. ProtozZe e a ez JSOll Jednotkove

kolmé vektory, tak x je rovno plosnemu obsahu obdélnika urcéeného vektory Jor W V Ej3 je
d2f
i

Protoze u X u = 0 tak s vyuzitim vztahu (3) z 8. kapitoly dostaneme
ﬁ d*f _dfdt y d2f (dt + df d*t| ﬁ d*f 7)
ds ~ ds?  dtds de? \ds dtds?| ds dt = di2 )’

vypocet kiivosti.
I1. Ze vzorcu Poznamky 10.2 plyne

[df a2 f d3f] _ [el e, 0

Déle, protoze 1 = ‘ , tak ‘d | H f” Odtud a z (7) vyplyvé vzorec pro
ai

ds’ ds?’ ds? ds 2 KPe1 + "”’63} = k’7le1, e, €3] = K77, (8)

Vedle vztahu (3) z 8. kapitoly budeme jesté potifebovat analogicky vyraz pro %. Protoze

ho budeme dosazovat do vnéjsiho soucinu, tak nepotiebujeme presné pocitat vyrazy, které se
2

tam anuluji. Derivovanim % jako slozené funkce obdrzime

3 3 2
a3 f df(dt) LY

ds®  d® \ds a2 Ty (9)

kde vyrazy c¢; a co nés nezajimaji. Dosazeni (3) z 8. kapitoly a rovnosti (9) do levé strany (8)

dava 5
" dt " dt

Dosazenim jiz dokézaného vzorce pro x obdrzime vzorec pro 7. ]

k2T =
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Poznamenejme, ze v ptipadé rovinné kiivky je vzorec pro k z Véty 8.3 specialnim piipadem
vzorce pro vypocet x z predchozi véty.

Dusledek 10.1. Neinflexni bod f(to) ktivky C je plandrni prave kdyz vektory f'(to), f” (to)
a f"(tp) jsou linedrné zavislé.

Piiklad 10.1. Spocteme kiivost a torzi Sroubovice f = (acost,asint,bt). Mdme [ =
(—asint,acost,b), f" = (—acost,—asint,0), f” = (asint,—acost,0). Dale f' x f" =
(absint, —abcost,a?), |[f' x f"I| = ava® + b2, [f', f", f"] = ba®. Tedy k = % a1 = Tibg.

Vidime tedy, ze Sroubovice md konstantni krivost ¢ torzi.

Frenetovy rovnice (4) jsou diferencialni rovnice podobného typu jako v roviné. Stejné jako
v roviné tedy dokazeme nasledujici dvé tvrzeni.

Véta 10.10. Necht C a C jsou kiivky bez inflexnich bodi, f : I — C a f : I — C jejich
parametrizace obloukem na spolecném intervalu I a necht r(s), 7(s) resp. %(s), T(s) jsou
jejich krivosti a torze. Pak C a C jsou shodné prdavé kdy? k =% a T = T jsou tyté? funkce na
1.

Véta 10.11. Nechf k: I — R je kladnd funkce tridy C" a7 : I — R je libovolnd funkce tridy
C". Pak lokdlné existuje takova krivka C parametrizovand obloukem na I, Ze k je jeji kiivost
a T je jeji torze.

Tedy prostorovéa kiivka je Uplné urcena svou torzi a kiivosti. Podle pfedchozi véty je
jedinou kfivkou s konstantni kiivosti a torzi Sroubovice (v piipadé nulové torze je to pak
kruznice jako sroubovice s nulovym zdvihem).
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11 POJEM PLOCHY

V dalsim se budeme zabyvat plochami v Fs. Nejjednodussim piikladem plochy je rovina.
7 analytické geometrie je znamo, ze k urcéeni polohy bodu v roviné je tfeba dvou parametru
(viz parametrické rovnice roviny), zatimco v piipadé piimky stac¢i parametr jeden. Proto
zde nejdifve rozsiiime pojem vektorové funkce na vektorové funkce dvou proménnych. Necht
D C R? je oteviena mnozina. Pak zobrazeni w : D — V3 se nazyva vektorovd funkce dvou
proménngjch. Limitu a spojitost w definujeme podobné jako u realné funkce dvou proménnych:
Rekneme, ze w mé v bodé (ug,vg) € D limitu wy € V3 a piseme lim w(u,v) = wp
(u,v)—(uo,v0)
jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna (u,v) € D takova ze |u —ug| < 9,
v — vy < 8, (u,v) # (ug,vo) plati ||Jw(u,v) — w(ug,v0)|| < . Rekneme, ze w je spo-
jitd v bodé (ug,vp), jestlize lim  w(u,v) = w(up,vy). Parcidlni derivace w definujeme
(u,0)—(uo,v0)

w(u,v0)—w(ug,vo) Ow(ug,vp)
u—1ug ’ ov

Ow(up,vo)
ou

w(ug,v)—w(up,vp)
v—1Q

= lim
vV—U0

= lim
uU—ruUQ

vztahy

. Analogicky definu-

jeme parcidlni derivace vysstho fadu. Rekneme dale, ze vektorova funkce w(u,v) je titdy C”
na D pravé kdyz ma na D spojité vSechny parcidlni derivace az do fadu r véetné. Je-li déle
{e1, e2, e3} ortonormélni baze Vi, tak w(u,v) = w! (u, v)e; +w?(u, v)es+w3(u, v)es, kde redlné
funkce w'(u,v) : D — R se nazyvaji slozky w, piseme w(u,v) = (w'(u,v), w?(u,v), w*(u,v)).
Pak spojitost a existence parcidlnich derivaci vektorové funkce w(u,v) je ekvivalentni s od-
povidajici vlastnosti vSech slozek w (analogie Véty 6.1).

Zvolme pevny pocatek P € E3 a uvazujme zobrazeni f : D — Ej3. Piifadme nyni kazdému
(u,v) € D pruvodi¢ bodu f(u,v), tj. vektor (P — f(u,v)) € V3. Dostaneme vektorovou
funkci Pf : D — Vs, pro kterou jiz mame zavedeny parcidlni derivace. Definujeme pak

— —
fl= % = 8({; ! ), 1= g—f = % (analogicky definujeme parcidlni derivace vyssiho fadu).

Stejné jako v pripadé pohybu I — V,, se ukdze nezavislost parci@)ich derivaci f a f] na
volbé poéatku. Rekneme déle, ze f : D — Fj3 je tiidy C7, jestlize Pf : D — V3 je vektorova
funkce ttidy C".

Definice. Mnozina S C F3 se nazyva jednoduchd plocha tridy C", jestlize existuje otevienda
mnozina D C R? a injektivni zobrazeni f : D — E3 tiidy C” takové, ze S = f(D) a vektory
fl a fl jsou linedrné nezdvislé v kazdém bodé z D. Mnozina D se nazyvé oblast parametri a
zobrazeni f parametrizace plochy S.

Obr. 18: Parametrizace plochy

Podminku linedrni nezévislosti vektoru f, a f; (kterd je analogii podminky regularity
pohybu) muzeme rovnéz psat ve tvaru f, x fi # 0. Ukézeme, co tato podminka znamend
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v pripadé nejjednodussi plochy-roviny. Parametrizace roviny uréené bodem X € Fj3 a ne-
kolinearnimi vektory a,b € V3 je f(u,v) = X + ua + vb, takze f,, = a, f), = b. V pripadé
roviny tedy podminka f! x f! # 0 znamen& nekolinedrnost vektoru a, b, které tuto rovinu
urcuji. Ve Vété 11.2 pak uvidime, ze v obecném piipadé libovolné plochy S tato podminka
znamend existenci te¢né roviny k plose & v libovolném bodé. V definici jednoduché plochy
tedy vyluc¢ujeme body, v nichz neexistuje teéna rovina (ruzné hrany, ostré hroty a pod.). In-
jektivnost zobrazeni f pak vylouc¢i samoprotnuti plochy. Pfitom samotné zobrazeni f muzeme
povazovat za ,hladkou deformaci® rovinné oblasti D na plochu S.

Piiklad 11.1 (Plocha zadand explicitné). Necht S je graf funkce z = g(z,y) t¥idy C" na
oteviené mnoziné D C R2. Pak S je jednoduchd plocha tiidy C" s parametrizaci f(u,v) =
(u,v, g(u,v)). Vektory f, =(1,0,4q,), f, = (0,1, g,) jsou totiz vzdy nekolinedrni.

Definice. Mnozina & C F3 se nazyva plocha tridy C", jestlize pro kazdé X € S existuje
takové jeho okoli Uy, ze Ux N'S je jednoduchd plocha tiidy C”. Parametrizace pruniku
Ux N S nazyvame lokdlnimi parametrizacemi plochy S. Plocha S se nazyva souvisld, jestlize
kazdé dva body na S lze spojit jednoduchou kiivkou, kterad cela lezi na S.

Piiklad 11.2. UkéZzeme, Ze jednotkové sféra 22 +y? 4 22 = 1 je plocha t¥idy C". Pokud z rov-
nice 22 + 3% + 22 = 1 vyjadifme z, tak dostaneme z = 4+/1 — 22 — 2. Toto jsou explicitni
rovnice dvou jednoduchych pch §; a Sp (horni a dolni polostéry), pficemz odpovidajici para-
metrizace jsou fi(u,v) = (u,v, V1 —u2 —v2), folu,v) = (u,v, —V1 —u2 —v2), u? + 0% < 1.
Analogicky, vyjadifenim y dostaneme polosféry Sz a S; a vyjadienim z polosféry S; a Sg,
viz Obr. 19. Odpovidajici parametrizace fi(u,v),..., f¢(u,v) pak tvori lokdlni parametrizace
sféry ve smyslu predchozi definice.

S

Obr. 19: Lokalni parametrizace sféry

Piikladem souvislych ploch jsou sféra, paraboloid a anuloid (Obr. 20), zatimco dvojdilny
hyperboloid (Obr. 21) je nesouvisla plocha.
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Obr. 20: Anuloid a Obr. 21: Dvojdilny hyperboloid

Véta 11.1. Necht ¢ je jednoduchd krivka v oblasti parametri D jednoduché plochy S = f(D).
Necht v : I — D, ~(t) = (u(t),v(t)) je parametrizace kiivky ¢ a f : D — Es3 je parametrizace
plochy S. Pak fo~ : I — Es, (fo~)(t) = f(u(t),v(t)) je parametrizace kiivky C lezici na
plose S.

o = . . (.
Diikaz. Staci ovérit podminku regularity W #% 0 Vt € I. Podle pravidla o derivovan{

slozené funkce mame W = %%‘ + %% Tvrzeni pak plyne z linearni nezavislosti vektoru
!l a z regularity parametrického popisu kfivky c. O

Tedy rovinna kiivka ¢ v oblasti parametru D plochy S urcuje kiivku C lezici na plose S,
viz Obr. 22.

Osa rotace
Polednik

f/

?
C
L
_(’-;\/)j Rovnobézkovd
NJ kruznice
5 X

Obr. 22: Kiivka na plose a Obr. 23: Rotac¢ni plocha

Definice. Souradnicovymi krivkami na S rozumime kiivky zadané v oblasti parametru D

rovnicemi u = konst resp. v = konst. Mnozina vSech soufadnicovych kfivek na S se nazyva
souradnicovd sit.

Priklad 11.3 (Piiklady ploch zadanych parametricky).
(1) Kruhovy vdlec mé lokéln{ parametrizaci f(u,v) = (rcoswu,rsinu,v). Pak plati f], x f/ =

(rcosu,rsinu,0) # 0. Soufadnicovou sit tvori vertikdln{ pifmky (povrsky) u = ugy a hori-
zontalni kruznice v = vyg.
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(2) Obecna rotacni plocha vznikne rotaci kiivky kolem piimky (osy rotace), viz Obr. 23. Po-
kud rotujici kfivka lezi v roviné prochazejici osou, tak se nazyva profil. Body profilu opisuji
pii rotaci rovnobézkové kruinice. Zvolme z za osu rotace a necht x = z(v), z = z(v) je
parametrizace jednoduché kiivky neprotinajici osu z, kterad rotuje kolem osy z. Pak lokalni
parametrizace rota¢ni plochy je f(u,v) = (x(v)cosu,z(v)sinu, z(v)). Snadno ovérime, ze
fh < frll = |z(v)[\/2?(v) + 2"2(v), takze podminka f] x f/ # I je zajisténa regularitou
profilu (tj. 2%(v) + 2"2(v) # 0) a tim, ze profil neprotind osu z (tj. z(v) # 0). Souradnicova
sit je tvofena tzv. poledniky (vertikdlné) a na né kolmymi rovnobézkovymi kruznicemi.

(3) Sféra je rotaéni plocha s profilem z(v) = r cosv, z(v) = rsinv. Tedy lokdln{ parametrizace
sféry je f(u,v) = (rcosvcosu,rcosvsinu,rsinv).

Nyni ukazeme, ze teé¢ny ke vSem kiivkam na plose S prochazejici bodem X € S lezi v jedné
roving, viz Obr. 24.

Véta 11.2. Koncové body tecnijch vektoru ke vsem krivkam na plose S v bodé X € S vyplni
rovinu, kterd se nazyvd tecnd rovina plochy S v bodé X a znaci se symbolem 7xS.

Diikaz. Necht X = f(ug,vp) a uvazujme libovolnou kiivku u(t), v(t) na plose S takovou ze
u(to) = ug, v(tg) = vo. Pak tecny vektor k této kiivce v bodé X je linedrni kombinaci vektoru
I/ a f!, nebot 8]0(“(%1’”(750)) = 8f(gZ’v°) dugo) + 8f(g%,v0)dv0(l§0)‘ Protoze vektory f!, fI jsou

linedrné nezéavislé, tak dostavame rovinu uréenou témito vektory a bodem X.

0

Tedy tecnd rovina 7x S je uréena bodem X € S a vektory f/ a f]. Déle, 7xS je euklidovsky
prostor, jeho zaméfeni T'x S := {1@ ; A, B € 7xS} je dvojrozmérny vektorovy prostor, ktery
nazyvame tec¢nym prostorem plochy S v bodé X.

Véta 11.3. Necht F = F(x,y, 2) je funkce tiidy C" definovand na oteviené mnoziné U C R3
takovd, zZe mnozina S o rovnici F(xz,y,z) = 0 je nep_)rcizdnd a pro libovolny bod (g, yo, 20) € S
plati (Fy(x0, y0, 20), I, (0, Y0, 20), F2 (w0, Y0, 20)) # 0. Pak S je plocha tiidy C".

Diikaz. Necht napt. F.(xo,yo,20) # 0. Podle véty o implicitnich funkcich muzeme z rovnice
F(x,y,z) = 0 lokédlné vypocitat z = f(x,y), coz je lokdlné explicitni vyjadreni plochy S.
Pokud F} (o, y0, 20) # 0, tak lokdlné vypocteme y = g(x, 2) a pii F (0, Yo, 20) # 0 vypocteme
x = h(y, z).
O

Podle véty o implicitnich funkcich lze lokalné kazdou plochu vyjadrit kterymkoli z
nésledujicich ti{ zpusobu: parametricky, implicitné rovnici F(x,y,z) = 0 a explicitné rov-
nici z = f(z,y) (resp. y = g(z, z) resp. = = h(y, 2)).
Priklad 11.4. U sféry 22 + y* + 22 —r? = 0 je (F},, F}, F]) = (2z,2y,2z) = (0,0,0) pouze
v pocatku, ktery vSak neni bodem sféry. Tedy sféra je plochou tiidy C" pro libovolné r.

2

V piipadé kuzele i—; + 4 — i—; = 0je (Fy, F, F.) = (0,0,0) v pocatku, takze kuzel je plochou
t¥idy C" ve vSech bodech kromé pocatku.

Véta 11.4. Rownice teéné roviny v bodé (xo,yo,z20) plochy S zadané implicitné rovnici
F(z,y,2z) =0 je

Fy (20,0, 20)(x — x0) + F, (20,90, 20)(y — %0) + F.(x0, Y0, 20)(2 — 20) = 0.
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Diikaz. Uvazujme kiivku f(t) = (f'(¢), f2(¢), f3( )) lezici na S a necht ¢y je parametr
odpovidajici bodu (xg,%0,20). Pak F(f1(t), f2(t), f3(t)) = 0 a derivovanim dostaneme

OF (x0,y0,20) df* OF (z0,y0,20) df? OF (x0,Y0,20) d
(agacn) A0 . O (agunce) 0D . OF(sgmcn) 40D — 0. Tedy vektory (. Fy, F) a J'
jsou kolmé.
OJ

Véta 11.5. Necht F,G : R? — R jsou funkce tiidy C" definované na oteviené mnoziné U C
R3. Oznacme C mnoZinu zadanou rovnicemi F(x,y,z) = 0, G(z,y,2) = 0 a predpoklddejme,
ze mnozina C je neprdzdnd a vektory (Fy(X), Fy(X), FL(X)), (GL(X), G (X),G (X)) jsou
linedarné nezdvislé pro kazdé X = (xo,yo,20) € C. Pak C je kiivka tridy C.

Dukaz. 7 linedrni nezavislosti uvedenych vektoru plyne, Ze v matici sestavené z téchto vektoru
je alespon jeden subdeterminant 2. fadu nenulovy. Tvrzeni pak plyne z véty o implicitnich
funkcich.

O

Ptedchozi véta popisuje prostorovou kiivku C implicitné jako prunik dvou ploch. Pfitom
tecny vektor k C je kolinedrni s vektorem (Fy, Fy, Fl) x (G, G}, G"). Poznamenejme, ze
prunikem dvou ploch nemusi byt vzdy kiivka (napi. dvé dotykajici se koule).

12 STYK PLOCH A OBALKY

Definice. Rekneme, ze kfivka C a plocha S maji ve spoleéném bodé X € C N S styk k-tého
fadu, jestlize na S existuje takova kiivka C, ze X € C a kiivky C a C maji v bodé X styk
k-tého tadu.

Véta 12.1. Necht kiivka C md parametrizaci f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)), plocha S je zaddna
rovnici F(x,y,z) = 0 a X = f(to) = (z0,y0,20) je jejich spoleény bod. Sestrojme funkci
O(t) = F(f1(t), f2(t), f3(t)). Pak kiivka C a plocha S magi v bodé X styk k-tého vddu prdvé
kdyz plati

d'®(to) .
L =0 Vi=0,...,k 1
g i=0,..., (1)

Diikaz. 1. Necht f(t) je parametrizace kiivky C na plose S, s niz md C styk k-tého fadu a
nechf 2200} = €70 v — 0, k je podminka pro styk k-tého Fédu kiivek C a C. Protoze C
lezi na S, tak plati F(T1 (t),?z(t),?g(t)) = 0, takze viechny derivace levé strany podle ¢ jsou
rovny nule. Protoze vechny derivace vnitinich slozek f'(t) splyvaji se viemi derivacemi f(t)
az do tddu k, tak plati (1).

IT. Necht je splnéna podminka (1) a necht napiiklad M # 0. Podle véty o implicitnich
funkcich rovnice F(f(t), f2(t), g(t)) = 0 uréuje lokalné funkc1 g(t). Déle, kiivka C s parame-
trizaci f(t) = (f1(t), f2(t), g(t)) lezi na S. Je t¥eba dokdzat podminku pro styk kiivek C a C

tvaru 4 3( ) , (to)
d'f>(to) _ d'g(to) .
- = — Vi=0,...,k. 2
v o i=0,..., (2)
Uvazujme funkci G(t,2) = F(f'(t), f?(t), z). Tato funkce je definovina na uréitém okoli V
bodu (g, z0). Na V' x R uvazme funkei ti{ proménnych H (¢, z,w) = G(t,z) — w. Podle véty
o implicitnich funkcich lze z rovnice H(t,z,w) = 0 lokalné spocitat z = K(t,w). Protoze
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G(t,g(t)) = 0 a G(t, f3(t)) = ®(t), tak g(t) = K(t,0) a f3(t) = K(t,®(t)). Podle pravidla
o derivovéni slozené funkce pak z podminky (1) plyne (2).
O

Definice. Rekneme, ze plocha S md s plochou S v bodé X € SNS styk k-tého Fddu, jestlize
kazd4 kiivka na S ma v bodé X styk k-tého Fadu s plochou S.

Nyni odvodime dvé praktické podminky pro ovéreni styku dvou ploch.

Véta 12.2. Necht plocha S je ddna rovnici F(z,y,2z) = 0 a S md parametrizaci f(u,v) =
(fH(u,v), f2(u,v), f3(u,v)) a necht X = f(uo,vo) je spolecnij bod S a S. Sestrojme funkci
U(u,v) = F(f'(u,v), f2(u,v), f(u,v)). Pak plocha S md s plochou S v bod¢ X styk k-tého
radu pravé kdyz

9" (ug, vo)

o =0 Vi=0.. .k iti=i (3)

Diikaz. Je-li kiivka C lezici na plose S a prochézejici bodem X uréena kiivkou u = u(t),
v = v(t) v oblasti parametri plochy S, tak parametrické rovnice g(t) = (g'(t), g%(t), g>(t))
kiivky C v By jsou tvaru g1() = f1(u(t),v(t)), () = f2(u(t), v(t)), 6*() = F(u(t), v(2)).
Funkce ® z Véty 12.1 ma pak tvar

o(t) = F(g'(1), (1), g°(t)) = F(f'(u(t), v()), F*(u(t), v(1)), £ (ult), v(1))) = U (u(t), v(t))

. Derivaci dostaneme

d®(tyg)  0¥(uo,vo) du(to) N 0V (ug,vo) du(to) (@)
. ou dt ov dt

Piedpokladdme-li platnost podminky (3), tak odtud vyplyva, ze % = 0. Opakovanym

derivovanim pak dokazeme (1), takze podle Véty 12.1 ma C s S v bodé X styk k-tého Fadu.
Kiivka C véak muze byt zvolena libovolné, takze plocha S md s plochou S v bodé X styk
k-tého tadu.

Predpoklddejme naopak, ze kazd4 kiivka C na plose S ma v bodé X styk k-tého fadu s plochou

S. Vezméme specidlné souradnicovou kiivku C tvaru u(t) = ug. Podle Véty 12.1 je % =0,
takze z (4) plyne W = 0. Uzitim soufadnicové kiivky v = vy ukdzeme 220020 — 4

opakovanym derivovanim rovnosti ®(¢) = W(u(t),v(t)) pak ukazeme, ze z (1) plyne (3). O

Véta 12.3. Plocha S md s plochou S ve spolecném bodé X € SNS styk k-tého Fddu prdvé
kdyZ existuji takové jejich lokdini parametrizace f(u,v), f(u,v), f(uo,v0) = f(ug,v0) = X,
Ze plati A B
0" f(uo,vo) 0" f(uo,v0)
outdvi2 — Juhovi2

Vi=0,...,k, i1+i2=1. (5)

Diikaz. 1. Necht existuji takové lokalni parametrizace ploch S a S, Ze je splnéna podminka
(5). Podle véty o implicitnich funkcich lze plochu S lokélné vyjddrit rovnici F(z,y,z) = 0.
Pak F(f(u,v), f2(u,v), f3(u,v)) = 0 a tedy viechny parcialni derivace levé strany jsou
nulové. Podle (5) muzeme parcialni derivace f v bodé (ug, vg) nahradit parcidlnimi derivacemi
f, takze plati (3), kde ¥(u,v) = F(?1 (u,v),?Q(u, U),?g(u,v)). Podle Véty 12.2 m4 plocha S
v bodé X s plochou S styk k-tého radu.

II. Naznaéime pouze hlavni myslenku dikazu. Nechf & md s S v bodé
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X styk  k-tého ftadu, pricemz S je v okoli bodu X lokdlné zaddna rov-

nici F(z,y,2) = 0 a S ma parametrizaci f(u,v). Podle Véty 12.2 plati
(3). Hledejme parametrizaci S ve tvaru (?1 (u,v), TZ (u,v),g9(u,v)). Pomoci
véty o implicitnich funkcich ukézeme, 2ze g(u,v) je lokdlné wurcéena rovnici

-1 -2 _ o . . 8i?3(u0,v0) _ 9%g(up,vo)
F(f (u,v), f(u,v),9(u,v)) = 0. Zbytek dikazu (tj. ovéfeni =5 2wt = ZH=eor

i=0,...,k, 11 +1i2 = i) se provede analogicky jako 2. ¢ast dikazu Véty 12.1.

O
Tedy relace ,,mit styk fadu k“ je symetricka.

Véta 12.4. Plochy S a S maji ve spoleéném bodé X styk pruniho vddu prdvé kdyz jejich tecné
roviny TxS a TxS v tomto bodé splyvayi.

Diikaz. 1. Pokud S a S maji v bodé X styk 1. fddu, tak podle piedchozi véty plati f, = ?;,
f{) = 7;, takze TXs = TXg.

II. Necht S mé parametrizaci f(u,v) a S ma parametrizaci f(u#,v) a nechf teéné roviny
b
d
o dvé baze v zaméfeni teéné roviny. Zméfime nyni parametry na S vztahy @ = au + cv,
U = bu + dv, takze nova parametrizace S je f(au + cv,bu + dv). Pak f; = ?%a + ?%b = fl
T; = 7%0 + T%d = f!. Podle ptedchoz{ véty maji plochy S a S styk 1. fadu.

splyvaji. Pak f, = af% + bf%, 1= c?% + df%, pricemz # 0, ponévadz se jednda

O]

Pokud plochy & a S maji styk 1. fadu, tak ifkdme, Ze se dotykaji.
Obalky dvouparametrické soustavy ploch. Predpokladejme, ze kazda plocha sou-
stavy je pro danou dvojici parametru u,v € R zaddna rovnici

F(z,y,z,u,v) = 0. (6)

Plochu o rovnici F(x,y,z,up,v9) = 0 budeme znacit symbolem S, ., a celou soustavu (6)
symbolem (S,,). Spolecné body ploch Sy vy, Suvgs Sug,w PrO 4 # ug a v # v jsou urteny
soustavou ti{ rovnic F'(x,y, z,up,v9) = 0, F(z,y,z,u,v9) = 0, F(x,y, z,up,v) = 0, kterd je
ekvivalentni soustavé

F(a:, Y, 2, up, UO) _ 0’ F(z,y,z,u,vo’iifo(x,y,z,uo,vo) _ 07 F(x,y,z,uo,vgii(x,y,z,uo,vo) )

V limité pro u — ug, v — vg dostaneme

oOF oF
F(xa%Z’yUOWO) = 07 %(w,y,Z,UO,UO) = 07 %(x,y,z,uo,vo) =0. (7>

Definice. Body (z,y,z) € Ej3 urcené rovnicemi (7) nazyvame charakteristickymi body na
plose Sygv,- Mnozinu téchto bodu pro vsechna (ug,vp) € R? nazyvame charakteristickou
mnozinou soustavy (Sy.).

Rovnice charakteristické mnoziny tedy ziskdme vylouc¢enim parametra u, v z (7).

Definice. Plochu £ s parametrizaci f(u,v), (u,v) € D C R? nazyvame obdlkou soustavy (6),
jestlize € se v bodé f(ug,vg) dotykd plochy Sy, v, pro viechna (ug,vg) € D.

Dtkaz néasledujiciho tvrzeni je analogicky dukazu Véty 9.3 a proto jej vypustime.
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Véta 12.5. Kazdd obdlka soustavy (Sy) je podmnoZinou jeji charakteristické mnoziny. Nao-
pak, je-li f(u,v) takovd plocha, Ze f(ug,vo) spliuje (7) pro kazdé ug, vy, tak f(u,v) je obdlkou
soustavy (Syy).

Prakticky postup hledani obalky je takovy, Ze se ze soustavy (7) snazime vylou¢it parame-
try u, v tak, abychom dostali jedinou rovnici G(x,y, z) = 0. Pokud je tato rovnice implicitnim
vyjadienim néjaké plochy, tak se jednd o hledanou obalku.

Piiklad 12.1. Uréfme obélku soustavy kulovych ploch F(z,y, z,u,v) = (v — u)? + (y —
v)? + 22 — # =0. Mdme F = —2(z —u) —u =0, F, = =2(y —v) — v = 0. Dosazenim
u = 2z, v = 2y do F dostaneme rovnici kuzelové plochy 22 +y? — 22 = 0, ktera je implicitnim
vyjadienim hledané obalky.

Obalky jednoparametrické soustavy ploch. Uvazujme jednoparametrickou soustavu
(S¢) ploch
F(x,y,z,t) =0 (8)

kde (x,y,2) € R3, t € R. Spoletné body ploch S;, a S; pro t # to jsou uréeny dvojici rovnic
F(x,y,z,ty) =0, F(z,y,z,t) = 0, kterd je ekvivalentni soustavé

F(SE,y,Z,t) B F(‘T7yazvt0)

F to) =0 = 0.
(37;:%2, O) 5 t—to
V limité pro t — to ziskdme rovnice
OF
F(z,y,2,t0) =0, —(z,y,2,t0) =0. (9)

ot

Definice. Mnozinu urc¢enou pro pevné ty rovnicemi (9) nazyvame charakteristikou na plose
St,- Sjednoceni téchto mnozin pro kazdé ty € R nazyvame charakteristickou mnoZinou sou-
stavy (S). Jestlize je rovnicemi (9) popséna pro pevné tg kiivka, tak se nazyva charakteristickd
krivka na plose Sy, .

Rovnici charakteristické mnoziny ziejmé ziskdme vylouc¢enim parametru t z (9).

Definice. Plochu € s parametrizaci f(t,7), (t,7) € D C R? nazyvame obdlkou soustavy (S;),
jestlize &€ se dotyka kazdé plochy Sy, podél kiivky f(to, 7).

Ozna¢me Cy, kiivku f(to,7) (parametrem je zde 7).

Véta 12.6. Kazdd obdlka soustavy (St) je podmnoZinou jeji charakteristické mnoziny. Tedy
mnozina vSech bodu obdlky je Tesenim soustavy (9).

Diikaz. Necht f(t,7) je parametrizace obalky £. Protoze kiivka C; lezi na plose S;, tak plati

2
F(fi(t, 1), f2(t,7), £3(t,7),t) = 0. Derivaci podle ¢ dostadvame ‘g}; or ?)5 8(;; + 8@5 or 4 %f =
0. Anulovani prvnich tii ¢lent znamend kolmost normaly plochy S; k vektoru a{ Toto je vsak

splnéno, nebot plochy £ a S; maji podél kiivky C; stejné tecné roviny. Tedy plati 5 B—F =0.
O

Poznamka 12.1. Nyni se vénujme opa¢nému problému, a to, za jakych podminek je charak-
teristicka mnozina hledanou obalkou. Podle véty o implicitnich funkcich lze z obecné soustavy
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rovnic H(z,y,z,t) = 0, K(z,y,z,t) = 0 lokdlné vypocitat x,y jako funkce proménnych z,¢,
pokud

£0.

OH
ox 0
oK ok

dy

Je-li tato podminka splnéna u nasi soustavy F(z,y, z,t) = 0, %F(x, Y, z,t) = 0, tak dostaneme
feseni © = g(z,t), y = h(z,t). Potom plocha £ s parametrizaci f(t,7) = (g(7,t), h(7,t),7) je
obalkou soustavy (S;). K tomu musime ukdzat, ze plochy £ a S; se podél kiivky C; s para-
metrickym vyjddienim f(¢,7) dotykaji. Plati F(g(7,t), h(7,t),7,t) = 0. Derivaci podle 7 pii

pevném t dostaneme g—f% + %—5% + %—I; = 0, takze vektor a—f lezi v tecné roviné k S;. Déle, de-

rivace podle ¢ dava %—5%—1—%—5%—1—%—50—1—% = 0. Uzitim rovnosti %F(g(’i‘, t),h(r,t),7,t) =0

, U Af 1 or y .
odvodime, ze i vektor 8—{ lezi v teéné roviné k S;.

Obr. 24: Tecénd rovina a Obr. 25

Pii hledani obélky se tedy z obou rovnic (9) snazime vylou¢it parametr ¢. Pokud takto dosta-
neme rovnici G(z,y, z) = 0, kterd je implicitnim vyjadienim néjaké plochy, tak je tato plocha
hledanou obélkou.

Piiklad 12.2. Uréime obdlku jednoparametrické soustavy kulovych ploch z? + y? + (2 —
t)? = % Derivaci podle parametru ¢ dostaneme dalsi rovnici —2(z — t) = ¢. Vylouc¢enim ¢
z obou rovnic obdrzime hledanou rovnici obalky 2% + y? — 22 = 0. Snadno se piesvédéime, ze
charakteristickymi kiivkami jsou kruznice, Obr. 25.

13 PRVNI ZAKLADNI FORMA

Pripomenme, ze zobrazeni f : V x V — R se nazyva bilinedrni forma na V', je-li f linearni
v obou svych vektorovych argumentech. Zobrazeni g : V' — R se nazyva kvadratickd forma,
pokud existuje symetrickd bilinedrni forma f takova, ze g(v) = f(v,v) Yv € V.

Necht S je jednoduchd plocha s parametrizaci f(u,v) a 7xS jeji tecnd rovina v bodé
X = f(ug,vo). Pak xS je urcena linedrné nezévislymi tecnymi vektory f,(uo,vo) a f,(ug,vo),

52



takze libovolné dvojice a, b te¢nych vektortu z Tx S se da vyjadiit ve tvaru linedrni kombinace
a=a'fl +a®f), b=">b'f! +b?f! s koeficienty a’, b’ € R. Skaldrni soucin a - b je pak tvaru

(a'fo+a®fy) - (O, + 02 1)) = a0 (fl - [1) + (@'0® + b)) (fy, - f) + a0 (f - 1)
Oznacime-li skalarni sou¢iny bazovych teénych vektori symboly
gu=fu fu 92="Ffo fo gi2=gn=f, f (1)

tak a-b = aibjgij =a'blg + (alb2 =+ a261)912 + a?b%g9o. Toto je symetricka bilinedrni forma
na TxS, jeji koeficienty jsou prvky symetrické matice (gi;). Pak a - a je kvadratickd forma,
ktera urcuje kvadrat velikosti vektoru a,

a-a=|al® = gi(a')®+2g12a'a® + gao(a®)*. (2)

Jedn4 se skute¢né o kvadratickou formu na T'x S, nebot vSechny ¢leny (2) jsou vyrazy druhého
stupné soufadnic (a', a?) vektoru a € TxS.

Definice. Kvadratickd forma (2) se nazyva proni zdkladni forma plochy S a znaéi se ¢1, resp.
¢1(a). Cisla g;; dand vztahy (1) se nazyvaji koeficienty pruni zdkladni formy.

Je zfejmé, Ze g;; jsou obecné funkce proménnych u,v. Protoze g;; jsou soufadnice syme-
trické bilinedrni formy na TxS (tj. tenzoru typu (0,2)), tak se nékdy nazyvaji soufadnicemi
1. zakladniho tenzoru nebo téz souradnicemi metrického tenzoru plochy. Zejména plati, ze pti
zméné soufadnic se g;; transformuji prostfednictvim tenzoridlnich transformacnich vztahu
z Véty 1.5. Teény vektor a = (a',a®) € TxS rovnéz zapisujeme ve tvaru a = (du, dv), tj.
a' = du, a® = dv. Pak prvni zékladn{ forma ma tvar

o1 := gndu® + 2g1adudv + gaadv®. (3)

Je-li kiivka C na plose f(u,v) zaddna v oblasti parametru rovnicemi u = u(t), v = v(t), tak
parametrické vyjadreni C v E3 je h(t) = f(u(t),v(t)). Pak h'(t) = u'(t)f], + v'(t)f), takze
1B/ ()11* = g11(u'(£))* + 2g12u/ ()0 (t) + g22(v'(£))?. Odtud plyne

Véta 13.1. Délka oblouku krivky (u(t),v(t)) na plose f(u,v) mezi body o parametrech tq, to
Jje rovna

/ Vo1 (W (£))2 + 2g12u/ (£)V () + goa (V' (£))2dt.

Diferencial oblouku mé tedy tvar ds = \/gn (%)2 + 2912%% + go9 (%)2dt, takze ds? =

2 2 .y ,

(911 (%) + 2g1z%% + g22 (%’) ) dt? = giidu® + 2g1adudv + goodv®. Tedy proni zdkladni
forma urcéuje kvadrdt diferencidlu oblouku krivky na plose,

ds® = 1. (4)

Véta 13.2. Je-li plocha S zaddna rovnici z = f(x,y), tak koeficienty jeji proni zdkladni formy
Js0u
g =1+f2 gu=gn="rf, go=1+[} (5)
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takze
o1 = (1L+ f)da® + 2f, frdady + (1 + £77)dy>.

Je-li § zaddna implicitné rovnici F(z,y,z) =0, tak

F/ 2 F/F/ Fl 2
911 + <Fg) » o 912 = g21 (F1)2’ 922 + (F; (6)

Diikaz. Plocha z = f(x,y) ma parametrizaci (u,v, f(u,v)), takze (5) plyne z (1). Je-li S
zadana implicitné, tak derivovanim rovnosti F(z,y, f(z,y)) = 0 odvodime (6).
O

Priiklad 13.1. Uréime prvni zakladni formu roviny, kruhového valce a sféry:

(a) Parametrizace roviny je f(u,v) = X 4 au + bv, pficemz muzeme bez jmy na obecnosti
predpokladat, ze vektory a, b jsou jednotkové a kolmé. Pak f! = a, f] = b, takze g11 = 1 = goo,
g12 =0, v = du? + dv?.

(b) Parametrizace kruhového vélce je f(u,v) = (rcosu,rsinu,v), takze f, =
(—rsinu,rcosu,0)a f! = (0,0,1). Odtud dostaneme g1 = f,-f, =12, g12 = go1 = f.-f} = 0,
go2 = f1 - fl =1, p1 = r?du® + dv?. Zavedenim novych soutadnic u = ru piejde ¢; na tvar
01 = du?® + dv?. Vidime tedy, ze existuji takové soufadnice, v nichz prvni zékladni formy
roviny a kruhového vélce splyvaji.

(¢c) Pifmym vypocétem odvodime, ze v piipadé sféry (viz Piiklad 11.3) vyjde @1 =
72(cos? vdu? + dv?).

Uhlem dvou kiivek na plose S prochazejicich spoletnym bodem X € S rozumime thel
jejich tecen v tomto bodé. Ze vzorecku pro 1hel vektoru ihned odvodime

Véta 13.3. Jsou-lia = a' fl +a®f) ab=0b'f! +b2f! tecné vektory krivek C a C ve spolecném
bodé X € CNC, tak pro jejich tuhel plati
aib
cosa = ’g,”, | — (1,5 jsou scitact indexy).
V9ijatal\/gijbib
Piiklad 13.2. Odvodime vzorec pro vypocet ihlu souradnicovych kiivek v = ug a v = vg
libovolné plochy se zakladni formou ¢ = gndu2 + 2g1odudv + gggdv2. Parametrické rovnice
soutadnicovych kfivek jsou u = ug,v =t a u = t,v = vg. Odpovidajici tetné vektory maji
soufadnicové vyjadieni a = (a',a?) = (1,0) a b = (b*,b?) = (0,1). Podle piedchozi véty

—_ g21
dostaneme cos o = NG

Definice. Vrstvou krivek na jednoduché plose S nazyvame takovou jednoparametrickou sou-
stavu L kiivek na S, ze kazdym bodem S prochazi pravé jedna kiivka soustavy L. Sit7 na
plose S nazyvame dvé vrstvy L1, La, jejichZ kiivky v kazdém bodé sviraji nenulovy thel. Sit
se nazyva ortogondlni, jestlize tento thel je v kazdém bodé pravy.

Piikladem sité kiivek je souradnicovd sit, kterd je tvofena dvéma vrstvami souradnicovych
kiivek plochy S (nenulovost dhlu plyne z linedrni nezdvislosti vektoru f],, f! a ze vzorecku
odvozeného v Piikladu 13.2). Tato sit je ortogonalni napi. v pifpadé sféry a kruhového vélce.
Na zékladé Prikladu 13.2 obecné dostaneme:

Disledek 13.1. Souiadnicové kiivky plochy S tvoii ortogondlni sit pravé kdyz gio = 0
v libovolném bodé plochy S.
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Podle cviceni I11/17 tuto podminku spliuje libovolna rotaéni plocha.

Lemma 13.1. Necht g;; jsou koeficienty proni zdkladni formy. Pak plati det(gi;) = g11922 —
2
912 > 0.

Diikaz. Jsou-li a, b dva vektory, tak z Cauchyovy nerovnosti |a-b| < ||al|-||b|| plyne ||a|?-|b]/* >
la - b]?, piicemz rovnost plati pouze pro kolinearni vektory a, b. Polozime-li a = f/, b = f?,
tak [[a||? = £, - f! = g11, |bl|> = ) - f = go2, a- b = g12. Je ddle ziejmé, ze vektory f, f/
nejsou kolinearni.

O]

Ze zakladniho kursu analyzy je znamo, ze plosny obsah ohrani¢ené plochy S zadané ex-
plicitné rovnici z = f(x,y) na ohranic¢ené oblasti D je dan dvojnym integralem

// L+ f2 + f2dzdy. (7)
D

Véta 13.4. Plosny obsah ohranicené plochy f(u,v) na ohranicené oblasti parametri D C R?

je roven
// \/ 911922 — gipdudv. (8)
D

Dukaz. V okoli kazdého bodu X € S muzeme plochu S zadat explicitni rovnici z = f(z,y)
(nebo y = f(x,z) nebo x = f(y,z)). Zfejmé staci probrat prvni piipad. Podle Véty 13.2
méame g11 = 1+ f2, goo =1+ ff, g12 = frf,, takze (8) prejde na klasicky vzorec (7).

O
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14 DRUHA ZAKLADNI FORMA

Definice. Piimku prochazejici bodem X € S kolmo k tecné roviné 7x S nazyvame normdlou
plochy S v bodé X. Na této norméle mame dva jednotkové vektory; vybér jednoho z nich
nazyvame orientaci normdly.

Orientaci plochy S nazyvame vybér orientace jejich normal, ktery se provede spojitym
zpusobem. Rekneme, ze plocha S je neorientovatelnd, pokud existuje takové uzaviend kiivka
C lezici na S, ze vektor n orientované normaly plochy S piejde pii spojitém pohybu po této
kfivce na opacny vektor —n.

Je-li f(u,v) lokdlni parametrizace plochy S, tak mame v kazdém bodé X € S urcen
jednotkovy vektor n = nx orientované normadly, ny = % Je tedy ziejmé, ze kazda
jednoducha plocha je orientovatelna a ze lokalné lze plochu orientovat vzdy. Globalné tomu
tak neni, prikladem neorientovatelné plochy je Mobiuv list, viz Obr. 26. U této plochy totiz
prejde jednotkovy vektor orientované normaly n po obéhu ,stiedové kruznice“ na opacny

vektor —n, viz cviceni I111/25. V dalsim budeme uvazovat pouze orientovatelné plochy.

Obr. 26: Mobiuv list a Obr. 27: Normalova kiivost

Necht C je kiivka na plose S prochédzejici bodem X € S zadand v oblasti parametrii D rovni-
cemi u = u(s), v = v(s). Pak parametrizace C v E3 je y(s) = f(u(s),v(s)). Predpokladejme
dale, ze parametr s je oblouk, takze H%‘ = 1. Z Frenetovych vzorcu plyne, ze % = Kk(s),
kde k je krivost krivky C.

. a ~. ~ ~ e ~ /7 2
Definice. Normadlovou krivosti kiivky C na plose & v bodé X rozumime ¢&islo k, = n - 373

(vpravo je skaldrni soucin vektoru).

Znaci-li a € (0, ) dhel vektoru kiivosti % s jednotkovym vektorem normaély n, tak x, =

cos a = k cos . Tedy normélova kiivost x,, je rovna velikosti (opatfené patfi¢nym

Inll|| %
znaménkem) kolmého pramétu vektoru kiivosti ‘;273 do sméru normalového vektoru n, Obr. 27.
Pfitom znaménko normélové kiivosti k,, nemé zadny hlubsi geometricky vyznam (je ziejmé, ze
k jeho zméné staci zménit orientaci plochy S). Smérem budeme v dalsim rozumét polopiimku
urc¢enou prislusnym vektorem. Protoze nenulovy vektor a € T'xS urcuje jedinou polopiimku,
tak muzeme identifikovat smér s odpovidajicim vektorem.

Véta 14.1. Normdlovad krivost je pro vsechny krivky na plose S, majici v bode X € S
spole¢nou tecnu, v tomto bodé stejnd.
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2
Diikaz. Ukazeme, ze skaldrni soucin n - d; z4vis{ jen na Z“ dv . Plat{ d—z 1l Zif + f! il“;,

d?y s [ du , dudv dv d*u d*v
— =) =+ + — —|- 5 + 1
ds? Juu <ds) 2fugg ds ds Tou ds f“ f” (1)

Tvrzeni pak plyne z toho, ze n- f, =0=n- f].
L]

M3 tedy smysl hovofit o normaélové kiivosti plochy v daném bodé a daném teé¢ném sméru.
Ptipomenme, ze kazdy teény vektor a € T'x S je tvaru a = Z—Z pro néjakou kiivku C na S, kde
v(s) je parametrizace C.

Definice. Necht a = ‘é—z € TxS je jednotkovy tecny vektor. Pak ¢islo k% =n - % nazgyvame
normdlovou kiivosti plochy S ve sméru vektoru a.

V tecéné roviné 7x S uvazujme smér uréeny jednotkovym vektorem a. Rez plochy S rovinou
urcenou timto smérem a normalou ny nazyvame normdlovym rezem plochy S ve sméru
vektoru a. Normdlovy fez je tedy rovinnd kiivka v(s) lezici na plose S, viz Obr. 28. Napf.
normalové Tezy sféry jsou hlavni kruznice.

ke TxS

Obr. 28: Normalovy ez a Obr. 29: Plocha tecen

Véta 14.2. Absolutni hodnota normdlové krivosti k% ve sméru vektoru a je rovna krivosti k
normdlového Tezu v tomto smeéru.

2
ds 2

Dukaz. Plati k¢ = ||n|| H%’ cosa=1-k-cosa, kde o € (0, 7) je tihel vektoru kiivosti 4

s jednotkovym vektorem normaly n. Protoze parametr s je oblouk, tak vektor ‘;QTZ je kolmy

k jednotkovému vektoru =t d a je tedy kolinedrni s vektorem n.
O

Tedy normalova kfivost plochy k¢ vyjadiuje ,ohybani“ plochy S ve sméru vektoru a €
TxS. Oznacime-li

hii=n-fl, hie2=han=n-f, ha=n-f, (2)

tak pravidlo, které kazdému tecnému vektoru a = (a',a?) € TxS prifadi ¢islo a(a) =
a'a’ hij, je kvadratickd forma na TxS. Analogicky jako ve 13. kapitole teény vektor a zapisu-

jeme rovnéz ve tvaru a = (du, dv).
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Definice. ¢y := hi1du? + 2hyadudv + hoadv? se nazyva druhd zdkladni forma plochy S. Cisla
hi; dand vztahy (2) se nazyvaji koeficienty druhé zdkladni formy.

Je ziejmé, Ze h;; i ¢ jsou obecné funkce proménnych u,v. Protoze % = n - %, tak z (1)
ihned plyne

Véta 14.3. Necht a = (du, dv) je jednotkovy teény vektor. Pak k& = po(a).

Je-li a = (a',a®) = (du,dv) libovolny teény vektor, tak [al|*> = ¢1(a) = gija’a’, kde g;;
jsou koeficienty prvni zdkladni formy. Pak normélovou kiivost k% ve sméru libovolného (ne
nutné jednotkového) vektoru a definujeme jako normélovou kiivost ve sméru jednotkového

a

tecného vektoru Tall Odtud plyne

lafl*

Véta 14.4. Necht a = (a', a?) = (du,dv) € TxS je libovolny vektor. Pak

o _ $2(a) _ hia'dd
"opila)  giatdd

K

Tedy normalova kiivost je podilem druhé a prvni zakladni formy. Nyni uvedeme praktické
vzorce pro vypocet koeficientii h;; druhé zakladni formy, jejichz odvozeni ponechdvame pili
laskavého ¢tendre. Je-li x = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v) soutadnicovy zapis parametrizace
f(u,v) plochy S, tak druhé derivace soutradnicovych funkei podle u a v budeme znacit indexy
i a j. Napi. x;; znacf a7,

Veéta 14.5. Je-li § zaddna parametricky, tak

L g
hij = sy el N I
911922 912 aly oyl 2
Je-li S zaddna explicitné rovnici z = f(x,y), tak
4 2 1
hig = e, hp= e, hp= ————.
I+ 2+ 17 L+ 2+ 17 L+ 2+ 17
Je-li § zaddna implicitné rovnici F(x,y,z) =0, tak
wo PR FLEL | FPL-FLE R -
R ’ R ’ R
kde R = |F.|(F? + F}? + F[?).
Piiklad 14.1. Piimym vypoctem odvodime, ze v piipadé libovolné roviny je @2 = 0.
V pifpadé kruhového vélce (r cosu, rsinu, v) vyjde o = —rdu? a v pifpadé sféry s polomérem

rje g2 = —2p; = —r(cos? vdu® + dv?).

Definice. Bod X € § se nazyva plandrnim bodem plochy S, jestlize v tomto bodé mé tecna
rovina styk 2. fddu s plochou §.

Véta 14.6. Bod X = f(up,v0) € S je plandrni prdvé kdyz v tomto bodé po = 0, tj.
hij(ug,vo) = 0. Souvisld plocha, jejiz kazdy bod je plandrni, je ¢dsti roviny.
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Dukaz. Rovnici teéné roviny 7xS muzeme napsat ve tvaru skaldrniho sou¢inu n(ug, vg) - (Y —
f(ug,v9)) =0, kde Y € E3. Pro vysetfeni jejiho styku s plochou S uvazujme funkei ¥(u,v) =
n(uo, vo)- (f(u,v)— f(up,vo)) z Véty 12.2. Plati %—‘5 = n(ug,vo)- fl, =0, %—%’ = n(ug,vo)- fl, = 0.
Druhé derivace jsou tvaru

0¥ (ug, v %W (ug, v
éugo) = ’I’L(’UJO,’UO) . fgu(/UvaUO), a(uaovo) — n(u()aUO) . fgy(UO,UO),
0%V (ug, v
(0.20) g ) 2 oo

Porovndnim s (2) obdrzime prvn{ tvrzeni. Derivaci vztahu n - f, =0 a n - f, = 0 dostaneme

- futne =0, w - it Sl =0,
nfhAnc fl, =0, nl-fitn-fl,=0. (3)

Dale, protoze n je jednotkovy vektor, tak derivaci rovnosti n - n = 1 dostaneme
n-nl, =0, n-n,=0. (4)

Je-li kazdy bod planarni, tak se podle prvniho tvrzeni a (2) anuluji druhé ¢leny v kazdé
z rovuic (3). Podle prvni a ttet{ rovnice (3) a podle prvni rovnice (4) je vektor n!, kolmy ke
tfem linedrné nezavislym vektorum n, f], f/. Tedy n!, je nulovy vektor. Analogicky ukdzeme,
ze n}, je nulovy vektor. Tedy normélovy vektor n je konstantni, n = ng. Polozme nyni ¢ (u, v) =
no - (f(u,v) — f(ug,vp)). Pak g—fﬁ =ng-fl =0a g—f = ng - f} = 0, takze 1 je konstantn{
funkce. Pritom v (ug,v9) = 0, tedy ¥ (u,v) = 0. To znamend, ze celd plocha S lezi v te¢né
roviné jdouci bodem f(ug,vp). O

Dusledek 14.1. Bod X € S je planarni pravé kdyz pro libovolny tecny vektor a € TxS
plati k% = 0.

Definice. Bod X € S se nazyva sférickym bodem plochy S, jestlize existuje sféra, ktera ma
v tomto bodé styk 2. fadu s plochou S.

Podle predchoziho piikladu je v pripadé sféry o = —%gpl.

Véta 14.7. Bod X = f(ug,v0) € S je sféricky pravé kdyz forma p2(ug,vo) je konstantnim
ndsobkem formy 1(ug,vo). Souvisld plocha, jejiz kazdy bod je sféricky, je édsti sféry.

Diikaz. Protoze plocha & mé v bodé f(ug,vg) se sférou styk 1. fadu, tak lezi stied této sféry
na norméle plochy S. Ozna¢ime-li fy = f(up,vp), no = n(ug,vy), tak stiedem sféry je bod
fo+tng. Rovnici sféry o tomto stredu a poloméru ¢t muzeme napsat ve tvaru skaldrniho souc¢inu
(Y — fo—tng) - (Y — fo —tng) —t? = 0. Pro vysetieni jejiho styku s plochou S uvazujme funkci
U(u,v) = (f — fo—tno) - (f — fo—tng) —t? z Véty 12.2. Pak plati %g—‘g =(f—fo—tno) - fl,
%%—%’ = (f — fo — tng) - f}. Tyto derivace se pro (ug,vp) anuluji, nebot styk 1. fddu mame
zarucen geometrickou volbou situace. Druhé derivace jsou %% = fi-fo+(f = fo—tno)- fll,,

2 2 . /s
%gug; =fl-fl.+(f = fo—tno)- fll,, %%T‘S =fl-fi+(f = fo—tng)- fll,. Jejich anulovani
v bodeé (ug,vp) znamend

0 = g11(uo, vo) — thi1(uo, vo) = g12(uo, vo) — thiz(uo, vo) = g22(uo, vo) — thaa(uo, vo), (5)
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coz je prvni tvrzeni véty. Necht nyn{ (5) plat{ v kazdém bodé. Z (3) a (5) dostaneme f, - (n], +
P10 =0, (1)) =0, fy - (ng + ££1) = 0, f}, - (), + £ ) = 0. Podle (4) plati rovnéz
n-(n,+1f,) =0,n-(n,+1f)) = 0. Tedy nasledujici vektory jsou kolmé ke tiem linedrné
nezavislym vektorim a jsou proto nulové:

1 —

Der1vac1 podle u resp. podle v dostaneme nl o+ 2 () gl = ﬁ, nl+2 (1) fr+ipr =
0. Tedy 2 = (;) - ( ) [l = T a protoze vektory f,, f{] jsou linedrné nezavislé, tak musi
platit a% (%) =0, 88@ (7) = 0. Tedy t = konst a podle (6) je bod f+ tn pevny. Protoze kazdy
bod plochy S mé od tohoto bodu konstantni vzdalenost ¢, tak S musi byt ¢asti prislusné sféry.

]

Jako cviceni snadno ovéifme, ze paraboloid z = 22 4+ y? m4 jediny sféricky bod (0,0,0).
Ponékud pracnéjsi je ukazat, ze trojosy elipsoid méa 4 sférické body.

15 ASYMPTOTICKE SMERY PLOCHY

Definice. Smér v tecné roviné 7x S urceny vektorem a € T'x S se nazyva asymptoticky, jestlize
normalova kfivost k% v tomto sméru je rovna nule.

7 Véty 14.4 bezprostiedné vyplyva

Véta 15.1. Nenulovy tecny vektor a = (du, dv) € TxS patii do asymptotického sméru plochy
S prdvé kdyz splnuje rovnici ga(a) =0, tj.

hiydu® + 2hyadudv + haadv® = 0. (1)
7 Dusledku 14.1 déle plyne

Véta 15.2. V plandrnim bodé je kazZdy smér asymptoticky.

Polozme p = d—“. Pak je ekvivalentni kvadratické rovnici hi1p? + 2hi2p + has = 0, pro
p ] p p

jejiz koteny plati p1o = “ha - Fp—hahas . Pro det(hj;) < 0 dostaneme dva redlné asympto-
tické smery, pro det(h;;) = 0 oba tyto sméry splynou a pro det(h;;) > 0 dostaneme imaginarn{
kofeny, tj. zadny asymptoticky smeér.

Definice. Neplandrni bod se nazyva elipticky (resp. hyperbolicky, resp. parabolicky), jestlize
v tomto bodé plati det(h;;) > 0 (resp. det(h;;) < 0, resp. det(h;j) = 0).

V dalsim uvidime, ze geometricky lze tyto pojmy znazornit obrazkem 30.

SN i

Obr. 30: Typy bodu na plose
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Definice. Kiivka C na plose S se nazyva asymptotickd krivka plochy S, jestlize v libovolném
jejim bodé je jeji te¢na asymptotickym smérem plochy S.

Je-li u = u(t), v = v(t) rovnice asymptotické kiivky plochy S, tak jeji tecny vektor je (du, dv).
Tedy (1) je diferencidlni rovnici asymptotickych kiivek.

Poznamka 15.1. Je ziejmé, ze plati:
1. Na plose s pouze eliptickymi body zadné asymptotické kiivky neexistuji.

2. Na ploSe s pouze hyperbolickymi body existuji dvé vrstvy asymptotickych kiivek, které
dohromady tvoif asymptotickou sit.

3. Na plose s pouze parabolickymi body existuje jedna vrstva asymptotickych kiivek.

Piiklad 15.1. Z tvaru druhé zakladni formy v Piikladu 14.1 vidime, Zze na kruhovém vélci
jsou vSechny body parabolické a na sféfe jsou vSechny body eliptické. Je rovnéz ziejmé,
ze asymptotickymi kiivkami valce jsou pravé vertikalni piimky (povrsky). Déle snadno od-
, - s 1z . 2 2 _ 2 2_ 4,2 =
vodime, Ze u hyperbolického paraboloidu z = x“—y~* je ¢ e (dz=—dy*), takze tato
2

plocha m& vsechny body hyperbolické. Rovnéz u jednodilného hyperboloidu 2—; + z—j -5=1
bezprostifedné odvodime, ze vSechny body jsou hyperbolické, viz Obr. 31 a 32.

Obr. 31: Jednodilny hyperboloid a Obr. 32: Hyperbolicky paraboloid

Piipomenme, ze oskula¢ni rovina prostorové kiivky neni definovana v jejich inflexnich bodech.

Véta 15.3. Krivka C C S je asymptotickd prdavé kdyzZ v kazZdém bodé jeji oskulacni rovina
bud’ splyjvd s teénou rovinou plochy nebo neni definovdna.

Dukaz. Je-liu(t), v(t) parametrizace kiivky C v oblasti parametru, tak parametrické vyjadreni
d2

P
tyto linedrné nezavislé. Pritom vektor Z—z lezi v te¢né roviné xS, takze w = 7xS pravé kdyz

C v Esje~y(t) = f(u(t),v(t)). Jeji oskulacni rovina w je urcena vektory Cfl—z a pokud jsou

n L ‘22727, tj. n - ‘227; = 0. Toto v8ak podle definice w9 znamend, ze @s(du,dv) = 0. Jedné-li se

o inflexn{ bod, tak %H%, takze rovnéz plati n - ZQT;/ = 0. Naopak, je-li p2(du,dv) = 0, tak
n- fT;Y = 0 a dostaneme tytéz diskutované piipady.

0
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Protoze ptimka je charakterizovana tim, ze kazdy jeji bod je inflexni, tak plati:
Dusledek 15.1. Lezi-li na S primka, tak je to asymptoticka kiivka plochy S.

Priklad 15.2 ,

2 2
(a) Na jednodilném hyperboloidu £ + ¥z — % = 1 lezi 2 soustavy pifmek (tj. asympto-
tickych kiivek), pficemz kazda piimka jedné soustavy protind kazdou piimku druhé sou-

stavy, kdezto kazdé dvé piimky jedné soustavy jsou navzajem mimobézné. Upravou totiz

dostaneme (z )( ) = ( )( 3). Pak rovnice pfimek prvni soustavy jsou
kq (% é) k:g( %) k:g (% %) = kl( 5) a rovnice pifmek druhé soustavy jsou
ki(242) = ko (14+Y), ko (2—2) = ki (1—¥), kde k1,k2 € R jsou libovolna &isla (ni-

koli obé soucasné rovna nule)
x

(b) Na hyperbolickém paraboloidu a—; — g—z = 2pz (Obr. 32) lezi 2 soustavy piimek, které
maji stejné vlastnosti jako soustavy primek jednodilného hyperboloidu. Rovnice ptimek prvni
soustavy jsou ki (% — %) = koz, ko (% + %) = k1 a rovnice piimek druhé soustavy jsou
ki (24 %) = koz, ko (2 —¥) = ky. Je ziejmé, Ze v eliptickém bodé je znaménko normalové
kiivosti vSude stejné, takze celd plocha lezi na jedné strané tecné roviny (piikladem je sféra
nebo elipsoid). Na druhou stranu, v hyperbolickém bodé ndm dva asymptotické sméry oddéluji
¢asti plochy, v nichz je norméalova kiivost kladnéd a zdpornd. V kladné ¢éasti lezi normélové
fezy nad plochou, v zdporné ¢asti pod plochou. Plocha tedy lezi na obou strandch své teéné
roviny.

Piiklad 15.3. Asymptotickymi sméry plochy z = xy jsou osa = a osa y, které na této plose
lezi. Te¢né rovina v pocatku je z = 0. Dale, pro x > 0,y > 0 nebo x < 0,y < 0 je plocha nad
tecnou rovinou a pro x > 0,y < 0 nebo x < 0,y > 0 je plocha pod te¢nou rovinou. Vsimnéme
si, ze transformace soutadnic © =T 4+ 7, y = T — § dava rovnici hyperbolického paraboloidu
2z =32 -7

Kazdy bod Y lezici v teéné roviné 7x S muzeme ztotoznit s jeho pruvodicem, tj. s teénym
vektorem ¢ = XY € TxS. Oznatme x,y souradnice tohoto vektoru v bézi uréené te¢nymi
vektory f!, f/ v bodé X.

Definice. Dupinova indikatriz v neplanarnim bodé X € S je mnozina bodu teéné roviny
xS takovych ze ]h11x2 + 2hiozy + h22y2] = 1.

Jednd se tedy o kiivku 2. stupné lezici v 7xS popsanou rovnici |pa(a)| = 1. Podle Véty

14.4 je k% = nggg = ﬁi(ll?’ takze pa(a) = K% - ||al|?. Odtud je vidét, ze Dupinovu indikatrix

1ze rovnéz charakterizovat rovnosti

1
‘H%’ = Ha’H2 (2)

Geometricky tedy Dupinova indikatriz vyjadruje mnoZinu koncovijch bodu teénych vektoru
s pocatkem v bodé p, v jejichZ sméru je absolutni hodnota normalové krivosti rovna prevrdcené
hodnoté kvadrdtu jejich velikosti.

Véta 15.4. Dupinova indikatriz je jednou z ndsledujicich mnoZin bodu:

1. 'V eliptickém bodé det(h;;) > 0 je to elipsa. Tato elipsa je kruznici prdvé ve sférickych
bodech plochy S.

2. 'V hyperbolickém bodé det(h;j) < 0 je to dvojice sdruZengch hyperbol i b2 = +1.
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3.V parabolickém bodé det(h;;) = 0 je to dvogice rovnobéznych primek.
\/

elipticky bod  hyperbolicky bod  parabolicky bod

Obr. 33: Dupinova indikatrix

Dukaz. 7 teorie kuzeloseCek plyne, Ze rovnice hi1x? + 2hioxy + h22y2 = 1 predstavuje pro
det(h;;) > 0 elipsu a pro det(h;;) < 0 dvojici hyperbol. V eliptickém bodé je podle (2)

a Véty 14.4 piislusna elipsa kruznici pravé kdyz zfgzg = c. Toto nastane podle Véty 14.7

praveé ve sférickych bodech. Nakonec, pro det(hi;) = 0 je hia = v/hi1v/ha2, takze 1 = hiix? +

2v/h11vVhooxy+haoy? = (Vhi1o++v/hoay)?, coz déva dvé rovnobézné pitmky /hi1x++/haoy =
+1.

O]

D4 se rovnéz ukazat, ze Dupinova indikatrix v neplandrnim bodé X € S udava priblizny
tvar kiivky, kterd je prunikem plochy & s rovinou a rovnobéznou s tecnou rovinou 7xS,
pricemz « je ,malo vzdalena® od 7xS. Je déle ziejmé, ze v hyperbolickém bodé jsou asympto-
tickymi sméry pravé sméry asymptot hyperbol a v parabolickém bodé je asymptotickym
smérem smeér osy dvojice piimek.

16 GAUSSOVA KRIVOST PLOCHY

Definice. Hlavnimi sméry v nesférickém bodé X € S rozumime sméry a € TxS, v nichz
nabyva normélova kiivost k% v bodé X své extremalni hodnoty. Ptislusné maximélni a mi-
nimélni hodnoty &1, ko normalové kiivosti nazyvame hlavnimi kiivostmi a kiivky na plose &
dotykajici se hlavnich sméru nazyvame hlavnimi krivkams.

Tedy hlavni kiivosti vyjadiuji maximalni a minimalni ,ohybani“ plochy v daném bodé.
Napi. v piipadé kruhového vélce 22 + 2 = r? je minimélni hodnotou x; = 0 (ve sméru
povrchovych pifmek) a maximélni hodnotou je kg = 1 (ve sméru horizontdlnich kruznic).
Hlavnimi kfivkami kruhového valce jsou tedy povrchové piimky a horizontalni kruznice, viz
Obr. 34.

Je ziejmé, ze hlavni sméry jsou pravé sméry os Dupinovy indikatrix v nesférickém bodé.
Ptitom osy Dupinovy indikatrix v eliptickém bodé definujeme jako osy elipsy, v hyperbolickém
bodé jako spolecné osy obou hyperbol a v parabolickém bodé jako osu rovnobéznych piimek
a piimku na ni kolmou. Tedy na plose bez plandrnich a sférickijch bodu existuje ortogondlni
sit hlavnich krivek.
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Véta 16.1. Nenulovy vektor a = (du,dv) € TxS je hlavnim smérem plochy S pravé kdyz
jeho souradnice vyhovuji rovnici

dv? —dudv du?®

gin g1z g22|=0. (1)
hi1 hia  ho

o St Bt = _ du x .0 _ h11p®4+2hi2pthos
Dtotlj:az. Uvazujeme-li smér p = 9, tak podle Véty 14.4 plati x;, = PRVENT Ty Toto
muzeme napsat ve tvaru

K0 (g110% + 20129 + g22) — (h11p” + 2h12p + haa) = 0. (2)

. 7’ 7. P
Derivaci podle p a dosazenim d;—; = 0 dostaneme

kP (g11p + g12) — (hi1p + hi2) = 0. (3)

Vynéasobenim (—p) a prictenim k (2) obdrzime

k(9120 + 922) — (ha2p + ha2) = 0. (4)

Hlavni sméry jsou tedy takové sméry, pro které existuje xj, splitujici (3) a (4). V obecném

pripadé maji rovnice a1x = asz, azx = a4 spolecné feseni prave kdyz Z—f = %’ tj. kdyz 0 =
ap az

a1a4 — azas = .V (3) a (4) méme z = kh, takze se jedna o anulovdn{ determinantu 2.
az

iadu sestaveného z linedrnich funkei u xf. Zpétnym dosazenim p = % do tohoto determinantu
grdu + gizdv  hiidu + higdv

a vynasobenim dv dostaneme Gradu + goadv  hyad + hodv

=0, coz je ekvivalentni s (1).
O

Tedy (1) je diferencidlni rovnici hlavnich kiivek, ktera je 1. fadu a 2. stupné (podobné jako
diferenciélni rovnice asymptotickych kiivek). Na zdkladé geometrické konstrukce zde vsak ma
prislusna kvadraticka rovnice vzdy realné koreny. Dostavame tedy dvé vrstvy hlavnich krivek,
které dohromady tvoii sit hlavnich krivek.

Véta 16.2. Hlavni krivosti k1 a ko jsou koteny kvadratické rovnice

kg1 — h11 kg2 — hi2
= 0. 5
kg2 — hi2  Kgoo — hoo (5)

Dukaz. Hlavni kiivosti jsou ty hodnoty k, pro néz existuje p s vlastnostmi (3) a (4). Toto
upravime na tvar p(giik — hi1) + kgi2 — hi2 = 0, p(gi2k — hi2) + Kg22 — hoe = 0. Dale
pokracujeme analogicky jako v dukazu predchozi véty.

O

Kfivost plochy v daném bodé posuzujeme podle aritmetického prumeéru a souc¢inu hlavnich
krivosti plochy v tomto bodé. Definujeme proto

Definice. Necht k1 a kg jsou hlavni kiivosti v nesférickém bodé X € S. Jejich soucin K =
K1 - k2 nazyvame Gausssovou (Uplnou) krivosti a jejich prumér H = % nazyvame stredni
krivosti plochy & v bodé X.
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Véta 16.3. Pro Gaussovu a stiedni krivost plati

K= det(h;;) I — g11hae — 2g12h12 + 922h11'

det(gij)’ 2det(g;5)

Dikaz. Rovnici (5) muzeme upravit na /iQ-det(gij) —r(g11h22—2g12h12+gaoh11)+det(h;j) = 0.
Jsou-li k1 a kg kofeny této rovnice, tak ze vztahu mezi kotreny a koeficienty kvadratické rovnice

dostaneme K = k1 - ko, H = %

O
Podle Lemmatu 13.1 je vzdy det(gi;) > 0, takze plati

Disledek 16.1. Elipticky bod je charakterizovin podminkou K > 0, hyperbolicky
podminkou K < 0 a parabolicky bod podminkou K = 0.

Tedy v eliptickém bodé maji hlavni kiivosti k1 a ko stejnd znaménka a v hyperbolickém
bodé maji opa¢na znaménka. V plandrnim bodé jsou vS8echny normalové kiivosti nulové a
v parabolickém bodé je pravé jedno z ¢isel k1, ko2 rovno nule.

V plandarnim bodé definujeme Gaussovu kiivost rovnu nule. Podle Piikladu 14.1 je
v piipadé libovolné roviny h;; = 0. Odtud dostaneme K = H = 0, takze ,rovina neni kiiva“.
Ve sférickém bodé je normélova kiivost ve vSech smérech stejnd, takze Gaussovu kiivost plo-
chy v jejim sférickém bodé definujeme jako soucin normélovych kfivosti v libovolnych dvou
smérech.

Véta 16.4. Gaussova krivost sféry o poloméru r je rovna K = T%

Dukaz. Normalové fezy jsou kruznice o poloméru r, jejichz kiivost je %

Obr. 34: Hlavni kiivky vélce a Obr. 35: Pseudosféra

Priklad 16.1 (Pseudosféra). Pseudosféra je rota¢ni plocha, kterd vznikne rotaci kiivky
(zvané traktrir) s parametrickymi rovnicemi # = asinv, z = a(Intgg + cosv) kolem osy
z, viz Obr. 35. Je-li f(u,v) = (z(v)cosu,z(v)sinu, z(v)) libovolna rotaéni plocha, tak na

zakladé Veéty 16.3 uréime jeji Gaussovu kiivost K = i((:)) ZN(?izfégzg;g;((?)z)/(v). V pripadé pseu-

dosféry pak dosazenim dostaneme K = —a%. Tedy pseudosféra je piikladem plochy, ktera ma
konstantni zdpornou Gaussovu kiivost K.
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Poznamenejme, ze stiedni kiivost H hraje dulezitou roli pii studiu tzv. minimélnich ploch
(minimélni plocha je plocha s nejmensim plosnym obsahem ze vSech ploch s danou hranici).
D4 se ukazat, ze takovéto plochy jsou charakterizovany vlastnosti H = 0. Nasledujici vétu
nebudeme dokazovat. Jedna se o hluboky vysledek, ktery povazoval F. K. Gauss za jeden
ze svych nejcennéj$ich matematickych uspéchu. Poznamenejme pouze, Ze jeji latinsky nazev
theorema egregium znamend v piekladu znamenita véta.

Véta 16.5 (Theorema egregium). Gaussovu kiivost plochy lze vyjddrit pouze pomoci koefici-
enti g;; pront zdkladni formy a jejich prunich a druhiyjch parcidlnich derivaci.

Poznamka 16.1. V predchozich kapitolach jsme ukézali, ze k feseni fady problému z teorie
ploch staci znat koeficienty prvni a druhé zakladni formy plochy. Vzniké tak pfirozena otazka,
do jaké miry tyto koeficienty danou plochu uréuji. Podle véty Theorema egregium lze vyjadrit
Gaussovu kfivost K pouze pomoci koeficientii g;; a jejich prvnich a druhych derivaci. Na druhé
strané, ve vzorci z Véty 16.3 pro K vystupuji koeficienty g;; i h;;. To znamend, Ze mezi koe-
ficienty prvni a druhé zakladni formy musi existovat netrividlni vztahy. Tyto pomeérné slozité
rovnice (které zde nebudeme odvozovat) se nazyvaji Gaussovy-Mainardiovy-Codazziovy rov-
nice (zkrdcené G-M-C rovnice). Podle Véty 10.10 je prostorové kiivka tiplné urcéena svou
kiivosti k > 0 a torzi 7, pficemz k > 0 i 7 muzeme piedepsat libovolné. V piipadé ploch
se d& ukézat, ze jsou-li v néjaké oblasti parametru zaddny dvé kvadratické formy takové, ze
prvii je pozitivné definitni a koeficienty g;; a h;; téchto forem splnuji G-M-C rovnice, tak
lokalné existuje plocha, pro kterou tyto kvadratické formy predstavuji prvni a druhou zakladni
formu. Tento vysledek se nazyva Petersonova—Bonnetova véta. Tedy koeficienty prvni a druhé
zékladni formy tvori uplny systém geometrickych veli¢in, které charakterizuji danou plochu.
Tyto koeficienty vSak nemuzeme predepsat libovolné, ale musi mezi nimi platit G-M-C rov-
nice.

17 PRIMKOVE PLOCHY

Definice. Jednoparametrickou soustavou primek v FEs rozumime zobrazeni, které kazdému
t € (a,b) pritazuje piimku p(t). Piimka p(t) se nazyva tvorici primkou této soustavy.

Piimku p(t) uréime zadédnim jednoho bodu ¢(t) € p(t) a nenulového smérového vektoru
h(t) € V3. Libovolny bod piimky p(t) ma pak tvar

f(t,v) = g(t) +vh(t), veR. (1)

Jsou-li g : (a,b) — E3 a h: (a,b) — V3 tiidy C" (pfipomindme, ze toto bylo definovéno v 6.
kapitole), tak (1) je funkce (resp. pohyb) dvou proménnych ¢,v s hodnotami v E3, kterd je
rovnéz tiidy C". Aby (1) bylo parametrickym vyjadrenim néjaké plochy s parametry ¢ a v, tak
vedle injektivnosti f musime navic predpokladat, ze vektory %t =g'(t) + vh/(t) a % = h(t)
jsou v kazdém bodé linearné nezéavislé.

Definice. Plocha & C Ej3 se nazyva primkouvd, jestlize je ¢asti jednoparametrické soustavy
primek.

V piipadé piimkové plochy hovofime rovnéz o tvotici piimce, i kdyz to muze byt jen
cast primky. Tedy pfimkova plocha je takova plocha, jejimz kazdym bodem prochézi alespon
jedna piimka, lezici celd na plose. Funkci g muzeme rovnéz interpretovat jako parametrické
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vyjadieni néjaké kiivky C (tzv. ridici krivky). Piimkova plocha pak vznikd pohybem tvorici
piimky podél fidici kiivky C, pficemz tvorici piimka je v kazdém bodé g(t) € C urcena
vektorem h(t).

Obr. 36: Obecny kuzel a Obr. 37: Obecny vélec

Priklad 17.1 (Obecny kuzel, obecny vélec a plocha tecen).

(a) Piimkova plocha, jejiz vSechny tvorici piimky prochazeji pevnym bodem A € FEjs, se
nazyvéa obecny kuzZel, Obr. 36. Tedy g(t) = A € E3 je pevny bod a parametrizace kuzele je
tvaru

F(t,v) = A+ vh(t). (2)

Ukédzeme, ze (2) je parametrizace plochy pro v(h' x h) # 0. Skutecne, f{ = vb/, fl = h, takze
J{x fl=wv(h' x h). Pro v = 0 obdrzime vrchol kuzele a jestlize b’ x h = 0, tak dostaneme
vektorovou diferencidlni rovnici h'(t) = k(t)h(t), kde k(t) je redlnd funkce. Snadno ovéiime,
ze tato rovnice ma teSeni h(t) = I(t)b, kde [(t) je redlnd funkce a b € V3 je pevny vektor. Pro
v#0ah xh= ﬁ bychom tedy dostali f(¢,v) = A+ vl(t)b, coz je dvouparametricky pohyb
po pevné piimce, nikoli plocha.

(b) Pfimkové plocha, jejiz vsechny tvofici piimky jsou navzajem rovnobézné, se nazyvé obecny
vdlec, Obr. 37. Tedy h(t) = a € V3 je pevny nenulovy vektor a parametrizace vélce je tvaru

ft,v) =g(t) + va. (3)

Napf. kruhovy vélec (rcost,rsint,v) obdrzime volbou g(t) = (rcost,rsint,0), a = (0,0,1).
Ukédzeme, ze pokud ¢'(t) x a # 6>, tak (3) je parametrizace plochy. Skutecné, f; x f/ =
§(t) xa+# 0 v pipade plochy. Plati-li viak v kazdém bods ¢'(t) x a = 0, tak ¢(t) = k(t)a,
kde k(t) je redlnd funkce. Tedy tecny vektor ke kiivce g¢(t) je v kazdém bodé kolinedrni
s vektorem a, coz je singuldrni piipad (pohyb po piimce).

(c) Necht g(t) je parametrizace Fidici kiivky C bez inflexnich bodu a uvazujme v kazdém bodé
krivky C jeji tetnu. Dostaneme tak plochu tecen, Obr. 29

f(t,v) = g(t) +vg'(t). (4)

Plati f} = ¢'(t) + vg"(t), f, = ¢'(t), takze f] x fl =v(g"(t) x ¢'(t)). Protoze C nemd inflexni

body, tak (¢"” x ¢') # 0. Tedy (f] x fl) = I praveé kdyz v = 0, tj. pravé v bodech kiivky C.
Muzeme konstatovat, ze (4) je parametrizace plochy ve vsech bodech kromé fidici kiivky C,
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kterou musime z plochy vyjmout. Tato kiivka se nazyvé hrana vratu plochy tecen. Vysvétlime
nyni duvod nézvu hrana vratu. Uvazujme kiivku g(¢) a ozna¢me v(t) jeji normélovou rovinu
v libovolném bodé. Necht déle h(t) znaci prunik roviny v(t) s plochou tecen g(t) + vg'(t)
kiivky g(t). Ukdzeme, ze h/(tg) = 0 v bodech kiivky g(t). Znag¢i-li v(t) parametr odpovidajici
pruseciku plochy tecen s rovinou v(t), tak h(t) = g(t)+v(t)g'(t). Staci tedy ukézat, ze h'(ty) =
I pro v(tg) = 0. Protoze h'(tg) = ¢'(to) + v'(to)g' (to) + v(to)g (to), tak staci ukazat, ze pro
v(tg) = 0 plati v/(tp) = —1. Rovnici roviny v(tp) muzeme napsat ve tvaru ¢’ (to)-(Y —g(to)) = 0,
takze ¢'(to) - (g(t) + v(t)g'(t) — g(to)) = 0. Derivaci dostaneme ¢'(to) - (¢'(t) + v'(t)g'(t) +
v(t)g"(t)) = 0. Dosazeni t = to dava ¢'(to) - ¢’ (to) + v'(t0)g' (to) - ¢’ (to) = 0, takze v'(tg) = —1
a tedy h/(tg) = 0. Tato podminka znamend nulovou rychlost, tj. bod vratu podobné jako
u semikubické paraboly (¢2,¢%) na Obr. 1.

Piiklad 17.2 (Piimkové kvadriky a konoid).

(a) Uvazujme 3 mimobézKky q1, g2, q3 a kazdym bodem A € g3 ved me pticku mimobézek g1, ga.
V projektivni geometrii se ukazuje, ze takto dostaneme kvadriku (tzv. primkovou kvadriku).
Pokud vezmeme 3 piimky 71, r2, 73 vzniklé soustavy (rovnéz mimobézné) a zopakujeme vyse
uvedenou konstrukci vzhledem k nim, tak dostaneme druhou jednoparametrickou soustavu
pitmek na téze kvadrice. Tato nova soustava ptritom obsahuje q1, ¢, g3. Priklady ptimkovych
kvadrik jsou jednodilny hyperboloid a hyperbolicky paraboloid (viz Piiklad 15.2 a Obr. 31 a
32).

(b) Mé&jme dénu rovinu p, pifmku ¢ a kiivku C. Kazdym bodem ktivky C ved me ptimku, kterd
protind ¢ a je rovnobéznd s p. Takto vznikld piimkova plocha se nazyva konoid. Je-li ¢ kolma
k p, tak hovotime o primém konoidu, v opacném piipadé o kosém konoidu. Kazdy konoid
se obvykle nazyva podle kiivky C. Napi. sroubovy konoid je uréen Sroubovici (cost,sint, bt)
(=kiivka C), pficemz p je rovina z = 0 a ¢ osa z. Parametrizace Sroubového konoidu je pak
f(t,v) = (vecost,vsint,bt), viz Obr. 38. Piikladem kosého konoidu je parabolicky konoid na
Obr. 39, ktery je urc¢en parabolou.

Obr. 38: Sroubovy konoid a Obr. 39: Parabolicky konoid

Priklad 17.3. Uvedeme tvar parametrizace (1) nékterych zndmych piimkovych ploch.
a) Hyperbolicky paraboloid z = zy: f(t,v) = (¢,0,0) + v(0, 1,¢).
b) Hyperbolicky paraboloid z = 22 — y?: f(t,v) = (¢,0,t?) + v(1,1,2t).

¢) Pliickeruv konoid z = ng;/z: f(t,v) = (0,0,sin 2t) + v(cost,sint, 0).

)
d) Kuzel z = y/22 4+ y?: f(t,v) = (vcost,vsint,v).

(
(
(
(
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Definice. Piimkova plocha se nazyva rozvinutelnd, jestlize podél kazdé tvorici primky je
tecnd rovina ve vSech bodech stejna.

Tedy vSechny te¢né roviny rozvinutelné piimkové plochy tvoii jednoparametrickou soustavu,
jejiz obalkou je dana plocha.

Véta 17.1. Primkovd plocha f(t,v) = g(t) + vh(t) je rozvinutelnd prdvé kdyz pro kazZdé t
plati [g'(t), h(t), h'(t)] = 0.

Diikaz. Podminka véty je ekvivalentni komplandrnosti vektoru ¢'(t), h(t), h'(t) a toto je
ziejmé ekvivalentni tomu, ze vektory ¢'(t) x h(t), h/(t) x h(t) jsou kolinedrni. Normdlovy
vektor plochy f(t,v) mé tvar

Fix £y = (g x by + vl x ), (5)

1. Jsou-li vektory (¢’ x h) a (R’ x h) kolinedrni, tak prava strana (5) je pro libovolné v kolinedrn{
s vektorem h' x h. Tedy normélovy vektor (5) ma pevny smér podél tvorici piimky a plocha
je rozvinutelna.
2. Je-li plocha f(t,v) rozvinutelna, tak jeji normalovy vektor musi mit pevny smér podél
tvorici primky, takze smér normély (5) nezavisi na v. To je mozné pouze v pripadé, ze vektory
(¢" x h) a (B x h) jsou kolinedrni.

O

Dusledek 17.1. Obecny kuzel, obecny vélec a plocha tec¢en jsou rozvinutelné primkové plo-
chy.

Na druhou stranu, pfimkova kvadrika zfejmé rozvinutelna neni. Te¢na rovina podél tvorici
primky je totiz urcena tvorici piimkou a pfimkou druhé soustavy. Ta je ale dana ptickou dvou
mimobeézek, takze tecnd rovina nemuze byt pevna.

Definice. Tvorici piimka p(tg) = g(to) + vh(ty) piimkové plochy (1) se nazyvé cylindrickd,
jestlize vektor h'(tg) je kolinedrni s h(tp).

Véta 17.2. Primkovd plocha, jejiz kaZdd tvorict primka je cylindrickd, je obecny wvdlec.

Dikaz. 7 vektorové diferencidlni rovnice h'(t) = k(t)h(t) (kde k(t) je redlnd funkce) plyne
h(t) = I(t)a, kde [(t) je redlnad funkce a a € V3 pevny vektor. Muzeme tedy psét f(t,v) =
g(t) + vl(t)a, coz je vélec s jinou parametrizaci tvoricich piimek.

O

Véta 17.3. Rozvinutelnd primkovd plocha bez cylindrickijch primek je bud plocha tecen nebo
kuZel.

Diikaz. Tecnd rovina, kterd je pevnd podél tvorici primky, je uréena vektory f/ = ¢'(t)+vh'(t),
Il = h(t). V jejim zamérenf lezi pro dvé hodnoty v1 # ve vektory ¢'(t)+uv1h/(t) a ¢’ (t)+vah/ (¢)
a tedy také vektor h'(t). Protoze vektory h(t) a h'(t) jsou nekolinedrni, tak tvori bézi zameéreni
teéné roviny. Vektor ¢'(t) je tedy jejich linedrni kombinaci tvaru ¢'(t) = k(t)h(t) + 1(t)h'(t),
kde k(t) a I(t) jsou redlné funkce. Pro bod g(t) = g(t) — l(t)h(t) na tvorici piimce pak plati
g ) =4'(t) = U(t)h(t) — L)W (t) = (k(t) — U'(t))h(t). Jestlize k(t) — U'(t) # 0, pak je vektor
h kolinedrni s vektorem ¢’ a dostaneme plochu tecen. Pokud vsude plati k(t) — I'(t) = 0, tak
L = T ) _
g = 0.V tomto ptipadé je g konstantni vektor a dostaneme kuzel.

O
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Uvazujme jednoparametrickou soustavu rovin
F(z,y,2,t) = alt)z + b(t)y + c(t)z +d(t) =0, t € (a,b) (6)

a hledejme jeji obalku. Oznacme n(t) = (a(t), b(t), c(t)) normélovy vektor soustavy (6). Znaci-
i w= (z,y,2) libovolny bod (uvazovany nyni jako vektor) tak muzeme napsat (6) ve tvaru
skalarniho soucinu

n(t) - w +d(t) = 0. (7)
Podle (9) v 12. kapitole je charakteristika vedle (7) uréena jesté rovnici %—f =0, tj.
W (#) - w -+ d () = 0. (8)

Resen{ soustavy (7), (8) mizeme geometricli}; interpretovat jako prunik dvou rovin, které tyto
rovnice predstavuji. Pokud n(t) x n'(t) # 0, tak jsou tyto roviny ruznobézné a protinaji se
v pifmee. Je-li tedy n(t) x n/(t) # 0, tak je charakteristikou piimka. Pak charakteristickou
mnozinou soustavy (6) je jednoparametricka soustava piimek

g(t) + vh(t) (9)

kde h(t) je feSeni zhomogenizované soustavy n(t) -w = 0, n/(t) -w = 0 a g(t) je jedno reseni
nehomogenni soustavy (7), (8). Pridejme k (7) a (8) jesté dalsi rovnici

n"(t) - w+d'(t) =0 (10)

a uvazujme soustavu (7), (8), (10). Predpokladejme, ze vektory n(t), n'(t),n”(t) jsou linedrné
nezavislé. Pak soustava (7), (8), (10) ma pro kazdé ¢ jediné feseni f(t).

Definice. Rekneme, 7ze soustava (6) je reguldrni, jestlize vektory n(t),n'(t),n”(t) jsou pro
kazdé t linedrné nezdvislé a fesenim soustavy (7), (8), (10) je kiivka f(¢) bez inflexnich bodi.
Tato kiivka se nazyva hrana vratu soustavy (6).

Véta 17.4. Obdlkou reguldarni jednoparametrické soustavy rovin je plocha tecen jeji hrany
vratu.

Dikaz. Dosazenim f(t) za w do (7), (8) a (10) dostamene tfi identity n(t) - f(¢) + d(t) = 0,
n'(t) - f(t) + d'(t) = 0, n"(t) - f(t) + d’(t) = 0. Derivovdnim odvodime n(t) - f'(t) = 0 a
n'(t)- f'(t) = 0. Toto je vSak zhomogenizovand soustava k (7) a (8), pficemz stejnou soustavu
spliiuje vektor h(t). Tedy f'(t) a h(t) jsou kolinedrni, takze (9) ma tvar f(t)+ vf’(t). Toto je
rovnice plochy tecen kiivky f(t).

O

Priklad 17.4. Uréime hranu vratu a obalku jednoparametrické soustavy rovin F'(x,y, z,t) =
xsint — ycost + z — bt = 0. Soustava (7), (8), (10) ma v nasem piipadé tvar F = 0,
%—f = xcost + ysint — b = 0, %Té’ = —zxsint + ycost = 0. Z této soustavy tii linedrnich
rovnic vypocteme x = bcost, y = bsint, z = bt, coz je rovnice Sroubovice. Hranou vratu
je tedy Sroubovice a podle predchozi véty je obdlkou plocha tec¢en Sroubovice f(t,v) =

(bcost,bsint,bt) + v(—bsint,bcost,b).
Je ziejmé, Ze vSechny tvorici pifimky pfimkové plochy jsou jejimi asymptotickymi kiivkami.
Na piimkové plose proto existuje alespon jeden redlny asymptoticky smér (jde o smér, ktery

odpovid4 tvoiici ptimce). Tedy vsechny body primkové plochy jsou bud parabolické (Gaussova
krivost K = 0) nebo hyperbolické (K < 0).
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Véta 17.5. Obecny vdlec, obecny kuzel a plocha tecen maji nulovou Gaussovu krivost K.

Diikaz. Podle Véty 16.3 je K = 0 < det(h;j) = 0. V piipadé plochy tecen f(t,v) = g(t) +
vg'(t), v #0je fl = ¢ (t) +vg"(t), fi = ¢ (t). Mame f]| = ﬁ, takze hoo = n - fIl, = 0. Dle,
hia = n- f/), = n-¢"(t). Protoze normdlovy vektor n je rovnobézny s vektorem f/ x fl =
v(g"(t) x ¢'(t)), tak hi2 je ndsobkem (¢”(t) x ¢'(t)) - ¢"(t) = 0. Podle Véty 16.3 je K = 0.
U obecného vélce f(t,v) = g(t) + va mame f] = ¢'(t), [, = a, takze f/I = T = . Odtud
hia = 0_>: has. Nakonec, u obecného kuzele f(t,v) = a+vg(t), v # 0 dostaneme f;, = ¢'(t) a
! = 0. Tedy hoa = 0 a hia je ndsobkem (¢'(t) x g(t)) - ¢'(t) = 0.
O

Véta 17.6. Jestlize kazdy bod souvislé plochy S bez plandrnich bodi je parabolicky, pak S je
rozvinutelnd primkovd plocha.

Dukaz. Na parabolické plose f(u,v) zvolme parametry tak, aby dvojndsobny asymptoticky
smeér byl v = konst. Z Véty 15.1 plyne 0 = hog = n - f!!, a 0 = hia = n- fl),. Pak derivovdnim
identit n- f), =0, n- f, =0, n-n =1 odvodime n! - fI = 0, n,, - f, =0, n,, - n = 0. Tedy
n) = 0, takze normélovy vektor podél kiivky u = konst je pevny. Déle, protoze n- f, = 0, tak
n.,- fi, = 0. Ponévadz n,, = 0, tak derivaci vztahu n),- f; = 0 podle v dostaneme n/, - f//, = 0.
Protoze oba vektory f] a fI, jsou kolmé k n a n!,, tak jsou kolinedrni. To znamen4, ze kazdy
bod krivky u = konst je inflexni, takze se jednd o ¢ast primky. Tec¢nd rovina podél této primky
je pak pevna.

]

Veéta 17.7. Rozvinutelnd primkovd plocha md nulovou Gaussovu kiivost K.

Dikaz. Podle Véty 16.3 je K = 0 <= det(h;;) = 0. Jednotkovy vektor normély plochy (1) mé
tvarn = gt kde w = f{ % f = (g’ x )+ v(W x h). Protoze fl, = 0, tak hap = 0 a tedy stacf
ukédzat, ze hig = 0. Plati hia = fl, - n=h"-n= mh’ cu = m (h' - (¢" x h) +vh'- (K x h)).
Druhy ¢len je evidentné nulovy, zatimco prvni ¢len muzeme zapsat ve tvaru [1/, ¢’, h]. Podle
Véty 17.1 je vsak [¢', h, h'] = 0.

O

Tedy piitmkova plocha je rozvinutelnd pravé kdyz ma nulovou Gaussovu kiivost.

18 VNITRNI GEOMETRIE PLOCHY

Necht D, D C R? jsou oteviené mnoziny. Pak zobrazeni ¢ : D — D je uréeno dvojici funkei
01,02 D = R, u=¢1(u,v), v=p2u,v).

Definice. Rekneme 7e ¢ je zobrazend tridy C”, jestlize o1, @9 jsou funkee t¥idy C”. Jacobidnem
zobrazeni ¢ nazyvame determinant

Ip1 Ip1
10)= |8 |
ou ov

Néasledujici tvrzeni je analogii Véty 6.3 o reparametrizaci kiivek. Dokédzeme zde jen je-
den smér ekvivalence a vypustime druhou ¢ast diukazu, kterd se provede s vyuzitim véty
o implicitnich funkcich analogicky jako v dikazu Véty 6.3
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Véta 18.1. Zobrazeni f : D — Ez a f : D — E3, f = f(u,v), f = f(u,v) jsou dvé
parametrizace téze jednoduché plochy S tridy C" prdvé kdyz existuje bijektivni zobrazeni ¢ :
D — D tridy C" takové Ze pro vsechna (u,v) € D plati J(p) #0 a f = f o .

Dukaz. Dokézeme implikaci zprava doleva. Predpokladejme tedy, ze f : D — Ej3 je parame-

trizace S a Ze existuje zobrazeni ¢ tiidy C” takové ze J(¢) # 0 na D a necht f = f o ¢.
o . ~ ~ 7 s T p 7/

Pak f je opét tiidy C" a plati f%: fﬁ'%—i—f{)-%, Iz = f{t-%—i—f{)-%. Pak

—/ —/ Op1 O o O . -/ A . /o x

JuX fo= (%% - %%) (fl < fIy = J(e)-(fl x fI), takze vektory fz a fz jsou linedrné

nezavislé.

O]

Definice. Zobrazeni ¢ : D — D z piedchozi véty se nazyva reparametrizaci nebo téz trans-
formact parametri plochy S, viz Obr. 40.

Necht nyni S,S jsou dvé jednoduché plochy tiidy C” s parametrizacemi f = f(u,v) :
D — S, f=f(v): D— Saneht g:S — S je zobrazeni. Pak g jednoznaéné uréuje
zobrazeni 1) : D — D v oblasti parametrii takové ze f o) = go f. Zobrazeni v : D — D se
nazyva souradnicovym vyjddienim zobrazeni g, Obr. 41.

%

—h)
——

ol

Obr. 40: Transformace parametru a Obr. 41: Zobrazeni z plochy na plochu

Definice. Rekneme, 7e zobrazeni g : S — S je t¥idy C", pokud jeho soufadnicové vyjadient
v: D — D jetridy C".

Podle piedchozi véty tato definice nezévisi na volbé parametrizaci S a S. Provedeme-li totiz
na S reparametrizaci ¢ : D; — D a na S reparametrizaci ¢ : D1 — D, pak (p)~!: D — Dy
je také zobrazeni tiidy C” a misto ¢ : D — D mame kompozici (@) "' ot o ¢ : Dy — Dy,
coz je opét zobrazeni tiidy C”. Je dile ziejmé, ze v piipadé bijektivniho zobrazeni g : S — S
tiidy C" lze docilit toho, ze na obou plochéch S a S mame spoleénou oblast parametrii D a
odpovidajicf si body na plochach jsou f(u,v) € S a f(u,v) €S, (u,v) € D. V tomto pifpadé
fikame, ze g je dano rovnosti parametri.

Definice. Bijektivni zobrazen{ g : & — S tifdy C" se nazyvé izometrie (resp. konformni
zobrazeni), jestlize g zachovava délky (resp. ihly) odpovidajicich si kiivek na S a S. Pokud ¢
zachovava obsahy odpovidajicich si ¢asti ploch na S a S, tak se nazyva rovnoploché zobrazend.
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Necht ¢1 a P, jsou prvni zékladni formy ploch S a S a necht gij & g;; jsou prislusné
koeficienty.

Véta 18.2. Necht g : S — S je bijektivni zobrazeni tiidy C™ dané rovnosti parametri. Pak
plati:

1. g je izometrie pravé kdyz v odpovidajicich si bodech plati p1 =9,

2. g je konformni zobrazeni prdvé kdyZ v odpovidajicich si bodech jsou umérné proni
zdkladni formy obou ploch

3. g je rovnoploché zobrazeni prdvé kdyz v odpovidagicich si bodech plati det(gij) = det(g,;)

Dukaz. Dokdzeme pouze prvni tvrzeni, (2) a (3) se dokézi podobné. Abychom mohli pouzit
séitaci konvenci, tak zde oznaéime parametry u, v symboly u!, u?, tj. u' = u, u? = v.
L. Jestlize v odpovidajicich si bodech ploch S a S plati g;; = Jij» tak podle Véty 13.2 zobrazeni
g zachovava délky kiivek a je tedy izometrické.
II. Necht g zachovavéa délky kiivek. Provedeme ditkaz sporem. Piedpoklddejme tedy, ze exis-
tuje takovd dvojice parametrii (u$,ud) € D, ze g;j(ul, ud) # Gij (ud, ud). Pak existuje vektor
(duj, du) takovy, ze

93 (ub, ud)dupdud) # G35 (ug, ug) dufyu, (1)
Sestrojme nyn{ v oblasti parametrii D kiivku v, ktera prochdz{ bodem (u$,u3) a mé v tomto
bodé teény vektor (dud,du?). Necht u' = u'(t),i = 1,2 jsou rovnice této kiivky. Necht dile
bod (u},ud) odpovidd parametru t = t1, tj. u' = u’(t;). Z nerovnosti (1) a ze spojitosti
uvazovanych funkei plyne, ze existuje takové ¢islo to > t1, ze pro vSechna t € (t1,t2) plati

gijdu'du? # gl-jduiduj. (2)

Rovnice u’ = u'(t),t € (t1,t2) zaddvaji dvé kiivky C a C na plochich S a S. Z (2) a z Véty
13.2 v8ak plyne, ze tyto kiivky maji ruzné délky, coz je spor.
]

Protoze tihly i obsahy na plose se vypo¢tou pomoci koeficient prvni zékladni formy (viz
Véta 13.3 a 13.4), tak z Véty 18.2 vyplyva

Disledek 18.1. Kazdé izometrie je konformni a rovnoploché zobrazeni. Tedy na izomet-
rickych plochach se odpovidajici kiivky protinaji pod stejnymi uhly a odpovidajici oblasti
maji stejné obsahy.

Piiklad 18.1. Podle Pitkladu 13.1 existuji takové soutadnice, v nichz prvni zakladni formy
roviny a kruhového vélce splyvaji. Tedy kruhovy vélec je izometricky rovinnému pasu
o stejnych soufadnicich. Ptislusnou izometrii z roviny na vélec je napi. lokdlni parametri-
zace valce (rcosu,rsinu,v).

Definice. Vnitrni geometrii plochy nazyvame ty jeji vlastnosti, které se zachovavaji pii izo-
metriich.

Podle Véty 18.2 patii do vnitini geometrie plochy ty jeji vlastnosti, které lze odvodit
z prvni zékladni formy. Napt. kruhovy véalec a rovinny pruh z pohledu vnitini geometrie
splyvaji, ale z vnéjstho pohledu jsou to naprosto odlisné plochy. V piedchozi kapitole jsme
definovali rozvinutelné primkové plochy. Nyni zavedeme pojem rozvinutelné plochy pro libo-
volnou (ne nutné piimkovou) plochu.
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Definice. Plocha S se nazyva rozvinutelnd, je-li izometricka oteviené mnoziné v rovine.

Piiklad 18.2. Necht S je obecny vélec zadany tidici kiivkou g(u) v roviné xy, vytvoreny
primkami protinajicimi kiivku g(u) a rovnobéznymi s osou z. Ukdzeme, ze S je rozvinutelnd
plocha. Parametrizace S je f(u,v) = (g1(u), g2(u),v), pricemz ziejmé muzeme predpokladat,
ze kiivka g(u) je parametrizovand obloukem. Pak f], = (¢}, ¢5,0), f/, = (0,0, 1), takze g11 = 1,
gi2 = go1 = 0, goo = 1 a oy = du® + dv?®. To je vsak rovnéz prvni zdkladni forma roviny

f(u,v) = (u,v,0).

Piiklad 18.3. Uvazujme obecny kuzel f(u,v) = vh(u) s vrcholem v poc¢atku. Muzeme navic
predpokladat, ze kiivka h(u) je parametrizovand obloukem a ze ||h(u)|| = 1. Pak vyjde g11 =
V2, gia = 0, goo = 1, o1 = v2du® + dv?. Ukdzeme, 7e toto lze pievést na prvni zékladni
formu roviny dz? + dy?. Skuteéné, pokud u vyrazu da? + dy? piejdeme k novym soufadnicim
z = vcosu, y = vsinu, tak dostaneme da? + dy* = (—vsinudu + cosudv)? + (v cosudu +
sinudv)? = v?du® + dv?. Tedy kuzelova plocha je ve vhodnych soufadnicich izometricks
s rovinou a je proto rozvinutelna.

Piiklad 18.4. Ukdzeme, ze plocha tecen f(u,v) = g(u) + vg'(u) je rozvinutelna.
Predpokladdme-li, ze kiivka g(u) je parametrizovand obloukem, tak ¢'(u) - ¢'(u) = 1,
g ) - g"(u) =0, ¢"(u) - ¢"(u) = k? a proto 1 = (1 + k*v?)du? + 2dudv + dv?, kde &
je kiivost kiivky g(u). Tedy prvni zakladni forma je zavisld pouze na kiivosti k. Podle Véty
10.10 je kazda kiivka jednoznac¢né urcend svou kiivosti x a torzi 7. Lze tedy sestrojit rovinnou
kiivku (7 = 0) s touz kiivosti k. Plocha te¢en této rovinné kiivky je pak ¢asti roviny.

Podle Véty 16.5 (Theorema egregium) Gaussova kiivost K patii do vnitini geometrie
plochy. I kdyz zadna z hlavnich ktivosti k1, ko do vnitini geometrie plochy nepatii, tak jejich
soucin K = k1Ko ano. Jako dusledek dostdvdame

Véta 18.3. Izometrické plochy maji v odpovidajicich si bodech stejnou Gaussovu kiivost K.
Protoze rovina ma nulovou Gaussovu kiivost, tak plati
Veéta 18.4. Rozvinutelnd plocha mda ve vsech bodech nulovou Gaussovu kiivost.

Obecné lze ukazat, ze plocha je rozvinutelnd pravé kdyz mé ve vSech bodech nulovou
Gaussovu kiivost K. Tedy pojmy rozvinutelné plochy a rozvinutelné piimkové plochy obecné
splyvaji.

Piiklad 18.5. Oteviend podmnozina v roviné nemuze byt izometricka oteviené mnoziné na
stére. Duvodem je skutecnost, ze Gaussova kiivost roviny je nulové, zatimco Gaussova kfivost
sféry o poloméru r je podle Véty 16.4 rovna r% Odtud vyplyvé, ze kazda mapa zemského

povrchu deformuje vzdéalenosti.

Nyni uvedeme ptiklad konformniho zobrazeni, které neni izometrické ani rovnoploché.
Tedy konformni zobrazeni obecné deformuje plochy.

Piiklad 18.6 (Stereografickd projekce). Necht S je jednotkova sféra f(u,v) =
(cos v cos u, cos v sinu, sin v 4+ 1) umisténd jiznim pélem P, do pocatku. Oznacme dale Py jeji
severni pdl a P jeji stfed. Stereografickd projekce g(Q) bodu Q € S, @ # P; je definovana
jako prusecik polopiimky a, vedené ze severniho pdlu P, bodem @), s rovinou z = 0, Obr. 42.
Parametr v zfejmé urcuje odchylku polopiimky PQ od rovnikové roviny sféry. Oznacme dale
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p a ¢ polarni soutfadnice bodu ¢g(Q) v roviné zy. Je ziejmé, ze ¢ = u a primym vypoctem

odvodime, ze p = 2tg(3(v + %)). Transformace do kartézskych soufadnic pak ddvd rovnice

stereografické projekce g tvaru z = 2tg(3(v + 3))cosu, y = 2tg(3(v + %)) sinu. Pak prvnf

zékladni forma roviny dz? + dy? prejde na leJrl)((:os2 vdu? + dv?), coz je nasobek prvni
24

zakladni formy sféry. Podle (2) z Véty 18.2 je tedy g konformni zobrazeni.

[
]
1
S
N

a
(1))
N

TxS #q

Obr. 42: Stereografickd projekce a Obr. 43: Geodetickd kiivost

Priklad 18.7 (Lambertova projekce). Necht S je jednotkovd sféra s parametrizaci f(u,v) =
(cosucosv,sinwucos v, sinwv) a uvazujme zobrazeni g z této sféry do roviny zadané rovnicemi
x = u,y = sinv. Pak soufadnicova sit polednikii a rovnobézkovych kruznic sféry ziejmé prejde
na ortogonalni sit piimek (tise¢ek) v roviné. Prvni zakladni forma sféry je 1 = cos? vdu?+dv?,
takze det(g;;) = cos®v. Na druhou stranu, prvni zdkladn{ forma roviny dz? + dy? prejde na
du® + cos? vdv?. Je tedy splnéna podminka (3) Véty 18.2, takze Lambertova projekce je
rovnoploché zobrazeni.

19 GEODETICKE KRIVKY

Necht f : D — Ej3 je parametrizace jednoduché plochy & = f(D) a necht n je jednotkovy

vektor normély plochy S. Abychom mohli pouzit sumaéni konvenci, tak budeme v dalsim

znacit parcidlni derivace f podle u a v dolnimi indexy 1 a 2, tj. f1 = f!, fo = fi, fi2 = fl,

atd. Protoze tii vektory fi, fo,n jsou linedrné nezavislé, tak tvoii bazi vektorového prostoru
V3, takze muzeme vyjadrit ¢tyii vektory f;; jako linedrni kombinaci vektoru f1, f2, n. Plati

Véta 19.1. V kazdém bodé plochy S plati tzv. Gaussovy rovnice
fij = Ffjfk +hin, 4,5 € {1,2} (scitd se pres k) (1)

kde h;j jsou koeficienty 2. zdkladni formy a redlnd cisla Ffj (tzv. Christoffelovy symboly)
uréend rovnicemi (3) patii do vnitrni geometrie plochy.

Diikaz. Napisme vyjadieni vektoru f;; v bazi fi, fa,n ve tvaru f;; = Ffj fr + bijn a hledejme
tvar koeficientu I‘fj a b;;. Skalarnim vyndsobenim obou stran této rovnice vektorem n dosta-
neme h;; = b;; a skaldrnim vyndsobenim vektorem f, dostaneme

fis - fo = T3 Gnp. (2)
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Derivovanim rovnost{ fi - f1 = gi1 a fo- fo = gop odvodime fi1-f1 = $(g11)}, fi2-f1 = 3(911)},
faz fo = 2(g22)hys fr2-f2 = 3(ga2)},- Derivace vztahu fi-fo = gi2 davajl fi1- fo+fi-fiz = (g12)l,

fiz- fo+ fi- fa2 = (912)5 takze fi1 fo=(g12)l — 3(911)h, for - f1 = (912)} — 5(g22)),. Tedy
(2) znamend nésledujici soustavu 6 rovnic pro 6 koeficientu Ffj

1 1

91115 + 912155 = (g12)), — 5(922);7 91211 + 922131 = (g12)), — 5(911)27
1 1

gi1l1s + g1aThy = 5(911)2}, 91275 + goaT'T, = 5(922);,
1 1

guil{; + g12TH = 5(911);u 912035 + g2aT'3 = 5(922);-

Vyftesenim dostaneme explicitni vyjadieni Christoffelovych symbola

g22(911) — 2912(912), + g12(911)% —g12(911)% + 2911(912)}, — 911(911)}

Fn = Fn =

2det(gij) ’ 2det(gij) ’
Pl =1L, = 922(911)% 912(922)2" 2, 13 = g11(g22)y — 912(911)2’ 3)
2det(gij;) 2det(gi;)
rl, - —912(922)y + 2922(912), — 922(922)u r2, g11(922)1 = 2912(912), + g12(922)1,
2det(gi;) 2det(gij)

Protoze 1“"’ se vyjadruji pomoci koeficientt g;; a jejich derivaci, tak patii do vnitini geometrie
plochy. ]

Je zrejmé, ze Christoffelovy symboly Ffj jsou symetrické v dolnich indexech.

Priklad 19.1

(a) Protoze v roviné jsou g;; konstantni funkce, tak jejich parcidlni derivace jsou nulové. Z (3)
pak vyplyva, ze Christoffelovy symboly roviny jsou I‘fj = 0. Proto také vSechny Cristoffelovy
symboly libovolné rozvinutelné plochy jsou nulové.

(b) Koeficienty 1. zdkladn{ formy sféry jsou g11 = 72 cos® v, g12 = 0, gao = r? (viz Pitklad 13.1).
Z (3) pak dostavame, ze I'l, = —tgv, I'?; = sinvcosv a ostatni Christoffelovy symboly sféry
jsou nulové. Uvazujme kiivku C na plose S prochdzejici bodem X € S a nechf v : I — E3 je
parametrizace C obloukem s, tj. ‘ H = 1. Necht déle 7x8 je tecnd rovina plochy S an = nx
jednotkovy vektor normaly v bodé X Ve 14. kapitole jsme definovali norméalovou krivost
krivky C v bodé X jako ¢islo k, = n- d €7, jehoz absolutni hodnota vyjadiuje velikost kolmého
prumétu vektoru kiivosti ‘573 do sméru normély. Vektor kfivosti muzeme kolmo promitnout
rovnéz do teéné roviny 7xS.

Definice. Kolmy prumét vektoru krlvostl 7 do tecné roviny xS se nazyva vektor geodetické
krivosti kiivky C v bodé X a znaci se symbolem Y.

Je ztejmé, ze 4 L n. Déle, protoze vektor 4 L lezi v teéné rovine xS a je kolmy k vektoru
322, tak rovnéz plati 47 Z—Z. Odtud vyplyvé, ze vektor geodetické kiivosti 72 je kolinedrni

dy

s jednotkovym vektorem n x 7.

Definice. Cislo Kg = 327} . (n X Z—Z) se nazyva geodetickd krivost C v bodé X.
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Geometricky se jednd o velikost kolmého prumétu (opatieného patiicnym znaménkem)
vektoru kiivosti ‘;QTZ do tecné roviny 7x S, (viz Obr. 43) takze

gl = (177l (4)

Podobné jako u normalové kiivosti x, nemd znaménko geodetické kiivosti k, zadny hlubsi
geometricky vyznam. Z Pythagorovy véty ihned vyplyva nasledujici vztah mezi kiivosti x,
normélovou kiivosti x, a geodetickou kiivosti k4 kiivky C na plose S.

Véta 19.2. Plati 5 = k3 + K.

Véta 19.3. V inflexnim bodé krivky C je kg = 0.

Diikaz. V inflexnim bodé je @ = -0 , takze rovnéz jeho kolmy prumét do 7xS je nulovy.
O

Ozna¢me nynf u! = u, u? = v, takze v(s) = f(u*(s),u%(s)).

Lemma 19.1. Plati v = (d;:; Ffj Cs; ddzf) fi (scitd se pres i, j, k € {1,2}).

o ,dy _ Of dut du® dud

Diikaz. Plati 7 = 55 = f;du ds’ dsg = fij 4 ‘as . Toto upravime pomoci Gaus-
g 2y _ (dPub k du® du du du!

sovych rovnic (1) na o3 = ( + 155 “ae ) fe + hij g <gon (vSude pouzivame sumacni

konvenci). Kolmym prumétem do te¢né roviny dostaneme vektor z tvrzeni véty.

0

Disledek 19.1. Absolutni hodnota geodetické kiivosti x4 patif do vnitini geometrie plo-
chy. Zejména plati, ze izometrie ploch zachovava absolutni hodnotu geodetické kiivosti od-
povidajicich si kiivek v odpovidajicich si bodech.

Véta 19.4. Necht krivka C leZi v roviné. Pak v kazdém bodé krivky C se jeji krivost k rovnd
geodetické krivosti k.

Dikaz. Je-li plocha S rovina, tak pro libovolné X € 8 plati 7x8 = S, piicemz vektor 93 lei
v této roviné. Tedy plati M =~

O]

Disledek 19.2. Piimky jsou jediné rovinné kiivky, které maji v kazdém bodé nulovou geo-
detickou kfivost.

Definice. Kiivka na plose se nazyvéa geodetickd krivka (geodetika), jestlize v kazdém bodé
této kiivky je geodeticka kiivost rovna nule.

Podle ptedchozi véty jsou jedinymi geodetickymi k¥ivkami v roviné piimky.

Véta 19.5. Krivka C na plose S je geodetickou krivkou plochy S prdvé kdyz pro kazdy bod
této krivky plati Ze je bud’ inflexni nebo v ném hlavni normdla krivky splyjvd s normdlou plochy
(tj. normdla plochy lezi v oskulacni roviné krivky).
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Dukaz. Je-li C geodetika, tak v kaidém jejim bodé je vektor 47 nulovy, takze podle dukazu

2
Lemmatu 19.1 m4 vektor kiivosti tvar 2 T 53 = hij Cgé défj n. V neinflexnim bodé jsou vektory I L

a n nenulové, takze obé uvazované piimky splyvaji. Naopak, pokud obé uvazované primky
splyvaji, tak stejnou ivahou odvodime, ze 77 = 0, takze C je geodetika.

O

Véta 19.6. Necht ~(s) je parametrizace obloukem krivky C na plose S a mecht rovnice C
v oblasti parametri D jsou u' = u'(s), u?> = u?(s). Pak C je geodetikou plochy S prdvé kdy?
funkce ul, u? jsou Fesenim soustavy diferencidlnich rovnic

d?u® p dut du?

—— =0, k=12 5

ds? Ty ds ds (5)

Diikaz. Kiivka C je geodetikou pravé kdyz v kazdém jejim bodé je vektor geodetické kiivosti
nulovy. Tvrzeni pak plyne z Lemmatu 19.1.

O

Priklad 19.2 (Geodetiky roviny, kruhového valce a sféry).
(a) Podle Prikladu 19.1 je v pfl’padé roviny I‘fj = 0, takze geodetiky roviny jsou jednoznacné

urceny systémem rovnic 4= = 0 = 0 (a prislusnymi po¢atecnimi podminkami, tj. bodem

) d82
a smérovym vektorem). Resem je pak tvaru u = c15 + c2, v = dis + da, takze jsme opét
odvodili znamou skute¢nost, ze v roviné jsou geodetickymi kiivkami piimky.

(b) Protoze vélec je izometricky s rovinou, tak Ffj = 0 a pro geodetiky mame stejnou
soustavu diferencialnich rovnic jako u geodetik v roviné, jejimz feSenim je u = c¢1s + 2,
v = dis + do. Dosazenim dostaneme v = ‘i—i(u — ¢2) + dy. Toto dosadime do paramet-
rického popisu vélce f(u,v) = (rcosu,rsinu,v), takze parametricky popis geodetik na valci
je g(u) = (rcosu,rsinu, & o-(u — c2) + da). Pro di = 0 dostaneme horizontalni kruznice a pro
di # 0,c¢1 = 0 tvorici prlmky valce. Jestlize di # 0 a ¢ # 0, tak jsou geodetikami Sroubovice.
(c) Z Vety 19.5 plyne, ze geodetikami sféry jsou praveé hlavni kruznice. Z Dusledku 19.1 plyne

Véta 19.7. Pri izometrii ploch se zobrazuji geodetiky na geodetiky. Zejména plati, Ze pti
izometrii plochy do roviny se zobrazuji geodetiky plochy na primky.

Uzitim véty o existenci a jednoznacnosti oby¢ejnych diferencialnich rovnic snadno ukazeme

Véta 19.8. Necht t je tecna plochy S v bodé X € S. Pak lokdlné existuje prdvé jedna geodetika
na S prochdzejici bodem X a dotykajici se v tomto bodé tecny t.

Podle Véty 19.7 jsou geodetiky lokalné ,nejpriméjsi kiivky* na plose. Nasledujici véta tika,
ze jsou to rovnéz nejkratsi spojnice dvou bodu na S. Tuto vétu vsak nebudeme dokazovat,
jeji dukaz se provadi naptiklad ve variaénim poctu.

Véta 19.9. Jestlize mezi v§emi krivkamsi, které na dané plose spojuji dva body, existuje krivka
nejmensi délky, pak je tato krivka geodetickou krivkou.

Na zévér uvedeme bez dikazu Gauss—Bonnetovu vétu, kterd je bezesporu jednim z nej-
hlubsich (a snad i nejkrasngjsich) vysledku diferencidlni geometrie ploch. Necht f : D — Ej
je lokalni parametrizace plochy & a A C D je trojihelnik v oblasti parametru.

Definice. Mnozina A := f(A) se nazyva trojihelnik na plose S. Tento trojihelnik se nazyva
geodeticky, jestlize jeho strany jsou geodetiky plochy S.
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Jedni se tedy o ,kiivocary“ trojihelnik na S, nebot jeho strany jsou kiivky. V dalsim
budeme uvazovat pouze takové trojihelniky, které uvniti neobsahuji ,diry“ plochy S (tento
pojem nebudeme precizovat). Oznac¢me aq, s, ag vnitini dhly trojihelnika A. Necht déle
vol(A) znaéi plosny obsah A ve smyslu Véty 13.4.

Véta 19.10 (Gauss—Bonnetova). Pro soucet uhli v geodetickém trojihelniku na plose s kon-
stantni Gaussovou krivosti K plati

a1+ ag + as =71+ Kvol(A). (6)
Pro K =0 (tj. v pfipadé roviny a libovolné rozvinutelné plochy) je
a1 + g +az =T,

Piikladem plochy s konstantni kladnou Gaussovou kiivosti je sféra. Podle Véty 16.4 ma sféra
o poloméru r Gaussovu kiivost K = T%, takze na sfére plati

1
a1+ g +a3 =T+ ﬁVOl(A).

Soucet 1hlu v geodetickém trojihelniku na sféte je tedy vétsi nez 7 a zavisi na obsahu tohoto
trojihelnika, viz Obr. 44. Na pseudosféie mdame podle Ptikladu 16.1 K = —%2, takze soucet
uiht je zde mensi nez .

Obr. 44: Geodeticky trojuhelnik na sféfe a pseudosféie

Vyse uvedené vysledky tykajici se souc¢tu vnitinich tihlu geodetického trojihelnika na sféte
a na pseudosfére rovnéz ukazuji, ze neeuklidovska geometrie ma dobry smysl. Véta 19.10 je
specidlnim piipadem obecnéjsiho tvaru Gauss—Bonnetovy véty, kterd plati pro plochy s libo-
volnou (ne nutné konstantni) Gaussovou kiivosti K. V tomto piipadé nahradime (6) vzorcem

a1+a2+a3:7r+//Kdo (7)
A

(vpravo je plosny integral z Gaussovy kiivosti K'). Je zfejmé, ze je-li K konstantni, tak vzo-
rec (7) prejde na (6). Nakonec, nejobecnéjsi verze Gauss—Bonnetovy véty se tyka libovolnych
trojuhelniku A na plose S, jejichz strany s; jsou libovolné kiivky(ne nutné geodetiky). Pak
plati
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3
a1+a2+a32/mgds:7r+//Kda
izls,- A

kde fs_ kgds je integral z geodetické kiivosti po strané s; trojihelnika A.
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Cviceni II (Kfivky)

(1) Rozhodnéte, zda pohyb f(t) = (t* — 1,> — t), t € R je jednoduchy. [Neni, bod
samoprotnuti odpovidd hodnotam ¢t =1 a t = —1].

(2) Urcete singularni body pohybu x = r(2cost — cos2t), y = r(2sint — sin2t)
(kardioida). [(r,0)].

(3) Uréete singuldrni body pohybu (acos®t, asin®t) (asteroida). [(0, +a), (£a,0)].

(4) Dokazte, ze rovnice 322 +2y? 4+ 62 — 3 = 0 predstavuje kiivku t¥idy C” pro libovolné
r a najdéte jeji parametrizaci. [Jde o elipsu (v/2cost — 1,+/3sint)].

(5) Najdéte reparametrizaci Sroubovice (acost,asint, bt), t € (0,27), tak, aby novy
parametr probihal interval (0, 7). [Provedeme transformaci parametru 7 = £].

(6) Napiste rovnici tecny ke kiivce f(t) = (t,t*t3) v bode (1,1,1). [z = 1 + ¢,
y=1+2t z=1+3t].

(7) Najdéte tecnu k elipse =2 + y =1 v bodé ( ,\/§> [z = \/75(1—|—t), y =2(1-1)].

(8) Najdéte tecnu ke kiivce f( ) = (t*,t,e') rovnobézné s rovinou z — 2y — 5 = 0.

[t=14+2t,y=1+1t z=-e+et].

(9) Dokazte ze tecny ke sroubovici (viz cv. (5)) sviraji s rovinou xy konstantni hel.

(10) Naleznéte prirozeny parametr sroubovice (viz cv. (5)). [s = tva? + b?].

(11) Urcete prirozeny parametr hyperbolické sroubovice f(t) = (acosht,asinht,at) a
urcete délku této kiivky mezi body t =0 a t = 1. [s = +a+/2sinht, L = a%(e —e H.

(12) Urcete délku kardioidy (viz cv. (2)) a asteroidy (viz cv. (3)). [16r, 6al.

(13) Urcete délku oblouku cykloidy (a(t —sint), a(1l — cost)) pro t € (0,27). [8a].

(14) Dokazte ze v inflexnim bodé neexistuje oskulaéni kruznice. Navod: Ukazte, ze

neni mozné, aby primka a kruznice mély styk 2. radu.

(15) Urcete vektory tecny, hlavni normdly a binormdly kiivky f(t) = (¢,¢%,t + 1)

v libovolném bode. [(1,2t,1), (0,2,0), (—2,0,2)].

(16) Urcete smérové vektory tecny, hlavni normély a binormdly Ssroubovice

f(t) = (t,sint,cost) v bode t = 0. [(1,1,0), (0,0,1), (1,—1,0)].

(17) Urcete kiivost nasledujicich rovinnych kiivek: grafu funkce y = sinz v bodé (7, 1),

grafu funkce y = —Incosx pro xz € (=1, %), cykloidy (viz cv. (13)) pro ¢t € (0,27),

kardioidy (viz cv. (2)) pro t = %, asteroidy (viz cv. (3)) pro t € (0,%). [1, |cosz|,

2
1 3v2 2 ]
4asin(¢/2)’ 8r 7 3asin(2t)1"

(18) Dokazte, ze zadny bod elipsy f(t) = (acost,bsint) neni inflexni a uréete polomeér
jeji oskulaéni kruznice v libovolném bodé. Naleznéte dédle vrcholy. [Vektory f'(t) a

f"(t) nejsou kolinedrni, r? = (a? sin? £41% cos” )F (£a,0), (0,+£D)].

a?b?

(19) Totéz pro parabolu y = ax?. [r? = %, (0,0)].

(20) Vypoctéte polomeér oskulacni kruznice kiivky y = sinz. [r? = %]

(21) Urcete kiivost a torzi nasledujicich kiivek: f(t) = (3,43t + 1) pro t = 1,

ft) = (3t — #3,3t2,3t + t%), f(t) = (cost,sin®t,cos2t). [k = % aT = =
1 _

h=T7T= 3(t2+1)2 K= 35smtcost &7 = 2551ntcost}'

(22) Dokazte, ze pro kiivku f(t) = <t, t;, 63) plati Kk = 7.

(23) Urcete funkci f(t) tak, aby kfivka z = asint, y = acost, z = f(t), a > 0 byla
rovinnou kiivkou. [f(t) = ¢ cost + cosint + c3].
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(24) Urcete rovnice oskulaéni, rektifikacni a normalové roviny sroubovice (viz cv. (5))
pro t = 5. [2bx + 2az — abr = 0, y = a, 2ax — 2bz + b*r = 0].

(25) Naleznéte kruznici, kterd ma s parabolou y = x? v jejim vrcholu styk 2. tadu.
2%+ y* = y).

(26) Ukazte, 7e kazd4d normalové rovina kiivky f(t) = (asin®t,asintcost,acost) kde
a # 0, prochazi pocatkem soustavy souradnic.

(27) Naleznéte parametrizaci Vivianiho kiivky, kterd je prunikem sféry z2 +y?+22 = r
s vélcem z? + y? = ra. [(rcos®t,rsint cost, rsint)).

(28) Urcete stied oskulacni kruznice elipsy z—z—l—g—; = 1 v jejim vrcholu (a,0). [(a— %, 0)].
(29) Dokazte, ze nutnou podminkou pro inflexni bod rovinné kiivky zadané v polarnich
soufadnicich p, ¢ je splnéni rovnosti p? + 2p"? — pp” = 0. Vysvétlete dale, jak byste

hledali oskula¢ni kruznici a vrcholy kiivky v polarnich soutradnicich.

(30) Urcete vrcholy kiivek y = e a y = Inx. [(—%, \%) a (*/75, —%)]

(31) Urcete evolutu paraboly x? = 2py. [27pz? = 8(y — p)?].

(32) Naleznéte parametrizaci asteroidy 3 + y3 = 1. [(cos® ¢, sin® t)].

(33) Napiste rovnici jednoparametrické soustavy tsecek o konstantni délce a, jejichz

koncové body se pohybuji po kladné ¢asti osy x a osy y. Urcete dale charakteristickou

mnozinu této soustavy krivek. [(sina)x + (cosa)y — asina cosa = 0, char. mnozinou

je asteroida = = acos® o, y = asin® al.

(34) Urcete obalku jednoparametrické soustavy kruznic s polomérem k, jejichz stiedy

jsou na kruznici 2? +y* = r% [2? +y* = (r £ k)?].

(35) Urcete evolutu cykloidy f(t) = (r(t — sint),r(1 — cost)) a dale evolutu elipsy

f(t) = (acost,bsint). [Evolutou cykloidy je posunutd cykloida z = r(t + sint),

y = —r(1 — cost). Evolutou elipsy je kiivka (az)s + (by)s = (a2 — b?)3, pricem

vrcholum elipsy odpovidaji hroty (body vratu) evoluty].

(36) Urcete evolutu kiivky y = Inx. [x = 1+t2t2, y=1Int — (1+1t%)].

(37) Urcete obalku jednoparametrické soustavy elips se sttedem v pocdtku, jejichz

poloosy maji konstantni soucin t (tj. jejichz obsahy maji konstantni velikost). [Dvé
t

rovnoosé hyperboly zy = %3]

2

(38) Urcete parametry a a b Sroubovice, pokud znate jejf kiivost a torzi. [a = =5,
b= "]
Ke+T

(39) Urcete explicitni vyjddieni sroubovice x = acost, y = asint, z = bt. Naleznéte
déle néjakou parametrizaci Sroubovice, kterd je nesouhlasna se zadanou parametrizaci.
[zt —acos; =0,y—asin} = 0. Nesouhlasnou parametrizaci dostaneme reparametrizaci
t=—7]

(40) Dokazte, ze jediny singuldrni bod traktrix (asint,acost 4+ alntgl) je (a,0).
Dokazte déle, ze délka useku tecny traktrix z libovolného jejiho bodu na vertikalni osu
je konstantni. Urcete dale kiivost traktrix. [k = —|tgt|].

(41) Dokazte, ze rovnice z° + y* — 3axy = 0 (Descartesuv list) vyjadiuje kiivku ttidy
C" ve vsech bodech kromé pocatku.

(42) Urcete stied a polomér oskulaéni kruznice kissoidy z(z? + y?) — 2ay® = 0 v bodé
(a,a). [(—9a, 6a), r = 5v/5a).

(43) Uréete polomér oskulacni kruznice Bernoulliovy lemniskaty v bodé (av/2,0).
[

V)
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(44) Urcete vsechny rovinné kiivky s predepsanou konstantni kiivosti k. [k = O:
piimka, x # 0: kruznice].

(45) Dokazte, ze kiivka (ait? + byt + c1, ast? + bat + co, agt? + bzt + ¢3) je rovinna.

(46) Dokazte, ze prusecnice valcu 2% = 2az, y? = 2bz je rovinna kiivka.

Cviceni III (Plochy)

(1) Najdéte implicitni vyjadfeni roviny (u +v,u — v,z =3+ u). [t +y — 22+ 6 = 0]
(2) Najdéte explicitni vyjddieni sféry 22 + y*> + 22 = r? v okoli bodu (0,7,0).
ly = Vr? —a? — 22].

(3) Rotaci kruznice (z — a)® + z? = r? kolem osy z vznikne anuloid. Naleznéte jeho
parametrické rovnice. [Jde o rota¢ni plochu s profilem = = a + rcosv, z = rsinw.
Parametrizace anuloidu je (a + rcosv) cosu,y = (a + rcosv) sinu, z = rsinv|.

(4) Dokazte, ze parametrizace f(u,v) = (ucosv,usinv, u?) a

g(u,v) = (2 e uing) definuji mimo pocatek tutéz plochu a naleznéte
pifslusnou transformaci souradnic. [Jednd se o paraboloid z = a? + y?, u = L
7 = SBY],

(5) Dokazte, ze dvé plochy zadané rovnicemi z = f(z,y) a z = f(z,y) maji ve
spoleéném bodé f(z0,y0) = f(z0,y0) styk k-tého fadu prave kdyz 6@;(5‘;;{1/20) = aaj;i(f g;jg)
Vi=0,...,k i+ iy =1.

(6) Napiste rovnici teény ke kiivee zadané implicitné rovnicemi z? + y? + 22 = 1,
2? +y* =z v bode (0,0,1). [& =¥ = ==L,

(7) Urcete rovnici teéné roviny kruhového valce (rcoswu,rsinu,v) v bodé (ug,vp).
[z cosug + ysinug —r = 0].

(8) Dokazte, ze tecnd rovina k libovolné roviné splyva s touto rovinou.

(9) Dokazte, ze normala v libovolném bodé rotaéni plochy protind osu z.

(10) Dokazte, ze jestlize vSechny normaly dané plochy prochézeji jednim bodem, pak
jde o sféru nebo jeji cast.

(11) Urcete prvni zdkladni formu obecné rotacni plochy. [¢; = z*(v)du® + (z*(v) +

22 (v))dv?].

(12) Urcete prvni zdkladn{ formu helikoidu (v cos u, vsinu, u). [p1 = (v* + 1)du® + dv?].
(13) Katenoid je rota¢ni plocha s profilem z(v) = coshv, z(v) = v. Uréete jeji prvni
zékladni formu. [¢; = cosh?v(du? + dv?)].

(14) Urcete prvni zakladn{ formu anuloidu (viz cv. (3)). [p1 = (r cosv+a)*du? +r?dv?].

(15) Urcéete prvni zakladni formu paraboloidu %f + % = 2z. [p1 = (1 + ;—j) dz? +

22 dudy + (1+ 1) dy?]

(16) Urcete délku rovnobézkové kruznice v = vy na sféfe zadané parametrizaci
(rcoswvcosu, rcosvsinu, rsinv). [27r cos vy).

(17) Dokazte ze souradnicové kiivky libovolné rotacéni plochy tvori ortogonalni
soufadnicovou sit. [U rotaén{ plochy je g2 = 0, pak to plyne z Dusledku 13.1].

(18) Najdéte tihel kiivek u +v = 0, u — v = 0 na plose (coshv cosu, coshvsinu, v). [5].
(19) Urcete délku krivky u(t) =t, v(t) = 2t, t € (0,5) na plose s 1 = du® + 1 cos vdv?.
2]

(20) Uréete plosny obsah éasti paraboloidu z = 22432, 22 +y* < r2. [Z((4r2+1)2 —1)].
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(21) Vypoctéte plosny obsah plochy rotacéniho paraboloidu (v coswu,vsinu,v?),
u € (0,2m), v € (0,v2). [En].

(22) Vypoctéte plosny obsah elipsoidu 2—5 + :Z—j + i—i =r2 [%abcm’f‘].

(23) Urcete plosny obsah anuloidu (viz cv. (3)). [4m%ar].

(24) Dokazte, ze plosné obsahy oblasti na plochdch z = axy, z = %(3:2 +9%), které se
promitaji na stejnou ¢ast roviny xy, jsou si rovny.

(25) Ukazte, ze Mobiuv list (2cosu + vsin § cosu,2sinu + vsin § sinu, v cos §) neni
orientovatelnd plocha. [Vektor normély n(u,v) prejde po uzaviené kiivce v = vy
z n(u, vg) na vektor —n(u + 27, vg)].

(26) Urcete druhou zékladni formu helikoidu (v cosu, vsinu, u). [ps = \/%Tdudv]

(27) Urcete druhou zékladni formu a Gaussovu kiivost anuloidu (viz cv. (3)). VySetiete
déle typy bodi na anuloidu. [ = cosv(a + rcosv)du® +rdv®, K = 42— Para-

r(a+rcosv
s

bolické body: podél kiivek v = +7, hyperbolické body pro v € (5, %7?), eliptické pro

ve (<3.5)]
(28) Urcete normdlovou ktivost hyperbolického paraboloidu z = az? — by* v bodé

28)

0,0) ve sméru vektoru dy : de =1: 2. [2(4a — b)].

29) Urcete obé zékladni formy plochy <u - % +uv? v — % +ou?, u? — 1)2>.
= (14 u?® + v?)%(du® + dv?), v = 2(du® — dv?].

[p1

30) Urcete Gaussovu kiivost kruhového vélce s polomérem r. [K = 0.

31) Urcete Gaussovu a stiedni kiivost a typy bodu helikoidu (v cosw,vsinu,u).
(K = —m, H =0, vsechny body jsou hyperbolické].

(32) Urcete Gaussovu kiivost a typy bodu hyperbolického paraboloidu z = azy, a # 0.
(K = W’%’ vsechny body jsou hyperbolické].

(33) Odvod'te vzorec pro Gaussovu kiivost rotaéni plochy z Pifkladu 16.1.

(34) Urcete asymptotické a hlavni kiivky plochy s ¢; = du?, ¢y = du® — dv®
[asymptotické: v = f+u + ¢, hlavni: © = konst, v = konst].

(35) Rozhodnéte o charakteru bodu na: 1.elipsoidu, 2.jednodilném hyperboloidu,
3.dvojdilném hyperboloidu, 4.eliptickém paraboloidu, 5.hyperbolickém paraboloidu,
6.eliptickém valci, 7.parabolickém vélci, 8.hyperbolickém valei, 9.kuzeli. [VSechny
body jsou eliptické pro 1,3,4; hyperbolické pro 2,5; parabolické pro 6-9].

(36) Urcete asymptotické kiivky plochy (coshucosv,coshusinv,u). [u + v = ¢,
u—v=cyl.

(37) Urcete asymptotické kiivky helikoidu (v cosu, vsinu, u). [u = konst, v = konst].
(38) Dokazte, ze pokud g2 = 0 = hy, tak souradnicové kiivky plochy jsou jejimi
hlavnimi kfivkami. Ukazte pak, ze soutradnicové kiivky libovolné rotaéni plochy jsou
jejimi hlavnimi krivkami.

(39) Dokazte, ze rotacni plocha ma plandrni body pravé tam, kde rotujici kiivka ma
inflexni bod a teé¢nu rovnobéznou s osou x. g _ g
(40) Dokazte, ze Gaussova kiivost plochy z = f(z,y) je K = T
z vét 16.3, 13.1 a 14.5].

(41) Napiste parametrické rovnice vélce urcéeného elipsou ﬁ—z + z—z = 1 a smérem
¢ = (1, 9, c3) tvoricich piimek. [x = acost + vey, y = bsint 4 vey, 2 = veg).

(42) Napiste parametrické rovnice kfivky, kterd je prunikem roviny z = 0 s plochou

[plyne to
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tecen Sroubovice (acost,asint, bt). [(a(cost + tsint), a(sint — tcost),0)].

(43) Urcete obédlku dvouparametrické soustavy kulovych ploch konstantniho poloméru
r, jejichz stredy probihaji rovinu z = 0. [dvé rovnobézné roviny z = £r].

(44) Urcete obalku jednoparametrické soustavy kulovych ploch 2% + (y — t)* + 22 = 1.
[vélec 22 + 22 = 1].

(45) Urcete hranu vratu a obdlku jednoparametrické soustavy rovin t?z — ty + z = 3.
[hrana vratu je kiivka f(t) = (3t,3t%¢), obélka je plocha tecen hrany vratu.

(46) Rozhodnéte, zda kazdé konformni zobrazeni je i rovnoploché. [neni].

(47) Necht rovnicemi x = v, y = ¢~ je ddno zobrazeni plochy s prvni zdkladn{ formou
01 = du® + e*dv? do poloroviny y > 0. Ukazte, Ze toto zobrazeni je konformni.

(48) Ukazte, ze Sansonova projekce x = ucosv, y = v sféry do roviny je rovnoplochym
zobrazenim.

(49) Co je mozno Fict o plose s p; = E(u)du®? + G(v)dv?? [Je rozvinutelnd, nebot
transformace u = [ E(u)du, 7 = [ G(v)dv prevadi ¢, na du* + dv?).

(50) U jakych ploch lze provést takovou transformaci soutadnic, aby koeficienty 1.
zékladni formy byly konstantni? [U rozvinutelnych].

(51) Urcete Christoffelovy symboly helikoidu (v cosw,vsinu,v) a napiste dif. rovnice

geodetik. [I'}, = =, 'l = —v, ostatn{ nulové; 2%2‘ + vil%% =0, ‘;27;’ —v (%)2 =0].
(52) Urcete sférické body paraboloidu z = 22 + y2. [(0, 0, 0)].

(53) Napiste diferencidlni rovnici asymptotickych kiivek plochy f(u,v) =
(u,v,u> — 3uv?). Tato plocha se nazyvd opiéi sedlo (opice ma v tomto sedle
totiz kam stréit ocas, zatimco u klasického sedla z = 22 — y? misto pro ocas nema.
[udu? — 2vdudv — udv® = 0].

(54) Napiste diferencidlni rovnici asymptotickych kiivek ,trychtyie“ zadaného para-
metrizaci f(u,v) = (ucosv,usinv, Inu). [-Ldu? + udv? = 0].

(55) Dokazte, ze poledniky a rovnobézky rotacni plochy jsou hlavnimi kiivkami.

(56) Napiste diferencidlni rovnici hlavnich kfivek helikoidu (v coswu, v sinu, ).
(1 + v?)du?® = dv?].

(57) Vyjadiete prostorovou kiivku (¢, %, e') implicitné jako prunik dvou ploch. [y = 22,
z =e"].

(58) Dokazte, ze kiivka (asin®t,bsint cost,ccost) lezi na elipsoidu.

(59) Najdéte parametrizaci plochy tecen ke kiivee (¢, 1%, ¢3). [(t +u, t* + 2ut, t3 + 3ut?)).
(60) Urcete kiivost kiivky zadané implicitné rovnicemi z + sinhz = siny + y,
z4+e* =z+1In(l+2z)+ 1 v bodé (0,0,0). [k = ‘/Té].
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