
PŘEDMLUVA

Tento učebńı text je určen student̊um mezioborového studia
”
matematické inženýrstv́ı“

na Fakultě strojńıho inženýrstv́ı VUT v Brně. Svým rozsahem pokrývá přednášky a cvičeńı
předmětu Diferenciálńı geometrie a tenzorový počet. Skriptum má dvě části, které jsou na
sobě v podstatě nezávislé. Prvńı část Úvod do tenzorového počtu tvoř́ı kapitoly 1–5; druhá
část Diferenciálńı geometrie křivek a ploch je tvořena kapitolami 6–19, přičemž kapitoly 6–10
jsou věnovány křivkám a kapitoly 11–19 plochám. Na konci každé části jsou zařazena cvičeńı
včetně výsledk̊u.

Tenzorový počet a zejména klasická diferenciálńı geometrie křivek a ploch jsou poměrně
rozsáhlé matematické discipĺıny, které rozhodně nejsou vyčerpávaj́ıćım zp̊usobem popsány
v těchto skriptech (

”
vyčerpávaj́ıćım“ se rozumı́ z hlediska rozsahu). Do tohoto učebńıho

textu jsem proto zařadil zejména ty partie, které mohou být student̊um užitečné při apli-
kaćıch v daľśıch discipĺınách. Až na několik málo výjimek je u každého tvrzeńı uveden i jeho
d̊ukaz, nebo alespoň hlavńı myšlenka d̊ukazu. Protože jsem byl při psańı tohoto textu předem
determinován jeho maximálńım možným rozsahem, tak jsou d̊ukazy vesměs psány poněkud
menš́ım osmibodovým ṕısmem (má to i své výhody, nebot’ čtenáře to donut́ı věnovat d̊ukaz̊um
větš́ı pozornost). Ze stejného d̊uvodu nemohl být do skript zařazen větš́ı počet obrázk̊u. Vzhle-
dem k rozš́ı̌renosti a všeobecné dostupnosti matematického software si však studenti mohou
řadu obrázk̊u křivek a ploch nakreslit sami.
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v Opavě za pečlivé přečteńı rukopisu a za cenné připomı́nky. Kromě literatury uvedené
v přehledu literatury jsem rovněž čerpal z přednášek Prof. RNDr. I. Koláře, DrSc. z Ma-
sarykovy university, kterému děkuji za to, že mi poskytl jejich texty. V neposledńı řadě děkuji
sl. M. Kleiberové za pečlivé nakresleńı obrázk̊u.
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15. Asymptotické směry plochy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
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I. ÚVOD DO TENZOROVÉHO POČTU

Základńı rozd́ıl mezi skalárem a vektorem v R
n je, že skaláry jsou určeny jedńım č́ıslem

(svou hodnotou), zat́ımco vektory v R
n jsou určeny n hodnotami (souřadnicemi vektoru

v nějaké bázi). Ve fyzice, mechanice, geometrii a řadě jiných discipĺın se však vyskytuj́ı
rovněž veličiny, k jejichž určeńı v soustavě souřadnic je třeba v́ıce hodnot. Takovéto veličiny
nazýváme tenzory a popisujeme je pomoćı souřadnic T

ij...k
ℓm...n, kde i, j, . . . , k a ℓ,m . . . , n

jsou indexy (psané nahoru i dol̊u). Souřadnice tenzoru přitom samozřejmě záviśı na volbě

souřadné soustavy, takže při přechodu od jedné souřadné soustavy k jiné se č́ısla T
ij...k
ℓm...n

obecně měńı. Speciálńım př́ıpadem je změna souřadnic ui vektoru (u1, . . . , un) při změně
báze.

Ćılem geometrie, fyziky, mechaniky a řady jiných obor̊u je formulovat zákony př́ıslušné dis-
cipĺıny ve tvaru, který je nezávislý na takových vněǰśıch okolnostech, jako je volba souřadné
soustavy. Takovéto formulace se nazývaj́ı invariantńı vzhledem k transformaci souřadnic.
K analytickému vyjádřeńı geometrických, fyzikálńıch, mechanických a jiných zákon̊u v invari-
antńım tvaru je velmi vhodný právě tenzorový počet. Tenzory se v těchto discipĺınách někdy
zaváděj́ı ne př́ılǐs jasně jako

”
č́ısla s indexy“, která se při změně souřadnic transformuj́ı pomoćı

předepsaných transformačńıch vztah̊u. S takto definovanými pojmy je pak obt́ıžné zavádět
nějaké operace. V daľśım proto zavedeme tenzory korektně – jako jistá multilineárńı zobra-
zeńı. Ukážeme pak ekvivalentnost naš́ı definice tenzoru se souřadnicovými definicemi známými
např. z mechaniky. Uvid́ıme rovněž, že řadu vlastnost́ı tenzor̊u lze popsat geometricky. Neńı
to ale nic překvapuj́ıćıho, nebot’ princip invariantnosti (tj. nezávislosti na souřadnićıch) je
vlastně principem geometrickým. Základńı charakteristikou každého geometrického objektu
je totiž jeho nezávislost na souřadnićıch. To nás vede k přesvědčeńı, že jednoduchost a ele-
gance vztah̊u už́ıvaj́ıćıch tenzorového zápisu nemá p̊uvod v ničem jiném, než v názornosti a
kráse geometrie samotné.

1 LINEÁRNÍ A BILINEÁRNÍ FORMY

V této př́ıpravné kapitole uvedeme některé pomocné pojmy a výsledky z lineárńı algebry.
Abychom zjednodušili zápis vzorc̊u, tak budeme v daľśım použ́ıvat následuj́ıćı Einsteinovu
sumačńı konvenci: v součtu

∑n
i=1 x

iyi budeme vynechávat znak sumy, pokud se sč́ıtaćı
index i vyskytuje u jednoho výrazu nahoře a u druhého dole.

V tomto textu budeme uvažovat konečněrozměrné vektorové prostory nad R. Je-li
{e1, . . . , en} báze vektorového prostoru V , tak lze každý vektor u ∈ V jednoznačně vyjádřit
ve tvaru u = uiei = u1e1 + · · · + unen, u

i ∈ R. Č́ısla ui se nazývaj́ı souřadnice vektoru u

vzhledem k bázi {e1, . . . , en}, ṕı̌seme u = (u1, . . . , un). Přitom indexy u souřadnic vektor̊u
budeme psát nahoru (nejedná se tedy o mocniny).

Poznámka 1.1 (Matice přechodu). Necht’ {e1, . . . , en} a {b1, . . . , bn} jsou dvě báze téhož
vektorového prostoru V . Pak každý vektor druhé báze lze jednoznačně vyjádřit jako lineárńı
kombinaci prvk̊u prvńı báze:

b1 = Ak
1ek, b2 = Ak

2ek, . . . , bn = Ak
nek (všude se sč́ıtá přes k). (1)

Koeficienty Ai
j tvoř́ı matici, která se nazývá matice přechodu od báze {e1, . . . , en} k bázi

{b1, . . . , bn}. Z lineárńı nezávislosti vektor̊u obou báźı vyplývá, že tato matice je regulárńı.
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Naopak, pro libovolnou regulárńı matici A = (Ai
j) a libovolnou bázi {e1, . . . , en} vektorového

prostoru V , soustava vektor̊u {b1, . . . , bn} definovaná vztahy (1) tvoř́ı opět bázi V . Snadno
dále odvod́ıme, že je-li A matice přechodu od báze {e1, . . . , en} k bázi {b1, . . . , bn}, tak matice
přechodu od báze {b1, . . . , bn} k bázi {e1, . . . , en} je rovna matici A

−1. Je-li dále determinant
matice přechodu A kladný, tak ř́ıkáme, že báze {e1, . . . , en} a {b1, . . . , bn} jsou shodně orien-
továny nebo že určuj́ı tutéž orientaci vektorového prostoru V . Pokud |A| < 0, tak hovoř́ıme
o opačné orientaci. Tedy všechny báze V se rozděĺı do dvou tř́ıd tak, že matice přechodu mezi
dvěma bázemi téže tř́ıdy má kladný determinant a mezi dvěma bázemi r̊uzných tř́ıd záporný.
Orientovat V pak znamená zvolit jednu z těchto dvou tř́ıd, jej́ıž báze se nazývaj́ı kladné, báze
druhé tř́ıdy záporné.

Př́ıklad 1.1. Urč́ıme matici přechodu od báze u1 = (1, 1, 1), u2 = (1, 1, 0), u3 = (1, 0, 0)
k bázi v1 = (2, 3, 3), v2 = (1, 3, 2), v3 = (3, 2, 2) vektorového prostoru R

3. Řešeńı: Rozepsáńım
(1) dostaneme soustavu lineárńıch rovnic pro koeficienty matice A. Vyřešeńım této soustavy
obdrž́ıme

A =




3 2 2
0 1 0
−1 −2 1


 .

Následuj́ıćı věta popisuje změnu souřadnic vektoru při změně báze.

Věta 1.1. Necht’ (u1, . . . , un) jsou souřadnice vektoru u ∈ V v bázi {e1, . . . , en} a (u
1, . . . , un)

jsou souřadnice téhož vektoru v jiné bázi {b1, . . . , bn}. Necht’ dále A = (Ai
j) je matice přechodu

od prvńı báze k bázi druhé a necht’ Ã = A−1 je matice k ńı inverzńı. Pak plat́ı následuj́ıćı
transformačńı vztahy

ui = Ai
ju

j , ui = Ãi
ju

j , i = 1, . . . , n.

D̊ukaz. Ve vztahu u = urer = uibi dosad́ıme za bázové vektory bi jejich vyjádřeńı z (1).
Dostaneme

∑

r

urer =
∑

i

ui

(
∑

r

Ar
i er

)
= (uiAr

i )er.

Z lineárńı nezávislosti vektor̊u {e1, . . . , en} pak plyne prvńı dokazovaný vztah ur = Ar
iu

i.
Vynásobeńım zleva inverzńı matićı A−1 źıskáme druhý vztah.

Definice. Necht’ V a W jsou vektorové prostory nad R. Řekneme, že zobrazeńı f : V →
W je lineárńı, jestliže pro libovolnou dvojici vektor̊u u, v ∈ V a pro libovolné č́ıslo r ∈ R

plat́ı f(u + v) = f(u) + f(v), f(r · u) = r · f(u). Lineárńı zobrazeńı f : V → W které je
nav́ıc bijektivńı, se nazývá izomorfismus vektorových prostor̊u V a W . Existenci takového
izomorfismu zapisujeme rovnost́ı V ∼=W .

Věta 1.2. Necht’ V je n-rozměrný vektorový prostor nad R. Pak V ∼= R
n.

D̊ukaz. Pro libovolný vektor v ∈ V označme (v1, . . . , vn) ∈ R
n jeho souřadnice v nějaké

bázi V . Definujme zobrazeńı f : V → R
n vztahem f(v) = (v1, . . . , vn). Pak f je hledaný

izomorfismus.

Tedy libovolné dva vektorové prostory stejné konečné dimenze jsou izomorfńı.

Definice. Lineárńı zobrazeńı f : V → R se nazývá lineárńı forma na V .
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Je nab́ıledni, že součet dvou lineárńıch forem je lineárńı forma a násobek lineárńı formy
skalárem je opět lineárńı forma. Lineárńı formy na V zřejmě tvoř́ı vektorový prostor, který
nazýváme vektorovým prostorem duálńım k V a znač́ıme V ∗.

Př́ıklad 1.2. Necht’ f : R → R je funkce, x0 ∈ R. Pak diferenciál funkce f , který přǐrad́ı
př́ır̊ustku h ∈ R č́ıslo df(x0)(h) := f ′(x0) · h je lineárńı formou na R.

Př́ıklad 1.3. Necht’ {e1, . . . , en} je báze V . Každý vektor v ∈ V lze jednoznačně vyjádřit ve
tvaru v = viei, kde vi ∈ R jsou souřadnice v, tj. v = (v1, . . . , vn). Pak zobrazeńı ei : V → R,
ei(v) = vi je lineárńı formou na V . Lineárńı forma ei tedy přǐrad́ı každému vektoru v ∈ V

jeho i-tou souřadnici v bázi {e1, . . . , en}. Speciálně, j-tý bázový vektor ej ∈ V má v bázi
{e1, . . . , en} souřadnice (0, . . . , 1, . . . , 0), takže e

i(ej) = δij , kde δ
i
j je Kronecker̊uv delta-symbol

definovaný vztahy

δij =

{
0 pro i 6= j,

1 pro i = j.

V daľśım budeme použ́ıvat Kronecker̊uv delta-symbol s indexy psanými nahoře i dole, tj.
δij = δij = δij .

Tedy každá báze {e1, . . . , en} V indukuje n lineárńıch forem e1, . . . , en ∈ V ∗.

Věta 1.3. Je-li {e1, . . . , en} báze V , tak lineárńı formy e1, . . . , en z předchoźıho př́ıkladu tvoř́ı
bázi duálńıho prostoru V ∗.

D̊ukaz. Necht’ f ∈ V ∗, f : V → R. Pro libovolné i položme fi = f(ei). Pak pro libovolné
v = viei ∈ V plat́ı f(v) = f(viei) = vif(ei) = vifi = fiv

i = fi · e
i(v), neboli f = fie

i, kde
fi = f(ei). Zbývá ukázat jednoznačnost: Je-li f = f ie

i, pak (fi−f i)e
i = 0, takže fi = f i.

Plat́ı tedy dimV = dimV ∗, takže V ∼= V ∗.

Definice. Je-li {e1 . . . , en} báze V , tak báze {e1, . . . , en} duálńıho prostoru V ∗ definovaná
vztahem ei(ej) = δij se nazývá duálńı báze.

Je-li f : V → R lineárńı forma na V , x = xiei ∈ V , pak f(x) = f(xiei) = xifi, kde
fi := f(ei). Tedy f(x) je lineárńım výrazem souřadnic xi vektoru x. Č́ısla fi nazýváme
souřadnicemi lineárńı formy f vzhledem k bázi {e1, . . . , en}. Naopak, libovolná uspořádaná
n-tice (f1, . . . , fn) jednoznačně určuje lineárńı formu f tak, že fi jsou jej́ı souřadnice v bázi
{e1, . . . , en}.

Věta 1.4. Necht’ (f1, . . . , fn) jsou souřadnice lineárńı formy f : V → R vzhledem k bázi
{e1, . . . , en} prostoru V a necht’ (f1, . . . , fn) jsou souřadnice téže lineárńı formy vzhledem
k jiné bázi {b1, . . . , bn}. Necht’ dále A = (Ai

j) je matice přechodu od prvńı báze k bázi druhé.
Pak plat́ı

f i = A
j
ifj .

D̊ukaz. f i = f(bi) = f(Aj
iej) = A

j
if(ej) = A

j
ifj .
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Definice. Zobrazeńı g : V × V → R se nazývá bilineárńı forma na V , je-li g lineárńı v obou
svých vektorových argumentech, tj.

g(u+ v, w) = g(u,w) + g(v, w), g(c · u, v) = c · g(u, v),

g(u, v + w) = g(u, v) + g(u,w), g(u, c · v) = c · g(u, v)

pro libovolné u, v, w ∈ V , c ∈ R. Bilineárńı forma g se nazývá symetrická, je-li g(u, v) =
g(v, u) ∀u, v ∈ V . Nazývá se pozitivně definitńı, je-li g(v, v) > 0 ∀v ∈ V, v 6= 0. Symetrická
a pozitivně definitńı bilineárńı forma na V se nazývá skalárńı součin na V .

Skalárńı součin vektor̊u u, v ∈ V se někdy znač́ı pouze symbolem u · v bez explicitńıho
uvedeńı př́ıslušné bilineárńı formy.

Necht’ {e1, . . . , en} je báze V a g je bilineárńı forma na V . Pro x = xiei, y = yiei ∈ V pak
plat́ı g(x, y) = g(xiei, y

jej) = xiyjg(ei, ej).

Definice. Č́ısla gij := g(ei, ej) se nazývaj́ı souřadnice bilineárńı formy g v bázi {e1, . . . , en}.
Matice G = (gij) se nazývá matićı bilineárńı formy g.

Př́ıklad 1.4. Necht’ V = R
2 s báźı e1 = (1, 0), e2 = (0, 1). Pak zobrazeńı g : V × V → R

definované předpisem g(x, y) = x1y1 − 2x2y2 + 3x1y2 je bilineárńı forma na V , zat́ımco
zobrazeńı h zadané rovnost́ı h(x, y) = x2 − y1 + x1y2 neńı bilineárńı formou na V . Dále,
matice formy g v bázi {e1, e2} má koeficienty a11 = 1, a12 = 3, a21 = 0, a22 = −2.

Analogicky jako v př́ıpadě Věty 1.4 se dokáže

Věta 1.5. Je-li G = (gij) matice bilineárńı formy g v bázi {e1, . . . , en} a G = (gij) matice g

v bázi {b1, . . . , bn}, tak plat́ı
gij = Ar

iA
s
jgrs (2)

kde A = (Ai
j) je matice přechodu od prvńı báze k bázi druhé.

Rovnost (2) je ekvivalentńı s maticovým zápisem G = AT ·G ·A, kde AT je transponovaná
matice k A. Protože matice přechodu A je regulárńı, tak odtud bezprostředně vyplývá, že
hodnost matice bilineárńı formy nezáviśı na volbě báze V . Dále zřejmě plat́ı, že bilineárńı
forma g je symetrická právě když jej́ı matice vzhledem k libovolné bázi V je symetrická.

Necht’ g je skalárńı součin na V . Pak z pozitivńı definitnosti g plyne, že jeho matice (gij) je
regulárńı. Matice k ńı inverzńı je opět symetrická, jej́ı prvky budeme značit (gij). Je evidentńı,
že pro libovolný prvek u ∈ V je funkce g̃u : V → R, definovaná předpisem g̃u(v) = g(u, v)
lineárńı formou na V . Tedy každému vektoru u ∈ V lze pomoćı skalárńıho součinu g na V

přǐradit lineárńı formu f := g̃u ∈ V ∗. Je-li u = (u1, . . . , un) a f = (f1, . . . , fn), tak fi = giju
j .

Podle následuj́ıćı věty je toto přǐrazeńı dokonce izomorfismem vektorových prostor̊u.

Věta 1.6. Skalárńı součin g na konečněrozměrném vektorovém prostoru V určuje izomorfis-
mus F : V → V ∗, F (u) = g̃u.

D̊ukaz. Je zřejmé, že zobrazeńı F je lineárńı. Necht’ dále g̃u = g̃w. Pak pro všechna x ∈ V

plat́ı g(u, x) = g(w, x) neboli g(u−w, x) = 0. Pro x = u−w dostaneme g(u−w, u−w) = 0,
neboli u = w. Tedy zobrazeńı F je prosté. Ukážeme ještě, že libovolná lineárńı forma f :
V → R je tvaru f = g̃u pro vhodné u ∈ V . Položme L = {w ∈ V ; f(w) = 0}. Je-li L = V ,
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tak stač́ı položit u = 0 a d̊ukaz je ukončen. Předpokládejme tedy, že L 6= V a označme
L = {v ∈ V ; g(w, v) = 0 ∀w ∈ L}. Pak existuje 0 6= v ∈ L. Z linearity f dále plyne, že

f(x− f(x)
f(v)v) = f(x)−f(x) = 0, neboli w = x− f(x)

f(v)v ∈ L pro libovolné x ∈ V . Položme nakonec

u = f(v)
g(v,v)v. Pak plat́ı g(x, u) = g(w + f(x)

f(v)v,
f(v)
g(v,v)v) =

f(v)
g(v,v)g(w, v) +

f(x)
f(v)

f(v)
g(v,v)g(v, v) =

f(v)
g(v,v) · 0 + f(x) = f(x).

2 TENZORY

Dosud jsme se zabývali lineárńımi a bilineárńımi formami, tj. zobrazeńımi tvaru V → R resp.
V ×V → R, jež byla v každém svém argumentu lineárńı. Podobně, zobrazeńı F : V ×V ∗ → R,
které přǐrad́ı vektoru v ∈ V a lineárńı formě f ∈ V ∗ hodnotu f(v), je lineárńı v obou svých
argumentech. Zobecněńım všech těchto př́ıpad̊u je pojem tenzoru.

Definice. Necht’ V je vektorový prostor konečné dimenze a F zobrazeńı

F : V × · · · × V︸ ︷︷ ︸
r krát

×V ∗ × · · · × V ∗︸ ︷︷ ︸
s krát

→ R (1)

které je v každém svém argumentu lineárńı při pevných hodnotách ostatńıch argument̊u. Pak
F se nazývá r-krát kovariantńım a s-krát kontravariantńım tenzorem na V nebo též tenzorem
typu (s, r) na V . Množinu všech takových tenzor̊u znač́ıme symbolem T r

s V .

Zřejmě T 1
0 V = V ∗, T 0

1 V = V . Klademe dále T 0
0 V = R. Stupněm tenzoru F typu (s, r)

rozumı́me č́ıslo s+ r. Tenzor typu (s, r), kde s ≥ 1, r ≥ 1 se nazývá smı́̌sený.

Př́ıklad 2.1.
(a) Vektory jsou 1 krát kontravariantńı tenzory, tj. tenzory typu (1, 0).
(b) Lineárńı formy na V jsou 1 krát kovariantńı tenzory, tj. tenzory typu (0, 1).
(c) Každá bilineárńı forma je tenzor typu (0, 2) na V . Skalárńı součin g : V ×V → R se někdy
nazývá metrický tenzor. Důvodem je skutečnost, že pomoćı skalárńıho součinu vyjadřujeme
délku vektor̊u, ||u|| =

√
g(u, u).

(d) Definujme zobrazeńı F : V × V ∗ → R takto: F (v, f) = f(v). Pak F je tenzor typu (1, 1)
na V .
(e) Smı́̌sený součin vektor̊u u · (v × w) v trojrozměrném prostoru R

3 je tenzor typu (0, 3) na
R
3. Ve výše uvedeném vzorci přitom tečka znač́ı skalárńı součin a kř́ıžek vektorový součin

vektor̊u v R
3.

Př́ıklad 2.2 (Vněǰśı součin vektor̊u). Necht’ V = R
n a necht’ {e1, . . . , en} je kladná orto-

normálńı báze. Pro n vektor̊u u1, . . . , un ∈ V definujme [u1, . . . , un] jako hodnotu determi-
nantu, jehož řádky jsou souřadnice vektor̊u u1, . . . , un v bázi {e1, . . . , en}. Protože determi-
nant matice přechodu mezi kladnými ortonormálńımi bázemi je roven jedné, tak s využit́ım
transformačńıch vztah̊u z Věty 1.1 snadno ukážeme, že [u1, . . . , un] nezáviśı na volbě kladné
ortonormálńı báze V . Toto č́ıslo nazýváme vněǰśım součinem vektor̊u u1, . . . , un. Z vlastnost́ı
determinantu plyne, že vněǰśı součin je tenzorem typu (0, n) na V .

Necht’ {e1, . . . , en} je báze V , {e1, . . . , en} je duálńı báze V ∗ a F je tenzor typu (s, r) 6=
(0, 0). Vezměme r vektor̊u v1, . . . , vr ∈ V a s lineárńıch forem f1, . . . , f s ∈ V ∗. Jejich vyjádřeńı
v př́ıslušných báźıch V a V ∗ je v1 = vi1ei, . . . , vr = virei a f1 = f1

j e
j , . . . , f s = f s

j e
j . Pak
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F (v1, . . . , vr, f
1, . . . , f s) = F (vi11 ei1 , . . . , v

ir
r eir , f

1
j1
ej1 , . . . , f s

jse
js) =

= vi11 . . . virr f1
j1
. . . f s

jsF (ei1 , . . . , eir , e
j1 , . . . , ejs).

Definice. Č́ısla a
j1...js
i1...ir

= F (ei1 , . . . , eir , e
j1 , . . . , ejs), kde všechny indexy prob́ıhaj́ı množinu

{1, . . . , n}, se nazývaj́ı souřadnice tenzoru F vzhledem k bázi {e1, . . . , en}.

Každý tenzor je svými souřadnicemi jednoznačně určen, protože pomoćı nich dokážeme
spoč́ıtat hodnotu tenzoru pro libovolnou skupinu r vektor̊u a s lineárńıch forem. Hovoř́ıme
pak stručně o tenzoru a

j1...js
i1...ir

. Přitom horńım index̊um ř́ıkáme kontravariantńı indexy a dolńım
index̊um kovariantńı indexy.

Př́ıklad 2.3. Necht’ dimV = 3. Pak tenzor typu (2, 1) na V má 27 souřadnic a11i , a
12
i , a

13
i ,

a21i , a
22
i , a

23
i , a

31
i , a

32
i , a

33
i , kde i = 1, 2, 3.

Př́ıklad 2.4. Urč́ıme souřadnice tenzor̊u z Př́ıkladu 2.1 (a), (d), (e).
ad (a): Každý vektor v ∈ V je tenzorem typu (1, 0). Souřadnice tohoto tenzoru jsou právě
souřadnice vektoru v.
ad (d) Souřadnice tohoto tenzoru jsou δij . Tenzor se souřadnicemi δ

i
j (resp. δ

ij , resp. δij) se
někdy nazývá Kronecker̊uv tenzor.
ad (e): Souřadnice tohoto tenzoru jsou εijk, kde ε123 = ε231 = ε312 = 1, ε132 = ε213 = ε321 =
−1 a všechny ostatńı souřadnice jsou nulové. Označme dále

εi1...in =





1 je-li (i1, . . . , in) sudá permutace z č́ısel (1, . . . , n),

−1 je-li (i1, . . . , in) lichá permutace z č́ısel (1, . . . , n),

0 jinak.

Pak εi1...in se někdy nazývá Levi-Civit̊uv tenzor.

Věta 2.1. Necht’ F je tenzor typu (s, r), jehož souřadnice v bázi {e1, . . . , en} prostoru V jsou
a
j1...js
i1...ir

. Necht’ {b1, . . . , bn} je jiná báze V , A je matice přechodu od prvńı báze k bázi druhé a

necht’ Ã = A−1. Pak nové souřadnice a
q1...qs
p1...pr tenzoru F v bázi {b1, . . . , bn} se vyjádř́ı podle

vzorce
aq1...qsp1...pr

= Ai1
p1
. . . Air

prÃ
q1
j1
. . . Ã

qs
js
a
j1...js
i1...ir

. (2)

D̊ukaz. Pomoćı matice přechodu vyjádř́ıme vektory nové báze pomoćı báze staré. Pak
a
q1...qs
p1...pr = F (Ai1

p1
ei1 , . . . , A

ir
preir , Ã

q1
j1
ej

1

, . . . , Ã
qs
js
ejs).

Poznamenejme, že speciálńım př́ıpadem předchoźı věty jsou věty o transformaci souřadnic
vektoru, lineárńı formy a bilineárńı formy. Tvrzeńı následuj́ıćı věty se někdy použ́ıvá k zave-
deńı pojmu tenzoru.

Věta 2.2. Množina č́ısel aj1...jsi1...ir
závislá na volbě báze vektorového prostoru V představuje

souřadnice nějakého tenzoru F typu (s, r) právě když se při změně báze V transformuje pomoćı
vzorce (2).
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D̊ukaz. Dı́ky platnosti Věty 2.1 stač́ı dokázat pouze jeden směr ekvivalence. Necht’ {e1, . . . , en}
je báze V , které odpov́ıdá množina č́ısel aj1...jsi1...ir

, přičemž tato č́ısla se při přechodu k jiné
bázi {b1, . . . , bn} V transformuj́ı pomoćı vzorce (2). Definujme zobrazeńı F : V × · · · × V ×
V ∗ × · · · × V ∗ → R takto: Pro r vektor̊u v1 = vi1i ei1 , . . . , vr = virr eir a s lineárńıch forem

f1 = f1
j1
ej1 , . . . , f s = f s

js
ejs položme F (v1, . . . , vr, f

1, . . . , f s) = vi11 . . . virr f1
j1
. . . f s

js
a
j1...js
i1...ir

. Pak
zobrazeńı F je zřejmě lineárńı v každém svém argumentu při pevných hodnotách ostatńıch
argument̊u. Muśıme ještě ukázat, že jeho definice je korektńı, tj. nezávislá na volbě báze pro-
storu V . Vezmeme-li tedy jinou bázi {b1, . . . , bn} V a j́ı odpov́ıdaj́ıćı souřadnicové vyjádřeńı

v1 = vi11 bi1 , . . . , vr = virr bir , f1 = f
1
j1
bj1 , . . . , f s = f

s

jse
js , tak muśıme ukázat, že plat́ı

vi11 . . . virr f1
j1
. . . f s

js
a
j1...js
i1...ir

= vi11 . . . virr f
1
j1
. . . f

s

jsa
j1...js
i1...ir

.Tato rovnost však bezprostředně plyne
z (2), pokud dosad́ıme za pruhované souřadnice vektor̊u a lineárńıch forem odpov́ıdaj́ıćı vztahy
z vět 1.1 a 1.4. Přitom využijeme skutečnosti, že součin matice a matice k ńı inverzńı je matice
jednotková, tj. Ai

kÃ
k
j = δij .

3 OPERACE S TENZORY

Definice. Necht’ F a G jsou dva tenzory téhož typu (s, r), c ∈ R. Součtem tenzor̊u F a G

rozumı́me tenzor H = F +G typu (s, r) definovaný takto:

H(v1, . . . , vr, f
1, . . . , f s) = F (v1, . . . , vr, f

1, . . . , f s) +G(v1, . . . , vr, f
1, . . . , f s).

Součinem č́ısla c a tenzoru F rozumı́me tenzor cF typu (s, r) definovaný vztahem

(cF )(v1, . . . , vr, f
1, . . . , f s) = c · F (v1, . . . , vr, f

1, . . . , f s)

.

Je zřejmé, že F + G a cF jsou opět tenzory typu (s, r) a že T r
s V je vektorový prostor

vzhledem ke sč́ıtáńı tenzor̊u a násobeńı tenzoru skalárem. Dosazeńım bázových vektor̊u dále
bezprostředně ukážeme, že v souřadnićıch vypadá sč́ıtáńı tenzor̊u a násobeńı tenzoru skalárem
takto:

h
j1...js
i1...ir

= f
j1...js
i1...ir

+ g
j1...js
i1...ir

, (cf)j1...jsi1...ir
= c · f j1...js

i1...ir
.

Definice. Tenzorovým součinem tenzor̊u F typu (s1, r1) a G typu (s2, r2) rozumı́me tenzor
F ⊗G typu (s1 + s2, r1 + r2) definovaný takto:

(F ⊗G)(v1, . . . , vr1+r2 , f
1, . . . , f s1+s2) =

= F (v1, . . . , vr1 , f
1, . . . , f s1) ·G(vr1+1, . . . , vr1+r2 , f

s1+1, . . . , f s1+s2).

Př́ıklad 3.1. Je-li F typu (2, 1) a G typu (1, 3), tak tenzorový součin H = F ⊗G je tenzor
typu (3, 4) definovaný vztahem

H(v1, v2, v3, v4, f
1, f2, f3) = F (v1, f

1, f2) ·G(v2, v3, v4, f
3).

V souřadnićıch máme hjkqiℓmp = f
jk
i · gqℓmp.

Je zřejmé, že tenzorové násobeńı neńı obecně komutativńı.
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Definice. Necht’ F je smı́̌sený tenzor typu (s, r) a vyberme jeden kovariantńı (=dolńı) index
i0 ∈ {1, . . . , r} a jeden kontravariantńı (= horńı) index j0 ∈ {1, . . . , s}. Kontrakćı (zúžeńım)
tenzoru F podle index̊u i0 a j0 rozumı́me tenzor C typu (s− 1, r − 1) definovaný takto:

C(v1, . . . , vr−1, f
1, . . . , f s−1) =

= F (v1, . . . , vi0−1, ek, vi0+1, . . . , vr−1, f
1, . . . , f j0−1, ek, f j0+1, . . . , f s−1) (1)

(vpravo se sč́ıtá přes k).

Čtenář si jistě všiml, že v definici kontrakce využ́ıváme bázové vektory ek a ek. Muśıme
proto dokázat korektnost předchoźı definice, tj. jej́ı nezávislost na volbě báze. Vektory jiné
báze {b1, . . . , bn} prostoru V ale můžeme vyjádřit prostřednictv́ım vztah̊u (1.1) ve tvaru
bk = Aℓ

keℓ. Zcela analogicky, pro vektory duálńı báze máme vztahy bk = Ãk
mem. Po dozazeńı

do pravé strany (1) se v d̊usledku linearity F vytkne výraz Aℓ
kÃ

k
m, který představuje součin

matice přechodu a matice k ńı inverzńı a je tedy roven δℓm. Tedy definice kontrakce nezáviśı
na volbě báze.

Př́ıklad 3.2.
(a) Necht’ F = (f ij

kℓm) je tenzor typu (2, 3). Urč́ıme jeho kontrakci podle druhého horńıho a
druhého dolńıho indexu. Výsledný tenzor C bude mı́t tedy typ (1, 2). Podle (1) máme:

C(v1, v2, f
1) =

∑

r

F (v1, er, v2, f
1, er).

V souřadnićıch, cikm = C(ek, em, ei) =
∑

r F (ek, er, em, ei, er) =
∑

r f
ir
krm = f ir

krm.
(b) Necht’ F je tenzor typu (2, 3). Označme jeho souřadnice (f ℓm

ijk ). Pak kontrakce F podle

třet́ıho dolńıho a prvńıho horńıho indexu je tenzor C typu (1, 2), ckij = f rk
ijr.

(c) Kontrakce tenzoru (fk
ij) podle prvńıho dolńıho a podle horńıho indexu je tenzor ci = f r

ri.

(d) Jediná možná kontrakce tenzoru (f i
j) typu (1, 1) je č́ıslo f i

i = f1
1 + · · · + fn

n ∈ T 0
0 V = R

(stopa matice).

Zvedáńı a spouštěńı index̊u. Tato operace je definována pouze v př́ıpadě, že na vekto-
rovém prostoru V existuje skalárńı součin (neboli metrický tenzor) g : V × V → R. Podle
Věty 1.6, g zadává izomorfismus V → V ∗, u 7→ g̃u, kde lineárńı forma g̃u : V → R je
definována předpisem g̃u(v) = g(u, v). Jsou-li gij := g(ei, ej) souřadnice metrického ten-
zoru g, tak souřadnice lineárńı formy f := g̃u jsou fi = g̃u(ei) = g(u, ei) = g(urer, ei) =
urg(er, ei) = griu

r. Nyńı budeme demonstrovat operaci spouštěńı indexu na př́ıkladu tenzoru
F : V × V × V ∗ → R typu (1, 2) (v ostatńıch př́ıpadech by byl postup zcela analogický).
Definujme tenzor H : V × V × V → R typu (0, 3) vztahem

H(u, v, w) = F (u, v, g̃w). (2)

Protože přǐrazeńı w 7→ g̃w je izomorfisus V → V ∗, tak H je opravdu tenzor. Ř́ıkáme, že H

vznikl z F spuštěńım indexu. Ukážeme dále, jak tato operace vypadá v souřadnićıch. Necht’

{e1, . . . , en} je báze V , {e
1, . . . , en} je báze duálńıho prostoru V ∗, (fk

ij) jsou souřadnice tenzoru
F a (hijk) jsou souřadnice H. Pak hijk = H(ei, ej , ek) = F (ei, ej , g̃ek) = F (ei, ej , gkse

s) =
gksf

s
ij . Máme tedy vzoreček hijk = gksf

s
ij . Naopak, je-li zadán tenzor H, tak můžeme vźıt

rovnici (2) za definici tenzoru F . Ze vztah̊u

hijk = f s
ijgsk plyne f t

pq = gtrhpqr,
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kde (gij) je matice inverzńı k matici (gij). Operace inverzńı ke spouštěńı index̊u se nazývá
zvedáńı index̊u.

Př́ıklad 3.3. Spuštěńım indexu k u tenzoru aikℓ dostaneme tenzor aiℓs definovaný předpisem
aiℓs = aikℓ gks.

Poznámka 3.1. Operace zvedáńı a spouštěńı index̊u můžeme rovněž považovat za tenzorové
násobeńı metrickým tenzorem a následnou kontrakci tohoto součinu. Všimněme si dále, že
tyto operace neměńı stupeň tenzoru. Odtud bezprostředně vyplývá následuj́ıćı fyzikálńı inter-
pretace zvedáńı a spouštěńı index̊u: Necht’ je dán nějaký fyzikálńı objekt, který je v prostoru se
skalárńım součinem reprezentován tenzorem F typu (s, r). Pak tento objekt lze reprezentovat
libovolným tenzorem H typu (s, r) takovým, že s+ r = s+ r.

Symetrické a antisymetrické tenzory Skalárńı součin vektor̊u nezáviśı na pořad́ı vek-
torových argument̊u, zat́ımco determinant matice změńı znaménko při změně pořad́ı řádk̊u.
Výše uvedené tenzory jsou př́ıklady d̊uležité tř́ıdy symetrických resp. antisymetrických ten-
zor̊u. Budeme nyńı předpokládat, že uvažované tenzory nejsou smı́̌sené, jsou tedy typu (0, r)
nebo (r, 0). Pro jednoduchost se budeme věnovat kovariantńım tenzor̊um (v druhém př́ıpadě
by byl postup zcela analogický).

Definice. Necht’ F ∈ T r
0V je kovariantńı tenzor. Řekneme, že F je

1. symetrický, pokud pro libovolné indexy 1 ≤ i < j ≤ r a pro libovolné vektory
v1, . . . , vr ∈ V plat́ı

F (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vr) = F (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vr),

2. antisymetrický, pokud

F (v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vr) = −F (v1, . . . , vj , . . . , vi, . . . , vr).

Tedy hodnota symetrického tenzoru F : V × · · · × V → R nezáviśı na pořad́ı jeho
vektorových argument̊u. Na druhou stranu, hodnota antisymetrického tenzoru se nezměńı,
provedeme-li na pořad́ı vektor̊u v1, . . . , vr sudou permutaci a změńı znaménko, provedeme-li
lichou permutaci. Pro kontravariantńı tenzory definujeme výše uvedené pojmy zcela analo-
gicky. Je dále zcela zřejmé, že symetrické tenzory tvoř́ı vektorový podprostor ⊙rV ⊆ T r

0V a
antisymetrické tenzory tvoř́ı vektorový podprostor ΛrV ⊆ T r

0V .

Př́ıklad 3.4.
(a) Př́ıkladem symetrického tenzoru F ∈ ⊙2V je skalárńı součin a př́ıkladem antisymetrického
tenzoru F ∈ Λn

R
n je vněǰśı součin. Dále, Levi-Civit̊uv tenzor je rovněž antisymetrický.

(b) Necht’ F ∈ T 3
0 V je antisymetrický tenzor. Pak pro jeho souřadnice (fijk) plat́ı následuj́ıćı

vztahy: fijk = −fikj = −fjik = fjki = fkij = −fkji.

Definice. Necht’ F ∈ T r
0V . Symetrizaćı tenzoru F rozumı́me tenzor Sym(F ) ∈ ⊙rV defino-

vaný takto: Sečteme všechny hodnoty, kterých F nabývá při všech permutaćıch daných ar-
gument̊u a součet vyděĺıme počtem permutaćı r prvk̊u. Antisymetrizaćı tenzoru F rozumı́me
tenzor Alt(F ) ∈ ΛrV definovaný takto: Sečteme všechny hodnoty, kterých F nabývá při
sudých permutaćıch daných argument̊u, odečteme všechny hodnoty, kterých F nabývá při
lichých permutaćıch daných argument̊u a výsledek vyděĺıme počtem permutaćı r prvk̊u.
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Př́ıklad 3.5. Necht’ F = (fijk) ∈ T 3
0 V . Pak Sym(F ) =

1
3!(fijk+fikj+fjik+fjki+fkij+fkji),

Alt(F ) = 1
3!(fijk − fikj − fjik + fjki + fkij − fkji).

Každý snadno odvod́ı následuj́ıćı tvrzeńı

Lemma 3.1.

1. F ∈ ⊙rV ⇒ Sym(F ) = F, F ∈ ΛrV ⇒ Alt(F ) = F ,

2. Každý kovariantńı tenzor 2. stupně lze rozložit na součet symetrického a antisymet-
rického tenzoru, tj. pro F ∈ T 2

0 V plat́ı F = Sym(F ) + Alt(F ).

Poznámka 3.2. Je-li F ∈ T r
0V tenzor se souřadnicemi fi1...ir , tak souřadnice symet-

rického tenzoru Sym(F ) vzniklého z F symetrizaćı budeme značit f(i1...ir) a souřadnice an-

tisymetrického tenzoru Alt(F ) budeme značit f[i1...ir]. Tedy např́ıklad f(ij) =
1
2(fij + fji),

f[ij] =
1
2(fij − fji). Rovnost F = Sym(F ) + Alt(F ) z Lemmatu 3.1 můžeme tedy jednoduše

zapsat v souřadnicovém tvaru fij = f(ij) + f[ij].

Symetrický a vněǰśı součin tenzor̊u Jsou-li oba tenzory F a G symetrické (resp. anti-
symetrické), tak tenzorový součin F ⊗ G obecně nemuśı tuto vlastnost zachovávat. Proto
zavád́ıme pojem symetrického a vněǰśıho součinu tenzor̊u.

Definice. Necht’ F ∈ ΛkV , G ∈ ΛℓV . Antisymetrickým (vněǰśım) součinem tenzor̊u F a G

rozumı́me antisymetrický tenzor F ∧G ∈ Λk+ℓV definovaný vztahem

F ∧G =
(k + ℓ)!

k!ℓ!
Alt(F ⊗G).

Symetrickým součinem tenzor̊u F ∈ ⊙kV a G ∈ ⊙ℓV rozumı́me symetrický tenzor F ⊙ G ∈
⊙k+ℓV definovaný vztahem

F ⊙G =
(k + ℓ)!

k!ℓ!
Sym(F ⊗G).

Operace symetrického součinu je zřejmě komutativńı, zat́ımco v př́ıpadě vněǰśıho součinu
se dá ukázat, že plat́ı F ∧G = (−1)kℓG ∧ F .

Př́ıklad 3.6. Necht’ F,G ∈ Λ1V . Urč́ıme vněǰśı součin F ∧G.
(1) F ⊗G ∈ T 2

0 V , (F ⊗G)(u, v) = F (u) ·G(v)
(2) Alt(F ⊗G) ∈ Λ2V , Alt(F ⊗G)(u, v) = 1

2!(F (u)G(v)− F (v)G(u))

(3) F ∧G(u, v) = 2!
1!1! ·

1
2!(F (u)G(v)− F (v)G(u)) = F (u)G(v)− F (v)G(u).

4 KVADRATICKÉ FORMY

Definice. Vektorový prostor V se skalárńım součinem g : V × V → R se nazývá unitárńı
prostor.

Např. R
n je unitárńı prostor, pokud pro libovolné vektory u = (u1, . . . , un), v =

(v1, . . . , vn) definujeme skalárńı součin předpisem g(u, v) = u1v1 + · · ·+ unvn.
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Definice. Necht’ V je unitárńı prostor se skalárńım součinem g. Pak reálné č́ıslo ||u|| =√
g(u, u) se nazývá délka (velikost) vektoru u. Vektor u se nazývá jednotkový, jestliže ||u|| = 1.

Vektory u, v ∈ V se nazývaj́ı ortogonálńı, jestliže g(u, v) = 0. Báze {e1, . . . , en} prostoru V se
nazývá ortogonálńı báze, jestliže každé dva r̊uzné vektory z této báze jsou ortogonálńı. Tato
báze se nazývá ortonormálńı báze V , je-li nav́ıc každý vektor ei jednotkový.

Je zřejmé, že báze {e1, . . . , en} prostoru V je ortonormálńı právě když souřadnice gij
skalárńıho součinu g : V ×V → R splňuj́ı gij = δij . Pro u = uiei, v = viei ∈ V pak dostaneme
g(u, v) =

∑n
i=1 u

ivi, ||u|| =
√∑n

i=1(u
i)2.

Necht’ v1, . . . , vk je posloupnost vektor̊u prostoru V . Položme 〈v1, . . . , vk〉 = {c1v1 + · · ·+
ckvk; ci ∈ R}. Tato množina je vektorovým podprostorem prostoru V a nazývá se podprostor
generovaný vektory v1, . . . , vk.

Věta 4.1. Necht’ v1, . . . , vk je posloupnost lineárně nezávislých vektor̊u unitárńıho prostoru
V . Pak existuje taková ortonormálńı posloupnost vektor̊u e1, . . . , ek prostoru V , že plat́ı
〈v1, . . . , vk〉 = 〈e1, . . . , ek〉.

D̊ukaz. Definujme nejdř́ıve jednotkový vektor e1 předpisem w1 = v1, e1 =
w1

||w1|| . Položme dále

w2 = v2−g(v2, e1)e1, takže g(w2, e1) = 0. Pokud definujeme e2 =
w2

||w2|| , tak dvojice e1, e2 tvoř́ı
ortonormálńı posloupnost. Dále budeme postupovat indukćı: Za předpokladu, že již máme
sestrojeny vektory e1, . . . , ek, polož́ıme wk = vk − g(vk, ek−1)ek−1 − g(vk, ek−2)ek−2 − . . . −
g(vk, e1)e1, ek = wk

||wk|| . Vektory e1, . . . , ek zcela evidentně tvoř́ı ortonormálńı posloupnost.
Je dále zřejmé, že vektory e1, . . . , ek jsou vyjádřeny ve tvaru lineárńı kombinace vektor̊u
v1, . . . , vk a naopak.

Algoritmus konstrukce ortonormálńı posloupnosti z d̊ukazu předchoźı věty se nazývá
Gramm-Schmidt̊uv ortogonalizačńı proces. Z analytické geometrie je známo, že každé
uspořádané dvojici bod̊u X,Y ∈ R

3 můžeme přǐradit právě jeden vektor u = Y −X, přičemž
pro libovolný bod X ∈ R

3 a pro libovolný reálný vektor v = (v1, v2, v3) je definován bod
v +X ∈ R

3. Prostor R3 je speciálńım př́ıpadem obecněǰśıho euklidovského prostoru.

Definice. Euklidovský prostor E je neprázdná množina, pro kterou existuje konečněrozměrný
unitárńı prostor V nad R, přičemž pro libovolný bod X ∈ E a libovolný vektor v ∈ V je
definován bod v +X ∈ E tak, že plat́ı

1.
−→
0 +X = X ∀X ∈ E, (

−→
0 ∈ V znač́ı nulový vektor),

2. (v + w) +X = v + (w +X) ∀v, w ∈ V, ∀X ∈ E,

3. Pro libovolné body X,Y ∈ E existuje právě jeden vektor v =
−−→
XY ∈ V tak, že plat́ı

v +X = Y .

Prvky množiny E nazýváme body, vektorový prostor V se nazývá zaměřeńı euklidovského
prostoru E, znač́ıme V = Z(E). Dimenźı euklidovského prostoru rozumı́me dimenzi jeho
zaměřeńı.

Zhruba řečeno, v euklidovském prostoru E máme definováno sč́ıtáńı bod̊u z E a vektor̊u

z unitárńıho prostoru Z(E) = {
−−→
XY ;X,Y ∈ E}. Triviálńım př́ıpadem euklidovského pro-

storu je samotný unitárńı prostor V (zde E = Z(E) = V ). Daľśım př́ıkladem je prostor Rn,
jehož zaměřeńım je množina n–rozměrných reálných vektor̊u. Libovolná rovina v R

3 je rovněž
euklidovský prostor.
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Definice. Kartézskou soustavou souřadnic (kartézským reperem) rozumı́me (n + 1)–tici
〈P ; e1, . . . , en〉, kde P ∈ E a {e1, . . . , en} je ortonormálńı báze Z(E). Přitom bod P se nazývá
počátek kartézské soustavy souřadnic. Souřadnice bodu X ∈ E pak definujeme jako souřadnice

vektoru
−−→
PX v bázi {e1, . . . , en}.

Poznámka 4.1. Podle Věty 1.2 je každý n-rozměrný vektorový prostor izomorfńı s R
n.

Volbou počátku P ∈ E v n-rozměrném euklidovském prostoru E můžeme každý bod X ∈ E

ztotožnit s vektorem
−−→
PX. Tedy množinu bod̊u i vektor̊u n-rozměrného euklidovského prostoru

E m̊užeme prostřednictv́ım souřadnic ztotožnit s R
n. Vzhledem k této identifikaci budeme

značit n-rozměrný euklidovský prostor symbolem En.

Vzdálenost́ı bod̊u X,Y ∈ En rozumı́me č́ıslo ρ(X,Y ) = ||
−−→
XY ||. Snadno ověř́ıme, že (En, ρ)

splňuje axiomy metrického prostoru. Pro jednoduchost budeme značit vzdálenost dvou bod̊u
X,Y ∈ En symbolem ||Y −X||. V kartézských souřadnićıchX = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn)
tedy plat́ı ||Y −X|| =

√∑
(yi − xi)2.

Definice. Zobrazeńı g : V → R se nazývá kvadratická forma na vektorovém prostoru V ,
jestliže existuje symetrická bilineárńı forma f na V taková že plat́ı g(u) = f(u, u) pro libovolné
u ∈ V .

Věta 4.2. Necht’ g je kvadratická forma na V určená symetrickou bilineárńı formou f . Pak
plat́ı 2f(u, v) = g(u+ v)− g(u)− g(v) pro všechna u, v ∈ V .

D̊ukaz. Podle definice kvadratické formy plat́ı g(u+v) = f(u+v, u+v) = f(u, u)+2f(u, v)+
f(v, v) = g(u) + 2f(u, v) + g(v).

Máme tedy bijekci mezi kvadratickými formami a symetrickými bilineárńımi formami a
symetrickými maticemi.

Definice. Symetrická bilineárńı forma f se nazývá polárńı formou kvadratické formy g. Ma-
tici kvadratické formy g definujeme jako matici jej́ı polárńı formy.

Je-li x = xiei ∈ V , tak g(x) = f(x, x) = xixjf(ei, ej) = aijx
ixj . Tedy každá kvadratická

forma g na V je kvadratickým výrazem tvaru g(x) = aijx
ixj , kde (aij) je symetrická matice.

Př́ıklad 4.1. Vzorec pro délku vektoru x = (x1, . . . , xn) v n-rozměrném euklidovském pro-
storu En použ́ıvá kvadratickou formu x21 + · · ·+ x2n. Jej́ı polárńı bilineárńı formou je skalárńı
součin a jej́ı matićı je jednotková matice řádu n.

Je-li g : V → R kvadratická forma na V , tak matice A této kvadratické formy je symet-
rická. Z lineárńı algebry je známo, že všechny vlastńı hodnoty symetrické matice jsou reálné
a vlastńı vektory př́ıslušné k navzájem r̊uzným vlastńım hodnotám jsou lineárně nezávislé.
V unitárńım prostoru plat́ı silněǰśı tvrzeńı, a to, že vlastńı vektory př́ıslušné k r̊uzným vlastńım
hodnotám symetrické matice jsou ortogonálńı.

Věta 4.3 (O hlavńıch osách). Necht’ g je kvadratická forma na unitárńım prostoru V = R
n.

Pak existuje ortonormálńı báze V , v ńı̌z má g reálnou diagonálńı matici. Je-li A symetrická
matice kvadratické formy g a je-li B diagonálńı matice formy g v nové ortonormálńı bázi, tak
plat́ı: Diagonálńı prvky matice B jsou právě vlastńı hodnoty matice A a př́ıslušná ortonormálńı
báze V je tvořena vlastńımi vektory A.
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D̊ukaz. Zvolme libovolnou pevnou ortonormálńı bázi prostoru V . Symetrická matice A má
pak všechny vlastńı hodnoty λi reálné a má n lineárně nezávislých vlastńıch vektor̊u. Urč́ıme
nyńı ortonormálńı bázi {e1, . . . , en} prostoru V tvořenou vlastńımi vektory matice A takto:
I. Je-li λi jednonásobný kořen charakteristické rovnice a ui př́ıslušný vlastńı vektor, tak
položme ei =

ui

||ui|| . Je zřejmé, že ei je opět vlastńım vektorem matice A.

II. Pro k-násobný kořen λ charakteristické rovnice (k ≥ 2) existuje k lineárně nezávislých
vlastńıch vektor̊u u1, . . . , uk př́ıslušných k vlastńı hodnotě λ. Těmto vektor̊um přǐrad́ıme orto-
gonalizačńım procesem k ortonormálńıch vektor̊u e1, . . . , ek. Protože tyto vektory jsou lineárńı
kombinaćı vlastńıch vektor̊u, tak e1, . . . , ek jsou opět vlastńı vektory matice A př́ıslušné
k vlastńı hodnotě λ.
Vektory ze skupiny I a II jsou zřejmě navzájem ortogonálńı. Sestrojili jsme tedy ortonormálńı
bázi {e1, . . . , ek} tvořenou vlastńımi vektory matice A. Je-li nyńı f : V × V → R polárńı
forma kvadratické formy g, tak g(x) = f(x, x). Pro x = (x1, . . . , xn) je g(x) = aijx

ixj , což
můžeme psát v maticovém tvaru g(x) = f(x, x) = x · (aij) · x

T , kde xT je sloupcový vektor.
Dále, v ortonormálńı bázi V má skalárńı součin vektor̊u u = (u1, . . . , un) a v = (v1, . . . , vn)
tvar u · v =

∑
uivi = u · vT . S využit́ım tohoto zápisu máme f(ei, ej) = ei · (aij) · (ej)

T =
ei · λj · (ej)

T = λjei · ej = λj · δij .

Souřadnicový tvar kvadratické formy s diagonálńı matićı se nazývá kanonický tvar a vek-
tory ortonormálńı báze z předchoźı věty se nazývaj́ı hlavńı směry.Tedy ke každé kvadratické
formě g : V → R na unitárńım prostoru V = R

n existuje ortonormálńı báze prostoru V , v ńıž
má forma g kanonický tvar

g(u) = λ1(u
1)2 + · · ·+ λn(u

n)2. (1)

Koeficienty λ1, . . . , λn jsou přitom vlastńımi hodnotami matice formy g, přičemž každá z nich
vystupuje ve vyjádřeńı (1) tolikrát, jaká je jej́ı násobnost.

Př́ıklad 4.2. Převedeme kvadratickou formu g(x) = (x1)2+ (x2)2+ (x3)2+4x1x2+4x1x3+
4x2x3 na kanonický tvar a urč́ıme př́ıslušnou ortonormálńı bázi. Matićı formy g je

A =



1 2 2
2 1 2
2 2 1


 .

Charakteristická rovnice |A − λE| = 0 má tvar λ3 − 3λ2 − 9λ − 5 = 0. Vlastńı hodnoty
matice A jsou kořeny této rovnice, vyjde λ1 = 5, λ2 = λ3 = −1. Dále, souřadnice vlastńıch
vektor̊u u = (u1, u2, u3) př́ıslušných k vlastńı hodnotě λ jsou řešeńım soustavy homogenńıch
lineárńıch rovnic (A − λE)uT = (0, 0, 0)T (uT znač́ı sloupcový vektor). Tato soustava rovnic
má pro λ1 = 5 obecné řešeńı (t, t, t), které záviśı na jednom reálném parametru t. Volbou
t = 1 dostaneme vlastńı vektor u1 = (1, 1, 1). Dále, vlastńı hodnotě λ23 = −1 odpov́ıdá
obecné řešeńı homogenńı soustavy tvaru (−t−s, t, s) závislé na dvou parametrech. Postupnou
volbou t = 1, s = 0 a t = 0, s = 1 dostaneme vlastńı vektory u2 = (−1, 1, 0) a u3 = (−1, 0, 1).
Kanonickým tvarem formy g je tedy 5(y1)2−(y2)2−(y3)2. Normováńım vektoru u1 dostaneme
vektor e1 = ( 1√

3
, 1√

3
, 1√

3
). Ortogonalizačńım procesem pak přǐrad́ıme vektor̊um u2 a u3 vektory

e2 = (− 1√
2
, 1√

2
, 0), e3 = (− 1√

6
,− 1√

6
, 2√

6
).
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5 SYMETRICKÉ TENZORY DRUHÉHO STUPNĚ

V mechanice maj́ı největš́ı aplikace právě symetrické tenzory druhého stupně na prostoru
V = R

n. V této kapitole se proto budeme podrobněji zabývat symetrickými tenzory typu
(0, 2) na V , tj. symetrickými bilineárńımi formami f : V ×V → R. Budeme definovat skalárńı
invarianty, hlavńı směry a charakteristickou plochu tenzoru. Pokud tenzor f reprezentuje
nějaký fyzikálńı objekt, tak tyto pojmy maj́ı zpravidla konkrétńı fyzikálńı význam. Na závěr
budeme uvedené pojmy demonstrovat na př́ıkladě tenzoru setrvačnosti. V daľśım budeme
všude předpokládat, že V = R

n je unitárńı prostor a že {e1, . . . , en} je ortonormálńı báze
prostoru V . Pak souřadnice tenzoru f v této bázi tvoř́ı symetrickou matici A = (aij), aij =
f(ei, ej). Tato matice se při změně báze prostoru V obecně měńı.

Věta 5.1. Necht’ A a B jsou matice souřadnic tenzoru f : V ×V → R ve dvou ortonormálńıch
báźıch prostoru V . Pak tyto matice maj́ı tytéž charakteristické polynomy.

D̊ukaz. Podle Věty 1.5 je B = ST · A · S, kde S je matice přechodu od prvńı báze k druhé.
Protože tyto báze jsou ortonormálńı, tak ST = S−1, takže matice A a B jsou podobné.

Necht’ nyńı f : V ×V → R je symetrický tenzor na V = R
3. Pak matice A = (aij) sestavená

z jeho souřadnic je čtvercová matice řádu 3. Podle předchoźı věty je jej́ı charakteristický
polynom invariantńı (tj. nezávislý) na změně báze V , takže koeficienty tohoto polynomu
muśı být rovněž invariantńı. Rozvojem determinantu v charakteristické rovnici |A− λE| = 0
obdrž́ıme charakteristický polynom ve tvaru λ3 − J1λ

2 + J2λ− J3 = 0 kde

J1 = a11 + a22 + a33

J2 =

∣∣∣∣
a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣

J3 = |A|.

Definice. Č́ısla J1, J2 a J3 se nazývaj́ı skalárńı invarianty tenzoru f .

Poznamenejme, že J1 je právě stopa matice. Jsou-li dále λ1, λ2 a λ3 vlastńı hodnoty A,
tak zřejmě plat́ı

J1 = λ1 + λ2 + λ3, J2 = λ1λ2 + λ2λ3 + λ1λ3, J3 = λ1λ2λ3.

V př́ıpadě tenzoru f : R2 → R
2 bychom definovali (zde pouze dva) skalárńı invarianty J1 a

J2 analogickým zp̊usobem.
Podle předchoźı kapitoly existuje bijekce mezi symetrickými tenzory f : V × V → R

typu (0, 2) na V a mezi kvadratickými formami ϕ : V → R. Přitom symetrická matice (aij)
kvadratické formy ϕ v bázi {e1, . . . , en} je právě matice souřadnic tenzoru f v této bázi.

Definice. Hlavńı směry kvadratické formy ϕ nazýváme hlavńımi směry tenzoru f .

Je-li P ∈ En počátek kartézské soustavy souřadnic, tak pro libovolný bod Y ∈ En je

vektor
−−→
PY pr̊uvodič bodu Y . Uvažujme množinu I(f) bod̊u prostoru En tvaru I(f) := {Y ∈

En;ϕ(
−−→
PY ) = 1}. Protože souřadnice tenzoru f jsou aij , tak I(f) = {Y ∈ En; aijy

iyj = 1}.
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Definice. Pro n = 3 je I(f) kvadrika v E3, kterou nazýváme charakteristickou plochou
tenzoru f . V př́ıpadě n = 2 množinu I(f) nazýváme charakteristickou křivkou tenzoru f .

Podle Věty 4.3 lze charakteristickou plochu aijy
iyj = 1 převést na kanonický tvar aiiy

iyi =
1, tj. po přeznačeńı ai = aii na tvar a1(y

1)2 + a2(y
2)2 + a3(y

3)2 = 1. Analogicky, kanonický
tvar charakteristické křivky tenzoru f je a1(y

1)2 + a2(y
2)2 = 1. Př́ıslušné prvky nové báze

prostoru V jsou pak právě hlavńı směry tenzoru f .

Př́ıklad 5.1. Urč́ıme charakteristické plochy tenzor̊u zadaných matićı A souřadnic v nějaké
bázi prostoru V .
(a) A je diagonálńı matićı řádu 3, kde na hlavńı diagonále jsou postupně č́ısla λ1, λ2, λ3.
Př́ıslušná charakteristická plocha má tvar λ1(y

1)2 + λ2(y
2)2 + λ3(y

3)2 = 1.

1. Pro λ1, λ2, λ3 > 0 se jedná o elipsoid.

2. Jsou-li dvě hodnoty λi kladné a jedna hodnota záporná, tak se jedná o jednod́ılný
hyperboloid.

3. Jsou-li dvě hodnoty λi záporné a jedna hodnota je kladná, tak se jedná o dvojd́ılný
hyperboloid.

4. Jsou-li všechna λi záporná, tak se jedná o imaginárńı elipsoid.

(b) Necht’ f je tenzor s matićı souřadnic tvaru aij = bi · bj . Pak charakteristická plocha f má
tvar bibjy

iyj = 1 neboli (biy
i)2 = 1, takže biy

i = ±1. Jedná se tedy o dvojici rovnoběžných
rovin, které jsou symetrické vzhledem k počátku.

Př́ıklad 5.2 (Tenzor setrvačnosti).
(a) Uvažujme rotačńı pohyb absolutně tuhého tělesa K upevněného v bodě P (tento bod
je počátkem kartézské soustavy souřadnic) kolem nějaké osy procházej́ıćı bodem P . Urč́ıme
nyńı kinetickou energii tohoto tělesa. Je-li ω vektor úhlové rychlosti a x = ~PM pr̊uvodič
bodu M ∈ K, tak z mechaniky je známo, že vektor rychlosti v bodu M je vektorový součin
v = ω × x. Uvažujme nyńı element tělesa K v okoĺı bodu M , přičemž hmotnost tohoto
elementu označ́ıme dm. Pak kinetická energie elementu je rovna dT = 1

2v
2dm, kde v

2 je
skalárńı součin v · v. Tedy kinetická energie celého tělesa je tvaru T = 1

2

∫
K v

2dm neboli

T =
1

2

∫

K

(ω × x)2dm (1)

kde integračńım oborem je celé těleso K. Je-li přitom těleso K trojrozměrné, tak (1)
představuje trojný integrál. Je-li K plocha, tak (1) reprezentuje plošný integrál a je-li K
křivka, tak se jedná o integrál křivkový. Pokud se těleso K skládá z konečného počtu bod̊u,
tak (1) představuje sumu.
(b) Užit́ım vlastnost́ı vektorového součinu bezprostředně odvod́ıme, že (ω × x)2 = ω

2
x
2 −

(ω · x)2. Je-li nyńı {e1, e2, e3} ortonormálńı báze s počátkem v bodě P a ω = ωiei, x = xiei
souřadnicové vyjádřeńı vektor̊u ω a x v této bázi, tak s využit́ım Kroneckerova symbolu δij
dostaneme ω

2 = δijω
iωj , x2 = δℓkx

ℓxk, ω · x = δikω
ixk = δjℓω

jxℓ. Tedy (ω × x)2 má tvar
(ω × x)2 = (δijω

iωj)(δkℓx
kxℓ) − (δikω

ixk)(δjℓω
jxℓ) = (δijδkℓ − δikδjℓ)ω

iωjxkxℓ. Tento výraz
dosad́ıme do integrálu (1). Pak integračńımi proměnnými budou pouze souřadnice xi vektoru

19



x, zat́ımco souřadnice ωi vektoru ω můžeme považovat za konstanty, které lze vytknout před
integrál, tj.

T =
1

2
(δijδkℓ − δikδjℓ)ω

iωj

∫

K

xkxℓdm.

Tento výraz nezáviśı na souřadnićıch vektoru x (nebot’ vzhledem k těmto souřadnićım se
integruje) a záviśı pouze na souřadnićıch vektoru ω. Vid́ıme, že kinetická energie T je kva-
dratickou formou vzhledem k souřadnićım ωi vektoru úhlové rychlosti ω. Koeficienty této
kvadratické formy představuj́ı symetrický tenzor typu (0, 2). Dvojnásobek tohoto tenzoru
nazýváme tenzorem setrvačnosti tělesa K. Označ́ıme-li Iij jeho souřadnice, pak

Iij = (δijδkℓ − δikδjℓ)

∫

K

xkxℓdm (2)

takže kinetická energie tělesa K má tvar T = 1
2Iijω

iωj . Rozepsáńım vzorc̊u (2) dostaneme
následuj́ıćı formule pro souřadnice tenzoru setrvačnosti

I11 =

∫

K

(x22 + x23)dm, I23 = I32 = −

∫

K

x2x3dm,

I22 =

∫

K

(x21 + x23)dm, I31 = I13 = −

∫

K

x1x3dm,

I33 =

∫

K

(x21 + x22)dm, I12 = I21 = −

∫

K

x1x2dm.

Přitom hodnoty I11, I22 a I33 se nazývaj́ı momenty setrvačnosti vzhledem k osám x1, x2
a x3 a hodnoty I12, I13, I23 se nazývaj́ı polárńı momenty setrvačnosti. Je-li např. K ⊂ R

3

trojrozměrné těleso s lineárńı hustotou ρ, tak dostaneme známé vzorce z integrálńıho
počtu v R

3: I11 =
∫∫∫

K(y
2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz, I22 =

∫∫∫
K(x

2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,
I33 =

∫∫∫
K(x

2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz.
(c) Výše uvedené vzorce definuj́ı momenty setrvačnosti vzhledem k souřadným osám. Je-li
dán vektor p = (p1, p2, p3) který určuje libovolnou osu procházej́ıćı počátkem P , tak moment
setrvačnosti tělesa vzhledem k této libovolné (ne pouze souřadné) ose je I = Iijp

ipj (odvozeńı
tohoto vztahu se provád́ı v mechanice). Tento vztah znamená, že moment setrvačnosti tělesa
vzhledem k libovolné ose procházej́ıćı počátkem je jednoznačně určen tenzorem setrvačnosti
Iij .
(d) Podle věty o hlavńıch osách lze každý tenzor typu (0, 2) (tj. kvadratickou formu) převést
na diagonálńı tvar. Aplikaćı na tenzor setrvačnosti Iij dostaneme hlavńı osy setrvačnosti
tělesa K (= osy xoi určené bodem P a vlastńımi vektory eoi tenzoru setrvačnosti) a hlavńı
momenty setrvačnosti Ii (= vlastńı hodnoty tenzoru setrvačnosti). Je dále zřejmé, že
hlavńı momenty setrvačnosti Ii jsou právě momenty setrvačnosti vzhledem k hlavńım osám
setrvačnosti a že polárńı momenty setrvačnosti Iij (i 6= j) v bázi {eoi } jsou rovny nule. Nav́ıc,
z definičńıch vztah̊u je jasné, že I1 > 0, I2 > 0 a I3 > 0.
(e) Charakteristická plocha tenzoru setrvačnosti má tvar Iijx

ixj = 1. Jej́ı kanonické rovnice
jsou I1(x

1)2 + I2(x
2)2 + I3(x

3)2 = 1, kde I1, I2, I3 jsou hlavńı momenty setrvačnosti.
Vzhledem k tomu, že jsou všechny hlavńı momenty kladné, tak charakteristická plocha
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tvoř́ı elipsoid, který nazýváme elipsoidem setrvačnosti tělesa K. Přitom osy symetrie tohoto
elipsoidu splývaj́ı s hlavńımi osami setrvačnosti tělesa K. V předchoźım př́ıkladu jsme
demonstrovali použit́ı tenzorového počtu v mechanice. Neńı to náhoda, nebot’ tenzorový
počet má sv̊uj p̊uvod právě v mechanice, zejména v teorii pružnosti a napět́ı. Napět́ı je totiž
francouzsky

”
la tension“ a pojem tenzoru byl zaveden kolem roku 1900 matematikem a

fyzikem Woldemarem Voigtem.

Cvičeńı I (Tenzory).
(1) Rozhodněte, pro jaké hodnoty a ∈ R je zobrazeńı ϕ : V × V → R, ϕ(v, w) = a tenzorem
typu (0, 2) na V . [Pouze pro a = 0].
(2) Necht’ f, g : V → R jsou lineárńı formy na V . Definujme funkci h : V × V → R vztahem
h(u, v) = f(u)g(v). Dokažte, že h je bilineárńı forma na V .
(3) Dokažte, že Kronecker̊uv tenzor δij nezměńı souřadnice při změně báze V .

(4) Určete kontrakci tenzoru F typu (1, 1) z Př́ıkladu 2.1(d). [δii = n = dimV ].
(5) Určete tenzor vzniklý spuštěńım obou index̊u tenzoru akr. [ais = gikgrsa

kr].
(6) Necht’ jsou dány tenzory aijk, b

ℓm. Pomoćı tenzorového násobeńı a kontrakce vytvořte
tenzory typu (2, 1) a dále tenzory 1. stupně. [aijkb

im, aijkb
ℓi, aijkb

jm, aijkb
ℓj , aijkb

km, aijkb
ℓk;

aijkb
ij , aijkb

ji, aijkb
jk, aijkb

kj , aijkb
ik, aijkb

ki].
(7) Necht’ V = R

3. Určete nějakou bázi vektorového prostoru T 2
0 V . [Např. 9 matic typu (3, 3),

které maj́ı 8 nulových prvk̊u a jeden prvek rovný jedné, přičemž tento nenulový prvek má
v každé matici jiné indexy].
(8) Dokažte, že každý antisymetrický tenzor stupně p > 3 na V = R

3 je nulový.
(9) Necht’ aij je symetrický tenzor a bmn antisymetrický tenzor. Dokažte, že tenzor vzniklý
násobeńım a následnou kontrakćı aijb

ij je identicky roven nule.
(10) Dokažte, že je-li tenzor aijk symetrický vzhledem k index̊um i, j a antisymetrický vzhle-
dem k index̊um j, k, tak je tento tenzor roven nule.
(11) Dokažte, že každý tenzor třet́ıho stupně lze zapsat ve tvaru aijk = a(ijk)+a[ijk]+

2
3(a[ij]k+

a[kj]i)+
2
3(a(ij)k − ak(ij)). Odtud vid́ıme, že kovariantńı tenzor 3. stupně nelze obecně rozložit

na součet symetrického a antisymetrického tenzoru.
(12) Dokažte, že pokud tenzor aijk je symetrický vzhledem k index̊um i, j, tak a(ijk) =
1
3(aijk + ajki + akij).
(13) Necht’ tenzor A má souřadnice a11 = 2, a12 = 3, a13 = 2, a21 = 5. a22 = 7, a23 = −2,
a31 = 4, a32 = −4, a33 = 0. Rozložte tento tenzor na součet symetrického a antisymetrického
tenzoru. [Označme bij souřadnice tenzoru Sym(A) a cij souřadnice tenzoru Alt(A). Pak
b11 = 2, b22 = 7, b33 = 0, b12 = b21 = 4, b13 = b31 = 3, b23 = b32 = −3, c11 = c22 = c33 = 0,
c12 = c13 = c32 = −1, c21 = c23 = c31 = 1].
(14) Ukažte, že pro tenzory F ∈ Λ1V , G ∈ Λ2V plat́ı F ∧ G(u, v, w) = F (u)G(v, w) −
F (v)G(u,w) + F (w)G(u, v).
(15) Necht’ f je tenzor, jehož souřadnice v ortonormálńı bázi {e1, e2, e3} prostoru R

3 tvoř́ı sy-
metrickou matici fij =

1
2(aibj +ajbi). Určete jeho charakteristickou plochu. [(aix

i)(bjx
j) = 1,

po transformaci souřadnic dostaneme hyperbolický válec (y1)(y2) = 1].
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II. Diferenciálńı geometrie křivek a ploch

Předmětem klasické diferenciálńı geometrie je studium vlastnost́ı křivek a ploch meto-
dami matematické analýzy. Diferenciálńı geometrie vznikla téměř současně s matematickou
analýzou a v těsné návaznosti na ni se rozv́ıjela. Některé pojmy diferenciálńı geometrie do-
konce časově předcházely odpov́ıdaj́ıćım pojmům mat. analýzy. Např. pojem tečny předcházel
pojmu derivace (tzv. základńı úloha diferenciálńıho počtu

”
nalézti tečnu ke grafu funkce f(x)“

motivuje pojem derivace) a pojmy obsahu a objemu předcházely pojmu integrálu.
Vznik matematické analýzy je spojen se jmény G. W. Leibnize (1646–1716) a I. New-

tona (1642–1727), kteř́ı nezávisle na sobě objevili a uvedli do matematiky pojmy derivace a
integrálu. Postupně pak vznikl diferenciálńı a integrálńı počet, diferenciálńı a integrálńı rov-
nice, variačńı počet, funkcionálńı analýza atd. Vznik samotné diferenciálńı geometrie je spjat
se jmény L. Eulera (1707–1783) a G. Mongea (1746–1818). Teprve na základě praćı C. F.
Gausse (1777–1855) týkaj́ıćıch se teorie ploch však přestala být diferenciálńı geometrie pou-
hou aplikaćı matematické analýzy a stala se samostatnou matematickou discipĺınou. K jej́ımu
rozvoji pak podstatně přispěl B. Riemann (1826–1866). Z českých matematik̊u jmenujme Edu-
arda Čecha (1893–1960) a Václava Hlavatého (1894–1969). Na základě klasické diferenciálńı
geometrie křivek a ploch pak vzniká moderńı diferenciálńı geometrie, která studuje složité
diferenciálńı struktury pomoćı topologických a jiných metod moderńı matematiky. Rozřešila
mnoho složitých problémů řady matematických discipĺın a má hluboké aplikace v moderńıch
partíıch fyziky, např. v kvantové mechanice. Klasická diferenciálńı geometrie, které se v tomto
textu budeme věnovat, má řadu aplikaćı zejména v klasické a relativistické mechanice, ve
strojńıch konstrukćıch, v teorii přechodnic, v geodézii a kartografii, v teorii ploch inženýrské
praxe atd.

6 POJEM KŘIVKY

V tomto textu se budeme zabývat rovinnými a prostorovými křivkami. Některé úvahy však
budeme provádět obecně v n-rozměrném euklidovském prostoru En. Symbolem Vn budeme

značit zaměřeńı En, tj. Vn = Z(En) = {−−→XY ;X,Y ∈ En}. Pak Vn je unitárńı prostor se
skalárńım součinem u · v = ∑

uivi, kde u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn). Velikost (normu)
vektoru u ∈ Vn budeme značit symbolem ‖u‖, tj. ‖u‖ =

√

(u1)2 + · · ·+ (un)2. Geometricky
se jedná o vzdálenost bodu (u1, . . . , un) od počátku (0, . . . , 0). Připomeňme dále, že podle
Poznámky 4.1 lze euklidovský prostor En i jeho zaměřeńı prostřednictv́ım souřadnic ztotožnit
s Rn.

Kartézské souřadnice v E3 budeme v daľśım značit x, y, z a symbolem I budeme značit
otevřený interval (a, b).

Definice. Zobrazeńı v : I → Vn se nazývá vektorová funkce na intervalu I.

Definice. Řekneme, že vektorová funkce v : I → Vn má v bodě t0 ∈ I limitu v0 ∈ Vn, ṕı̌seme
v0 = lim

t→t0
v(t), jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že

|t− t0| < δ, t 6= t0 =⇒ ‖v(t)− v0‖ < ε.

Vektorová funkce v : I → Vn se nazývá spojitá v bodě t0, jestliže lim
t→t0

v(t) = v(t0).
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Definice. Jestliže existuje lim
t→t0

v(t)−v(t0)
t−t0

, pak tuto limitu nazýváme derivaćı vektorové funkce

v(t) v bodě t0 a znač́ıme
dv(t0)
dt

nebo v′(t0). Iteraćı dále definujeme derivace vyšš́ıho řádu.

Je zřejmé, že derivaćı vektorové funkce v(t) v bodě t0 je vektor v
′(t0) ∈ Vn a že definice

limity a derivace vektorové funkce nezáviśı na volbě báze prostoru Vn.
Necht’ {e1, . . . , en} je nějaká báze vektorového prostoru Vn. Pak pro libovolné t ∈ I plat́ı

v(t) = v1(t)e1 + · · · + vn(t)en. Reálné funkce v
i(t) nazýváme složkami vektorové funkce v(t),

ṕı̌seme v(t) = (v1(t), . . . , vn(t)). Důkaz následuj́ıćı věty patř́ı do základńıho kursu matema-
tické analýzy a proto jej vynecháme.

Věta 6.1. Vektorová funkce je spojitá v bodě t0 ∈ I právě když jsou v tomto bodě spojité
všechny jej́ı složky. Vektorová funkce v(t) má derivaci v bodě t0 ∈ I právě když všechny jej́ı

složky vi(t) maj́ı v tomto bodě derivaci, přičemž plat́ı dv(t0)
dt

=
(

dv1(t0)
dt

, . . . ,
dvn(t0)

dt

)

.

Analogické tvrzeńı plat́ı i pro derivace vyšš́ıho řádu a pro limitu vektorové funkce.

Definice. Řekneme, že vektorová funkce v : I → Vn je tř́ıdy Cr na I, právě když v má na I
spojité všechny derivace až do řádu r včetně.

Je zřejmé, že každá vektorová funkce tř́ıdy Cm je tř́ıdy Ck pro každé k ≤ m a je spojitá
na I. Podle předchoźı věty je vektorová funkce v : I → Vn tř́ıdy C

r na I právě když všechny
jej́ı reálné složky vi : I → R jsou funkce tř́ıdy Cr na I.

Necht’ dále v(t) a w(t) jsou dvě vektorové funkce tř́ıdy C1 na I. Jejich skalárńı součin
v(t) ·w(t) je pak reálnou funkćı tř́ıdy C1 na I a skalárńı součiny v′(t) ·w(t) a v(t) ·w′(t) jsou
reálné funkce na I.

Věta 6.2. Plat́ı (v · w)′ = v′ · w + v · w′.

D̊ukaz. V libovolné ortonormálńı bázi prostoru Vn má skalárńı součin vektorových funkćı v(t)
a w(t) souřadnicové vyjádřeńı v(t) ·w(t) = v1(t)w1(t)+ · · ·+vn(t)wn(t). Na každý člen vpravo
pak aplikujeme pravidlo o derivaci součinu reálných funkćı.

Poznámka 6.1 (Motivace pro definici křivky). Necht’ J je libovolný interval a f : J → En

zobrazeńı. Pak můžeme psát f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)), kde reálné funkce f i : J → R jsou
složky zobrazeńı f v nějaké kartézské soustavě souřadnic prostoru En. Body t ∈ J můžeme
interpretovat jako hodnoty času a samotné zobrazeńı f jako pohyb, jehož trajektoríı je v

”
ro-

zumném př́ıpadě“ křivka. Věnujme se nyńı těmto
”
rozumným“ př́ıpad̊um, tj. předpoklad̊um,

které by mělo zobrazeńı f splňovat, aby takto definovaný objekt vyhovoval naš́ı intuitivńı
představě o křivkách:
(a) f je libovolné. Z teorie množin je známo, že J = (0, 1) a E2 maj́ı stejnou mohutnost,
takže existuje bijekce f : J → E2. Dostali bychom tedy křivku, která by vyplnila všechny
body roviny, což zřejmě neńı rozumné.
(b) f je spojité (tj. všechny složky f i : J → R jsou spojité funkce.) Italský matematik Peano
ukázal, že existuje surjektivńı spojité zobrazeńı f : 〈0, 1〉 → 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

”
Peanova křivka“

tedy procháźı všemi body jednotkového čtverce, což neńı rozumné. Dá se přitom ukázat, že
Peanovo zobrazeńı f neńı prosté.
(c) složky zobrazeńı f jsou funkce tř́ıdy Cr. Př́ıkladem je semikubická parabola zadaná para-
metrickými rovnicemi x = t2, y = t3, t ∈ (−1, 1) (viz Obr. 1). Vid́ıme, že objekt definovaný
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pomoćı zobrazeńı tř́ıdy Cr je už celkem rozumný (d̊uvodem je zřejmě skutečnost, že do de-
finice vstoupil diferenciálńı počet). Vadou na kráse semikubické paraboly je však bod (0, 0),
ve kterém neńı definována tečna (vektor f ′(t) = (2t, 3t2) je totiž pro t = 0 nulový). V naš́ı
definici křivky proto vylouč́ıme takovéto body požadavkem regularity zobrazeńı f . Je dále
přirozené požadovat, aby křivka neprot́ınala samu sebe.

Definice. Zobrazeńı f : I → En se nazývá pohyb v prostoru En.

Je-li P ∈ En pevně zvolený počátek, tak pr̊uvodičem bodu Q ∈ En rozumı́me vektor

v =
−−→
PQ ∈ Vn. Pak pohyb f : I → En definuje vektorovou funkci

−→
Pf : I → Vn, která každému

t ∈ I přǐrad́ı pr̊uvodič −→Pf(t) = (f(t)− P ) ∈ Vn bodu f(t). Vektorová funkce
−→
Pf : I → Vn se

nazývá pr̊uvodič pohybu f .

Lemma 6.1. Vektor d(
−→
Pf)
dt

nezáviśı na volbě počátku.

D̊ukaz. Opravdu, pro jiný bod Q ∈ En máme
−→
Pf =

−−→
PQ+

−→
Qf , kde

−−→
PQ je konstantńı vektor.

Derivaćı podle t pak dostaneme d(
−→
Pf)
dt

= d(
−→
Qf)
dt

.

Definice. Vektor f ′ = df
dt
:= d(

−→
Pf)
dt

se nazývá vektor rychlosti pohybu f . Řekneme, že f je

pohyb tř́ıdy Cr, jestliže jeho pr̊uvodič
−→
Pf je vektorová funkce tř́ıdy Cr.

Je-li f : I → En pohyb tř́ıdy Cr, tak jeho rychlost f ′ : I → Vn je vektorová funkce.
Vyšš́ı derivace pohybu f pak definujeme jako př́ıslušné derivace této vektorové funkce, např.
f ′′ = (f ′)′. Je-li dále f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)) souřadné vyjádřeńı pohybu f , tak zřejmě
dkf
dtk

= (d
kf1

dtk
, . . . , d

kfn

dtk
). Rychlost pohybu f a jeho vyšš́ı derivace zřejmě nezáviśı na volbě

kartézské soustavy souřadnic prostoru En. Skutečně, Lemma 6.1 dává nezávislost na počátku
a dále derivace vektorové funkce je nezávislá na volbě báze Vn.

Definice. Řekneme, že pohyb f : I → En je regulárńı, jestliže df(t)
dt

6= −→
0 pro každé t ∈ I

(symbol
−→
0 ∈ Vn zde znač́ı nulový vektor). Pokud df(t0)

dt
=
−→
0 , tak se bod f(t0) nazývá

singulárńım bodem pohybu f .

Regulárńı pohyb má tedy v každém bodě nenulovou rychlost. Př́ıkladem regulárńıho
pohybu je f(t) = (a cos t, a sin t, bt), kterému odpov́ıdá šroubovice.

Př́ıklad 6.1 (Př́ıklady neregulárńıch pohyb̊u).

(a) Konstantńı pohyb f(t) = Q ∈ En, nebot’
df(t)
dt

=
−→
0 ∀t.

(b) Pro pohyb f(t) = (t2, t3) plat́ı f ′(t) = (2t, 3t2), takže f ′(0) =
−→
0 . Singulárńı bod od-

pov́ıdaj́ıćı hodnotě t = 0 se v tomto př́ıpadě nazývá bod vratu. Tomuto pohybu odpov́ıdá
semikubická parabola y2 − x3 = 0, viz Obr. 1.

Definice. Řekneme, že pohyb f : I → En je jednoduchý, jestliže t1 6= t2 ⇒ f(t1) 6= f(t2).
Jedná se tedy o pohyb bez samoprotnut́ı.

Př́ıkladem pohybu, který neńı jednoduchý, je f(t) = (t3−4t, t2−4). Bodem samoprotnut́ı
je zde f(2) = f(−2) = (0, 0), viz Obr. 2.

24



Obr. 1: Semikubická parabola a Obr. 2

Definice. Množina C ⊂ En se nazývá jednoduchá křivka tř́ıdy Cr, jestliže existuje takový
jednoduchý regulárńı pohyb f : I → En tř́ıdy Cr, že plat́ı C = f(I). Zobrazeńı f : I → En

pak nazýváme parametrizaćı křivky f(I).

Př́ıklad 6.2 (Křivka jako graf funkce). Grafem funkce y = f(x), x ∈ (a, b) tř́ıdy Cr je jedno-
duchá křivka C tř́ıdy Cr. Pak g(t) = (t, f(t)) je parametrizaćı C, protože g′(t) = (1, f ′(t)) 6=
(0, 0).

Necht’ nyńı J = (α, β) je daľśı interval s proměnnou τ .

Věta 6.3. Zobrazeńı f(t) : I → En a g(τ) : J → En jsou dvě parametrizace téže jednoduché
křivky C tř́ıdy Cr právě když existuje bijekce ϕ : J → I, t = ϕ(τ) tř́ıdy Cr taková, že pro
všechna τ ∈ J plat́ı dϕ

dτ
6= 0 a g(τ) = f(ϕ(τ)).

D̊ukaz. I. Necht’ existuje bijekce ϕ : J → I tř́ıdy Cr taková, že dϕ
dτ
6= 0 ∀τ ∈ J . Ukážeme, že

g := f ◦ ϕ : J → En je regulárńı pohyb tř́ıdy C
r. Pohyb g má zřejmě souřadnicové vyjádřeńı

g(τ) = (g1(τ), . . . , gn(τ)) = (f1(ϕ(τ)), . . . , fn(ϕ(τ))). Podle věty o derivaci složené funkce

dostaneme dgi

dτ
= df i

dt
· dϕ
dτ
. Tedy vektor dg

dτ
je roven násobku vektoru df

dt
nenulovým č́ıslem dϕ

dτ
.

II. Necht’ f(t) : I → En a g(τ) : J → En jsou dvě parametrizace téže jednoduché křivky
C tř́ıdy Cr. Pak pravidlo f(ϕ(τ)) = g(τ) určuje zobrazeńı ϕ : J → I, t = ϕ(τ). Ukážeme,
že ϕ je funkce tř́ıdy Cr a plat́ı dϕ

dτ
6= 0 ∀τ ∈ J . Funkce ϕ je určena vztahem f(t) = g(τ),

v souřadnićıch
f i(t) = gi(τ), i = 1, . . . , n. (1)

Uvažujme libovolný bod τ0 ∈ J a t0 = ϕ(τ0) ∈ I. Protože f je regulárńı pohyb, tak df(t0)
dt

6= −→0 .
Aspoň jedna složka vektoru rychlosti pohybu f je tedy nutně nenulová. Vyberme některou
z nich a označme ji indexem k. Vztah fk(t) = gk(τ) zapǐsme ve tvaru

fk(t)− gk(τ) = 0. (2)

Levá strana je funkćı dvou proměnných t, τ , která je tř́ıdy Cr na I × J . Protože dfk(t0)
dt

6= 0,
tak na (2) můžeme použ́ıt větu o implicitńı funkci. Podle této věty je t v jistém okoĺı bodu
τ0 určeno jako funkce tř́ıdy C

r proměnné τ . Bod po bodu pak dostaneme, že t = ϕ(τ) je
funkce tř́ıdy Cr.Tato funkce zřejmě splňuje všechny rovnice (1), tedy g(τ) = f(ϕ(τ)). Derivaćı
dostaneme

dg

dτ
=
df

dt
· dϕ
dτ
. (3)

Kdyby v nějakém bodě τ0 platilo
dϕ(τ0)
dτ

= 0, tak bychom dostali dg(τ0)
dτ

=
−→
0 , což je ve sporu

s předpokladem o regularitě pohybu g.
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Definice. Funkci ϕ : J → I z předchoźı věty nazýváme reparametrizaćı nebo též transformaćı
parametru křivky C, viz Obr. 3.

Obr. 3: Reparametrizace a Obr. 4: Lokálńı parametrizace kružnice

Př́ıklad 6.3. Necht’ g(τ) = (τ, 2τ), τ ∈ (0, 1) je parametrizace jednoduché křivky. Pak
f(t) = (t2, 2t2), t ∈ (0, 1) je parametrizaćı téže křivky a př́ıslušná reparametrizace je tvaru
t = ϕ(τ) = τ2. Na druhou stranu, h(t) = (4(t − t2), 8(t − t2)), t ∈ (0, 1) neńı parametrizaćı
g(τ), protože pro funkci t = ϕ(τ) = 4(τ − τ2) plat́ı ϕ′(0.5) = 0.

Definice. Podmnožina C ⊂ En se nazývá křivka tř́ıdy Cr, jestliže pro každý bod X ∈ C
existuje takové jeho okoĺı U v En, že C ∩ U je jednoduchá křivka tř́ıdy Cr. Parametrizace
pr̊unik̊u C ∩ U nazýváme lokálńımi parametrizacemi křivky C.

Př́ıklad 6.4. Ukážeme, že jednotková kružnice x2 + y2 = 1 je křivka tř́ıdy Cr. Je zřejmé,
že horńı p̊ulkružnice je jednoduchá křivka C1 tř́ıdy Cr, jej́ıž parametrizaćı je např. f(t) =
(t,
√
1− t2), t ∈ (−1, 1). Podobně, g(t) = (t,−

√
1− t2) parametrizuje dolńı p̊ulkružnici C2,

h(t) = (
√
1− t2, t) pravou p̊ulkružnici C3a k(t) = (−

√
1− t2, t) levou p̊ulkružnici C4. Pak f(t),

g(t), h(t), k(t) jsou lokálńı parametrizace kružnice, které ji
”
pokrývaj́ı“ ve smyslu předchoźı

definice, viz Obr. 4.

Př́ıklad 6.5. Př́ıklady křivek jsou parabola y = x2 (jedná se dokonce o jednoduchou křivku)
a kružnice. Definici křivky rovněž vyhovuje hyperbola y = 1

x
, která se skládá ze dvou větv́ı.

Tento př́ıklad ukazuje, že souvislost v naš́ı definici křivky neńı nutná. Př́ıkladem nesouvislé
křivky jsou rovněž dvě kružnice (jako hranice mezikruž́ı) na Obr. 5. Na Obr. 1 je znázorněna
semikubická parabola z Př́ıkladu 6.1. Abychom dostali křivku, tak muśıme z této množiny
bod̊u vyloučit počátek (zde bod vratu). Podobně, pokud z podmnožiny C ⊂ E2 na Obr. 6
vylouč́ıme počátek, tak dostaneme křivku.

26



Obr. 5 a Obr. 6: Bernoulliova lemniskata

V daľśım budeme všude předpokládat, že r je dostatečně velké pro potřeby našich úvah.

Definice. Necht’ f : I → En je nějaká lokálńı parametrizace křivky C v En. Př́ımka určená
bodem f(t0) a vektorem f ′(t0), t0 ∈ I, se nazývá tečna křivky C v bodě f(t0).

Je zřejmé, že definice tečny nezáviśı na zvolené parametrizaci, protože podle Věty 6.3 dvě
r̊uzné parametrizace určuj́ı kolineárńı tečné vektory. Poznamenejme, že požadavek regularity
v definici křivky zajist́ı, aby tato křivka měla v každém bodě tečnu (pouze takovými křivkami
se budeme zabývat).

Definice. Řekneme, že dvě parametrizace f(t) a g(τ) jednoduché křivky C jsou souhlasné,
jestliže dϕ

dτ
> 0, kde t = ϕ(τ) je transformace parametru.

Pokud f(t) a g(τ) jsou dvě souhlasné parametrizace jednoduché křivky C, tak podle (3)
jsou př́ıslušné tečné vektory f ′(t) a g′(τ) souhlasně kolineárńı (koeficientem je dϕ

dτ
> 0). Dvě

souhlasné parametrizace tedy určuj́ı tentýž směr pohybu po křivce, zat́ımco nesouhlasná para-
metrizace určuje opačný směr pohybu. Je zřejmé, že množina všech parametrizaćı dané křivky
se rozpadá na dvě disjunktńı tř́ıdy, kde každé dvě parametrizace téže tř́ıdy jsou navzájem sou-
hlasné a každá parametrizace jedné tř́ıdy je nesouhlasná s každou parametrizaćı druhé tř́ıdy.
Je tedy zcela přirozené definovat orientaci jednoduché křivky C jako výběr jej́ı parametrizace
(jde vlastně o výběr jedné z výše popsaných tř́ıd).

Poznámka 6.2 (Délka křivky). Je-li f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)) lokálńı parametrizace křivky
C ⊂ En, tak podle známého vzorce z analýzy je délka oblouku křivky C mezi body f(t1) a f(t2)

rovna

t2
∫

t1

√

(

df1(τ)
dτ

)2
+ · · ·+

(

dfn(τ)
dτ

)2
dτ . Z věty o substituci integrálńıho počtu bezprostředně

vyplývá, že tento vzorec nezáviśı na volbě lokálńı parametrizace křivky C.
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7 STYK KŘIVEK

Definice. Necht’ f : I → En je parametrizace jednoduché křivky C = f(I). Tato paramet-

rizace se nazývá přirozená, jestliže
∥

∥

∥

df
ds

∥

∥

∥
= 1 pro všechna s ∈ I. Parametr s se pak nazývá

oblouk nebo též přirozený parametr.

Z fyzikálńıho hlediska oblouk představuje rovnoměrný pohyb po křivce, nebot’ při para-
metrizaci obloukem má pohyb po křivce v každém bodě jednotkovou rychlost.

Poznámka 7.1 (Nalezeńı přirozené parametrizace). Necht’ f : I → En je libovolná parame-
trizace křivky C, t ∈ I libovolný parametr. Hledáme takovou parametrizaci g : J → En této
křivky, aby parametr s ∈ J této nové parametrizace byl obloukem. Označme s = s(t) : I → J

př́ıslušnou transformaci parametru a t = t(s) inverzńı transformaci. Pak g(s) = f(t(s)) pro

všechna s ∈ J a plat́ı 1 =
∥

∥

∥

dg
ds

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥

df
dt

∥

∥

∥
·
∣

∣

dt
ds

∣

∣. Podle vzorce pro derivaci inverzńı funkce

pak
∣

∣

ds
dt

∣

∣ =
∥

∥

∥

df
dt

∥

∥

∥
. Předpokládáme-li dále souhlasnost obou parametrizaćı, tak ds

dt
=

∥

∥

∥

df
dt

∥

∥

∥
=

√

(

df1(t)
dt

)2
+ · · ·+

(

dfn(t)
dt

)2
, tj. ds =

√

(

df1(t)
dt

)2
+ · · ·+

(

dfn(t)
dt

)2
dt. Integraćı od t0 do t

dostaneme hledané vyjádřeńı oblouku s

s =

t
∫

t0

√

(

df1(τ)

dτ

)2

+ · · ·+
(

dfn(τ)

dτ

)2

dτ (1)

což je známý vzoreček z analýzy pro délku křivky.

Odtud bezprostředně vyplývá, že je-li g(s) přirozená parametrizace, tak pro s1 < s2 je
rozd́ıl (s2 − s1) roven délce oblouku křivky mezi body g(s1) a g(s2). Tedy oblouk je takový
parametr, který měř́ı délku křivky. Je dále zřejmé, že k jednoduché křivce vždy existuje
přirozená parametrizace a je určena jednoznačně až na transformace parametru tvaru s 7→
±s + c, kde c ∈ R. I když přirozená parametrizace jednoduché křivky vždy existuje, tak jej́ı
explicitńı vyjádřeńı je často velmi obt́ıžné. Integrál (1) totiž může být neelementárńı a může
vést k vyšš́ım funkćım.

Př́ıklad 7.1. Necht’ f(t) = (3t, 4 sin t, 4 cos t), t ∈ (−π, π) je parametrizace pro-
storové křivky. Urč́ıme jej́ı přirozenou parametrizaci g(s). Podle (1) máme s =
∫ t

0

√

9 + 16 cos2 τ + 16 sin2 τdτ = 5t. Odtud t = s
5 , tj. g(s) = (3s5 , 4 sin

s
5 , 4 cos

s
5), s ∈

(−5π, 5π).

Necht’ C, C ⊂ En jsou dvě křivky parametrizované obloukem f(s) a f(s) na společném
intervalu I a necht’ X = f(s0) = f(s0) je jejich společný bod.

Definice. Řekneme, že křivky C a C maj́ı v bodě X styk k-tého řádu, jestliže

dif(s0)

dsi
=
dif(s0)

dsi
∀i = 1, . . . , k. (2)

Z vlastnost́ı přirozené parametrizace bezprostředně vyplývá, že relace
”
mı́t styk řádu k“

nezáviśı na volbě oblouk̊u křivek C a C. Proto všechny pojmy zavedené pomoćı styku řádu k
jsou nezávislé na volbě parametrizace.
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Lemma 7.1. Dvě křivky C a C maj́ı ve společném bodě X ∈ C ∩ C styk k-tého řádu právě
když existuj́ı takové jejich lokálńı parametrizace g(t) a g(t), g(t0) = g(t0) = X, že plat́ı
dig(t0)
dti

= dig(t0)
dti

pro všechna i = 1, . . . , k.

D̊ukaz. Stač́ı dokázat implikaci zprava doleva. Necht’ tedy g(t) a g(t) jsou lokálńı paramet-
rizace C, které splňuj́ı výše uvedenou podmı́nku. Označme f(s) a f(s) parametrizace C a C
obloukem a t = ϕ(s) př́ıslušnou transformaci parametru, tj. f(s) = g(t(s)) a f(s) = g(t(s)).

Chceme ukázat platnost (2) kde t0 = ϕ(s0). Plat́ı
df(s0)
ds

= dg(t0)
dt

· dϕ(s0)
ds

a df(s0)
ds

= dg(t0)
dt

· dϕ(s0)
ds

.

Protože podle předpokladu dg(t0)
dt

= dg(t0)
dt

a dále zřejmě dϕ
ds
6= 0, tak df(s0)

ds
= df(s0)

ds
. Analogicky

ukážeme rovnost daľśıch derivaćı v (2).

Je-li C grafem funkce y = f(x), tak má parametrizaci (t, f(t)). Tedy dvě křivky zadané
rovnicemi y = f(x) a y = g(x) maj́ı ve společném bodě x0 styk řádu k právě když f

(i)(x0) =
g(i)(x0) ∀i = 0, . . . , k. Př́ıkladem takových křivek jsou y = f(x) a y = Tk(x), kde Tk(x) je
Taylor̊uv polynom funkce f stupně k se středem v x0.

Věta 7.1. Tečna křivky C v bodě X je jediná př́ımka, která má s C styk 1. řádu v bodě X.

D̊ukaz. Necht’ f je lokálńı parametrizace křivky C obloukem a necht’ X = f(s0) ∈ C. Necht’
dále p je libovolná př́ımka parametrizovaná obloukem s taková, že X ∈ p, přičemž bod X
odpov́ıdá hodnotě s = s0. Pak p má parametrické vyjádřeńı f(s) = X + (s − s0)v, kde v je

jednotkový vektor. Podmı́nka pro styk 1. řádu pak dává df(s0)
ds

= v = df(s0)
ds

.

Je zřejmé, že relace
”
mı́t styk řádu k“ je ekvivalence, takže plat́ı

Věta 7.2. Dvě křivky maj́ı ve společném bodě styk 1. řádu, právě když v tomto bodě maj́ı
společnou tečnu.

Definice. Bod X ∈ C nazýváme inflexńım bodem křivky C, jestliže tečna v bodě X má s C
styk 2. řádu.

Věta 7.3. Bod f(s0) je inflexńı, právě když d2f(s0)
ds2

=
−→
0 .

D̊ukaz. Protože df(s0)
ds

je jednotkový vektor, tak parametrické vyjádřeńı tečny obloukem je

f = f(s0)+ (s− s0)df(s0)ds
. Na pravé straně této rovnosti máme lineárńı výraz, takže d2f(s0)

ds2
=

−→
0 . Z podmı́nky pro styk 2. řádu bezprostředně obdrž́ıme dokazované tvrzeńı.

Je zřejmé, že na př́ımce je každý bod inflexńı. Nyńı ukážeme obrácené tvrzeńı.

Věta 7.4. Jednoduchá křivka, jej́ı̌z každý bod je inflexńı, je část́ı př́ımky.

D̊ukaz. Podle předchoźı věty je d2f
ds2

=
−→
0 pro všechna s. Integraćı dostaneme nejdř́ıve df

ds
= u

(konstantńı vektor) a pak f = us+ v, což je parametrické vyjádřeńı př́ımky.
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8 FRENETOVY VZORCE ROVINNÉ KŘIVKY

Uvažujme rovinnou křivku C s přirozenou parametrizaćı f : I → E2. Označme e1 = e1(s) =
df
ds
.

Pak e1 je v každém bodě jednotkový tečný vektor k C.

Lemma 8.1. Vektor de1
ds

je kolmý k vektoru e1.

D̊ukaz. Protože e1 je jednotkovým vektorem, tak e1 · e1 = 1. Derivaćı dostaneme podle Věty
6.2 0 = de1

ds
· e1 + e1 · de1ds

, takže e1⊥de1
ds
.

Věta 8.1. Při libovolné parametrizaci f(t) křivky C je bod f(t0) inflexńı, právě když vektory
f ′(t0) a f

′′(t0) jsou kolineárńı.

D̊ukaz. Z regularity parametrizace plyne, že f ′(t0) 6=
−→
0 , takže kolineárnost znamená, že

f ′′(t0) = cf ′(t0). Ukážeme nejdř́ıve, že tato podmı́nka nezáviśı na parametrizaci. Zvoĺıme-li
jinou parametrizaci g(τ) = f(ϕ(τ)), t = ϕ(τ), tak podle pravidla o derivováńı složené funkce
dostaneme

dg

dτ
=
df

dt

dϕ

dτ
,

d2g

dτ2
=
d2f

dt2

(

dϕ

dτ

)2

+
df

dt

d2ϕ

dτ2
. (1)

Odtud vyplývá, že vektory f ′(t0) a f
′′(t0) jsou lineárně závislé, právě když jsou lineárně závislé

vektory g′(τ0) a g
′′(τ0), t0 = ϕ(τ0). Nakonec, při parametrizaci obloukem je d2f

ds2
= de1

ds
. Podle

Lemmatu 8.1 je tento vektor kolmý k e1 =
df
ds
, takže kolineárnost znamená, že de1

ds
=
−→
0 .

Je-li C grafem funkce y = f(x), tak má parametrické vyjádřeńı (x, f(x)), kde parametrem
je x. Pak vektory (1, f ′(x)) a (0, f ′′(x)) z předchoźı věty jsou kolineárńı v bodě x0, právě když
f ′′(x0) = 0. To souhlaśı s definićı inflexńıho bodu v analýze.

Necht’ f(s0) ∈ C je neinflexńı bod. Označme e2(s0) jednotkový vektor kolmý k vektoru

e1(s0) a souhlasně orientovaný s vektorem
de1(s0)

ds
(viz Obr. 7), tj.

de1(s0)

ds
= κ(s0)e2(s0), κ(s0) > 0. (2)

Protože e1⊥e2, tak e2 je jednotkovým vektorem normály ke křivce C. Zbývá vyjasnit geome-
trický význam koeficientu κ(s0).

Věta 8.2. V neinflexńım bodě f(s0) křivky C existuje jediná kružnice, která má s C styk 2.
řádu. Jej́ım středem je bod f(s0) +

1
κ(s0)

e2(s0). Tuto kružnici nazýváme oskulačńı kružnićı

křivky C v bodě f(s0).

D̊ukaz. Uvažujme libovolnou kružnici se středem S = (p, q) a poloměrem r. Pak základńı
parametrické vyjádřeńı této kružnice je x = p+r cos t, y = q+r sin t a přirozená parametrizace
je tvaru (p + r cos s

r
, q + r sin s

r
). Podmı́nky pro styk 2. řádu s křivkou C jsou tvaru f =

(p + r cos s
r
, q + r sin s

r
), e1 = df

ds
= (− sin s

r
, cos s

r
), d2f

ds2
= de1

ds
= 1

r
(− cos s

r
,− sin s

r
). Podle

prvńı podmı́nky ihned dostaneme S = (p, q) = f(s0) − r(cos s0
r
, sin s0

r
). Dále, vektor u(s) =

(− cos s
r
,− sin s

r
) je zřejmě jednotkový, kolmý k vektoru e1(s) a je souhlasně orientovaný

s vektorem de1
ds
. Tedy v (2) máme e2 = u, κ = 1

r
.
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Obr. 7: a Obr. 8: Oskulačńı kružnice

Tedy střed oskulačńı kružnice lež́ı na polopř́ımce určené bodem f(s0) ∈ C a jednotkovým
vektorem normály e2(s0) a poloměr oskulačńı kružnice je 1

κ(s0)
, viz Obr. 8. Je zřejmé, že

v inflexńım bodě oskulačńı kružnice neexistuje. Snadno totiž ověř́ıme, že styk 2. řádu kružnice
s tečnou (tj. př́ımkou) neńı možný.

Definice. Č́ıslo κ(s0) (které je převrácenou hodnotou poloměru oskulačńı kružnice)
nazýváme křivost́ı křivky v jej́ım neinflexńım bodě. Křivost́ı v inflexńım bodě rozumı́me č́ıslo
0.

Lemma 8.2. Pro libovolné κ ≥ 0 plat́ı de1
ds

= κe2.

D̊ukaz. V neinflexńım bodě to plyne z (2) a v inflexńım bodě z Věty 7.3.

Důsledek 8.1. V neinflexńım bodě f(s0) plat́ı κ(s0) =
∥

∥

∥

de1(s0)
ds

∥

∥

∥
.

Tedy křivost κ(s) vyjadřuje rychlost změny (otáčeńı) jednotkového tečného vektoru e1(s).

Vektor de1
ds

= d2f
ds2

, jehož velikost je rovna křivosti κ, se nazývá vektor křivosti. Podle Věty 7.3
a 7.4 je křivost κ(s) v každém bodě křivky C rovna nule právě když C je př́ımkou nebo jej́ı
část́ı. Můžeme tedy konstatovat, že křivost vyjadřuje odchylku křivky od př́ımky.

Věta 8.3. Při libovolné parametrizaci f(t) = (x(t), y(t)) křivky C jsou jej́ı křivost κ a
souřadnice (m,n) středu oskulačńı kružnice dány výrazy

κ =
x′y′′ − y′x′′

(x′2 + y′2)
3

2

, m = x− y′ x′2 + y′2

x′y′′ − y′x′′ , n = y + x′
x′2 + y′2

x′y′′ − y′x′′ .

D̊ukaz. Označme stručně f(s) parametrizaci téže křivky obloukem a t = t(s) př́ıslušnou změnu
parametru. Pak vzorec (1) přejde pro s = τ na

e1 =
df

ds
=
df

dt

dt

ds
,

de1

ds
=
d2f

ds2
=
d2f

dt2

(

dt

ds

)2

+
df

dt

d2t

ds2
. (3)

Nyńı využijeme operaci vněǰśıho součinu [u, v] pro dva rovinné vektory. Zřejmě plat́ı

[u, u] = 0, [u, v + w] = [u, v] + [u,w]. (4)

31



Dále, |[u, v]| je plošný obsah rovnoběžńıka určeného vektory u a v. Protože d2f
ds2

= κe2 a e1,
e2 jsou jednotkové kolmé vektory, tak κ je rovno plošnému obsahu rovnoběžńıka určeného

vektory df
ds
, d2f

ds2
. Podle Poznámky 7.1 je

∣

∣

ds
dt

∣

∣ =
∥

∥

∥

df
dt

∥

∥

∥
. S využit́ım (3) a (4) pak dostaneme

κ =

∣

∣

∣

∣

[

df

ds
,
d2f

ds2

]
∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

[

df

dt
,
d2f

dt2

]
∣

∣

∣

∣

·
∣

∣

∣

∣

dt

ds

∣

∣

∣

∣

3

=
|[f ′, f ′′]|
‖f ′‖3 . (5)

Dále, jednotkový vektor e1 má při parametrizaci f(t) vyjádřeńı e1 =
1√

x′2+y′2
(x′, y′), takže

k němu kolmý vektor e2 je tvaru e2 =
1√

x′2+y′2
(−y′, x′). Vzorce pro střed oskulačńı kružnice

pak plynou z Věty 8.2.

Věta 8.4 (Frenetovy vzorce rovinné křivky). Plat́ı

df

ds
= e1,

de1

ds
= κe2,

de2

ds
= −κe1. (6)

D̊ukaz. Prvńı rovnost je definićı vektoru e1 a druhá plyne z Lemmatu 8.2. Zbývá tedy dokázat
posledńı vztah. Protože vektor e2 je jednotkový, tak e2 · e2 = 1. Derivaćı dostaneme podobně
jako v Lemmatu 8.1 de2

ds
⊥e2. Tedy de2

ds
je kolineárńı s e1, tj.

de2
ds

= ce1. Protože vektory e1 a e2
jsou kolmé, tak e1 · e2 = 0. Derivace dává de1

ds
· e2+ e1 · de2ds

= 0. Dosazeńım vztah̊u de1
ds

= κe2,
de2
ds

= ce1 a s přihlédnut́ım ke zřejmé rovnosti e1 · e1 = e2 · e2 = 1 dostaneme κ+ c = 0, neboli
c = −κ.

Definice. Řekneme, že dvě křivky C, C ⊂ E2 jsou shodné, jestliže existuje takové shodné
zobrazeńı ϕ : E2 → E2, že ϕ(C) = C.

Věta 8.5. Necht’ C a C jsou křivky bez inflexńıch bod̊u, f : I → C, f : I → C jejich parame-
trizace obloukem na společném intervalu I a necht’ κ(s), κ(s) jsou jejich křivosti. Pak C a C
jsou shodné právě když κ = κ je tatáž funkce na I.

D̊ukaz. I. Je zřejmé, že shodné zobrazeńı převád́ı oblouk na oblouk a zachovává styk křivek,
takže poloměry oskulačńıch kružnic v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech jsou stejné. Tedy shodné křivky
maj́ı stejnou křivost.
II. V opačném směru pouze ukážeme základńı myšlenku. Uvažujme křivku C spolu s vektory
e1, e2 a dále křivku C spolu s vektory e1, e2. Pak plat́ı (6) a

df

ds
= e1,

de1

ds
= κe2,

de2

ds
= −κe1 (7)

přičemž κ v (6) a (7) je tatáž funkce. Tedy (6) a (7) je tatáž soustava diferenciálńıch rovnic
pro neznámé vektory f , e1 a e2. Pro s0 ∈ I jsou (f(s0), e1(s0), e2(s0)) a (f(s0), e1(s0), e2(s0))
vždy bod a dvojice ortonormálńıch vektor̊u. Existuje tedy jediná shodnost ϕ : E2 → E2

taková, že ϕ(f(s0), e1(s0), e2(s0)) = (f(s0), e1(s0), e2(s0)). Pak C a ϕ(C) splňuj́ı tutéž soustavu
diferenciálńıch rovnic s touž počátečńı podmı́nkou. Jedná se proto o totéž řešeńı, takže C =
ϕ(C).

Podmı́nka že C i C jsou bez inflexńıch bod̊u je podstatná. Např. křivky zadané explicitně
rovnicemi y = x3, y = |x3| jsou tř́ıdy C2, maj́ı stejnou křivost, ale shodné nejsou.

32



Věta 8.6. Necht’ κ : I → R je kladná funkce tř́ıdy Cr. Pak lokálně existuje taková křivka C
parametrizovaná obloukem na I, že κ je jej́ı křivost.

Idea d̊ukazu. Řeš́ıme soustavu diferenciálńıch rovnic (6).

Lokálně je tedy rovinná křivka úplně určena svou křivost́ı. Globálně nemuśı být křivka
z předchozi věty jednoduchá. Např. pro κ = 1

r
dostaneme kružnici (r cos s

r
, r sin s

r
), kterou pro

t ∈ (−∞,∞) ob́ıháme stále dokola.

Př́ıklad 8.1. Najdeme přirozenou parametrizaci f(s) = (x(s), y(s)) křivky s předepsanou
křivost́ı κ(s). Plat́ı e1 = f ′(s) = (x′(s), y′(s)) a protože f(s) je přirozená parametrizace, tak
vektor e1(s) je pro každé s jednotkový. Této podmı́nce vyhovuje např. vektor e1(s) = f ′(s) =
(cosϕ(s), sinϕ(s)), kde ϕ je nějaká funkce. Pak e′1(s) = ϕ′(s)(− sinϕ(s), cosϕ(s)). Podle
Důsledku 8.1 je κ(s) = ‖e′1(s)‖, takže ϕ′(s) = κ(s), ϕ(s) =

∫

κ(s)ds. Máme tedy x′(s) =
cos

∫

κ(s)ds, y′(s) = sin
∫

κ(s)ds. Polož́ıme-li α(s) =
∫

κ(s)ds, tak hledaná parametrizace je
tvaru f(s) =

(∫

cosα(s)ds,
∫

sinα(s)ds
)

.

Př́ıklad 8.2 (Klotoida). Klotoida je křivka, jej́ıž křivost je v každém bodě př́ımo úměrná
oblouku (Obr. 9), tj. κ(s) = As, A > 0, s ∈ (0,∞) je oblouk. Urč́ıme jej́ı parametrizaci.

Podle předchoźıho př́ıkladu je α(s) =
∫

κ(s)ds = As2

2 , takže přirozená parametrizace klotoidy

je f(s) =

(

s
∫

0

cos At2

2 dt,
s
∫

0

sin At2

2 dt

)

. Vid́ıme, že integrály v nalezené parametrizaci klotoidy

jsou vyšš́ı funkce (tzv. Fresnelovy integrály).

Definice. Neinflexńı bod křivky C, v němž oskulačńı kružnice má styk 3. řádu s C, nazýváme
vrcholem křivky C.

Název pocháźı z toho, že u regulárńıch kuželoseček se jedná právě o vrcholy v klasickém
slova smyslu.

Obr. 9: Klotoida a Obr. 10: Vrcholy elipsy

Věta 8.7. Neinflexńı bod f(s0) ∈ C je vrcholem právě když dκ(s0)
ds

= 0.

D̊ukaz. Pokračujme nejdř́ıve v d̊ukazu Věty 8.2 napsáńım podmı́nky pro styk 3. řádu: d3f
ds3

=
1
r2
(sin s

r
,− cos s

r
). Protože κ = 1

r
, tak d3f

ds3
= −κ2e1. Na druhou stranu, z Frenetových vzorc̊u

plyne, že d2f
ds2

= κe2, takže
d3f
ds3

= dκ
ds
e2 − κ2e1.
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Věta 8.8. Při libovolné parametrizaci f(t) křivky C plat́ı, že neinflexńı bod f(t0) ∈ C je

vrcholem právě když dκ(t0)
dt

= 0.

D̊ukaz. Je-li t = ϕ(s) změna parametru na oblouk, tak dκ(s0)
ds

= dκ(t0)
dt

· dϕ(s0)
ds

. Protože se jedná

o reparametrizaci, tak dϕ(s0)
ds

6= 0.

Tedy vrcholy jsou body, v nichž křivost nabývá extrémů. Např. klasické vrcholy elipsy jsou
právě jej́ı vrcholy ve smyslu výše uvedené definice, nebot’ v těchto bodech dosahuje křivost
svého maxima (minima), viz Obr. 10. Křivost kružnice je konstantńı, takže plat́ı

Věta 8.9. Jednoduchá křivka, jej́ı̌z každý bod je vrcholem, je část́ı kružnice.

9 OBÁLKY

Připomeňme nejdř́ıve, že funkce tř́ıdy Cr na otevřené množině U ⊂ R
2 má na U spojité

parciálńı derivace až do řádu r včetně.

Věta 9.1. Necht’ U ⊂ R
2 je otevřená množina a F : U → R je funkce tř́ıdy Cr na U taková,

že množina C o rovnici F (x, y) = 0 je neprázdná a plat́ı
(

∂F (x0,y0)
∂x

,
∂F (x0,y0)

∂y

)

6= −→0 pro každé

(x0, y0) ∈ C. Pak C je křivka tř́ıdy Cr.

D̊ukaz. Necht’ F (x0, y0) = 0 a necht’ např. ∂F (x0,y0)
∂y

6= 0. Podle věty o implicitńı funkci lze
množinu C lokálně popsat rovnićı y = f(x), kde f(x) je funkce tř́ıdy Cr. Odpov́ıdaj́ıćı lokálńı

parametrizace je pak x = t, y = f(t), přičemž d
dt
(t, f(t)) = (1, df

dt
) 6= −→

0 . V př́ıpadě že
∂F (x0,y0)

∂x
6= 0, spočteme x = g(y) rovněž podle věty o implicitńı funkci.

Křivka C je vlastně pr̊unikem roviny z = 0 s grafem funkce z = F (x, y).

Poznámka 9.1. Z d̊ukazu předchoźı věty vyplývá, že rovinnou křivku lze v okoĺı jej́ıho
libovolného bodu lokálně vyjádřit kterýmkoli z následuj́ıćıch tř́ı zp̊usob̊u: implicitně rovnićı
F (x, y) = 0, parametricky rovnicemi x = ϕ(t), y = ψ(t) a explicitně bud’ rovnićı y = f(x)
nebo rovnićı x = g(y).

Př́ıklad 9.1.

(a) Kružnice x2+y2 = a2 je křivka tř́ıdy Cr pro libovolné r, nebot’ (F ′x, F
′

y) = (2x, 2y) = (0, 0)
pouze v počátku, přičemž počátek na kružnici nelež́ı.
(b) Rovnice y2 − x3 = 0 vyjadřuje křivku tř́ıdy Cr pro libovolné r ve všech bodech kromě
počátku. V počátku totiž plat́ı F ′x = −3x2 = 0, F ′y = 2y = 0, přičemž v žádném jiném bodě
kromě počátku nenastane rovnost (F ′x, F

′

y) = (0, 0). Přitom rovnice y2−x3 = 0 je implicitńım
vyjádřeńım semikubické paraboly x = t2, y = t3, která má v počátku bod vratu, viz Obr. 1.
(c) Rovnice (x2 + y2)2 − a2(x2 − y2) = 0 vyjadřuje křivku tř́ıdy Cr ve všech bodech kromě
počátku. Jedná se o Bernoulliovu lemniskatu s bodem samoprotnut́ı v počátku, viz Obr. 6.
Necháváme na ṕıli čtenáře, aby ověřil, že v žádném jiném bodě kromě počátku nenastane
rovnost (F ′x, F

′

y) = (0, 0).

Věta 9.2. Tečna ke křivce F (x, y) = 0 v bodě (x0, y0) má rovnici

∂F (x0, y0)

∂x
(x− x0) +

∂F (x0, y0)

∂y
(y − y0) = 0. (1)

Tedy tečný vektor je kolineárńı s vektorem (F ′y,−F ′x).
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D̊ukaz. Je-li (f1(t), f2(t)) parametrizace C, tak F (f1(t), f2(t)) = 0. Derivováńım dostaneme
∂F (x0,y0)

∂x
df1(t0)

dt
+ ∂F (x0,y0)

∂y
df2(t0)

dt
= 0. Tedy (1) je rovnice př́ımky jdoućı bodem (x0, y0) ve

směru df(t0)
dt

.

S využit́ım věty o implicitńı funkci snadno dokážeme

Lemma 9.1 (Křivost křivky zadané implicitně rovnićı). F (x, y) = 0 je

κ =

∣

∣F ′′xxF
′2
y − 2F ′′xyF

′

xF
′

y + F ′′yyF
′2
x

∣

∣

(

F ′2x + F ′2y
)

3

2

.

Nyńı budeme uvažovat jednoparametrickou soustavu křivek v rovině a studovat jej́ı obálku,
tj. křivku, která se všech křivek této soustavy dotýká (má se všemi křivkami styk 1. řádu).
Předpokládejme, že každá křivka soustavy je pro daný parametr t ∈ R zadána rovnićı

F (x, y, t) = 0 (2)

kde každá funkce F (x, y, t) je definována pro všechna (x, y) ∈ R
2 a t ∈ R a je tř́ıdy Cr pro

dostatečně velké r. Symbolem Ct0 budeme značit křivku o rovnici F (x, y, t0) = 0 a symbolem
(Ct) celou soustavu (2). Společné body křivek Ct0 a Ct pro t 6= t0 jsou určeny dvojićı rovnic
F (x, y, t0) = 0, F (x, y, t) = 0. Tato soustava je zřejmě ekvivalentńı soustavě

F (x, y, t0) = 0,
F (x, y, t)− F (x, y, t0)

t− t0
= 0.

V limitě pro t→ t0 źıskáme rovnice

F (x, y, t0) = 0,
∂F

∂t
(x, y, t0) = 0. (3)

Definice. Body (x, y) ∈ E2 určené rovnicemi (3) nazýváme charakteristickými body na křivce
Ct0 . Množinu těchto bod̊u pro všechna t0 ∈ R nazýváme charakteristickou množinou soustavy
(Ct).

Rovnice charakteristické množiny soustavy (Ct) tedy źıskáme vyloučeńım parametru t ze
soustavy F (x, y, t) = 0 a ∂F

∂t
(x, y, t) = 0.

Definice. Křivku D s parametrickým popisem f(t), t ∈ I nazýváme obálkou soustavy (Ct),
jestliže D má v bodě f(t0) styk 1. řádu s křivkou Ct0 pro všechna t0 ∈ I.

Věta 9.3. Každá obálka soustavy (Ct) je podmnožinou jej́ı charakteristické množiny. Naopak,
je-li f(t) taková křivka, že f(t0) splňuje (3) pro každé t0, tak f(t) je obálkou soustavy (Ct).

D̊ukaz. Podmı́nka aby bod f(t) ležel na křivce Ct je

F (f1(t), f2(t), t) = 0. (4)

Dále, podmı́nka styku 1. řádu v t0 je, že vektor
df(t0)
dt

je kolineárńı s tečnou (1), tj.

∂F (f1(t0), f
2(t0), t0)

∂x

df1(t0)

dt
+
∂F (f1(t0), f

2(t0), t0)

∂y

df2(t0)

dt
= 0. (5)
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Derivaćı rovnice (4) dostaneme

∂F (f1(t), f2(t), t)

∂x

df1(t)

dt
+
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂y

df2(t)

dt
+
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂t
= 0. (6)

Je-li f(t) obálka, tak z (5) při dosazeńı t0 = t a z (6) plyne

∂F (f1(t), f2(t), t)

∂t
= 0. (7)

Tedy obálka je součást́ı charakteristické množiny. Obráceně, jestliže f(t) splňuje (4) a (7), tak
z (6) plyne (5) při dosazeńı t = t0, takže f(t) je obálka.

Při hledáńı obálky se tedy z rovnic (3) snaž́ıme vyloučit parametr t. Pokud dostaneme
jedinou rovnici G(x, y) = 0 která je implicitńım vyjádřeńım nějaké křivky, tak je tato křivka
hledanou obálkou. Z rovnic (3) však nelze eliminovat t ve všech př́ıpadech. Např. rovnice
F (x, y, t) = x2 + y2 − t = 0 představuj́ı pro t > 0 jednoparametrickou soustavu soustředných
kružnic, které evidentně nemaj́ı obálku. Skutečně, rovnice F = 0 a F ′t = 0 nemaj́ı společné
řešeńı.

Př́ıklad 9.2. Uvažujme soustavu kružnic konstantńıho poloměru se středy na ose x. Pak
rovnice této soustavy křivek je F (x, y, t) = (x− t)2+ y2− r2 = 0. Derivaćı podle t dostáváme
∂F
∂t

= 2(x − t) = 0 a dosazeńı do prvńı rovnice dává y2 = r2. Tedy obálku tvoř́ı dvě př́ımky
y = ±r, viz Obr. 11.

Na Obr. 12 je znázorněna obálka soustavy souosých elips, jejichž poloosy maj́ı konstantńı
součin (jedná se o cvičeńı II/37).

Obr. 11: Obálka z Př́ıkladu 9.2 a Obr. 12

Př́ıklad 9.3. Ukážeme, že obálkou jednoparametrické soustavy tečen křivky C bez inflexńıch
bod̊u je samotná křivka C. Je-li f(s) parametrizace C obloukem a Y = (x, y) bod nějaké tečny
křivky C, tak vektor Y −f(s) má směr této tečny, takže je kolmý k vektoru e2. Soustava tečen
křivky C má tedy rovnici F (x, y, s) = e2(s) · (Y − f(s)) = 0. Derivaćı dostaneme (s využit́ım
Frenetových vzorc̊u): ∂F

∂s
= −κe1(s) · (Y − f(s)) − e2(s) · e1(s) = 0. Vektor Y − f(s) je tedy

kolmý k e1 i e2 a proto je nulový. Odvodili jsme, že charakteristickou množinou soustavy
tečen křivky C je samotná křivka C. Podle Věty 9.3 je tato množina i obálkou.

Věta 9.4. Charakteristickou množinou soustavy normál křivky C bez inflexńıch bod̊u je
množina střed̊u oskulačńıch kružnic C.
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D̊ukaz. Soustava normál má rovnici F (x, y, s) = e1(s) · (Y − f(s)) = 0. Pak ∂F
∂s

= κe2(s) ·
(Y − f(s))− e1(s) · e1(s) = 0 neboli κe2(s) · (Y − f(s)) = 1. Bod Y = f(s) + ce2(s) normály
splňuje tuto rovnici právě když κc = 1, tj. c = 1

κ
. Podle Věty 8.2 je však bod f(s) = 1

κ
e2(s)

středem oskulačńı kružnice.

Věta 9.5. Obálkou soustavy normál křivky C bez inflexńıch bod̊u a bez vrchol̊u je množina
střed̊u oskulačńıch kružnic křivky C.

D̊ukaz. Podle Věty 9.3 zbývá ukázat, za jakých předpoklad̊u je charakteristická množina

z předchoźı věty křivkou. Rychlost pohybu g(s) := f(s) + 1
κ(s)e2(s) je e1(s) +

(

1
κ(s)

)

′

e2(s)−
1
κ
· κe1(s) =

(

1
κ

)

′

e2(s). Pak pohyb g(s) je regulárńı právě když
(

1
κ

)

′ 6= 0, tj. právě když
κ′ 6= 0.

Definice. Obálku soustavy normál z předchoźı věty nazýváme evolutou křivky C.

Při libovolné parametrizaci f(t) křivky C jsou parametrické rovnice jej́ı evoluty určeny pomoćı
vzorc̊u z Věty 8.3. Na kružnici je každý bod vrcholem, takže v př́ıpadě kružnice evoluta
neexistuje. Evoluta elipsy je nakreslena na Obr. 13 (viz cvičeńı II/35).

Př́ıklad 9.4. Urč́ıme křivost, vrcholy a evolutu paraboly y2 = 2px. Parametrizace paraboly je

např. f(t) =
(

t2

2p , t
)

. Pak f ′(t) =
(

t
p
, 1

)

a f ′′(t) =
(

1
p
, 0

)

. Podle Věty 8.3 je κ = p2(t2+p2)−
3

2 .

Dále, κ′ = 0 pro t = 0, takže podle Věty 8.8 je vrcholem bod (0, 0). Podle Věty 8.3 máme

parametrické rovnice evoluty x = 3t2+2p2

2p , y = − t3

p2
, což je rovnice semikubické paraboly

s bodem vratu v počátku, viz Obr. 14.

Obr. 13: Evoluta elipsy a Obr. 14: Evoluta paraboly

Definice. Křivka K, která prot́ıná kolmo všechny tečny křivky C, se nazývá evolventou křivky
C.

Věta 9.6. Je-li f(s) parametrizace C obloukem, tak evolventa K křivky C má parametrizaci
f(s) + (c− s) df

ds
, kde c ∈ R je libovolné.

D̊ukaz. Parametrizace K je zřejmě g(s) = f(s) + λ(s)f ′(s), kde λ(s) je neznámá funkce.
Vektory f ′(s) a g′(s) muśı být kolmé, takže jednoduchým výpočtem odtud dostaneme 1 +
λ′(s) = 0, tj. λ(s) = −s+ c.
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Tedy k dané křivce C existuje nekonečně mnoho evolvent. Všechny tyto evolventy maj́ı
společné normály, které jsou tečnami křivky C. Z definice dále bezprostředně vyplývá: Je-
li K evolventou křivky C, pak evolutou křivky K je C, viz Obr. 15.

Obr. 15: Evoluta a evolventa

10 FRENETOVY ROVNICE PROSTOROVÉ KŘIVKY

V této kapitole se budeme zabývat křivkou C v E3 s lokálńı parametrizaćı f(t). Při teoretických
úvahách budeme využ́ıvat parametrizace obloukem, který budeme značit symbolem s.

Označme stejně jako v 8. kapitole e1 =
df
ds
. Podle Věty 7.3 je bod f(s0) inflexńı právě

když de1(s0)
ds

=
−→
0 . Analogicky jako ve Větě 8.1 se ukáže, že při libovolném parametru t je

inflexńı bod charakterizován kolineárnost́ı vektor̊u f ′(t0) a f
′′(t0). V neinflexńım bodě f(s0)

dále definujme e2(s0) jako jednotkový vektor souhlasně rovnoběžný s
de1(s0)

ds
. Pak plat́ı (stejně

jako (2) v 8. kapitole)
de1(s0)

ds
= κ(s0)e2(s0), κ(s0) > 0. (1)

Definice. Č́ıslo κ(s0) nazýváme křivost́ı křivky C v neinflexńım bodě s0. V inflexńım bodě

klademe κ = 0. Vektor de1
ds

= d2f
ds2

se nazývá vektor křivosti.

Definice. Řekneme, že křivka C ⊂ E3 má s rovinou σ styk řádu k, jestliže v rovině σ existuje
křivka C, která má s C styk řádu k.

Věta 10.1. V neinflexńım bodě X ∈ C existuje jediná rovina ω, která má s C styk 2. řádu.
Tuto rovinu nazýváme oskulačńı rovinou křivky C v bodě X.

D̊ukaz. V rovině určené bodem f(s0) a vektory e1(s0) a e2(s0) zvolme kružnici C se středem
f(s0)+

1
κ(s0)

e2(s0). Podle d̊ukazu Věty 8.2 má C s C styk 2. řádu v bodě f(s0). Nyńı ukážeme
jednoznačnost. Necht’ tedy křivka f(s) lež́ıćı v nějaké rovině σ má s C styk 2. řádu v bodě
f(s0). Pak e1(s0) = e1(s0) a e2(s0) = e2(s0). Protože f(s) je rovinná křivka, tak vektory e1(s0)
a e2(s0) lež́ı v rovině σ. Tedy σ je rovina určená bodem f(s0) a vektory e1(s0), e2(s0).
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Věta 10.2. Při libovolné parametrizaci f(t) křivky C je oskulačńı rovina v neinflexńım bodě
f(t0) určena vektory f ′(t0) a f

′′(t0).

D̊ukaz. Tvrzeńı bezprostředně plyne z výraz̊u (3) v 8. kapitole.

Poznámka 10.1. Každou rovinu procházej́ıćı tečnou t křivky C nazýváme tečnou rovinou
křivky C. Mezi těmito tečnými rovinami má však největš́ı význam oskulačńı rovina: je to
jediná rovina, která má s C styk 2. řádu. Zhruba řečeno, oskulačńı rovina se ze všech tečných
rovin sestrojených ke křivce C v jej́ım neinflexńım bodě nejv́ıce

”
přimyká“ (vyjadřuje to i jej́ı

název: latinské osculum znamená polibek). Toto přimykáńı můžeme vysvětlit takto: Sestrojme
rovinu τ(h) procházej́ıćı tečnou t křivky C v bodě f(t0) ∈ C a bodem f(t0 + h). Pak rovina
τ(h) je určena bodem f(t0) a vektory f

′(t0) a (f(t0+h)−f(t0)) a tedy rovněž vektory f ′(t0),
2f(t0+h)−f(t0)−hf ′(t0)

h2 , které jsou jejich lineárńı kombinaćı. Limitńı polohou těchto vektor̊u pro
h→ 0 jsou vektory f ′(t0) a f

′′(t0), které však tvoř́ı zaměřeńı oskulačńı roviny. Tedy oskulačńı
rovina křivky C v bodě X ∈ C je

”
limitńı polohou“ tečných rovin sestrojených k C v bodě

X, jestliže jejich daľśı pr̊useč́ık s křivkou C se bĺıž́ı k bodu X. Poznamenejme nakonec, že
v inflexńım bodě má tečna s křivkou C styk 2. řádu, takže v inflexńım bodě je každá tečná
rovina zároveň i oskulačńı rovinou.

Nyńı můžeme v neinflexńım bodě X ∈ C zavést následuj́ıćı pojmy (viz Obr. 16).

Definice.

(a) Rovinu ν kolmou k tečně t nazýváme normálovou rovinou.
(b) Pr̊usečnici n = ν∩ω normálové roviny ν s oskulačńı rovinou ω nazýváme hlavńı normálou.
(c) Př́ımku procházej́ıćı bodemX kolmo k oskulačńı rovině ω nazýváme binormálou a znač́ıme
b.
(d) Rovinu ρ určenou tečnou t a binormálou b nazýváme rektifikačńı rovinou.

Obr. 16

Je zřejmé, že při libovolné parametrizaci f(t) má tečna t směr f ′(t), hlavńı normála
n směr f ′′(t) a binormála b směr f ′(t) × f ′′(t). Zvolme nyńı jednotkový vektor e3 ve směru
binormály b tak, aby spolu s e1 a e2 tvořil kladnou ortonormálńı bázi. Pokud umı́st́ıme počátek
kartézské soustavy souřadnic do bodu f(s0) ∈ E3, tak čtveřice 〈f(s0); e1(s0), s2(s0), e3(s0)〉
tvoř́ı kartézský reper.

Definice. Reper 〈f(s0); e1(s0), e2(s0), e3(s0)〉 nazýváme Frenetovým reperem křivky C v bodě
f(s0).
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Protože e2 je jednotkový vektor, tak derivaćı rovnosti e2 · e2 = 1 ukážeme, že de2
ds
⊥e2.

Lemma 10.1. Plat́ı
de2

ds
= −κ(s)e1 + τ(s)e3, (2)

kde κ(s) je funkce z (1).

D̊ukaz. Protože de2
ds
⊥e2, tak vektor de2

ds
je tvaru

de2

ds
= c(s)e1 + τ(s)e3, (3)

kde c(s) a τ(s) jsou nějaké funkce. Derivaćı podmı́nky pro kolmost e1 · e2 = 0 dostaneme
de1
ds
· e2 + e1 · de2ds

= 0. Dosazeńım (1) a (3) a s využit́ım kolmosti vektor̊u e1 a e3 obdrž́ıme
κ(s) + c(s) = 0 neboli c(s) = −κ(s).

Definice. Funkci τ(s) nazýváme torźı křivky C bez inflexńıch bod̊u.

V inflexńım bodě neńı torze τ definována.

Věta 10.3 (Frenetovy rovnice). Pro křivku bez inflexńıch bod̊u plat́ı

df

ds
= e1,

de1

ds
= κe2,

de2

ds
= −κe1 + τe3,

de3

ds
= −τe2 (4)

kde κ > 0 a τ je libovolné.

D̊ukaz. Zbývá dokázat posledńı rovnost. Protože e3 je jednotkový vektor, tak
de3
ds
⊥e3, takže

de3
ds

= c1(s)e1 + c2(s)e2. Derivaćı vztahu e1 · e3 = 0 dostaneme de1
ds
· e3 + e1 · de3ds

= 0. Odtud

bezprosředně obdrž́ıme c1(s) = 0. Dále, derivace rovnosti e2 ·e3 = 0 dává de2
ds
·e3+e2 · de3ds

= 0.
Odtud plyne τ + c2 = 0.

Definice. Bod f(s0), v němž plat́ı τ(s0) = 0 nazýváme planárńım bodem křivky C. Rovinnou
křivkou v E3 rozumı́me křivku, která lež́ı v nějaké rovině σ ⊂ E3.

Věta 10.4. Jednoduchá křivka f(s) je rovinná, právě když každý jej́ı bod je planárńı.

D̊ukaz. I. Je-li f(s) rovinná, tak e3 je konstantńı vektor, takže z posledńıho vztahu (4) plyne
že τ = 0.
II. Necht’ naopak τ = 0 všude na C. Z posledńıho vztahu (4) plyne, že de3

ds
=
−→
0 , takže e3 je

konstantńı vektor. Uvažujme nyńı rovinu σ zadanou bodem f(s0), která je kolmá k vektoru
e3. Je-li Y ∈ E3 libovolný bod, tak Y ∈ σ právě když e3 · (Y − f(s0)) = 0. Uvažujme dále
funkci ϕ(s) = e3 · (f(s) − f(s0)). Pak

dϕ
ds

= e3 · e1(s) = 0, nebot’ vektory e3 a e1 jsou kolmé.

Tedy ϕ je konstanta a pro s = s0 máme ϕ(s0) = e3 ·
−→
0 = 0. Tedy ϕ = 0 všude, takže C lež́ı

v σ.

Všimněme si, že v př́ıpadě rovinné křivky (tj. pro τ = 0) přejdou Frenetovy rovnice (4)
na Frenetovy rovnice rovinné křivky.
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Poznámka 10.2. Z Frenetových vzorc̊u bezprostředně vyplývá df
ds
= e1,

d2f
ds2

= κe2,
d3f
ds3

=
d
ds
(κe2) =

dκ
ds
e2 + κ(−κe1 + τe3). Pro s = s0 tedy dostáváme ”

vektorový Taylor̊uv rozvoj“

f(s) = f(0) + se1(0) +
κ(0)

2
s2e2(0)+

+
s3

6

[

dκ(0)

ds
e2(0)− κ2(0)e1(0) + κ(0)τ(0)e3(0)

]

+ o(s3) (5)

kde o(s3) znamená veličiny alespoň 4. řádu (tj. funkčńı hodnota a tři prvńı derivace jsou
nulové).

Věta 10.5. Necht’ x, y, z jsou souřadnice vzhledem k Frenetově reperu
〈f(0); e1(0), e2(0), e3(0)〉. Pak křivka f(s) je v okoĺı bodu f(0) dána výrazy

x = s− κ2(0)

6
s3 + o(s3)

y =
κ(0)

2
s2 +

1

6

dκ(0)

ds
s3 + o(s3)

z =
κ(0)τ(0)

6
s3 + o(s3).

(6)

D̊ukaz. Tvrzeńı plyne z (5).

Poznámka 10.3. Výrazy (6) představuj́ı tzv. lokálńı rozvoje křivky f(s) v jej́ım Frenetově
reperu. Daj́ı se využ́ıt ke kolmé projekci dané křivky v okoĺı vyšetřovaného bodu do rovin
generovaných Frenetovým reperem, viz Obr. 17. Např. kolmý pr̊umět křivky do oskulačńı
roviny lze přibližně ztotožnit s parabolou x = s, y = κ(0)

2 s2. Pro kolmý pr̊umět do normálové

roviny dostaneme semikubickou parabolu y = κ(0)
2 s2, z = κ(0)τ(0)

6 s3 s bodem vratu v počátku.

Kolmý pr̊umět f(s) do rektifikačńı roviny dává kubickou parabolu x = s, z = κ(0)τ(0)
6 s3.

V tomto př́ıpadě je počátek inflexńı bod.

Obr. 17: Kolmé pr̊uměty křivky do rovin určených Frenetovým reperem

Věta 10.6. V neinflexńım bodě je křivost prostorové křivky rovna křivosti jej́ıho kolmého
pr̊umětu do oskulačńı roviny.

D̊ukaz. Podle (6) má tento pr̊umět parametrické vyjádřeńı g(s) =
(

s,
κ(0)
2 s2

)

+ o(s2), takže

g′(0) = (1, 0), g′′(0) = (0, κ(0)). Tvrzeńı pak plyne z Důsledku 8.1.
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Podobně se dokáže

Věta 10.7. V neplanárńım bodě f(s0) ∈ C existuje v rektifikačńı rovině jediná kubická pa-

rabola z = κ(0)τ(0)
6 x3, která má s kolmým pr̊umětem křivky C do rektifikačńı roviny styk 3.

řádu.

Věta 10.8. Plat́ı |τ(s0)| =
∥

∥

∥

de3(s0)
ds

∥

∥

∥
.

D̊ukaz. Tvrzeńı ihned plyne z posledńı Frenetovy rovnice.

Podle Věty 10.4 vyjadřuje torze τ odchylku křivky od roviny. Podle Věty 10.7 se jedná
o odchylku od oskulačńı roviny, nebot’ výraz κ(0)τ(0)

6 můžeme interpretovat jako
”
stoupáńı“

kubické paraboly. Dále, podle Věty 10.8 torze vyjadřuje rychlost, s ńıž se měńı (otáč́ı) jed-
notkový vektor binormály e3.

Nyńı odvod́ıme vzorce pro výpočet křivosti a torze při libovolné parametrizaci f(t) křivky
C. Přitom symbolem u×v znač́ıme vektorový součin a symbolem [u, v, w] vněǰśı součin vektor̊u
v E3 (viz Př́ıklad 2.2).

Věta 10.9. Při libovolné parametrizaci f(t) křivky C plat́ı

κ =
‖f ′ × f ′′‖
‖f ′‖3 , τ =

[f ′, f ′′, f ′′′]

‖f ′ × f ′′‖2 .

D̊ukaz. I. Z Frenetových vzorc̊u plyne, že df
ds
= e1 a

d2f
ds2

= κe2. Protože e1 a e2 jsou jednotkové

kolmé vektory, tak κ je rovno plošnému obsahu obdélńıka určeného vektory df
ds
, d2f

ds2
. V E3 je

tento obsah roven velikosti vektorového součinu př́ıslušných vektor̊u, takže κ =
∥

∥

∥

df
ds
× d2f

ds2

∥

∥

∥
.

Protože u× u = −→0 , tak s využit́ım vztahu (3) z 8. kapitoly dostaneme

df

ds
× d2f

ds2
=
df

dt

dt

ds
×

[

d2f

dt2

(

dt

ds

)2

+
df

dt

d2t

ds2

]

=

(

dt

ds

)3 (
df

dt
× d2f

dt2

)

. (7)

Dále, protože 1 =
∥

∥

∥

df
ds

∥

∥

∥
=

∥

∥

∥

df
dt

∥

∥

∥
·
∣

∣

dt
ds

∣

∣, tak
∣

∣

dt
ds

∣

∣ = 1

‖ df

dt‖
. Odtud a z (7) vyplývá vzorec pro

výpočet křivosti.
II. Ze vzorc̊u Poznámky 10.2 plyne

[

df

ds
,
d2f

ds2
,
d3f

ds3

]

=

[

e1, κe2,
dκ

ds
e2 − κ2e1 + κτe3

]

= κ2τ [e1, e2, e3] = κ2τ. (8)

Vedle vztah̊u (3) z 8. kapitoly budeme ještě potřebovat analogický výraz pro d3f
ds3

. Protože
ho budeme dosazovat do vněǰśıho součinu, tak nepotřebujeme přesně poč́ıtat výrazy, které se

tam anuluj́ı. Derivováńım d2f
ds2

jako složené funkce obdrž́ıme

d3f

ds3
=
d3f

dt3

(

dt

ds

)3

+ c1
d2f

dt2
+ c2

df

dt
(9)

kde výrazy c1 a c2 nás nezaj́ımaj́ı. Dosazeńı (3) z 8. kapitoly a rovnosti (9) do levé strany (8)
dává

κ2τ =

[

f ′
dt

ds
, f ′′

(

dt

ds

)2

, f ′′′
(

dt

ds

)3
]

.

Dosazeńım již dokázaného vzorce pro κ obdrž́ıme vzorec pro τ .
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Poznamenejme, že v př́ıpadě rovinné křivky je vzorec pro κ z Věty 8.3 speciálńım př́ıpadem
vzorce pro výpočet κ z předchoźı věty.

Důsledek 10.1. Neinflexńı bod f(t0) křivky C je planárńı právě když vektory f ′(t0), f ′′(t0)
a f ′′′(t0) jsou lineárně závislé.

Př́ıklad 10.1. Spočteme křivost a torzi šroubovice f = (a cos t, a sin t, bt). Máme f ′ =
(−a sin t, a cos t, b), f ′′ = (−a cos t,−a sin t, 0), f ′′′ = (a sin t,−a cos t, 0). Dále f ′ × f ′′ =
(ab sin t,−ab cos t, a2), ||f ′×f ′′|| = a

√
a2 + b2, [f ′, f ′′, f ′′′] = ba2. Tedy κ = a

a2+b2
a τ = b

a2+b2
.

Vid́ıme tedy, že šroubovice má konstantńı křivost i torzi.

Frenetovy rovnice (4) jsou diferenciálńı rovnice podobného typu jako v rovině. Stejně jako
v rovině tedy dokážeme následuj́ıćı dvě tvrzeńı.

Věta 10.10. Necht’ C a C jsou křivky bez inflexńıch bod̊u, f : I → C a f : I → C jejich
parametrizace obloukem na společném intervalu I a necht’ κ(s), τ(s) resp. κ(s), τ(s) jsou
jejich křivosti a torze. Pak C a C jsou shodné právě když κ = κ a τ = τ jsou tytéž funkce na
I.

Věta 10.11. Necht’ κ : I → R je kladná funkce tř́ıdy Cr a τ : I → R je libovolná funkce tř́ıdy
Cr. Pak lokálně existuje taková křivka C parametrizovaná obloukem na I, že κ je jej́ı křivost
a τ je jej́ı torze.

Tedy prostorová křivka je úplně určena svou torźı a křivost́ı. Podle předchoźı věty je
jedinou křivkou s konstantńı křivost́ı a torźı šroubovice (v př́ıpadě nulové torze je to pak
kružnice jako šroubovice s nulovým zdvihem).
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11 POJEM PLOCHY

V daľśım se budeme zabývat plochami v E3. Nejjednodušš́ım př́ıkladem plochy je rovina.
Z analytické geometrie je známo, že k určeńı polohy bodu v rovině je třeba dvou parametr̊u
(viz parametrické rovnice roviny), zat́ımco v př́ıpadě př́ımky stač́ı parametr jeden. Proto
zde nejdř́ıve rozš́ı̌ŕıme pojem vektorové funkce na vektorové funkce dvou proměnných. Necht’

D ⊂ R
2 je otevřená množina. Pak zobrazeńı w : D → V3 se nazývá vektorová funkce dvou

proměnných. Limitu a spojitost w definujeme podobně jako u reálné funkce dvou proměnných:
Řekneme, že w má v bodě (u0, v0) ∈ D limitu w0 ∈ V3 a ṕı̌seme lim

(u,v)→(u0,v0)
w(u, v) = w0

jestliže ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro všechna (u, v) ∈ D taková že |u−u0| < δ,
|v − v0| < δ, (u, v) 6= (u0, v0) plat́ı ||w(u, v) − w(u0, v0)|| < ε. Řekneme, že w je spo-
jitá v bodě (u0, v0), jestliže lim

(u,v)→(u0,v0)
w(u, v) = w(u0, v0). Parciálńı derivace w definujeme

vztahy ∂w(u0,v0)
∂u

= lim
u→u0

w(u,v0)−w(u0,v0)
u−u0 , ∂w(u0,v0)

∂v
= lim

v→v0
w(u0,v)−w(u0,v0)

v−v0 . Analogicky definu-

jeme parciálńı derivace vyšš́ıho řádu. Řekneme dále, že vektorová funkce w(u, v) je tř́ıdy Cr

na D právě když má na D spojité všechny parciálńı derivace až do řádu r včetně. Je-li dále
{e1, e2, e3} ortonormálńı báze V3, tak w(u, v) = w1(u, v)e1+w

2(u, v)e2+w
3(u, v)e3, kde reálné

funkce wi(u, v) : D → R se nazývaj́ı složky w, ṕı̌seme w(u, v) = (w1(u, v), w2(u, v), w3(u, v)).
Pak spojitost a existence parciálńıch derivaćı vektorové funkce w(u, v) je ekvivalentńı s od-
pov́ıdaj́ıćı vlastnost́ı všech složek w (analogie Věty 6.1).

Zvolme pevný počátek P ∈ E3 a uvažujme zobrazeńı f : D → E3. Přǐrad’me nyńı každému
(u, v) ∈ D pr̊uvodič bodu f(u, v), tj. vektor (P − f(u, v)) ∈ V3. Dostaneme vektorovou

funkci
−→
Pf : D → V3, pro kterou již máme zavedeny parciálńı derivace. Definujeme pak

f ′u =
∂f
∂u

:= ∂(
−→
Pf)
∂u

, f ′v =
∂f
∂v

:= ∂(
−→
Pf)
∂v

(analogicky definujeme parciálńı derivace vyšš́ıho řádu).
Stejně jako v př́ıpadě pohybu I → Vn se ukáže nezávislost parciálńıch derivaćı f ′u a f ′v na

volbě počátku. Řekneme dále, že f : D → E3 je tř́ıdy C
r, jestliže

−→
Pf : D → V3 je vektorová

funkce tř́ıdy Cr.

Definice. Množina S ⊂ E3 se nazývá jednoduchá plocha tř́ıdy Cr, jestliže existuje otevřená
množina D ⊂ R

2 a injektivńı zobrazeńı f : D → E3 tř́ıdy C
r takové, že S = f(D) a vektory

f ′u a f
′
v jsou lineárně nezávislé v každém bodě z D. Množina D se nazývá oblast parametr̊u a

zobrazeńı f parametrizace plochy S.

Obr. 18: Parametrizace plochy

Podmı́nku lineárńı nezávislosti vektor̊u f ′u a f ′v (která je analogíı podmı́nky regularity

pohybu) můžeme rovněž psát ve tvaru f ′u × f ′v 6=
−→
0 . Ukážeme, co tato podmı́nka znamená
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v př́ıpadě nejjednodušš́ı plochy–roviny. Parametrizace roviny určené bodem X ∈ E3 a ne-
kolineárńımi vektory a, b ∈ V3 je f(u, v) = X + ua + vb, takže f ′u = a, f ′v = b. V př́ıpadě

roviny tedy podmı́nka f ′u × f ′v 6=
−→
0 znamená nekolineárnost vektor̊u a, b, které tuto rovinu

určuj́ı. Ve Větě 11.2 pak uvid́ıme, že v obecném př́ıpadě libovolné plochy S tato podmı́nka
znamená existenci tečné roviny k ploše S v libovolném bodě. V definici jednoduché plochy
tedy vylučujeme body, v nichž neexistuje tečná rovina (r̊uzné hrany, ostré hroty a pod.). In-
jektivnost zobrazeńı f pak vylouč́ı samoprotnut́ı plochy. Přitom samotné zobrazeńı f můžeme
považovat za

”
hladkou deformaci“ rovinné oblasti D na plochu S.

Př́ıklad 11.1 (Plocha zadaná explicitně). Necht’ S je graf funkce z = g(x, y) tř́ıdy Cr na
otevřené množině D ⊂ R

2. Pak S je jednoduchá plocha tř́ıdy Cr s parametrizaćı f(u, v) =
(u, v, g(u, v)). Vektory f ′u = (1, 0, g′u), f

′
v = (0, 1, g′v) jsou totiž vždy nekolineárńı.

Definice. Množina S ⊂ E3 se nazývá plocha tř́ıdy Cr, jestliže pro každé X ∈ S existuje
takové jeho okoĺı UX , že UX ∩ S je jednoduchá plocha tř́ıdy Cr. Parametrizace pr̊unik̊u
UX ∩ S nazýváme lokálńımi parametrizacemi plochy S. Plocha S se nazývá souvislá, jestliže
každé dva body na S lze spojit jednoduchou křivkou, která celá lež́ı na S.

Př́ıklad 11.2. Ukážeme, že jednotková sféra x2+y2+z2 = 1 je plocha tř́ıdy Cr. Pokud z rov-
nice x2 + y2 + z2 = 1 vyjádř́ıme z, tak dostaneme z = ±

√
1− x2 − y2. Toto jsou explicitńı

rovnice dvou jednoduchých pch S1 a S2 (horńı a dolńı polosféry), přičemž odpov́ıdaj́ıćı para-
metrizace jsou f1(u, v) = (u, v,

√
1− u2 − v2), f2(u, v) = (u, v,−

√
1− u2 − v2), u2 + v2 < 1.

Analogicky, vyjádřeńım y dostaneme polosféry S3 a S4 a vyjádřeńım z polosféry S5 a S6,
viz Obr. 19. Odpov́ıdaj́ıćı parametrizace f1(u, v), . . . , f6(u, v) pak tvoř́ı lokálńı parametrizace
sféry ve smyslu předchoźı definice.

Obr. 19: Lokálńı parametrizace sféry

Př́ıkladem souvislých ploch jsou sféra, paraboloid a anuloid (Obr. 20), zat́ımco dvojd́ılný
hyperboloid (Obr. 21) je nesouvislá plocha.
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Obr. 20: Anuloid a Obr. 21: Dvojd́ılný hyperboloid

Věta 11.1. Necht’ c je jednoduchá křivka v oblasti parametr̊u D jednoduché plochy S = f(D).
Necht’ γ : I → D, γ(t) = (u(t), v(t)) je parametrizace křivky c a f : D → E3 je parametrizace
plochy S. Pak f ◦ γ : I → E3, (f ◦ γ)(t) = f(u(t), v(t)) je parametrizace křivky C lež́ıćı na
ploše S.

D̊ukaz. Stač́ı ověřit podmı́nku regularity d(f◦γ)
dt

6= −→
0 ∀t ∈ I. Podle pravidla o derivováńı

složené funkce máme d(f◦γ)
dt

= ∂f
∂u

du
dt
+ ∂f

∂v
dv
dt
. Tvrzeńı pak plyne z lineárńı nezávislosti vektor̊u

f ′u, f
′
v a z regularity parametrického popisu křivky c.

Tedy rovinná křivka c v oblasti parametr̊u D plochy S určuje křivku C lež́ıćı na ploše S,
viz Obr. 22.

Obr. 22: Křivka na ploše a Obr. 23: Rotačńı plocha

Definice. Souřadnicovými křivkami na S rozumı́me křivky zadané v oblasti parametr̊u D

rovnicemi u = konst resp. v = konst. Množina všech souřadnicových křivek na S se nazývá
souřadnicová śıt’.

Př́ıklad 11.3 (Př́ıklady ploch zadaných parametricky).
(1) Kruhový válec má lokálńı parametrizaci f(u, v) = (r cosu, r sinu, v). Pak plat́ı f ′u × f ′v =
(r cosu, r sinu, 0) 6= −→

0 . Souřadnicovou śıt’ tvoř́ı vertikálńı př́ımky (površky) u = u0 a hori-
zontálńı kružnice v = v0.
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(2) Obecná rotačńı plocha vznikne rotaćı křivky kolem př́ımky (osy rotace), viz Obr. 23. Po-
kud rotuj́ıćı křivka lež́ı v rovině procházej́ıćı osou, tak se nazývá profil. Body profilu opisuj́ı
při rotaci rovnoběžkové kružnice. Zvolme z za osu rotace a necht’ x = x(v), z = z(v) je
parametrizace jednoduché křivky neprot́ınaj́ıćı osu z, která rotuje kolem osy z. Pak lokálńı
parametrizace rotačńı plochy je f(u, v) = (x(v) cosu, x(v) sinu, z(v)). Snadno ověř́ıme, že

‖f ′u × f ′v‖ = |x(v)|
√
x′2(v) + z′2(v), takže podmı́nka f ′u × f ′v 6=

−→
0 je zajǐstěna regularitou

profilu (tj. x′2(v) + z′2(v) 6= 0) a t́ım, že profil neprot́ıná osu z (tj. x(v) 6= 0). Souřadnicová
śıt’ je tvořena tzv. poledńıky (vertikálně) a na ně kolmými rovnoběžkovými kružnicemi.
(3) Sféra je rotačńı plocha s profilem x(v) = r cos v, z(v) = r sin v. Tedy lokálńı parametrizace
sféry je f(u, v) = (r cos v cosu, r cos v sinu, r sin v).
Nyńı ukážeme, že tečny ke všem křivkám na ploše S procházej́ıćı bodem X ∈ S lež́ı v jedné
rovině, viz Obr. 24.

Věta 11.2. Koncové body tečných vektor̊u ke všem křivkám na ploše S v bodě X ∈ S vyplńı
rovinu, která se nazývá tečná rovina plochy S v bodě X a znač́ı se symbolem τXS.

D̊ukaz. Necht’ X = f(u0, v0) a uvažujme libovolnou křivku u(t), v(t) na ploše S takovou že
u(t0) = u0, v(t0) = v0. Pak tečný vektor k této křivce v bodě X je lineárńı kombinaćı vektor̊u

f ′u a f ′v, nebot’
∂f(u(t0),v(t0))

∂t
= ∂f(u0,v0)

∂u
du(t0)
dt

+ ∂f(u0,v0)
∂v

dv(t0)
dt

. Protože vektory f ′u, f
′
v jsou

lineárně nezávislé, tak dostáváme rovinu určenou těmito vektory a bodem X.

Tedy tečná rovina τXS je určena bodemX ∈ S a vektory f ′u a f ′v. Dále, τXS je euklidovský
prostor, jeho zaměřeńı TXS := {−−→AB;A,B ∈ τXS} je dvojrozměrný vektorový prostor, který
nazýváme tečným prostorem plochy S v bodě X.

Věta 11.3. Necht’ F = F (x, y, z) je funkce tř́ıdy Cr definovaná na otevřené množině U ⊂ R
3

taková, že množina S o rovnici F (x, y, z) = 0 je neprázdná a pro libovolný bod (x0, y0, z0) ∈ S
plat́ı (F ′x(x0, y0, z0), F

′
y(x0, y0, z0), F

′
z(x0, y0, z0)) 6=

−→
0 . Pak S je plocha tř́ıdy Cr.

D̊ukaz. Necht’ např. F ′z(x0, y0, z0) 6= 0. Podle věty o implicitńıch funkćıch můžeme z rovnice
F (x, y, z) = 0 lokálně vypoč́ıtat z = f(x, y), což je lokálně explicitńı vyjádřeńı plochy S.
Pokud F ′y(x0, y0, z0) 6= 0, tak lokálně vypočteme y = g(x, z) a při F ′x(x0, y0, z0) 6= 0 vypočteme
x = h(y, z).

Podle věty o implicitńıch funkćıch lze lokálně každou plochu vyjádřit kterýmkoli z
následuj́ıćıch tř́ı zp̊usob̊u: parametricky, implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0 a explicitně rov-
nićı z = f(x, y) (resp. y = g(x, z) resp. x = h(y, z)).

Př́ıklad 11.4. U sféry x2 + y2 + z2 − r2 = 0 je (F ′x, F
′
y, F

′
z) = (2x, 2y, 2z) = (0, 0, 0) pouze

v počátku, který však neńı bodem sféry. Tedy sféra je plochou tř́ıdy Cr pro libovolné r.

V př́ıpadě kužele x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0 je (F ′x, F

′
y, F

′
z) = (0, 0, 0) v počátku, takže kužel je plochou

tř́ıdy Cr ve všech bodech kromě počátku.

Věta 11.4. Rovnice tečné roviny v bodě (x0, y0, z0) plochy S zadané implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 0 je

F ′x(x0, y0, z0)(x− x0) + F ′y(x0, y0, z0)(y − y0) + F ′z(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.
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D̊ukaz. Uvažujme křivku f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) lež́ıćı na S a necht’ t0 je parametr
odpov́ıdaj́ıćı bodu (x0, y0, z0). Pak F (f1(t), f2(t), f3(t)) = 0 a derivováńım dostaneme
∂F (x0,y0,z0)

∂x
df1(t0)
dt

+ ∂F (x0,y0,z0)
∂y

df2(t0)
dt

+ ∂F (x0,y0,z0)
∂z

df3(t0)
dt

= 0. Tedy vektory (F ′x, F
′
y, F

′
z) a f

′

jsou kolmé.

Věta 11.5. Necht’ F,G : R3 → R jsou funkce tř́ıdy Cr definované na otevřené množině U ⊂
R
3. Označme C množinu zadanou rovnicemi F (x, y, z) = 0, G(x, y, z) = 0 a předpokládejme,

že množina C je neprázdná a vektory (F ′x(X), F
′
y(X), F

′
z(X)), (G

′
x(X), G

′
y(X), G

′
z(X)) jsou

lineárně nezávislé pro každé X = (x0, y0, z0) ∈ C. Pak C je křivka tř́ıdy Cr.

D̊ukaz. Z lineárńı nezávislosti uvedených vektor̊u plyne, že v matici sestavené z těchto vektor̊u
je alespoň jeden subdeterminant 2. řádu nenulový. Tvrzeńı pak plyne z věty o implicitńıch
funkćıch.

Předchoźı věta popisuje prostorovou křivku C implicitně jako pr̊unik dvou ploch. Přitom
tečný vektor k C je kolineárńı s vektorem (F ′x, F

′
y, F

′
z) × (G′x, G

′
y, G

′
z). Poznamenejme, že

pr̊unikem dvou ploch nemuśı být vždy křivka (např. dvě dotýkaj́ıćı se koule).

12 STYK PLOCH A OBÁLKY

Definice. Řekneme, že křivka C a plocha S maj́ı ve společném bodě X ∈ C ∩ S styk k-tého
řádu, jestliže na S existuje taková křivka C, že X ∈ C a křivky C a C maj́ı v bodě X styk
k-tého řádu.

Věta 12.1. Necht’ křivka C má parametrizaci f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)), plocha S je zadána
rovnićı F (x, y, z) = 0 a X = f(t0) = (x0, y0, z0) je jejich společný bod. Sestrojme funkci
Φ(t) = F (f1(t), f2(t), f3(t)). Pak křivka C a plocha S maj́ı v bodě X styk k-tého řádu právě
když plat́ı

diΦ(t0)

dti
= 0 ∀i = 0, . . . , k. (1)

D̊ukaz. I. Necht’ f(t) je parametrizace křivky C na ploše S, s ńıž má C styk k-tého řádu a

necht’ d
if(t0)
dti

= dif(t0)
dti

∀i = 0, . . . , k je podmı́nka pro styk k-tého řádu křivek C a C. Protože C
lež́ı na S, tak plat́ı F (f1(t), f2(t), f3(t)) = 0, takže všechny derivace levé strany podle t jsou

rovny nule. Protože všechny derivace vnitřńıch složek f
i
(t) splývaj́ı se všemi derivacemi f i(t)

až do řádu k, tak plat́ı (1).

II. Necht’ je splněna podmı́nka (1) a necht’ např́ıklad ∂F (x0,y0,z0)
∂z

6= 0. Podle věty o implicitńıch
funkćıch rovnice F (f1(t), f2(t), g(t)) = 0 určuje lokálně funkci g(t). Dále, křivka C s parame-
trizaćı f(t) = (f1(t), f2(t), g(t)) lež́ı na S. Je třeba dokázat podmı́nku pro styk křivek C a C
tvaru

dif3(t0)

dti
=
dig(t0)

dti
∀i = 0, . . . , k. (2)

Uvažujme funkci G(t, z) = F (f1(t), f2(t), z). Tato funkce je definována na určitém okoĺı V
bodu (t0, z0). Na V × R uvažme funkci tř́ı proměnných H(t, z, w) = G(t, z) − w. Podle věty
o implicitńıch funkćıch lze z rovnice H(t, z, w) = 0 lokálně spoč́ıtat z = K(t, w). Protože
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G(t, g(t)) = 0 a G(t, f3(t)) = Φ(t), tak g(t) = K(t, 0) a f3(t) = K(t,Φ(t)). Podle pravidla
o derivováńı složené funkce pak z podmı́nky (1) plyne (2).

Definice. Řekneme, že plocha S má s plochou S v bodě X ∈ S ∩ S styk k-tého řádu, jestliže
každá křivka na S má v bodě X styk k-tého řádu s plochou S.

Nyńı odvod́ıme dvě praktické podmı́nky pro ověřeńı styku dvou ploch.

Věta 12.2. Necht’ plocha S je dána rovnićı F (x, y, z) = 0 a S má parametrizaci f(u, v) =
(f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)) a necht’ X = f(u0, v0) je společný bod S a S. Sestrojme funkci
Ψ(u, v) = F (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)). Pak plocha S má s plochou S v bodě X styk k-tého
řádu právě když

∂iΨ(u0, v0)

∂ui1∂vi2
= 0 ∀i = 0, . . . , k, i1 + i2 = i. (3)

D̊ukaz. Je-li křivka C lež́ıćı na ploše S a procházej́ıćı bodem X určena křivkou u = u(t),
v = v(t) v oblasti parametr̊u plochy S, tak parametrické rovnice g(t) = (g1(t), g2(t), g3(t))
křivky C v E3 jsou tvaru g

1(t) = f1(u(t), v(t)), g2(t) = f2(u(t), v(t)), g3(t) = f3(u(t), v(t)).
Funkce Φ z Věty 12.1 má pak tvar

Φ(t) = F (g1(t), g2(t), g3(t)) = F (f1(u(t), v(t)), f2(u(t), v(t)), f3(u(t), v(t))) = Ψ(u(t), v(t))

. Derivaćı dostaneme

dΦ(t0)

dt
=
∂Ψ(u0, v0)

∂u

du(t0)

dt
+
∂Ψ(u0, v0)

∂v

dv(t0)

dt
. (4)

Předpokládáme-li platnost podmı́nky (3), tak odtud vyplývá, že dΦ(t0)
dt

= 0. Opakovaným
derivováńım pak dokážeme (1), takže podle Věty 12.1 má C s S v bodě X styk k-tého řádu.
Křivka C však může být zvolena libovolně, takže plocha S má s plochou S v bodě X styk
k-tého řádu.
Předpokládejme naopak, že každá křivka C na ploše S má v boděX styk k-tého řádu s plochou
S. Vezměme speciálně souřadnicovou křivku C tvaru u(t) = u0. Podle Věty 12.1 je

dΦ(t0)
dt

= 0,

takže z (4) plyne ∂Ψ(u0,v0)
∂v

= 0. Užit́ım souřadnicové křivky v = v0 ukážeme
∂Ψ(u0,v0)

∂u
= 0 a

opakovaným derivováńım rovnosti Φ(t) = Ψ(u(t), v(t)) pak ukážeme, že z (1) plyne (3).

Věta 12.3. Plocha S má s plochou S ve společném bodě X ∈ S ∩ S styk k-tého řádu právě
když existuj́ı takové jejich lokálńı parametrizace f(u, v), f(u, v), f(u0, v0) = f(u0, v0) = X,
že plat́ı

∂if(u0, v0)

∂ui1∂vi2
=
∂if(u0, v0)

∂ui1∂vi2
∀i = 0, . . . , k, i1 + i2 = i. (5)

D̊ukaz. I. Necht’ existuj́ı takové lokálńı parametrizace ploch S a S, že je splněna podmı́nka
(5). Podle věty o implicitńıch funkćıch lze plochu S lokálně vyjádřit rovnićı F (x, y, z) = 0.
Pak F (f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v)) = 0 a tedy všechny parciálńı derivace levé strany jsou
nulové. Podle (5) můžeme parciálńı derivace f v bodě (u0, v0) nahradit parciálńımi derivacemi

f , takže plat́ı (3), kde Ψ(u, v) = F (f
1
(u, v), f

2
(u, v), f

3
(u, v)). Podle Věty 12.2 má plocha S

v bodě X s plochou S styk k-tého řádu.
II. Naznač́ıme pouze hlavńı myšlenku d̊ukazu. Necht’ S má s S v bodě
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X styk k-tého řádu, přičemž S je v okoĺı bodu X lokálně zadána rov-
nićı F (x, y, z) = 0 a S má parametrizaci f(u, v). Podle Věty 12.2 plat́ı

(3). Hledejme parametrizaci S ve tvaru (f
1
(u, v), f

2
(u, v), g(u, v)). Pomoćı

věty o implicitńıch funkćıch ukážeme, že g(u, v) je lokálně určena rovnićı

F (f
1
(u, v), f

2
(u, v), g(u, v)) = 0. Zbytek d̊ukazu (tj. ověřeńı ∂if

3
(u0,v0)

∂ui1∂vi2
= ∂ig(u0,v0)

∂ui1∂vi2
,

i = 0, . . . , k, i1 + i2 = i) se provede analogicky jako 2. část d̊ukazu Věty 12.1.

Tedy relace
”
mı́t styk řádu k“ je symetrická.

Věta 12.4. Plochy S a S maj́ı ve společném bodě X styk prvńıho řádu právě když jejich tečné
roviny τXS a τXS v tomto bodě splývaj́ı.

D̊ukaz. I. Pokud S a S maj́ı v bodě X styk 1. řádu, tak podle předchoźı věty plat́ı f ′u = f
′
u,

f ′v = f
′
v, takže τXS = τXS.

II. Necht’ S má parametrizaci f(u, v) a S má parametrizaci f(u, v) a necht’ tečné roviny

splývaj́ı. Pak f ′u = af
′
u + bf

′
v, f

′
v = cf

′
u + df

′
v, přičemž

∣∣∣∣
a b

c d

∣∣∣∣ 6= 0, poněvadž se jedná

o dvě báze v zaměřeńı tečné roviny. Změňme nyńı parametry na S vztahy u = au + cv,
v = bu + dv, takže nová parametrizace S je f(au + cv, bu + dv). Pak f

′
u = f

′
ua + f

′
vb = f ′u,

f
′
v = f

′
uc+ f

′
vd = f ′v. Podle předchoźı věty maj́ı plochy S a S styk 1. řádu.

Pokud plochy S a S maj́ı styk 1. řádu, tak ř́ıkáme, že se dotýkaj́ı.
Obálky dvouparametrické soustavy ploch. Předpokládejme, že každá plocha sou-

stavy je pro danou dvojici parametr̊u u, v ∈ R zadána rovnićı

F (x, y, z, u, v) = 0. (6)

Plochu o rovnici F (x, y, z, u0, v0) = 0 budeme značit symbolem Su0,v0 a celou soustavu (6)
symbolem (Su,v). Společné body ploch Su0,v0 , Su,v0 , Su0,v pro u 6= u0 a v 6= v0 jsou určeny
soustavou tř́ı rovnic F (x, y, z, u0, v0) = 0, F (x, y, z, u, v0) = 0, F (x, y, z, u0, v) = 0, která je
ekvivalentńı soustavě
F (x, y, z, u0, v0) = 0, F (x,y,z,u,v0)−F (x,y,z,u0,v0)

u−u0 = 0, F (x,y,z,u0,v)−F (x,y,z,u0,v0)
v−v0 .

V limitě pro u→ u0, v → v0 dostaneme

F (x, y, z, u0, v0) = 0,
∂F

∂u
(x, y, z, u0, v0) = 0,

∂F

∂v
(x, y, z, u0, v0) = 0. (7)

Definice. Body (x, y, z) ∈ E3 určené rovnicemi (7) nazýváme charakteristickými body na
ploše Su0,v0 . Množinu těchto bod̊u pro všechna (u0, v0) ∈ R

2 nazýváme charakteristickou
množinou soustavy (Su,v).

Rovnice charakteristické množiny tedy źıskáme vyloučeńım parametr̊u u, v z (7).

Definice. Plochu E s parametrizaćı f(u, v), (u, v) ∈ D ⊂ R
2 nazýváme obálkou soustavy (6),

jestliže E se v bodě f(u0, v0) dotýká plochy Su0,v0 pro všechna (u0, v0) ∈ D.

Důkaz následuj́ıćıho tvrzeńı je analogický d̊ukazu Věty 9.3 a proto jej vypust́ıme.
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Věta 12.5. Každá obálka soustavy (Su,v) je podmnožinou jej́ı charakteristické množiny. Nao-
pak, je-li f(u, v) taková plocha, že f(u0, v0) splňuje (7) pro každé u0, v0, tak f(u, v) je obálkou
soustavy (Su,v).

Praktický postup hledáńı obálky je takový, že se ze soustavy (7) snaž́ıme vyloučit parame-
try u, v tak, abychom dostali jedinou rovnici G(x, y, z) = 0. Pokud je tato rovnice implicitńım
vyjádřeńım nějaké plochy, tak se jedná o hledanou obálku.

Př́ıklad 12.1. Urč́ıme obálku soustavy kulových ploch F (x, y, z, u, v) = (x − u)2 + (y −
v)2 + z2 − u2+v2

2 = 0. Máme F ′u = −2(x − u) − u = 0, F ′v = −2(y − v) − v = 0. Dosazeńım
u = 2x, v = 2y do F dostaneme rovnici kuželové plochy x2+y2− z2 = 0, která je implicitńım
vyjádřeńım hledané obálky.

Obálky jednoparametrické soustavy ploch. Uvažujme jednoparametrickou soustavu
(St) ploch

F (x, y, z, t) = 0 (8)

kde (x, y, z) ∈ R
3, t ∈ R. Společné body ploch St0 a St pro t 6= t0 jsou určeny dvojićı rovnic

F (x, y, z, t0) = 0, F (x, y, z, t) = 0, která je ekvivalentńı soustavě

F (x, y, z, t0) = 0,
F (x, y, z, t)− F (x, y, z, t0)

t− t0
= 0.

V limitě pro t→ t0 źıskáme rovnice

F (x, y, z, t0) = 0,
∂F

∂t
(x, y, z, t0) = 0. (9)

Definice. Množinu určenou pro pevné t0 rovnicemi (9) nazýváme charakteristikou na ploše
St0 . Sjednoceńı těchto množin pro každé t0 ∈ R nazýváme charakteristickou množinou sou-
stavy (St). Jestliže je rovnicemi (9) popsána pro pevné t0 křivka, tak se nazývá charakteristická
křivka na ploše St0 .

Rovnici charakteristické množiny zřejmě źıskáme vyloučeńım parametru t z (9).

Definice. Plochu E s parametrizaćı f(t, τ), (t, τ) ∈ D ⊂ R
2 nazýváme obálkou soustavy (St),

jestliže E se dotýká každé plochy St0 podél křivky f(t0, τ).

Označme Ct0 křivku f(t0, τ) (parametrem je zde τ).

Věta 12.6. Každá obálka soustavy (St) je podmnožinou jej́ı charakteristické množiny. Tedy
množina všech bod̊u obálky je řešeńım soustavy (9).

D̊ukaz. Necht’ f(t, τ) je parametrizace obálky E . Protože křivka Ct lež́ı na ploše St, tak plat́ı
F (f1(t, τ), f2(t, τ), f3(t, τ), t) = 0. Derivaćı podle t dostáváme ∂F

∂x
∂f1

∂t
+ ∂F

∂y
∂f2

∂t
+ ∂F

∂z
∂f3

∂t
+ ∂F

∂t
=

0. Anulováńı prvńıch tř́ı člen̊u znamená kolmost normály plochy St k vektoru ∂f
∂t
. Toto je však

splněno, nebot’ plochy E a St maj́ı podél křivky Ct stejné tečné roviny. Tedy plat́ı ∂F∂t = 0.

Poznámka 12.1. Nyńı se věnujme opačnému problému, a to, za jakých podmı́nek je charak-
teristická množina hledanou obálkou. Podle věty o implicitńıch funkćıch lze z obecné soustavy
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rovnic H(x, y, z, t) = 0, K(x, y, z, t) = 0 lokálně vypoč́ıtat x, y jako funkce proměnných z, t,
pokud ∣∣∣∣∣

∂H
∂x

∂H
∂y

∂K
∂x

∂K
∂y

∣∣∣∣∣ 6= 0.

Je-li tato podmı́nka splněna u naš́ı soustavy F (x, y, z, t) = 0, ∂
∂t
F (x, y, z, t) = 0, tak dostaneme

řešeńı x = g(z, t), y = h(z, t). Potom plocha E s parametrizaćı f(t, τ) = (g(τ, t), h(τ, t), τ) je
obálkou soustavy (St). K tomu muśıme ukázat, že plochy E a St se podél křivky Ct s para-
metrickým vyjádřeńım f(t, τ) dotýkaj́ı. Plat́ı F (g(τ, t), h(τ, t), τ, t) = 0. Derivaćı podle τ při
pevném t dostaneme ∂F

∂x
∂g
∂τ
+ ∂F

∂y
∂h
∂τ
+ ∂F

∂z
= 0, takže vektor ∂f

∂τ
lež́ı v tečné rovině k St. Dále, de-

rivace podle t dává ∂F
∂x

∂g
∂t
+ ∂F

∂y
∂h
∂t
+ ∂F

∂z
·0+ ∂F

∂t
= 0. Užit́ım rovnosti ∂

∂t
F (g(τ, t), h(τ, t), τ, t) = 0

odvod́ıme, že i vektor ∂f
∂t

lež́ı v tečné rovině k St.

Obr. 24: Tečná rovina a Obr. 25

Při hledáńı obálky se tedy z obou rovnic (9) snaž́ıme vyloučit parametr t. Pokud takto dosta-
neme rovnici G(x, y, z) = 0, která je implicitńım vyjádřeńım nějaké plochy, tak je tato plocha
hledanou obálkou.

Př́ıklad 12.2. Urč́ıme obálku jednoparametrické soustavy kulových ploch x2 + y2 + (z −
t)2 = t2

2 . Derivaćı podle parametru t dostaneme daľśı rovnici −2(z − t) = t. Vyloučeńım t

z obou rovnic obdrž́ıme hledanou rovnici obálky x2 + y2 − z2 = 0. Snadno se přesvědč́ıme, že
charakteristickými křivkami jsou kružnice, Obr. 25.

13 PRVNÍ ZÁKLADNÍ FORMA

Připomeňme, že zobrazeńı f : V × V → R se nazývá bilineárńı forma na V , je-li f lineárńı
v obou svých vektorových argumentech. Zobrazeńı g : V → R se nazývá kvadratická forma,
pokud existuje symetrická bilineárńı forma f taková, že g(v) = f(v, v) ∀v ∈ V .

Necht’ S je jednoduchá plocha s parametrizaćı f(u, v) a τXS jej́ı tečná rovina v bodě
X = f(u0, v0). Pak τXS je určena lineárně nezávislými tečnými vektory f ′u(u0, v0) a f ′v(u0, v0),
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takže libovolná dvojice a, b tečných vektor̊u z TXS se dá vyjádřit ve tvaru lineárńı kombinace
a = a1f ′u + a2f ′v, b = b1f ′u + b2f ′v s koeficienty a

i, bi ∈ R. Skalárńı součin a · b je pak tvaru

(a1f ′u + a2f ′v) · (b1f ′u + b2f ′v) = a1b1(f ′u · f ′u) + (a1b2 + a2b1)(f ′u · f ′v) + a2b2(f ′v · f ′v).

Označ́ıme-li skalárńı součiny bázových tečných vektor̊u symboly

g11 = f ′u · f ′u, g22 = f ′v · f ′v, g12 = g21 = f ′u · f ′v, (1)

tak a · b = aibjgij = a1b1g11 + (a1b2 + a2b1)g12 + a2b2g22. Toto je symetrická bilineárńı forma
na TXS, jej́ı koeficienty jsou prvky symetrické matice (gij). Pak a · a je kvadratická forma,
která určuje kvadrát velikosti vektoru a,

a · a = ‖a‖2 = g11(a
1)2 + 2g12a

1a2 + g22(a
2)2. (2)

Jedná se skutečně o kvadratickou formu na TXS, nebot’ všechny členy (2) jsou výrazy druhého
stupně souřadnic (a1, a2) vektoru a ∈ TXS.

Definice. Kvadratická forma (2) se nazývá prvńı základńı forma plochy S a znač́ı se ϕ1, resp.
ϕ1(a). Č́ısla gij daná vztahy (1) se nazývaj́ı koeficienty prvńı základńı formy.

Je zřejmé, že gij jsou obecně funkce proměnných u, v. Protože gij jsou souřadnice syme-
trické bilineárńı formy na TXS (tj. tenzoru typu (0, 2)), tak se někdy nazývaj́ı souřadnicemi
1. základńıho tenzoru nebo též souřadnicemi metrického tenzoru plochy. Zejména plat́ı, že při
změně souřadnic se gij transformuj́ı prostřednictv́ım tenzoriálńıch transformačńıch vztah̊u
z Věty 1.5. Tečný vektor a = (a1, a2) ∈ TXS rovněž zapisujeme ve tvaru a = (du, dv), tj.
a1 = du, a2 = dv. Pak prvńı základńı forma má tvar

ϕ1 := g11du
2 + 2g12dudv + g22dv

2. (3)

Je-li křivka C na ploše f(u, v) zadána v oblasti parametr̊u rovnicemi u = u(t), v = v(t), tak
parametrické vyjádřeńı C v E3 je h(t) = f(u(t), v(t)). Pak h′(t) = u′(t)f ′u + v′(t)f ′v, takže
‖h′(t)‖2 = g11(u

′(t))2 + 2g12u
′(t)v′(t) + g22(v

′(t))2. Odtud plyne

Věta 13.1. Délka oblouku křivky (u(t), v(t)) na ploše f(u, v) mezi body o parametrech t1, t2
je rovna

t2∫

t1

√
g11(u′(t))2 + 2g12u′(t)v′(t) + g22(v′(t))2dt.

Diferenciál oblouku má tedy tvar ds =

√
g11

(
du
dt

)2
+ 2g12

du
dt
dv
dt
+ g22

(
dv
dt

)2
dt, takže ds2 =(

g11
(
du
dt

)2
+ 2g12

du
dt
dv
dt
+ g22

(
dv
dt

)2)
dt2 = g11du

2 + 2g12dudv + g22dv
2. Tedy prvńı základńı

forma určuje kvadrát diferenciálu oblouku křivky na ploše,

ds2 = ϕ1. (4)

Věta 13.2. Je-li plocha S zadána rovnićı z = f(x, y), tak koeficienty jej́ı prvńı základńı formy
jsou

g11 = 1 + f ′2x , g12 = g21 = f ′x · f ′y, g22 = 1 + f ′2y , (5)
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takže
ϕ1 = (1 + f ′2x )dx

2 + 2f ′xf
′
ydxdy + (1 + f ′2y )dy

2.

Je-li S zadána implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0, tak

g11 = 1 +

(
F ′x
F ′z

)2

, g12 = g21 =
F ′xF

′
y

(F ′z)2
, g22 = 1 +

(
F ′y
F ′z

)2

. (6)

D̊ukaz. Plocha z = f(x, y) má parametrizaci (u, v, f(u, v)), takže (5) plyne z (1). Je-li S
zadána implicitně, tak derivováńım rovnosti F (x, y, f(x, y)) = 0 odvod́ıme (6).

Př́ıklad 13.1. Urč́ıme prvńı základńı formu roviny, kruhového válce a sféry:
(a) Parametrizace roviny je f(u, v) = X + au + bv, přičemž můžeme bez újmy na obecnosti
předpokládat, že vektory a, b jsou jednotkové a kolmé. Pak f ′u = a, f ′v = b, takže g11 = 1 = g22,
g12 = 0, ϕ1 = du2 + dv2.
(b) Parametrizace kruhového válce je f(u, v) = (r cosu, r sinu, v), takže f ′u =
(−r sinu, r cosu, 0) a f ′v = (0, 0, 1). Odtud dostaneme g11 = f ′u·f ′u = r2, g12 = g21 = f ′u·f ′v = 0,
g22 = f ′v · f ′v = 1, ϕ1 = r2du2 + dv2. Zavedeńım nových souřadnic u = ru přejde ϕ1 na tvar
ϕ1 = du2 + dv2. Vid́ıme tedy, že existuj́ı takové souřadnice, v nichž prvńı základńı formy
roviny a kruhového válce splývaj́ı.
(c) Př́ımým výpočtem odvod́ıme, že v př́ıpadě sféry (viz Př́ıklad 11.3) vyjde ϕ1 =
r2(cos2 vdu2 + dv2).

Úhlem dvou křivek na ploše S procházej́ıćıch společným bodem X ∈ S rozumı́me úhel
jejich tečen v tomto bodě. Ze vzorečku pro úhel vektor̊u ihned odvod́ıme

Věta 13.3. Jsou-li a = a1f ′u+a
2f ′v a b = b1f ′u+b

2f ′v tečné vektory křivek C a C ve společném
bodě X ∈ C ∩ C, tak pro jejich úhel plat́ı

cosα =
|gijaibj |√

gijaiaj
√
gijbibj

(i, j jsou sč́ıtaćı indexy).

Př́ıklad 13.2. Odvod́ıme vzorec pro výpočet úhlu souřadnicových křivek u = u0 a v = v0
libovolné plochy se základńı formou ϕ1 = g11du

2 + 2g12dudv + g22dv
2. Parametrické rovnice

souřadnicových křivek jsou u = u0, v = t a u = t, v = v0. Odpov́ıdaj́ıćı tečné vektory maj́ı
souřadnicové vyjádřeńı a = (a1, a2) = (1, 0) a b = (b1, b2) = (0, 1). Podle předchoźı věty
dostaneme cosα = g21√

g22g11
.

Definice. Vrstvou křivek na jednoduché ploše S nazýváme takovou jednoparametrickou sou-
stavu L křivek na S, že každým bodem S procháźı právě jedna křivka soustavy L. Śıt́ı na
ploše S nazýváme dvě vrstvy L1,L2, jejichž křivky v každém bodě sv́ıraj́ı nenulový úhel. Śıt’

se nazývá ortogonálńı, jestliže tento úhel je v každém bodě pravý.

Př́ıkladem śıtě křivek je souřadnicová śıt’, která je tvořena dvěma vrstvami souřadnicových
křivek plochy S (nenulovost úhlu plyne z lineárńı nezávislosti vektor̊u f ′u, f

′
v a ze vzorečku

odvozeného v Př́ıkladu 13.2). Tato śıt’ je ortogonálńı např. v př́ıpadě sféry a kruhového válce.
Na základě Př́ıkladu 13.2 obecně dostaneme:

Důsledek 13.1. Souřadnicové křivky plochy S tvoř́ı ortogonálńı śıt’ právě když g12 = 0
v libovolném bodě plochy S.
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Podle cvičeńı III/17 tuto podmı́nku splňuje libovolná rotačńı plocha.

Lemma 13.1. Necht’ gij jsou koeficienty prvńı základńı formy. Pak plat́ı det(gij) = g11g22 −
g212 > 0.

D̊ukaz. Jsou-li a, b dva vektory, tak z Cauchyovy nerovnosti |a·b| ≤ ‖a‖·‖b‖ plyne ‖a‖2·‖b‖2 ≥
|a · b|2, přičemž rovnost plat́ı pouze pro kolineárńı vektory a, b. Polož́ıme-li a = f ′u, b = f ′v,
tak ‖a‖2 = f ′u · f ′u = g11, ‖b‖2 = f ′v · f ′v = g22, a · b = g12. Je dále zřejmé, že vektory f

′
u, f

′
v

nejsou kolineárńı.

Ze základńıho kursu analýzy je známo, že plošný obsah ohraničené plochy S zadané ex-
plicitně rovnićı z = f(x, y) na ohraničené oblasti D je dán dvojným integrálem

∫∫

D

√
1 + f ′2x + f ′2y dxdy. (7)

Věta 13.4. Plošný obsah ohraničené plochy f(u, v) na ohraničené oblasti parametr̊u D ⊂ R
2

je roven ∫∫

D

√
g11g22 − g212dudv. (8)

D̊ukaz. V okoĺı každého bodu X ∈ S můžeme plochu S zadat explicitńı rovnićı z = f(x, y)
(nebo y = f(x, z) nebo x = f(y, z)). Zřejmě stač́ı probrat prvńı př́ıpad. Podle Věty 13.2
máme g11 = 1 + f ′2x , g22 = 1 + f ′2y , g12 = f ′xf

′
y, takže (8) přejde na klasický vzorec (7).
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14 DRUHÁ ZÁKLADNÍ FORMA

Definice. Př́ımku procházej́ıćı bodem X ∈ S kolmo k tečné rovině τXS nazýváme normálou
plochy S v bodě X. Na této normále máme dva jednotkové vektory; výběr jednoho z nich
nazýváme orientaćı normály.

Orientaćı plochy S nazýváme výběr orientace jej́ıch normál, který se provede spojitým
zp̊usobem. Řekneme, že plocha S je neorientovatelná, pokud existuje taková uzavřená křivka
C lež́ıćı na S, že vektor n orientované normály plochy S přejde při spojitém pohybu po této
křivce na opačný vektor −n.

Je-li f(u, v) lokálńı parametrizace plochy S, tak máme v každém bodě X ∈ S určen

jednotkový vektor n = nX orientované normály, nX = f ′u×f ′v
‖f ′u×f ′v‖ . Je tedy zřejmé, že každá

jednoduchá plocha je orientovatelná a že lokálně lze plochu orientovat vždy. Globálně tomu
tak neńı, př́ıkladem neorientovatelné plochy je Möbi̊uv list, viz Obr. 26. U této plochy totiž
přejde jednotkový vektor orientované normály n po oběhu

”
středové kružnice“ na opačný

vektor −n, viz cvičeńı III/25. V daľśım budeme uvažovat pouze orientovatelné plochy.

Obr. 26: Möbi̊uv list a Obr. 27: Normálová křivost

Necht’ C je křivka na ploše S procházej́ıćı bodem X ∈ S zadaná v oblasti parametr̊u D rovni-
cemi u = u(s), v = v(s). Pak parametrizace C v E3 je γ(s) = f(u(s), v(s)). Předpokládejme

dále, že parametr s je oblouk, takže
∥∥∥dγds

∥∥∥ = 1. Z Frenetových vzorc̊u plyne, že
∥∥∥d

2γ
ds2

∥∥∥ = κ(s),

kde κ je křivost křivky C.

Definice. Normálovou křivost́ı křivky C na ploše S v bodě X rozumı́me č́ıslo κn = n · d2γ
ds2

(vpravo je skalárńı součin vektor̊u).

Znač́ı-li α ∈ 〈0, π〉 úhel vektoru křivosti d2γ
ds2

s jednotkovým vektorem normály n, tak κn =

‖n‖
∥∥∥d

2γ
ds2

∥∥∥ cosα = κ cosα. Tedy normálová křivost κn je rovna velikosti (opatřené patřičným

znaménkem) kolmého pr̊umětu vektoru křivosti d
2γ
ds2

do směru normálového vektoru n, Obr. 27.
Přitom znaménko normálové křivosti κn nemá žádný hlubš́ı geometrický význam (je zřejmé, že
k jeho změně stač́ı změnit orientaci plochy S). Směrem budeme v daľśım rozumět polopř́ımku
určenou př́ıslušným vektorem. Protože nenulový vektor a ∈ TXS určuje jedinou polopř́ımku,
tak můžeme identifikovat směr s odpov́ıdaj́ıćım vektorem.

Věta 14.1. Normálová křivost je pro všechny křivky na ploše S, maj́ıćı v bodě X ∈ S
společnou tečnu, v tomto bodě stejná.
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D̊ukaz. Ukážeme, že skalárńı součin n · d2γ
ds2

záviśı jen na du
ds
, dv
ds
. Plat́ı dγ

ds
= f ′u

du
ds
+ f ′v

dv
ds
,

d2γ

ds2
= f ′′uu

(
du

ds

)2

+ 2f ′′uv
du

ds

dv

ds
+ f ′′vv

(
dv

ds

)2

+ f ′u
d2u

ds2
+ f ′v

d2v

ds2
. (1)

Tvrzeńı pak plyne z toho, že n · f ′u = 0 = n · f ′v.

Má tedy smysl hovořit o normálové křivosti plochy v daném bodě a daném tečném směru.
Připomeňme, že každý tečný vektor a ∈ TXS je tvaru a = dγ

ds
pro nějakou křivku C na S, kde

γ(s) je parametrizace C.

Definice. Necht’ a = dγ
ds
∈ TXS je jednotkový tečný vektor. Pak č́ıslo κan = n · d2γ

ds2
nazýváme

normálovou křivost́ı plochy S ve směru vektoru a.

V tečné rovině τXS uvažujme směr určený jednotkovým vektorem a. Řez plochy S rovinou
určenou t́ımto směrem a normálou nX nazýváme normálovým řezem plochy S ve směru
vektoru a. Normálový řez je tedy rovinná křivka γ(s) lež́ıćı na ploše S, viz Obr. 28. Např.
normálové řezy sféry jsou hlavńı kružnice.

Obr. 28: Normálový řez a Obr. 29: Plocha tečen

Věta 14.2. Absolutńı hodnota normálové křivosti κan ve směru vektoru a je rovna křivosti κ
normálového řezu v tomto směru.

D̊ukaz. Plat́ı κan = ‖n‖
∥∥∥d

2γ
ds2

∥∥∥ cosα = 1 · κ · cosα, kde α ∈ 〈0, π〉 je úhel vektoru křivosti d2γ
ds2

s jednotkovým vektorem normály n. Protože parametr s je oblouk, tak vektor d2γ
ds2

je kolmý

k jednotkovému vektoru dγ
ds
a je tedy kolineárńı s vektorem n.

Tedy normálová křivost plochy κan vyjadřuje
”
ohýbáńı“ plochy S ve směru vektoru a ∈

TXS. Označ́ıme-li

h11 = n · f ′′uu, h12 = h21 = n · f ′′uv, h22 = n · f ′′vv, (2)

tak pravidlo, které každému tečnému vektoru a = (a1, a2) ∈ TXS přǐrad́ı č́ıslo ϕ2(a) :=
aiajhij , je kvadratická forma na TXS. Analogicky jako ve 13. kapitole tečný vektor a zapisu-
jeme rovněž ve tvaru a = (du, dv).
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Definice. ϕ2 := h11du
2+2h12dudv+h22dv

2 se nazývá druhá základńı forma plochy S. Č́ısla
hij daná vztahy (2) se nazývaj́ı koeficienty druhé základńı formy.

Je zřejmé, že hij i ϕ2 jsou obecně funkce proměnných u, v. Protože κ
a
n = n · d2γ

ds2
, tak z (1)

ihned plyne

Věta 14.3. Necht’ a = (du, dv) je jednotkový tečný vektor. Pak κan = ϕ2(a).

Je-li a = (a1, a2) = (du, dv) libovolný tečný vektor, tak ‖a‖2 = ϕ1(a) = gija
iaj , kde gij

jsou koeficienty prvńı základńı formy. Pak normálovou křivost κan ve směru libovolného (ne
nutně jednotkového) vektoru a definujeme jako normálovou křivost ve směru jednotkového
tečného vektoru a

‖a‖ . Odtud plyne

Věta 14.4. Necht’ a = (a1, a2) = (du, dv) ∈ TXS je libovolný vektor. Pak

κan =
ϕ2(a)

ϕ1(a)
=
hija

iaj

gijaiaj
.

Tedy normálová křivost je pod́ılem druhé a prvńı základńı formy. Nyńı uvedeme praktické
vzorce pro výpočet koeficient̊u hij druhé základńı formy, jejichž odvozeńı ponecháváme ṕıli
laskavého čtenáře. Je-li x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v) souřadnicový zápis parametrizace
f(u, v) plochy S, tak druhé derivace souřadnicových funkćı podle u a v budeme značit indexy
i a j. Např. x′′ij znač́ı x

′′
uv.

Věta 14.5. Je-li S zadána parametricky, tak

hij =
1√

g11g22 − (g12)2

∣∣∣∣∣∣

x′u y′u z′u
x′v y′v z′v
x′′ij y′′ij z′′ij

∣∣∣∣∣∣
.

Je-li S zadána explicitně rovnićı z = f(x, y), tak

h11 =
f ′′xx√

1 + f ′2x + f ′2y
, h22 =

f ′′yy√
1 + f ′2x + f ′2y

, h12 =
f ′′xy√

1 + f ′2x + f ′2y
.

Je-li S zadána implicitně rovnićı F (x, y, z) = 0, tak

h11 =
F ′xF

′′
zx − F ′′xxF ′z
R

, h22 =
F ′yF

′′
zy − F ′′yyF ′z
R

, h12 =
F ′xF

′′
zy − F ′′xyF ′z
R

kde R = |F ′z|(F ′2x + F ′2y + F ′2z ).

Př́ıklad 14.1. Př́ımým výpočtem odvod́ıme, že v př́ıpadě libovolné roviny je ϕ2 ≡ 0.
V př́ıpadě kruhového válce (r cosu, r sinu, v) vyjde ϕ2 = −rdu2 a v př́ıpadě sféry s poloměrem
r je ϕ2 = −1

r
ϕ1 = −r(cos2 vdu2 + dv2).

Definice. Bod X ∈ S se nazývá planárńım bodem plochy S, jestliže v tomto bodě má tečná
rovina styk 2. řádu s plochou S.

Věta 14.6. Bod X = f(u0, v0) ∈ S je planárńı právě když v tomto bodě ϕ2 ≡ 0, tj.
hij(u0, v0) = 0. Souvislá plocha, jej́ı̌z každý bod je planárńı, je část́ı roviny.
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D̊ukaz. Rovnici tečné roviny τXS můžeme napsat ve tvaru skalárńıho součinu n(u0, v0) · (Y −
f(u0, v0)) = 0, kde Y ∈ E3. Pro vyšetřeńı jej́ıho styku s plochou S uvažujme funkci Ψ(u, v) =
n(u0, v0)·(f(u, v)−f(u0, v0)) z Věty 12.2. Plat́ı ∂Ψ∂u = n(u0, v0)·f ′u = 0, ∂Ψ

∂v
= n(u0, v0)·f ′v = 0.

Druhé derivace jsou tvaru

∂2Ψ(u0, v0)

∂u2
= n(u0, v0) · f ′′uu(u0, v0),

∂2Ψ(u0, v0)

∂u∂v
= n(u0, v0) · f ′′uv(u0, v0),

∂2Ψ(u0, v0)

∂v2
= n(u0, v0) · f ′′vv(u0, v0).

Porovnáńım s (2) obdrž́ıme prvńı tvrzeńı. Derivaćı vztah̊u n · f ′u = 0 a n · f ′v = 0 dostaneme

n′u · f ′u + n · f ′′uu = 0, n′v · f ′u + n · f ′′uv = 0,

n′u · f ′v + n · f ′′uv = 0, n′v · f ′v + n · f ′′vv = 0. (3)

Dále, protože n je jednotkový vektor, tak derivaćı rovnosti n · n = 1 dostaneme

n · n′u = 0, n · n′v = 0. (4)

Je-li každý bod planárńı, tak se podle prvńıho tvrzeńı a (2) anuluj́ı druhé členy v každé
z rovnic (3). Podle prvńı a třet́ı rovnice (3) a podle prvńı rovnice (4) je vektor n′u kolmý ke
třem lineárně nezávislým vektor̊um n, f ′u, f

′
v. Tedy n

′
u je nulový vektor. Analogicky ukážeme,

že n′v je nulový vektor. Tedy normálový vektor n je konstantńı, n = n0. Položme nyńı ψ(u, v) =
n0 · (f(u, v) − f(u0, v0)). Pak

∂ψ
∂u

= n0 · f ′u = 0 a ∂ψ
∂v

= n0 · f ′v = 0, takže ψ je konstantńı
funkce. Přitom ψ(u0, v0) = 0, tedy ψ(u, v) = 0. To znamená, že celá plocha S lež́ı v tečné
rovině jdoućı bodem f(u0, v0).

Důsledek 14.1. Bod X ∈ S je planárńı právě když pro libovolný tečný vektor a ∈ TXS
plat́ı κan = 0.

Definice. Bod X ∈ S se nazývá sférickým bodem plochy S, jestliže existuje sféra, která má
v tomto bodě styk 2. řádu s plochou S.

Podle předchoźıho př́ıkladu je v př́ıpadě sféry ϕ2 = −1
r
ϕ1.

Věta 14.7. Bod X = f(u0, v0) ∈ S je sférický právě když forma ϕ2(u0, v0) je konstantńım
násobkem formy ϕ1(u0, v0). Souvislá plocha, jej́ı̌z každý bod je sférický, je část́ı sféry.

D̊ukaz. Protože plocha S má v bodě f(u0, v0) se sférou styk 1. řádu, tak lež́ı střed této sféry
na normále plochy S. Označ́ıme-li f0 = f(u0, v0), n0 = n(u0, v0), tak středem sféry je bod
f0+tn0. Rovnici sféry o tomto středu a poloměru tmůžeme napsat ve tvaru skalárńıho součinu
(Y −f0− tn0) · (Y −f0− tn0)− t2 = 0. Pro vyšetřeńı jej́ıho styku s plochou S uvažujme funkci
Ψ(u, v) = (f − f0 − tn0) · (f − f0 − tn0)− t2 z Věty 12.2. Pak plat́ı 1

2
∂Ψ
∂u

= (f − f0 − tn0) · f ′u,
1
2
∂Ψ
∂v

= (f − f0 − tn0) · f ′v. Tyto derivace se pro (u0, v0) anuluj́ı, nebot’ styk 1. řádu máme

zaručen geometrickou volbou situace. Druhé derivace jsou 1
2
∂2Ψ
∂u2

= f ′u ·f ′u+(f −f0− tn0) ·f ′′uu,
1
2
∂2Ψ
∂u∂v

= f ′v · f ′u + (f − f0 − tn0) · f ′′uv, 1
2
∂2Ψ
∂v2

= f ′v · f ′v + (f − f0 − tn0) · f ′′vv. Jejich anulováńı
v bodě (u0, v0) znamená

0 = g11(u0, v0)− th11(u0, v0) = g12(u0, v0)− th12(u0, v0) = g22(u0, v0)− th22(u0, v0), (5)
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což je prvńı tvrzeńı věty. Necht’ nyńı (5) plat́ı v každém bodě. Z (3) a (5) dostaneme f ′u · (n′u+
1
t
f ′u) = 0, f ′u · (n′v + 1

t
f ′v) = 0, f ′v · (n′u + 1

t
f ′u) = 0, f ′v · (n′v + 1

t
f ′v) = 0. Podle (4) plat́ı rovněž

n · (n′u + 1
t
f ′u) = 0, n · (n′v + 1

t
f ′v) = 0. Tedy následuj́ıćı vektory jsou kolmé ke třem lineárně

nezávislým vektor̊um a jsou proto nulové:

n′u +
1

t
f ′u =

−→
0 , n′v +

1

t
f ′v =

−→
0 . (6)

Derivaćı podle u resp. podle v dostaneme n′′uv+
∂
∂v

(
1
t

)
f ′u+

1
t
f ′′uv =

−→
0 , n′′uv+

∂
∂u

(
1
t

)
f ′v+

1
t
f ′′uv =−→

0 . Tedy ∂
∂v

(
1
t

)
f ′u− ∂

∂u

(
1
t

)
f ′v =

−→
0 a protože vektory f ′u, f

′
v jsou lineárně nezávislé, tak muśı

platit ∂
∂u

(
1
t

)
= 0, ∂

∂v

(
1
t

)
= 0. Tedy t = konst a podle (6) je bod f + tn pevný. Protože každý

bod plochy S má od tohoto bodu konstantńı vzdálenost t, tak S muśı být část́ı př́ıslušné sféry.

Jako cvičeńı snadno ověř́ıme, že paraboloid z = x2 + y2 má jediný sférický bod (0, 0, 0).
Poněkud pracněǰśı je ukázat, že trojosý elipsoid má 4 sférické body.

15 ASYMPTOTICKÉ SMĚRY PLOCHY

Definice. Směr v tečné rovině τXS určený vektorem a ∈ TXS se nazývá asymptotický, jestliže
normálová křivost κan v tomto směru je rovna nule.

Z Věty 14.4 bezprostředně vyplývá

Věta 15.1. Nenulový tečný vektor a = (du, dv) ∈ TXS patř́ı do asymptotického směru plochy
S právě když splňuje rovnici ϕ2(a) = 0, tj.

h11du
2 + 2h12dudv + h22dv

2 = 0. (1)

Z Důsledku 14.1 dále plyne

Věta 15.2. V planárńım bodě je každý směr asymptotický.

Položme ρ = du
dv
. Pak (1) je ekvivalentńı kvadratické rovnici h11ρ

2 + 2h12ρ+ h22 = 0, pro

jej́ıž kořeny plat́ı ρ12 =
−h12±

√
h2
12
−h11h22

h11
. Pro det(hij) < 0 dostaneme dva reálné asympto-

tické směry, pro det(hij) = 0 oba tyto směry splynou a pro det(hij) > 0 dostaneme imaginárńı
kořeny, tj. žádný asymptotický směr.

Definice. Neplanárńı bod se nazývá eliptický (resp. hyperbolický, resp. parabolický), jestliže
v tomto bodě plat́ı det(hij) > 0 (resp. det(hij) < 0, resp. det(hij) = 0).

V daľśım uvid́ıme, že geometricky lze tyto pojmy znázornit obrázkem 30.

Obr. 30: Typy bod̊u na ploše
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Definice. Křivka C na ploše S se nazývá asymptotická křivka plochy S, jestliže v libovolném
jej́ım bodě je jej́ı tečna asymptotickým směrem plochy S.

Je-li u = u(t), v = v(t) rovnice asymptotické křivky plochy S, tak jej́ı tečný vektor je (du, dv).
Tedy (1) je diferenciálńı rovnićı asymptotických křivek.

Poznámka 15.1. Je zřejmé, že plat́ı:

1. Na ploše s pouze eliptickými body žádné asymptotické křivky neexistuj́ı.

2. Na ploše s pouze hyperbolickými body existuj́ı dvě vrstvy asymptotických křivek, které
dohromady tvoř́ı asymptotickou śıt’.

3. Na ploše s pouze parabolickými body existuje jedna vrstva asymptotických křivek.

Př́ıklad 15.1. Z tvaru druhé základńı formy v Př́ıkladu 14.1 vid́ıme, že na kruhovém válci
jsou všechny body parabolické a na sféře jsou všechny body eliptické. Je rovněž zřejmé,
že asymptotickými křivkami válce jsou právě vertikálńı př́ımky (površky). Dále snadno od-
vod́ıme, že u hyperbolického paraboloidu z = x2−y2 je ϕ = 2√

1+4x2+4y2
(dx2−dy2), takže tato

plocha má všechny body hyperbolické. Rovněž u jednod́ılného hyperboloidu x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1

bezprostředně odvod́ıme, že všechny body jsou hyperbolické, viz Obr. 31 a 32.

Obr. 31: Jednod́ılný hyperboloid a Obr. 32: Hyperbolický paraboloid

Připomeňme, že oskulačńı rovina prostorové křivky neńı definována v jej́ıch inflexńıch bodech.

Věta 15.3. Křivka C ⊂ S je asymptotická právě když v každém bodě jej́ı oskulačńı rovina
bud’ splývá s tečnou rovinou plochy nebo neńı definována.

D̊ukaz. Je-li u(t), v(t) parametrizace křivky C v oblasti parametr̊u, tak parametrické vyjádřeńı
C v E3 je γ(t) = f(u(t), v(t)). Jej́ı oskulačńı rovina ω je určena vektory dγ

dt
a d2γ

dt2
, pokud jsou

tyto lineárně nezávislé. Přitom vektor dγ
dt
lež́ı v tečné rovině τXS, takže ω = τXS právě když

n ⊥ d2γ
dt2

, tj. n · d2γ
dt2

= 0. Toto však podle definice ϕ2 znamená, že ϕ2(du, dv) = 0. Jedná-li se

o inflexńı bod, tak d2γ
dt2
‖dγ
dt
, takže rovněž plat́ı n · d2γ

dt2
= 0. Naopak, je-li ϕ2(du, dv) = 0, tak

n · d2γ
dt2

= 0 a dostaneme tytéž diskutované př́ıpady.
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Protože př́ımka je charakterizována t́ım, že každý jej́ı bod je inflexńı, tak plat́ı:

Důsledek 15.1. Lež́ı-li na S př́ımka, tak je to asymptotická křivka plochy S.

Př́ıklad 15.2

(a) Na jednod́ılném hyperboloidu x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 lež́ı 2 soustavy př́ımek (tj. asympto-

tických křivek), přičemž každá př́ımka jedné soustavy prot́ıná každou př́ımku druhé sou-
stavy, kdežto každé dvě př́ımky jedné soustavy jsou navzájem mimoběžné. Úpravou totiž
dostaneme

(
x
a
− z

c

) (
x
a
+ z

c

)
=

(
1− y

b

) (
1 + y

b

)
. Pak rovnice př́ımek prvńı soustavy jsou

k1
(
x
a
+ z

c

)
= k2

(
1− y

b

)
, k2

(
x
a
− z

c

)
= k1

(
1 + y

b

)
a rovnice př́ımek druhé soustavy jsou

k1
(
x
a
+ z

c

)
= k2

(
1 + y

b

)
, k2

(
x
a
− z

c

)
= k1

(
1− y

b

)
, kde k1, k2 ∈ R jsou libovolná č́ısla (ni-

koli obě současně rovna nule).

(b) Na hyperbolickém paraboloidu x2

a2
− y2

b2
= 2pz (Obr. 32) lež́ı 2 soustavy př́ımek, které

maj́ı stejné vlastnosti jako soustavy př́ımek jednod́ılného hyperboloidu. Rovnice př́ımek prvńı
soustavy jsou k1

(
x
a
− y

b

)
= k2z, k2

(
x
a
+ y

b

)
= k1 a rovnice př́ımek druhé soustavy jsou

k1
(
x
a
+ y

b

)
= k2z, k2

(
x
a
− y

b

)
= k1. Je zřejmé, že v eliptickém bodě je znaménko normálové

křivosti všude stejné, takže celá plocha lež́ı na jedné straně tečné roviny (př́ıkladem je sféra
nebo elipsoid). Na druhou stranu, v hyperbolickém bodě nám dva asymptotické směry odděluj́ı
části plochy, v nichž je normálová křivost kladná a záporná. V kladné části lež́ı normálové
řezy nad plochou, v záporné části pod plochou. Plocha tedy lež́ı na obou stranách své tečné
roviny.

Př́ıklad 15.3. Asymptotickými směry plochy z = xy jsou osa x a osa y, které na této ploše
lež́ı. Tečná rovina v počátku je z = 0. Dále, pro x > 0, y > 0 nebo x < 0, y < 0 je plocha nad
tečnou rovinou a pro x > 0, y < 0 nebo x < 0, y > 0 je plocha pod tečnou rovinou. Všimněme
si, že transformace souřadnic x = x + y, y = x − y dává rovnici hyperbolického paraboloidu
z = x2 − y2.

Každý bod Y lež́ıćı v tečné rovině τXS můžeme ztotožnit s jeho pr̊uvodičem, tj. s tečným

vektorem a =
−−→
XY ∈ TXS. Označme x, y souřadnice tohoto vektoru v bázi určené tečnými

vektory f ′u, f
′
v v bodě X.

Definice. Dupinova indikatrix v neplanárńım bodě X ∈ S je množina bod̊u tečné roviny
τXS takových že |h11x2 + 2h12xy + h22y

2| = 1.

Jedná se tedy o křivku 2. stupně lež́ıćı v τXS popsanou rovnićı |ϕ2(a)| = 1. Podle Věty

14.4 je κan =
ϕ2(a)
ϕ1(a)

= ϕ2(a)
‖a‖2 , takže ϕ2(a) = κan · ‖a‖2. Odtud je vidět, že Dupinovu indikatrix

lze rovněž charakterizovat rovnost́ı

|κan| =
1

‖a‖2 . (2)

Geometricky tedy Dupinova indikatrix vyjadřuje množinu koncových bod̊u tečných vektor̊u
s počátkem v bodě p, v jejichž směru je absolutńı hodnota normálové křivosti rovna převrácené
hodnotě kvadrátu jejich velikosti.

Věta 15.4. Dupinova indikatrix je jednou z následuj́ıćıch množin bod̊u:

1. V eliptickém bodě det(hij) > 0 je to elipsa. Tato elipsa je kružnićı právě ve sférických
bodech plochy S.

2. V hyperbolickém bodě det(hij) < 0 je to dvojice sdružených hyperbol x
2

a2
− y2

b2
= ±1.
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3. V parabolickém bodě det(hij) = 0 je to dvojice rovnoběžných př́ımek.

Obr. 33: Dupinova indikatrix

D̊ukaz. Z teorie kuželoseček plyne, že rovnice h11x
2 + 2h12xy + h22y

2 = 1 představuje pro
det(hij) > 0 elipsu a pro det(hij) < 0 dvojici hyperbol. V eliptickém bodě je podle (2)

a Věty 14.4 př́ıslušná elipsa kružnićı právě když ϕ2(a)
ϕ1(a)

= c. Toto nastane podle Věty 14.7

právě ve sférických bodech. Nakonec, pro det(hij) = 0 je h12 =
√
h11
√
h22, takže 1 = h11x

2+
2
√
h11
√
h22xy+h22y

2 = (
√
h11x+

√
h22y)

2, což dává dvě rovnoběžné př́ımky
√
h11x+

√
h22y =

±1.

Dá se rovněž ukázat, že Dupinova indikatrix v neplanárńım bodě X ∈ S udává přibližný
tvar křivky, která je pr̊unikem plochy S s rovinou α rovnoběžnou s tečnou rovinou τXS,
přičemž α je

”
málo vzdálena“ od τXS. Je dále zřejmé, že v hyperbolickém bodě jsou asympto-

tickými směry právě směry asymptot hyperbol a v parabolickém bodě je asymptotickým
směrem směr osy dvojice př́ımek.

16 GAUSSOVA KŘIVOST PLOCHY

Definice. Hlavńımi směry v nesférickém bodě X ∈ S rozumı́me směry a ∈ TXS, v nichž
nabývá normálová křivost κan v bodě X své extremálńı hodnoty. Př́ıslušné maximálńı a mi-
nimálńı hodnoty κ1, κ2 normálové křivosti nazýváme hlavńımi křivostmi a křivky na ploše S
dotýkaj́ıćı se hlavńıch směr̊u nazýváme hlavńımi křivkami.

Tedy hlavńı křivosti vyjadřuj́ı maximálńı a minimálńı
”
ohýbáńı“ plochy v daném bodě.

Např. v př́ıpadě kruhového válce x2 + y2 = r2 je minimálńı hodnotou κ1 = 0 (ve směru
povrchových př́ımek) a maximálńı hodnotou je κ2 = 1

r
(ve směru horizontálńıch kružnic).

Hlavńımi křivkami kruhového válce jsou tedy povrchové př́ımky a horizontálńı kružnice, viz
Obr. 34.

Je zřejmé, že hlavńı směry jsou právě směry os Dupinovy indikatrix v nesférickém bodě.
Přitom osy Dupinovy indikatrix v eliptickém bodě definujeme jako osy elipsy, v hyperbolickém
bodě jako společné osy obou hyperbol a v parabolickém bodě jako osu rovnoběžných př́ımek
a př́ımku na ni kolmou. Tedy na ploše bez planárńıch a sférických bod̊u existuje ortogonálńı
śıt’ hlavńıch křivek.
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Věta 16.1. Nenulový vektor a = (du, dv) ∈ TXS je hlavńım směrem plochy S právě když
jeho souřadnice vyhovuj́ı rovnici

∣∣∣∣∣∣

dv2 −dudv du2

g11 g12 g22
h11 h12 h22

∣∣∣∣∣∣
= 0. (1)

D̊ukaz. Uvažujeme-li směr ρ = du
dv
, tak podle Věty 14.4 plat́ı κρn = h11ρ

2+2h12ρ+h22
g11ρ2+2g12ρ+g22

. Toto
můžeme napsat ve tvaru

κρn(g11ρ
2 + 2g12ρ+ g22)− (h11ρ

2 + 2h12ρ+ h22) = 0. (2)

Derivaćı podle ρ a dosazeńım dκ
ρ
n

dρ
= 0 dostaneme

κρn(g11ρ+ g12)− (h11ρ+ h12) = 0. (3)

Vynásobeńım (−ρ) a přičteńım k (2) obdrž́ıme

κρn(g12ρ+ g22)− (h12ρ+ h22) = 0. (4)

Hlavńı směry jsou tedy takové směry, pro které existuje κρn splňuj́ıćı (3) a (4). V obecném
př́ıpadě maj́ı rovnice a1x = a2, a3x = a4 společné řešeńı právě když

a2
a1

= a4
a3
, tj. když 0 =

a1a4−a2a3 =
∣∣∣∣
a1 a2
a3 a4

∣∣∣∣. V (3) a (4) máme x = κ
ρ
n, takže se jedná o anulováńı determinantu 2.

řádu sestaveného z lineárńıch funkćı u κρn. Zpětným dosazeńım ρ = du
dv
do tohoto determinantu

a vynásobeńım dv dostaneme

∣∣∣∣
g11du+ g12dv h11du+ h12dv

g12du+ g22dv h12du+ h22dv

∣∣∣∣ = 0, což je ekvivalentńı s (1).

Tedy (1) je diferenciálńı rovnićı hlavńıch křivek, která je 1. řádu a 2. stupně (podobně jako
diferenciálńı rovnice asymptotických křivek). Na základě geometrické konstrukce zde však má
př́ıslušná kvadratická rovnice vždy reálné kořeny. Dostáváme tedy dvě vrstvy hlavńıch křivek,
které dohromady tvoř́ı śıt’ hlavńıch křivek.

Věta 16.2. Hlavńı křivosti κ1 a κ2 jsou kořeny kvadratické rovnice

∣∣∣∣
κg11 − h11 κg12 − h12
κg12 − h12 κg22 − h22

∣∣∣∣ = 0. (5)

D̊ukaz. Hlavńı křivosti jsou ty hodnoty κ, pro něž existuje ρ s vlastnostmi (3) a (4). Toto
uprav́ıme na tvar ρ(g11κ − h11) + κg12 − h12 = 0, ρ(g12κ − h12) + κg22 − h22 = 0. Dále
pokračujeme analogicky jako v d̊ukazu předchoźı věty.

Křivost plochy v daném bodě posuzujeme podle aritmetického pr̊uměru a součinu hlavńıch
křivost́ı plochy v tomto bodě. Definujeme proto

Definice. Necht’ κ1 a κ2 jsou hlavńı křivosti v nesférickém bodě X ∈ S. Jejich součin K =
κ1 · κ2 nazýváme Gausssovou (úplnou) křivost́ı a jejich pr̊uměr H = κ1+κ2

2 nazýváme středńı
křivost́ı plochy S v bodě X.
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Věta 16.3. Pro Gaussovu a středńı křivost plat́ı

K =
det(hij)

det(gij)
, H =

g11h22 − 2g12h12 + g22h11

2det(gij)
.

D̊ukaz. Rovnici (5) můžeme upravit na κ2·det(gij)−κ(g11h22−2g12h12+g22h11)+det(hij) = 0.
Jsou-li κ1 a κ2 kořeny této rovnice, tak ze vztahu mezi kořeny a koeficienty kvadratické rovnice
dostaneme K = κ1 · κ2, H = κ1+κ2

2 .

Podle Lemmatu 13.1 je vždy det(gij) > 0, takže plat́ı

Důsledek 16.1. Eliptický bod je charakterizován podmı́nkou K > 0, hyperbolický
podmı́nkou K < 0 a parabolický bod podmı́nkou K = 0.

Tedy v eliptickém bodě maj́ı hlavńı křivosti κ1 a κ2 stejná znaménka a v hyperbolickém
bodě maj́ı opačná znaménka. V planárńım bodě jsou všechny normálové křivosti nulové a
v parabolickém bodě je právě jedno z č́ısel κ1, κ2 rovno nule.

V planárńım bodě definujeme Gaussovu křivost rovnu nule. Podle Př́ıkladu 14.1 je
v př́ıpadě libovolné roviny hij = 0. Odtud dostaneme K = H = 0, takže

”
rovina neńı křivá“.

Ve sférickém bodě je normálová křivost ve všech směrech stejná, takže Gaussovu křivost plo-
chy v jej́ım sférickém bodě definujeme jako součin normálových křivost́ı v libovolných dvou
směrech.

Věta 16.4. Gaussova křivost sféry o poloměru r je rovna K = 1
r2
.

D̊ukaz. Normálové řezy jsou kružnice o poloměru r, jejichž křivost je 1
r
.

Obr. 34: Hlavńı křivky válce a Obr. 35: Pseudosféra

Př́ıklad 16.1 (Pseudosféra). Pseudosféra je rotačńı plocha, která vznikne rotaćı křivky
(zvané traktrix) s parametrickými rovnicemi x = a sin v, z = a(lntgv2 + cos v) kolem osy
z, viz Obr. 35. Je-li f(u, v) = (x(v) cosu, x(v) sinu, z(v)) libovolná rotačńı plocha, tak na

základě Věty 16.3 urč́ıme jej́ı Gaussovu křivost K = z′(v)
x(v)

z′′(v)x′(v)−x′′(v)z′(v)
(x′2(v)+z′2(v))

. V př́ıpadě pseu-

dosféry pak dosazeńım dostaneme K = − 1
a2
. Tedy pseudosféra je př́ıkladem plochy, která má

konstantńı zápornou Gaussovu křivost K.
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Poznamenejme, že středńı křivost H hraje d̊uležitou roli při studiu tzv. minimálńıch ploch
(minimálńı plocha je plocha s nejmenš́ım plošným obsahem ze všech ploch s danou hranićı).
Dá se ukázat, že takovéto plochy jsou charakterizovány vlastnost́ı H = 0. Následuj́ıćı větu
nebudeme dokazovat. Jedná se o hluboký výsledek, který považoval F. K. Gauss za jeden
ze svých nejcenněǰśıch matematických úspěch̊u. Poznamenejme pouze, že jej́ı latinský název
theorema egregium znamená v překladu znamenitá věta.

Věta 16.5 (Theorema egregium). Gaussovu křivost plochy lze vyjádřit pouze pomoćı koefici-
ent̊u gij prvńı základńı formy a jejich prvńıch a druhých parciálńıch derivaćı.

Poznámka 16.1. V předchoźıch kapitolách jsme ukázali, že k řešeńı řady problémů z teorie
ploch stač́ı znát koeficienty prvńı a druhé základńı formy plochy. Vzniká tak přirozená otázka,
do jaké mı́ry tyto koeficienty danou plochu určuj́ı. Podle věty Theorema egregium lze vyjádřit
Gaussovu křivostK pouze pomoćı koeficient̊u gij a jejich prvńıch a druhých derivaćı. Na druhé
straně, ve vzorci z Věty 16.3 pro K vystupuj́ı koeficienty gij i hij . To znamená, že mezi koe-
ficienty prvńı a druhé základńı formy muśı existovat netriviálńı vztahy. Tyto poměrně složité
rovnice (které zde nebudeme odvozovat) se nazývaj́ı Gaussovy-Mainardiovy-Codazziovy rov-
nice (zkráceně G-M-C rovnice). Podle Věty 10.10 je prostorová křivka úplně určena svou
křivost́ı κ > 0 a torźı τ , přičemž κ > 0 i τ můžeme předepsat libovolně. V př́ıpadě ploch
se dá ukázat, že jsou-li v nějaké oblasti parametr̊u zadány dvě kvadratické formy takové, že
prvńı je pozitivně definitńı a koeficienty gij a hij těchto forem splňuj́ı G-M-C rovnice, tak
lokálně existuje plocha, pro kterou tyto kvadratické formy představuj́ı prvńı a druhou základńı
formu. Tento výsledek se nazývá Petersonova–Bonnetova věta. Tedy koeficienty prvńı a druhé
základńı formy tvoř́ı úplný systém geometrických veličin, které charakterizuj́ı danou plochu.
Tyto koeficienty však nemůžeme předepsat libovolně, ale muśı mezi nimi platit G-M-C rov-
nice.

17 PŘÍMKOVÉ PLOCHY

Definice. Jednoparametrickou soustavou př́ımek v E3 rozumı́me zobrazeńı, které každému
t ∈ (a, b) přǐrazuje př́ımku p(t). Př́ımka p(t) se nazývá tvoř́ıćı př́ımkou této soustavy.

Př́ımku p(t) urč́ıme zadáńım jednoho bodu g(t) ∈ p(t) a nenulového směrového vektoru
h(t) ∈ V3. Libovolný bod př́ımky p(t) má pak tvar

f(t, v) = g(t) + vh(t), v ∈ R. (1)

Jsou-li g : (a, b) → E3 a h : (a, b) → V3 tř́ıdy C
r (připomı́náme, že toto bylo definováno v 6.

kapitole), tak (1) je funkce (resp. pohyb) dvou proměnných t, v s hodnotami v E3, která je
rovněž tř́ıdy Cr. Aby (1) bylo parametrickým vyjádřeńım nějaké plochy s parametry t a v, tak
vedle injektivnosti f muśıme nav́ıc předpokládat, že vektory ∂f

∂t
= g′(t) + vh′(t) a ∂f

∂v
= h(t)

jsou v každém bodě lineárně nezávislé.

Definice. Plocha S ⊂ E3 se nazývá př́ımková, jestliže je část́ı jednoparametrické soustavy
př́ımek.

V př́ıpadě př́ımkové plochy hovoř́ıme rovněž o tvoř́ıćı př́ımce, i když to může být jen
část př́ımky. Tedy př́ımková plocha je taková plocha, jej́ımž každým bodem procháźı alespoň
jedna př́ımka, lež́ıćı celá na ploše. Funkci g můžeme rovněž interpretovat jako parametrické
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vyjádřeńı nějaké křivky C (tzv. ř́ıd́ıćı křivky). Př́ımková plocha pak vzniká pohybem tvoř́ıćı
př́ımky podél ř́ıd́ıćı křivky C, přičemž tvoř́ıćı př́ımka je v každém bodě g(t) ∈ C určena
vektorem h(t).

Obr. 36: Obecný kužel a Obr. 37: Obecný válec

Př́ıklad 17.1 (Obecný kužel, obecný válec a plocha tečen).
(a) Př́ımková plocha, jej́ıž všechny tvoř́ıćı př́ımky procházej́ı pevným bodem A ∈ E3, se
nazývá obecný kužel, Obr. 36. Tedy g(t) = A ∈ E3 je pevný bod a parametrizace kužele je
tvaru

f(t, v) = A+ vh(t). (2)

Ukážeme, že (2) je parametrizace plochy pro v(h′×h) 6= −→0 . Skutečně, f ′t = vh′, f ′v = h, takže

f ′t × f ′v = v(h′ × h). Pro v = 0 obdrž́ıme vrchol kužele a jestliže h′ × h =
−→
0 , tak dostaneme

vektorovou diferenciálńı rovnici h′(t) = k(t)h(t), kde k(t) je reálná funkce. Snadno ověř́ıme,
že tato rovnice má řešeńı h(t) = l(t)b, kde l(t) je reálná funkce a b ∈ V3 je pevný vektor. Pro
v 6= 0 a h′ × h = −→0 bychom tedy dostali f(t, v) = A+ vl(t)b, což je dvouparametrický pohyb
po pevné př́ımce, nikoli plocha.
(b) Př́ımková plocha, jej́ıž všechny tvoř́ıćı př́ımky jsou navzájem rovnoběžné, se nazývá obecný
válec, Obr. 37. Tedy h(t) = a ∈ V3 je pevný nenulový vektor a parametrizace válce je tvaru

f(t, v) = g(t) + va. (3)

Např. kruhový válec (r cos t, r sin t, v) obdrž́ıme volbou g(t) = (r cos t, r sin t, 0), a = (0, 0, 1).

Ukážeme, že pokud g′(t) × a 6= −→
0 , tak (3) je parametrizace plochy. Skutečně, f ′t × f ′v =

g′(t)× a 6= −→0 v př́ıpadě plochy. Plat́ı-li však v každém bodě g′(t)× a = −→0 , tak g′(t) = k(t)a,
kde k(t) je reálná funkce. Tedy tečný vektor ke křivce g(t) je v každém bodě kolineárńı
s vektorem a, což je singulárńı př́ıpad (pohyb po př́ımce).
(c) Necht’ g(t) je parametrizace ř́ıd́ıćı křivky C bez inflexńıch bod̊u a uvažujme v každém bodě
křivky C jej́ı tečnu. Dostaneme tak plochu tečen, Obr. 29

f(t, v) = g(t) + vg′(t). (4)

Plat́ı f ′t = g′(t) + vg′′(t), f ′v = g′(t), takže f ′t × f ′v = v(g′′(t)× g′(t)). Protože C nemá inflexńı
body, tak (g′′ × g′) 6= −→0 . Tedy (f ′t × f ′v) =

−→
0 právě když v = 0, tj. právě v bodech křivky C.

Můžeme konstatovat, že (4) je parametrizace plochy ve všech bodech kromě ř́ıd́ıćı křivky C,
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kterou muśıme z plochy vyjmout. Tato křivka se nazývá hrana vratu plochy tečen. Vysvětĺıme
nyńı d̊uvod názvu hrana vratu. Uvažujme křivku g(t) a označme ν(t) jej́ı normálovou rovinu
v libovolném bodě. Necht’ dále h(t) znač́ı pr̊unik roviny ν(t) s plochou tečen g(t) + vg′(t)
křivky g(t). Ukážeme, že h′(t0) =

−→
0 v bodech křivky g(t). Znač́ı-li v(t) parametr odpov́ıdaj́ıćı

pr̊useč́ıku plochy tečen s rovinou ν(t), tak h(t) = g(t)+v(t)g′(t). Stač́ı tedy ukázat, že h′(t0) =−→
0 pro v(t0) = 0. Protože h′(t0) = g′(t0) + v′(t0)g′(t0) + v(t0)g

′(t0), tak stač́ı ukázat, že pro
v(t0) = 0 plat́ı v′(t0) = −1. Rovnici roviny ν(t0) můžeme napsat ve tvaru g′(t0)·(Y−g(t0)) = 0,
takže g′(t0) · (g(t) + v(t)g′(t) − g(t0)) = 0. Derivaćı dostaneme g′(t0) · (g′(t) + v′(t)g′(t) +
v(t)g′′(t)) = 0. Dosazeńı t = t0 dává g

′(t0) · g′(t0) + v′(t0)g′(t0) · g′(t0) = 0, takže v′(t0) = −1
a tedy h′(t0) =

−→
0 . Tato podmı́nka znamená nulovou rychlost, tj. bod vratu podobně jako

u semikubické paraboly (t2, t3) na Obr. 1.

Př́ıklad 17.2 (Př́ımkové kvadriky a konoid).
(a) Uvažujme 3 mimoběžky q1, q2, q3 a každým bodem A ∈ q3 ved’me př́ıčku mimoběžek q1, q2.
V projektivńı geometrii se ukazuje, že takto dostaneme kvadriku (tzv. př́ımkovou kvadriku).
Pokud vezmeme 3 př́ımky r1, r2, r3 vzniklé soustavy (rovněž mimoběžné) a zopakujeme výše
uvedenou konstrukci vzhledem k nim, tak dostaneme druhou jednoparametrickou soustavu
př́ımek na téže kvadrice. Tato nová soustava přitom obsahuje q1, q2, q3. Př́ıklady př́ımkových
kvadrik jsou jednod́ılný hyperboloid a hyperbolický paraboloid (viz Př́ıklad 15.2 a Obr. 31 a
32).
(b) Mějme dánu rovinu ρ, př́ımku q a křivku C. Každým bodem křivky C ved’me př́ımku, která
prot́ıná q a je rovnoběžná s ρ. Takto vzniklá př́ımková plocha se nazývá konoid. Je-li q kolmá
k ρ, tak hovoř́ıme o př́ımém konoidu, v opačném př́ıpadě o kosém konoidu. Každý konoid
se obvykle nazývá podle křivky C. Např. šroubový konoid je určen šroubovićı (cos t, sin t, bt)
(=křivka C), přičemž ρ je rovina z = 0 a q osa z. Parametrizace šroubového konoidu je pak
f(t, v) = (v cos t, v sin t, bt), viz Obr. 38. Př́ıkladem kosého konoidu je parabolický konoid na
Obr. 39, který je určen parabolou.

Obr. 38: Šroubový konoid a Obr. 39: Parabolický konoid

Př́ıklad 17.3. Uvedeme tvar parametrizace (1) některých známých př́ımkových ploch.
(a) Hyperbolický paraboloid z = xy: f(t, v) = (t, 0, 0) + v(0, 1, t).
(b) Hyperbolický paraboloid z = x2 − y2: f(t, v) = (t, 0, t2) + v(1, 1, 2t).
(c) Plücker̊uv konoid z = 2xy

x2+y2
: f(t, v) = (0, 0, sin 2t) + v(cos t, sin t, 0).

(d) Kužel z =
√
x2 + y2: f(t, v) = (v cos t, v sin t, v).
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Definice. Př́ımková plocha se nazývá rozvinutelná, jestliže podél každé tvoř́ıćı př́ımky je
tečná rovina ve všech bodech stejná.

Tedy všechny tečné roviny rozvinutelné př́ımkové plochy tvoř́ı jednoparametrickou soustavu,
jej́ıž obálkou je daná plocha.

Věta 17.1. Př́ımková plocha f(t, v) = g(t) + vh(t) je rozvinutelná právě když pro každé t
plat́ı [g′(t), h(t), h′(t)] = 0.

D̊ukaz. Podmı́nka věty je ekvivalentńı komplanárnosti vektor̊u g′(t), h(t), h′(t) a toto je
zřejmě ekvivalentńı tomu, že vektory g′(t) × h(t), h′(t) × h(t) jsou kolineárńı. Normálový
vektor plochy f(t, v) má tvar

f ′t × f ′v = (g′ × h) + v(h′ × h). (5)

1. Jsou-li vektory (g′×h) a (h′×h) kolineárńı, tak pravá strana (5) je pro libovolné v kolineárńı
s vektorem h′ × h. Tedy normálový vektor (5) má pevný směr podél tvoř́ıćı př́ımky a plocha
je rozvinutelná.
2. Je-li plocha f(t, v) rozvinutelná, tak jej́ı normálový vektor muśı mı́t pevný směr podél
tvoř́ıćı př́ımky, takže směr normály (5) nezáviśı na v. To je možné pouze v př́ıpadě, že vektory
(g′ × h) a (h′ × h) jsou kolineárńı.

Důsledek 17.1. Obecný kužel, obecný válec a plocha tečen jsou rozvinutelné př́ımkové plo-
chy.

Na druhou stranu, př́ımková kvadrika zřejmě rozvinutelná neńı. Tečná rovina podél tvoř́ıćı
př́ımky je totiž určena tvoř́ıćı př́ımkou a př́ımkou druhé soustavy. Ta je ale dána př́ıčkou dvou
mimoběžek, takže tečná rovina nemůže být pevná.

Definice. Tvoř́ıćı př́ımka p(t0) = g(t0) + vh(t0) př́ımkové plochy (1) se nazývá cylindrická,
jestliže vektor h′(t0) je kolineárńı s h(t0).

Věta 17.2. Př́ımková plocha, jej́ı̌z každá tvoř́ıćı př́ımka je cylindrická, je obecný válec.

D̊ukaz. Z vektorové diferenciálńı rovnice h′(t) = k(t)h(t) (kde k(t) je reálná funkce) plyne
h(t) = l(t)a, kde l(t) je reálná funkce a a ∈ V3 pevný vektor. Můžeme tedy psát f(t, v) =
g(t) + vl(t)a, což je válec s jinou parametrizaćı tvoř́ıćıch př́ımek.

Věta 17.3. Rozvinutelná př́ımková plocha bez cylindrických př́ımek je bud’ plocha tečen nebo
kužel.

D̊ukaz. Tečná rovina, která je pevná podél tvoř́ıćı př́ımky, je určena vektory f ′t = g′(t)+vh′(t),
f ′v = h(t). V jej́ım zaměřeńı lež́ı pro dvě hodnoty v1 6= v2 vektory g

′(t)+v1h′(t) a g′(t)+v2h′(t)
a tedy také vektor h′(t). Protože vektory h(t) a h′(t) jsou nekolineárńı, tak tvoř́ı bázi zaměřeńı
tečné roviny. Vektor g′(t) je tedy jejich lineárńı kombinaćı tvaru g′(t) = k(t)h(t) + l(t)h′(t),
kde k(t) a l(t) jsou reálné funkce. Pro bod g̃(t) = g(t) − l(t)h(t) na tvoř́ıćı př́ımce pak plat́ı
g̃′(t) = g′(t) − l′(t)h(t) − l(t)h′(t) = (k(t) − l′(t))h(t). Jestliže k(t) − l′(t) 6= 0, pak je vektor
h kolineárńı s vektorem g̃′ a dostaneme plochu tečen. Pokud všude plat́ı k(t)− l′(t) = 0, tak

g̃′ =
−→
0 . V tomto př́ıpadě je g̃ konstantńı vektor a dostaneme kužel.
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Uvažujme jednoparametrickou soustavu rovin

F (x, y, z, t) = a(t)x+ b(t)y + c(t)z + d(t) = 0, t ∈ (a, b) (6)

a hledejme jej́ı obálku. Označme n(t) = (a(t), b(t), c(t)) normálový vektor soustavy (6). Znač́ı-
li w = (x, y, z) libovolný bod (uvažovaný nyńı jako vektor) tak můžeme napsat (6) ve tvaru
skalárńıho součinu

n(t) · w + d(t) = 0. (7)

Podle (9) v 12. kapitole je charakteristika vedle (7) určena ještě rovnićı ∂F
∂t

= 0, tj.

n′(t) · w + d′(t) = 0. (8)

Řešeńı soustavy (7), (8) můžeme geometricky interpretovat jako pr̊unik dvou rovin, které tyto

rovnice představuj́ı. Pokud n(t) × n′(t) 6= −→0 , tak jsou tyto roviny r̊uznoběžné a prot́ınaj́ı se
v př́ımce. Je-li tedy n(t) × n′(t) 6= −→0 , tak je charakteristikou př́ımka. Pak charakteristickou
množinou soustavy (6) je jednoparametrická soustava př́ımek

g(t) + vh(t) (9)

kde h(t) je řešeńı zhomogenizované soustavy n(t) · w = 0, n′(t) · w = 0 a g(t) je jedno řešeńı
nehomogenńı soustavy (7), (8). Přidejme k (7) a (8) ještě daľśı rovnici

n′′(t) · w + d′′(t) = 0 (10)

a uvažujme soustavu (7), (8), (10). Předpokládejme, že vektory n(t), n′(t), n′′(t) jsou lineárně
nezávislé. Pak soustava (7), (8), (10) má pro každé t jediné řešeńı f(t).

Definice. Řekneme, že soustava (6) je regulárńı, jestliže vektory n(t), n′(t), n′′(t) jsou pro
každé t lineárně nezávislé a řešeńım soustavy (7), (8), (10) je křivka f(t) bez inflexńıch bod̊u.
Tato křivka se nazývá hrana vratu soustavy (6).

Věta 17.4. Obálkou regulárńı jednoparametrické soustavy rovin je plocha tečen jej́ı hrany
vratu.

D̊ukaz. Dosazeńım f(t) za w do (7), (8) a (10) dostamene tři identity n(t) · f(t) + d(t) = 0,
n′(t) · f(t) + d′(t) = 0, n′′(t) · f(t) + d′′(t) = 0. Derivováńım odvod́ıme n(t) · f ′(t) = 0 a
n′(t) · f ′(t) = 0. Toto je však zhomogenizovaná soustava k (7) a (8), přičemž stejnou soustavu
splňuje vektor h(t). Tedy f ′(t) a h(t) jsou kolineárńı, takže (9) má tvar f(t) + vf ′(t). Toto je
rovnice plochy tečen křivky f(t).

Př́ıklad 17.4. Urč́ıme hranu vratu a obálku jednoparametrické soustavy rovin F (x, y, z, t) =
x sin t − y cos t + z − bt = 0. Soustava (7), (8), (10) má v našem př́ıpadě tvar F = 0,
∂F
∂t

= x cos t + y sin t − b = 0, ∂2F
∂t2

= −x sin t + y cos t = 0. Z této soustavy tř́ı lineárńıch
rovnic vypočteme x = b cos t, y = b sin t, z = bt, což je rovnice šroubovice. Hranou vratu
je tedy šroubovice a podle předchoźı věty je obálkou plocha tečen šroubovice f(t, v) =
(b cos t, b sin t, bt) + v(−b sin t, b cos t, b).

Je zřejmé, že všechny tvoř́ıćı př́ımky př́ımkové plochy jsou jej́ımi asymptotickými křivkami.
Na př́ımkové ploše proto existuje alespoň jeden reálný asymptotický směr (jde o směr, který
odpov́ıdá tvoř́ıćı př́ımce). Tedy všechny body př́ımkové plochy jsou bud’ parabolické (Gaussova
křivost K = 0) nebo hyperbolické (K < 0).
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Věta 17.5. Obecný válec, obecný kužel a plocha tečen maj́ı nulovou Gaussovu křivost K.

D̊ukaz. Podle Věty 16.3 je K = 0 ⇔ det(hij) = 0. V př́ıpadě plochy tečen f(t, v) = g(t) +

vg′(t), v 6= 0 je f ′t = g′(t) + vg′′(t), f ′v = g′(t). Máme f ′′vv =
−→
0 , takže h22 = n · f ′′vv = 0. Dále,

h12 = n · f ′′tv = n · g′′(t). Protože normálový vektor n je rovnoběžný s vektorem f ′t × f ′v =
v(g′′(t) × g′(t)), tak h12 je násobkem (g′′(t) × g′(t)) · g′′(t) = 0. Podle Věty 16.3 je K = 0.

U obecného válce f(t, v) = g(t) + va máme f ′t = g′(t), f ′v = a, takže f ′′tv =
−→
0 = f ′′vv. Odtud

h12 = 0 = h22. Nakonec, u obecného kužele f(t, v) = a+ vg(t), v 6= 0 dostaneme f ′′tv = g′(t) a
f ′′vv =

−→
0 . Tedy h22 = 0 a h12 je násobkem (g′(t)× g(t)) · g′(t) = 0.

Věta 17.6. Jestlǐze každý bod souvislé plochy S bez planárńıch bod̊u je parabolický, pak S je
rozvinutelná př́ımková plocha.

D̊ukaz. Na parabolické ploše f(u, v) zvolme parametry tak, aby dvojnásobný asymptotický
směr byl u = konst. Z Věty 15.1 plyne 0 = h22 = n · f ′′vv a 0 = h12 = n · f ′′uv. Pak derivováńım
identit n · f ′u = 0, n · f ′v = 0, n · n = 1 odvod́ıme n′v · f ′u = 0, n′v · f ′v = 0, n′v · n = 0. Tedy

n′v =
−→
0 , takže normálový vektor podél křivky u = konst je pevný. Dále, protože n·f ′v = 0, tak

n′u ·f ′v = 0. Poněvadž n′′uv =
−→
0 , tak derivaćı vztahu n′u ·f ′v = 0 podle v dostaneme n′u ·f ′′vv = 0.

Protože oba vektory f ′v a f
′′
vv jsou kolmé k n a n

′
u, tak jsou kolineárńı. To znamená, že každý

bod křivky u = konst je inflexńı, takže se jedná o část př́ımky. Tečná rovina podél této př́ımky
je pak pevná.

Věta 17.7. Rozvinutelná př́ımková plocha má nulovou Gaussovu křivost K.

D̊ukaz. Podle Věty 16.3 jeK = 0⇐⇒ det(hij) = 0. Jednotkový vektor normály plochy (1) má

tvar n = u
‖u‖ , kde u = f ′t×f ′v = (g′×h)+v(h′×h). Protože f ′′vv =

−→
0 , tak h22 = 0 a tedy stač́ı

ukázat, že h12 = 0. Plat́ı h12 = f ′′tv · n = h′ · n = 1
‖u‖h

′ · u = 1
‖u‖ (h

′ · (g′ × h) + vh′ · (h′ × h)).
Druhý člen je evidentně nulový, zat́ımco prvńı člen můžeme zapsat ve tvaru [h′, g′, h]. Podle
Věty 17.1 je však [g′, h, h′] = 0.

Tedy př́ımková plocha je rozvinutelná právě když má nulovou Gaussovu křivost.

18 VNITŘNÍ GEOMETRIE PLOCHY

Necht’ D,D ⊂ R
2 jsou otevřené množiny. Pak zobrazeńı ϕ : D → D je určeno dvojićı funkćı

ϕ1, ϕ2 : D → R, u = ϕ1(u, v), v = ϕ2(u, v).

Definice. Řekneme že ϕ je zobrazeńı tř́ıdy Cr, jestliže ϕ1, ϕ2 jsou funkce tř́ıdy C
r. Jacobiánem

zobrazeńı ϕ nazýváme determinant

J(ϕ) =

∣∣∣∣
∂ϕ1

∂u
∂ϕ1

∂v
∂ϕ2

∂u
∂ϕ2

∂v

∣∣∣∣ .

Následuj́ıćı tvrzeńı je analogíı Věty 6.3 o reparametrizaci křivek. Dokážeme zde jen je-
den směr ekvivalence a vypust́ıme druhou část d̊ukazu, která se provede s využit́ım věty
o implicitńıch funkćıch analogicky jako v d̊ukazu Věty 6.3
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Věta 18.1. Zobrazeńı f : D → E3 a f : D → E3, f = f(u, v), f = f(u, v) jsou dvě
parametrizace téže jednoduché plochy S tř́ıdy Cr právě když existuje bijektivńı zobrazeńı ϕ :
D → D tř́ıdy Cr takové že pro všechna (u, v) ∈ D plat́ı J(ϕ) 6= 0 a f = f ◦ ϕ.

D̊ukaz. Dokážeme implikaci zprava doleva. Předpokládejme tedy, že f : D → E3 je parame-
trizace S a že existuje zobrazeńı ϕ tř́ıdy Cr takové že J(ϕ) 6= 0 na D a necht’ f = f ◦ ϕ.
Pak f je opět tř́ıdy Cr a plat́ı f

′
u = f ′u · ∂ϕ1

∂u
+ f ′v · ∂ϕ2

∂u
, f

′
v = f ′u · ∂ϕ1

∂v
+ f ′v · ∂ϕ2

∂v
. Pak

f
′
u×f

′
v =

(
∂ϕ1

∂u
∂ϕ2

∂v
− ∂ϕ2

∂u
∂ϕ1

∂v

)
(f ′u×f ′v) = J(ϕ) · (f ′u×f ′v), takže vektory f

′
u a f

′
v jsou lineárně

nezávislé.

Definice. Zobrazeńı ϕ : D → D z předchoźı věty se nazývá reparametrizaćı nebo též trans-
formaćı parametr̊u plochy S, viz Obr. 40.

Necht’ nyńı S,S jsou dvě jednoduché plochy tř́ıdy Cr s parametrizacemi f = f(u, v) :
D → S, f = f(u, v) : D → S a necht’ g : S → S je zobrazeńı. Pak g jednoznačně určuje
zobrazeńı ψ : D → D v oblasti parametr̊u takové že f ◦ ψ = g ◦ f . Zobrazeńı ψ : D → D se
nazývá souřadnicovým vyjádřeńım zobrazeńı g, Obr. 41.

Obr. 40: Transformace parametr̊u a Obr. 41: Zobrazeńı z plochy na plochu

Definice. Řekneme, že zobrazeńı g : S → S je tř́ıdy Cr, pokud jeho souřadnicové vyjádřeńı
ψ : D → D je tř́ıdy Cr.

Podle předchoźı věty tato definice nezáviśı na volbě parametrizaćı S a S. Provedeme-li totiž
na S reparametrizaci ϕ : D1 → D a na S reparametrizaci ϕ : D1 → D, pak (ϕ)−1 : D → D1

je také zobrazeńı tř́ıdy Cr a mı́sto ψ : D → D máme kompozici (ϕ)−1 ◦ ψ ◦ ϕ : D1 → D1,
což je opět zobrazeńı tř́ıdy Cr. Je dále zřejmé, že v př́ıpadě bijektivńıho zobrazeńı g : S → S
tř́ıdy Cr lze doćılit toho, že na obou plochách S a S máme společnou oblast parametr̊u D a
odpov́ıdaj́ıćı si body na plochách jsou f(u, v) ∈ S a f(u, v) ∈ S, (u, v) ∈ D. V tomto př́ıpadě
ř́ıkáme, že g je dáno rovnost́ı parametr̊u.

Definice. Bijektivńı zobrazeńı g : S → S tř́ıdy Cr se nazývá izometrie (resp. konformńı
zobrazeńı), jestliže g zachovává délky (resp. úhly) odpov́ıdaj́ıćıch si křivek na S a S. Pokud g
zachovává obsahy odpov́ıdaj́ıćıch si část́ı ploch na S a S, tak se nazývá rovnoploché zobrazeńı.

72



Necht’ ϕ1 a ϕ1 jsou prvńı základńı formy ploch S a S a necht’ gij a gij jsou př́ıslušné
koeficienty.

Věta 18.2. Necht’ g : S → S je bijektivńı zobrazeńı tř́ıdy Cr dané rovnost́ı parametr̊u. Pak
plat́ı:

1. g je izometrie právě když v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech plat́ı ϕ1 = ϕ1

2. g je konformńı zobrazeńı právě když v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech jsou úměrné prvńı
základńı formy obou ploch

3. g je rovnoploché zobrazeńı právě když v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech plat́ı det(gij) = det(gij)

D̊ukaz. Dokážeme pouze prvńı tvrzeńı, (2) a (3) se dokáž́ı podobně. Abychom mohli použ́ıt
sč́ıtaćı konvenci, tak zde označ́ıme parametry u, v symboly u1, u2, tj. u1 = u, u2 = v.
I. Jestliže v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech ploch S a S plat́ı gij = gij , tak podle Věty 13.2 zobrazeńı
g zachovává délky křivek a je tedy izometrické.
II. Necht’ g zachovává délky křivek. Provedeme d̊ukaz sporem. Předpokládejme tedy, že exis-
tuje taková dvojice parametr̊u (u10, u

2
0) ∈ D, že gij(u10, u20) 6= gij(u

1
0, u

2
0). Pak existuje vektor

(du10, du
2
0) takový, že

gij(u
1
0, u

2
0)du

i
0du

j
0 6= gij(u

1
0, u

2
0)du

i
0du

j
0. (1)

Sestrojme nyńı v oblasti parametr̊u D křivku γ, která procháźı bodem (u10, u
2
0) a má v tomto

bodě tečný vektor (du10, du
2
0). Necht’ u

i = ui(t), i = 1, 2 jsou rovnice této křivky. Necht’ dále
bod (u10, u

2
0) odpov́ıdá parametru t = t1, tj. u

i = ui(t1). Z nerovnosti (1) a ze spojitosti
uvažovaných funkćı plyne, že existuje takové č́ıslo t2 > t1, že pro všechna t ∈ 〈t1, t2〉 plat́ı

gijdu
iduj 6= gijdu

iduj . (2)

Rovnice ui = ui(t), t ∈ (t1, t2) zadávaj́ı dvě křivky C a C na plochách S a S. Z (2) a z Věty
13.2 však plyne, že tyto křivky maj́ı r̊uzné délky, což je spor.

Protože úhly i obsahy na ploše se vypočtou pomoćı koeficient̊u prvńı základńı formy (viz
Věta 13.3 a 13.4), tak z Věty 18.2 vyplývá

Důsledek 18.1. Každá izometrie je konformńı a rovnoploché zobrazeńı. Tedy na izomet-
rických plochách se odpov́ıdaj́ıćı křivky prot́ınaj́ı pod stejnými úhly a odpov́ıdaj́ıćı oblasti
maj́ı stejné obsahy.

Př́ıklad 18.1. Podle Př́ıkladu 13.1 existuj́ı takové souřadnice, v nichž prvńı základńı formy
roviny a kruhového válce splývaj́ı. Tedy kruhový válec je izometrický rovinnému pásu
o stejných souřadnićıch. Př́ıslušnou izometríı z roviny na válec je např. lokálńı parametri-
zace válce (r cosu, r sinu, v).

Definice. Vnitřńı geometríı plochy nazýváme ty jej́ı vlastnosti, které se zachovávaj́ı při izo-
metríıch.

Podle Věty 18.2 patř́ı do vnitřńı geometrie plochy ty jej́ı vlastnosti, které lze odvodit
z prvńı základńı formy. Např. kruhový válec a rovinný pruh z pohledu vnitřńı geometrie
splývaj́ı, ale z vněǰśıho pohledu jsou to naprosto odlǐsné plochy. V předchoźı kapitole jsme
definovali rozvinutelné př́ımkové plochy. Nyńı zavedeme pojem rozvinutelné plochy pro libo-
volnou (ne nutně př́ımkovou) plochu.
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Definice. Plocha S se nazývá rozvinutelná, je-li izometrická otevřené množině v rovině.

Př́ıklad 18.2. Necht’ S je obecný válec zadaný ř́ıd́ıćı křivkou g(u) v rovině xy, vytvořený
př́ımkami prot́ınaj́ıćımi křivku g(u) a rovnoběžnými s osou z. Ukážeme, že S je rozvinutelná
plocha. Parametrizace S je f(u, v) = (g1(u), g2(u), v), přičemž zřejmě můžeme předpokládat,
že křivka g(u) je parametrizovaná obloukem. Pak f ′u = (g′1, g

′
2, 0), f

′
v = (0, 0, 1), takže g11 = 1,

g12 = g21 = 0, g22 = 1 a ϕ1 = du2 + dv2. To je však rovněž prvńı základńı forma roviny
f(u, v) = (u, v, 0).

Př́ıklad 18.3. Uvažujme obecný kužel f(u, v) = vh(u) s vrcholem v počátku. Můžeme nav́ıc
předpokládat, že křivka h(u) je parametrizovaná obloukem a že ||h(u)|| = 1. Pak vyjde g11 =
v2, g12 = 0, g22 = 1, ϕ1 = v2du2 + dv2. Ukážeme, že toto lze převést na prvńı základńı
formu roviny dx2+ dy2. Skutečně, pokud u výrazu dx2+ dy2 přejdeme k novým souřadnićım
x = v cosu, y = v sinu, tak dostaneme dx2 + dy2 = (−v sinudu + cosudv)2 + (v cosudu +
sinudv)2 = v2du2 + dv2. Tedy kuželová plocha je ve vhodných souřadnićıch izometrická
s rovinou a je proto rozvinutelná.

Př́ıklad 18.4. Ukážeme, že plocha tečen f(u, v) = g(u) + vg′(u) je rozvinutelná.
Předpokládáme-li, že křivka g(u) je parametrizovaná obloukem, tak g′(u) · g′(u) = 1,
g′(u) · g′′(u) = 0, g′′(u) · g′′(u) = κ2 a proto ϕ1 = (1 + κ2v2)du2 + 2dudv + dv2, kde κ
je křivost křivky g(u). Tedy prvńı základńı forma je závislá pouze na křivosti κ. Podle Věty
10.10 je každá křivka jednoznačně určená svou křivost́ı κ a torźı τ . Lze tedy sestrojit rovinnou
křivku (τ = 0) s touž křivost́ı κ. Plocha tečen této rovinné křivky je pak část́ı roviny.

Podle Věty 16.5 (Theorema egregium) Gaussova křivost K patř́ı do vnitřńı geometrie
plochy. I když žádná z hlavńıch křivost́ı κ1, κ2 do vnitřńı geometrie plochy nepatř́ı, tak jejich
součin K = κ1κ2 ano. Jako d̊usledek dostáváme

Věta 18.3. Izometrické plochy maj́ı v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech stejnou Gaussovu křivost K.

Protože rovina má nulovou Gaussovu křivost, tak plat́ı

Věta 18.4. Rozvinutelná plocha má ve všech bodech nulovou Gaussovu křivost.

Obecně lze ukázat, že plocha je rozvinutelná právě když má ve všech bodech nulovou
Gaussovu křivost K. Tedy pojmy rozvinutelné plochy a rozvinutelné př́ımkové plochy obecně
splývaj́ı.

Př́ıklad 18.5. Otevřená podmnožina v rovině nemůže být izometrická otevřené množině na
sféře. Důvodem je skutečnost, že Gaussova křivost roviny je nulová, zat́ımco Gaussova křivost
sféry o poloměru r je podle Věty 16.4 rovna 1

r2
. Odtud vyplývá, že každá mapa zemského

povrchu deformuje vzdálenosti.

Nyńı uvedeme př́ıklad konformńıho zobrazeńı, které neńı izometrické ani rovnoploché.
Tedy konformńı zobrazeńı obecně deformuje plochy.

Př́ıklad 18.6 (Stereografická projekce). Necht’ S je jednotková sféra f(u, v) =
(cos v cosu, cos v sinu, sin v + 1) umı́stěná jižńım pólem P2 do počátku. Označme dále P1 jej́ı
severńı pól a P jej́ı střed. Stereografická projekce g(Q) bodu Q ∈ S, Q 6= P1 je definována
jako pr̊useč́ık polopř́ımky a, vedené ze severńıho pólu P1 bodem Q, s rovinou z = 0, Obr. 42.
Parametr v zřejmě určuje odchylku polopř́ımky PQ od rovńıkové roviny sféry. Označme dále
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ρ a ϕ polárńı souřadnice bodu g(Q) v rovině xy. Je zřejmé, že ϕ = u a př́ımým výpočtem
odvod́ıme, že ρ = 2tg(12(v +

π
2 )). Transformace do kartézských souřadnic pak dává rovnice

stereografické projekce g tvaru x = 2tg(12(v +
π
2 )) cosu, y = 2tg(12(v +

π
2 )) sinu. Pak prvńı

základńı forma roviny dx2 + dy2 přejde na 1
cos4( v

2
+π

4
)
(cos2 vdu2 + dv2), což je násobek prvńı

základńı formy sféry. Podle (2) z Věty 18.2 je tedy g konformńı zobrazeńı.

Obr. 42: Stereografická projekce a Obr. 43: Geodetická křivost

Př́ıklad 18.7 (Lambertova projekce). Necht’ S je jednotková sféra s parametrizaćı f(u, v) =
(cosu cos v, sinu cos v, sin v) a uvažujme zobrazeńı g z této sféry do roviny zadané rovnicemi
x = u, y = sin v. Pak souřadnicová śıt’ poledńık̊u a rovnoběžkových kružnic sféry zřejmě přejde
na ortogonálńı śıt’ př́ımek (úseček) v rovině. Prvńı základńı forma sféry je ϕ1 = cos2 vdu2+dv2,
takže det(gij) = cos2 v. Na druhou stranu, prvńı základńı forma roviny dx2 + dy2 přejde na
du2 + cos2 vdv2. Je tedy splněna podmı́nka (3) Věty 18.2, takže Lambertova projekce je
rovnoploché zobrazeńı.

19 GEODETICKÉ KŘIVKY

Necht’ f : D → E3 je parametrizace jednoduché plochy S = f(D) a necht’ n je jednotkový
vektor normály plochy S. Abychom mohli použ́ıt sumačńı konvenci, tak budeme v daľśım
značit parciálńı derivace f podle u a v dolńımi indexy 1 a 2, tj. f1 = f ′u, f2 = f ′v, f12 = f ′′uv
atd. Protože tři vektory f1, f2, n jsou lineárně nezávislé, tak tvoř́ı bázi vektorového prostoru
V3, takže můžeme vyjádřit čtyři vektory fij jako lineárńı kombinaci vektor̊u f1, f2, n. Plat́ı

Věta 19.1. V každém bodě plochy S plat́ı tzv. Gaussovy rovnice

fij = Γkijfk + hijn, i, j ∈ {1, 2} (sč́ıtá se přes k) (1)

kde hij jsou koeficienty 2. základńı formy a reálná č́ısla Γkij (tzv. Christoffelovy symboly)
určená rovnicemi (3) patř́ı do vnitřńı geometrie plochy.

D̊ukaz. Napǐsme vyjádřeńı vektor̊u fij v bázi f1, f2, n ve tvaru fij = Γkijfk + bijn a hledejme

tvar koeficient̊u Γkij a bij . Skalárńım vynásobeńım obou stran této rovnice vektorem n dosta-
neme hij = bij a skalárńım vynásobeńım vektorem fp dostaneme

fij · fp = Γkijgkp. (2)
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Derivováńım rovnost́ı f1 ·f1 = g11 a f2 ·f2 = g22 odvod́ıme f11 ·f1 = 1
2(g11)

′
u, f12 ·f1 = 1

2(g11)
′
v,

f22·f2 = 1
2(g22)

′
v, f12·f2 = 1

2(g22)
′
u. Derivace vztahu f1·f2 = g12 dávaj́ı f11·f2+f1·f12 = (g12)

′
u,

f12 · f2 + f1 · f22 = (g12)
′
v, takže f11 · f2 = (g12)

′
u − 1

2(g11)
′
v, f22 · f1 = (g12)

′
v − 1

2(g22)
′
u. Tedy

(2) znamená následuj́ıćı soustavu 6 rovnic pro 6 koeficient̊u Γkij

g11Γ
1
22 + g12Γ

2
22 = (g12)

′
v −

1

2
(g22)

′
u, g12Γ

1
11 + g22Γ

2
11 = (g12)

′
u −

1

2
(g11)

′
v,

g11Γ
1
12 + g12Γ

2
12 =

1

2
(g11)

′
v, g12Γ

1
12 + g22Γ

2
12 =

1

2
(g22)

′
u,

g11Γ
1
11 + g12Γ

2
11 =

1

2
(g11)

′
u, g12Γ

1
22 + g22Γ

2
22 =

1

2
(g22)

′
v.

Vyřešeńım dostaneme explicitńı vyjádřeńı Christoffelových symbol̊u

Γ1
11 =

g22(g11)
′
u − 2g12(g12)

′
u + g12(g11)

′
v

2det(gij)
, Γ2

11 =
−g12(g11)′u + 2g11(g12)

′
u − g11(g11)′v

2det(gij)
,

Γ1
12 = Γ1

21 =
g22(g11)

′
v − g12(g22)′u

2det(gij)
, Γ2

12 = Γ2
21 =

g11(g22)
′
u − g12(g11)′v

2det(gij)
, (3)

Γ1
22 =

−g12(g22)′v + 2g22(g12)
′
v − g22(g22)′u

2det(gij)
, Γ2

22 =
g11(g22)

′
v − 2g12(g12)

′
v + g12(g22)

′
u

2det(gij)
.

Protože Γkij se vyjadřuj́ı pomoćı koeficient̊u gij a jejich derivaćı, tak patř́ı do vnitřńı geometrie
plochy.

Je zřejmé, že Christoffelovy symboly Γkij jsou symetrické v dolńıch indexech.

Př́ıklad 19.1

(a) Protože v rovině jsou gij konstantńı funkce, tak jejich parciálńı derivace jsou nulové. Z (3)
pak vyplývá, že Christoffelovy symboly roviny jsou Γkij = 0. Proto také všechny Cristoffelovy
symboly libovolné rozvinutelné plochy jsou nulové.
(b) Koeficienty 1. základńı formy sféry jsou g11 = r2 cos2 v, g12 = 0, g22 = r2 (viz Př́ıklad 13.1).
Z (3) pak dostáváme, že Γ1

12 = −tgv, Γ2
11 = sin v cos v a ostatńı Christoffelovy symboly sféry

jsou nulové. Uvažujme křivku C na ploše S procházej́ıćı bodem X ∈ S a necht’ γ : I → E3 je

parametrizace C obloukem s, tj.
∥∥∥dγds

∥∥∥ = 1. Necht’ dále τXS je tečná rovina plochy S a n = nX

jednotkový vektor normály v bodě X. Ve 14. kapitole jsme definovali normálovou křivost

křivky C v bodě X jako č́ıslo κn = n · d2γ
ds2

, jehož absolutńı hodnota vyjadřuje velikost kolmého

pr̊umětu vektoru křivosti d
2γ
ds2

do směru normály. Vektor křivosti můžeme kolmo promı́tnout
rovněž do tečné roviny τXS.

Definice. Kolmý pr̊umět vektoru křivosti d
2γ
ds2

do tečné roviny τXS se nazývá vektor geodetické
křivosti křivky C v bodě X a znač́ı se symbolem γ′′τ .

Je zřejmé, že γ′′τ ⊥ n. Dále, protože vektor dγ
ds
lež́ı v tečné rovině τXS a je kolmý k vektoru

d2γ
ds2

, tak rovněž plat́ı γ′′τ ⊥ dγ
ds
. Odtud vyplývá, že vektor geodetické křivosti γ′′τ je kolineárńı

s jednotkovým vektorem n× dγ
ds
.

Definice. Č́ıslo κg =
d2γ
ds2
·
(
n× dγ

ds

)
se nazývá geodetická křivost C v bodě X.
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Geometricky se jedná o velikost kolmého pr̊umětu (opatřeného patřičným znaménkem)

vektoru křivosti d
2γ
ds2

do tečné roviny τXS, (viz Obr. 43) takže

|κg| = ‖γ′′τ ‖. (4)

Podobně jako u normálové křivosti κn nemá znaménko geodetické křivosti κg žádný hlubš́ı
geometrický význam. Z Pythagorovy věty ihned vyplývá následuj́ıćı vztah mezi křivost́ı κ,
normálovou křivost́ı κn a geodetickou křivost́ı κg křivky C na ploše S.

Věta 19.2. Plat́ı κ2 = κ2n + κ2g.

Věta 19.3. V inflexńım bodě křivky C je κg = 0.

D̊ukaz. V inflexńım bodě je d2γ
ds2

=
−→
0 , takže rovněž jeho kolmý pr̊umět do τXS je nulový.

Označme nyńı u1 = u, u2 = v, takže γ(s) = f(u1(s), u2(s)).

Lemma 19.1. Plat́ı γ′′τ =
(
d2uk

ds2
+ Γkij

dui

ds
duj

ds

)
fk (sč́ıtá se přes i, j, k ∈ {1, 2}).

D̊ukaz. Plat́ı dγ
ds

= ∂f
∂ui

dui

ds
= fi

dui

ds
, d

2γ
ds2

= fij
dui

ds
duj

ds
+ fk

d2uk

ds2
. Toto uprav́ıme pomoćı Gaus-

sových rovnic (1) na d2γ
ds2

=
(
d2uk

ds2
+ Γkij

dui

ds
duj

ds

)
fk + hij

dui

ds
duj

ds
n (všude použ́ıváme sumačńı

konvenci). Kolmým pr̊umětem do tečné roviny dostaneme vektor z tvrzeńı věty.

Důsledek 19.1. Absolutńı hodnota geodetické křivosti κg patř́ı do vnitřńı geometrie plo-
chy. Zejména plat́ı, že izometrie ploch zachovává absolutńı hodnotu geodetické křivosti od-
pov́ıdaj́ıćıch si křivek v odpov́ıdaj́ıćıch si bodech.

Věta 19.4. Necht’ křivka C lež́ı v rovině. Pak v každém bodě křivky C se jej́ı křivost κ rovná
geodetické křivosti κg.

D̊ukaz. Je-li plocha S rovina, tak pro libovolné X ∈ S plat́ı τXS = S, přičemž vektor d2γ
ds2

lež́ı

v této rovině. Tedy plat́ı d
2γ
ds2

= γ′′τ .

Důsledek 19.2. Př́ımky jsou jediné rovinné křivky, které maj́ı v každém bodě nulovou geo-
detickou křivost.

Definice. Křivka na ploše se nazývá geodetická křivka (geodetika), jestliže v každém bodě
této křivky je geodetická křivost rovna nule.

Podle předchoźı věty jsou jedinými geodetickými křivkami v rovině př́ımky.

Věta 19.5. Křivka C na ploše S je geodetickou křivkou plochy S právě když pro každý bod
této křivky plat́ı že je bud’ inflexńı nebo v něm hlavńı normála křivky splývá s normálou plochy
(tj. normála plochy lež́ı v oskulačńı rovině křivky).
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D̊ukaz. Je-li C geodetika, tak v každém jej́ım bodě je vektor γ′′τ nulový, takže podle d̊ukazu

Lemmatu 19.1 má vektor křivosti tvar d
2γ
ds2

= hij
dui

ds
duj

ds
n. V neinflexńım bodě jsou vektory d2γ

ds2

a n nenulové, takže obě uvažované př́ımky splývaj́ı. Naopak, pokud obě uvažované př́ımky
splývaj́ı, tak stejnou úvahou odvod́ıme, že γ′′τ =

−→
0 , takže C je geodetika.

Věta 19.6. Necht’ γ(s) je parametrizace obloukem křivky C na ploše S a necht’ rovnice C
v oblasti parametr̊u D jsou u1 = u1(s), u2 = u2(s). Pak C je geodetikou plochy S právě když
funkce u1, u2 jsou řešeńım soustavy diferenciálńıch rovnic

d2uk

ds2
+ Γkij

dui

ds

duj

ds
= 0, k = 1, 2. (5)

D̊ukaz. Křivka C je geodetikou právě když v každém jej́ım bodě je vektor geodetické křivosti
nulový. Tvrzeńı pak plyne z Lemmatu 19.1.

Př́ıklad 19.2 (Geodetiky roviny, kruhového válce a sféry).
(a) Podle Př́ıkladu 19.1 je v př́ıpadě roviny Γkij = 0, takže geodetiky roviny jsou jednoznačně

určeny systémem rovnic d2u
ds2

= 0, d
2v
ds2

= 0 (a př́ıslušnými počátečńımi podmı́nkami, tj. bodem

a směrovým vektorem). Řešeńı je pak tvaru u = c1s + c2, v = d1s + d2, takže jsme opět
odvodili známou skutečnost, že v rovině jsou geodetickými křivkami př́ımky.
(b) Protože válec je izometrický s rovinou, tak Γkij = 0 a pro geodetiky máme stejnou
soustavu diferenciálńıch rovnic jako u geodetik v rovině, jej́ımž řešeńım je u = c1s + c2,
v = d1s + d2. Dosazeńım dostaneme v = d1

c1
(u − c2) + d2. Toto dosad́ıme do paramet-

rického popisu válce f(u, v) = (r cosu, r sinu, v), takže parametrický popis geodetik na válci
je g(u) = (r cosu, r sinu, d1

c1
(u− c2) + d2). Pro d1 = 0 dostaneme horizontálńı kružnice a pro

d1 6= 0, c1 = 0 tvoř́ıćı př́ımky válce. Jestliže d1 6= 0 a c1 6= 0, tak jsou geodetikami šroubovice.
(c) Z Věty 19.5 plyne, že geodetikami sféry jsou právě hlavńı kružnice. Z Důsledku 19.1 plyne

Věta 19.7. Při izometrii ploch se zobrazuj́ı geodetiky na geodetiky. Zejména plat́ı, že při
izometrii plochy do roviny se zobrazuj́ı geodetiky plochy na př́ımky.

Užit́ım věty o existenci a jednoznačnosti obyčejných diferenciálńıch rovnic snadno ukážeme

Věta 19.8. Necht’ t je tečna plochy S v bodě X ∈ S. Pak lokálně existuje právě jedna geodetika
na S procházej́ıćı bodem X a dotýkaj́ıćı se v tomto bodě tečny t.

Podle Věty 19.7 jsou geodetiky lokálně
”
nejpř́ıměǰśı křivky“ na ploše. Následuj́ıćı věta ř́ıká,

že jsou to rovněž nejkratš́ı spojnice dvou bod̊u na S. Tuto větu však nebudeme dokazovat,
jej́ı d̊ukaz se provád́ı např́ıklad ve variačńım počtu.

Věta 19.9. Jestlǐze mezi všemi křivkami, které na dané ploše spojuj́ı dva body, existuje křivka
nejmenš́ı délky, pak je tato křivka geodetickou křivkou.

Na závěr uvedeme bez d̊ukazu Gauss–Bonnetovu větu, která je bezesporu jedńım z nej-
hlubš́ıch (a snad i nejkrásněǰśıch) výsledk̊u diferenciálńı geometrie ploch. Necht’ f : D → E3

je lokálńı parametrizace plochy S a ∆ ⊂ D je trojúhelńık v oblasti parametr̊u.

Definice. Množina ∆ := f(∆) se nazývá trojúhelńık na ploše S. Tento trojúhelńık se nazývá
geodetický, jestliže jeho strany jsou geodetiky plochy S.
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Jedná se tedy o
”
křivočarý“ trojúhelńık na S, nebot’ jeho strany jsou křivky. V daľśım

budeme uvažovat pouze takové trojúhelńıky, které uvnitř neobsahuj́ı
”
d́ıry“ plochy S (tento

pojem nebudeme precizovat). Označme α1, α2, α3 vnitřńı úhly trojúhelńıka ∆. Necht’ dále
vol(∆) znač́ı plošný obsah ∆ ve smyslu Věty 13.4.

Věta 19.10 (Gauss–Bonnetova). Pro součet úhl̊u v geodetickém trojúhelńıku na ploše s kon-
stantńı Gaussovou křivost́ı K plat́ı

α1 + α2 + α3 = π +Kvol(∆). (6)

Pro K = 0 (tj. v př́ıpadě roviny a libovolné rozvinutelné plochy) je

α1 + α2 + α3 = π.

Př́ıkladem plochy s konstantńı kladnou Gaussovou křivost́ı je sféra. Podle Věty 16.4 má sféra
o poloměru r Gaussovu křivost K = 1

r2
, takže na sféře plat́ı

α1 + α2 + α3 = π +
1

r2
vol(∆).

Součet úhl̊u v geodetickém trojúhelńıku na sféře je tedy větš́ı než π a záviśı na obsahu tohoto
trojúhelńıka, viz Obr. 44. Na pseudosféře máme podle Př́ıkladu 16.1 K = − 1

r2
, takže součet

úh̊u je zde menš́ı než π.

Obr. 44: Geodetický trojúhelńık na sféře a pseudosféře

Výše uvedené výsledky týkaj́ıćı se součtu vnitřńıch úhl̊u geodetického trojúhelńıka na sféře
a na pseudosféře rovněž ukazuj́ı, že neeuklidovská geometrie má dobrý smysl. Věta 19.10 je
speciálńım př́ıpadem obecněǰśıho tvaru Gauss–Bonnetovy věty, která plat́ı pro plochy s libo-
volnou (ne nutně konstantńı) Gaussovou křivost́ı K. V tomto př́ıpadě nahrad́ıme (6) vzorcem

α1 + α2 + α3 = π +

∫∫

∆

Kdσ (7)

(vpravo je plošný integrál z Gaussovy křivostiK). Je zřejmé, že je-liK konstantńı, tak vzo-
rec (7) přejde na (6). Nakonec, nejobecněǰśı verze Gauss–Bonnetovy věty se týká libovolných
trojúhelńık̊u ∆ na ploše S, jejichž strany si jsou libovolné křivky(ne nutně geodetiky). Pak
plat́ı
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α1 + α2 + α3 −
3∑

i=1

∫

si

κgds = π +

∫∫

∆

Kdσ (8)

kde
∫
si
κgds je integrál z geodetické křivosti po straně si trojúhelńıka ∆.
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Cvičeńı II (Křivky)
(1) Rozhodněte, zda pohyb f(t) = (t2 − 1, t3 − t), t ∈ R je jednoduchý. [Neńı, bod
samoprotnut́ı odpov́ıdá hodnotám t = 1 a t = −1].
(2) Určete singulárńı body pohybu x = r(2 cos t − cos 2t), y = r(2 sin t − sin 2t)
(kardioida). [(r, 0)].
(3) Určete singulárńı body pohybu (a cos3 t, a sin3 t) (asteroida). [(0,±a), (±a, 0)].
(4) Dokažte, že rovnice 3x2+2y2+6x−3 = 0 představuje křivku tř́ıdy Cr pro libovolné
r a najděte jej́ı parametrizaci. [Jde o elipsu (

√
2 cos t− 1,

√
3 sin t)].

(5) Najděte reparametrizaci šroubovice (a cos t, a sin t, bt), t ∈ (0, 2π), tak, aby nový
parametr prob́ıhal interval (0, π). [Provedeme transformaci parametru τ = t

2
].

(6) Napǐste rovnici tečny ke křivce f(t) = (t, t2, t3) v bodě (1, 1, 1). [x = 1 + t,
y = 1 + 2t, z = 1 + 3t].

(7) Najděte tečnu k elipse x2+ y2

4
= 1 v bodě

(√
2
2
,
√
2
)

. [x =
√
2
2
(1+ t), y =

√
2(1− t)].

(8) Najděte tečnu ke křivce f(t) = (t2, t, et) rovnoběžně s rovinou x − 2y − 5 = 0.
[x = 1 + 2t, y = 1 + t, z = e + et].
(9) Dokažte že tečny ke šroubovici (viz cv. (5)) sv́ıraj́ı s rovinou xy konstantńı úhel.
(10) Nalezněte přirozený parametr šroubovice (viz cv. (5)). [s = t

√
a2 + b2].

(11) Určete přirozený parametr hyperbolické šroubovice f(t) = (acosht, asinht, at) a

určete délku této křivky mezi body t = 0 a t = 1. [s = ±a
√
2sinht, L = a

√
2
2
(e− e−1)].

(12) Určete délku kardioidy (viz cv. (2)) a asteroidy (viz cv. (3)). [16r, 6a].
(13) Určete délku oblouku cykloidy (a(t− sin t), a(1− cos t)) pro t ∈ (0, 2π). [8a].
(14) Dokažte že v inflexńım bodě neexistuje oskulačńı kružnice. Návod: Ukažte, že
neńı možné, aby př́ımka a kružnice měly styk 2. řádu.
(15) Určete vektory tečny, hlavńı normály a binormály křivky f(t) = (t, t2, t + 1)
v libovolném bodě. [(1, 2t, 1), (0, 2, 0), (−2, 0, 2)].
(16) Určete směrové vektory tečny, hlavńı normály a binormály šroubovice
f(t) = (t, sin t, cos t) v bodě t = 0. [(1, 1, 0), (0, 0, 1), (1,−1, 0)].
(17) Určete křivost následuj́ıćıch rovinných křivek: grafu funkce y = sin x v bodě (π

2
, 1),

grafu funkce y = − ln cosx pro x ∈ (−1, π
2
), cykloidy (viz cv. (13)) pro t ∈ (0, 2π),

kardioidy (viz cv. (2)) pro t = π
2
, asteroidy (viz cv. (3)) pro t ∈ (0, π

2
). [1, | cos x|,

1
4a sin(t/2)

, 3
√
2

8r
, 2

3a sin(2t)
].

(18) Dokažte, že žádný bod elipsy f(t) = (a cos t, b sin t) neńı inflexńı a určete poloměr
jej́ı oskulačńı kružnice v libovolném bodě. Nalezněte dále vrcholy. [Vektory f ′(t) a

f ′′(t) nejsou kolineárńı, r2 = (a2 sin2 t+b2 cos2 t)3

a2b2
, (±a, 0), (0,±b)].

(19) Totéž pro parabolu y = ax2. [r2 = (1+4a2x2)3

4a2
, (0, 0)].

(20) Vypočtěte poloměr oskulačńı kružnice křivky y = sin x. [r2 = (1+cos2 x)3

sin2 x
].

(21) Určete křivost a torzi následuj́ıćıch křivek: f(t) = (t2, t3, t + 1) pro t = 1,

f(t) = (3t − t3, 3t2, 3t + t3), f(t) = (cos3 t, sin3 t, cos 2t). [κ =
√
266
98

a τ = 3
19
;

κ = τ = 1
3(t2+1)2

; κ = 3
25 sin t cos t

a τ = 4
25 sin t cos t

].

(22) Dokažte, že pro křivku f(t) =
(

t, t
2

2
, t

3

6

)

plat́ı κ = τ .

(23) Určete funkci f(t) tak, aby křivka x = a sin t, y = a cos t, z = f(t), a > 0 byla
rovinnou křivkou. [f(t) = c1 cos t+ c2 sin t+ c3].
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(24) Určete rovnice oskulačńı, rektifikačńı a normálové roviny šroubovice (viz cv. (5))
pro t = π

2
. [2bx+ 2az − abπ = 0, y = a, 2ax− 2bz + b2π = 0].

(25) Nalezněte kružnici, která má s parabolou y = x2 v jej́ım vrcholu styk 2. řádu.
[x2 + y2 = y].
(26) Ukažte, že každá normálová rovina křivky f(t) = (a sin2 t, a sin t cos t, a cos t) kde
a 6= 0, procháźı počátkem soustavy souřadnic.
(27) Nalezněte parametrizaci Vivianiho křivky, která je pr̊unikem sféry x2+y2+z2 = r2

s válcem x2 + y2 = rx. [(r cos2 t, r sin t cos t, r sin t)].

(28) Určete střed oskulačńı kružnice elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 v jej́ım vrcholu (a, 0). [(a− b2

a
, 0)].

(29) Dokažte, že nutnou podmı́nkou pro inflexńı bod rovinné křivky zadané v polárńıch
souřadnićıch ρ, ϕ je splněńı rovnosti ρ2 + 2ρ′2 − ρρ′′ = 0. Vysvětlete dále, jak byste
hledali oskulačńı kružnici a vrcholy křivky v polárńıch souřadnićıch.

(30) Určete vrcholy křivek y = ex a y = ln x. [
(

− ln 2
2
, 1√

2

)

a
(√

2
2
,− ln 2

2

)

].

(31) Určete evolutu paraboly x2 = 2py. [27px2 = 8(y − p)3].

(32) Nalezněte parametrizaci asteroidy x
2

3 + y
2

3 = 1. [(cos3 t, sin3 t)].
(33) Napǐste rovnici jednoparametrické soustavy úseček o konstantńı délce a, jejichž
koncové body se pohybuj́ı po kladné části osy x a osy y. Určete dále charakteristickou
množinu této soustavy křivek. [(sinα)x + (cosα)y − a sinα cosα = 0, char. množinou
je asteroida x = a cos3 α, y = a sin3 α].
(34) Určete obálku jednoparametrické soustavy kružnic s poloměrem k, jejichž středy
jsou na kružnici x2 + y2 = r2. [x2 + y2 = (r ± k)2].
(35) Určete evolutu cykloidy f(t) = (r(t − sin t), r(1 − cos t)) a dále evolutu elipsy
f(t) = (a cos t, b sin t). [Evolutou cykloidy je posunutá cykloida x = r(t + sin t),

y = −r(1 − cos t). Evolutou elipsy je křivka (ax)
2

3 + (by)
2

3 = (a2 − b2)
2

3 , přičemž
vrchol̊um elipsy odpov́ıdaj́ı hroty (body vratu) evoluty].

(36) Určete evolutu křivky y = ln x. [x = 1+2t2

t
, y = ln t− (1 + t2)].

(37) Určete obálku jednoparametrické soustavy elips se středem v počátku, jejichž
poloosy maj́ı konstantńı součin t (tj. jejichž obsahy maj́ı konstantńı velikost). [Dvě
rovnoosé hyperboly xy = ± t

2
].

(38) Určete parametry a a b šroubovice, pokud znáte jej́ı křivost a torzi. [a = κ
κ2+τ2

,
b = τ

κ2+τ2
].

(39) Určete explicitńı vyjádřeńı šroubovice x = a cos t, y = a sin t, z = bt. Nalezněte
dále nějakou parametrizaci šroubovice, která je nesouhlasná se zadanou parametrizaćı.
[x−a cos z

b
= 0, y−a sin z

b
= 0. Nesouhlasnou parametrizaci dostaneme reparametrizaćı

t = −τ ]
(40) Dokažte, že jediný singulárńı bod traktrix (a sin t, a cos t + a ln tg t

2
) je (a, 0).

Dokažte dále, že délka úseku tečny traktrix z libovolného jej́ıho bodu na vertikálńı osu
je konstantńı. Určete dále křivost traktrix. [κ = −|tgt|].
(41) Dokažte, že rovnice x3 + y3 − 3axy = 0 (Descartes̊uv list) vyjadřuje křivku tř́ıdy
Cr ve všech bodech kromě počátku.
(42) Určete střed a poloměr oskulačńı kružnice kissoidy x(x2 + y2)− 2ay2 = 0 v bodě
(a, a). [(−9a, 6a), r = 5

√
5a].

(43) Určete poloměr oskulačńı kružnice Bernoulliovy lemniskaty v bodě (a
√
2, 0).

[a
3

√
2].
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(44) Určete všechny rovinné křivky s předepsanou konstantńı křivost́ı κ. [κ = 0:
př́ımka, κ 6= 0: kružnice].
(45) Dokažte, že křivka (a1t

2 + b1t+ c1, a2t
2 + b2t+ c2, a3t

2 + b3t+ c3) je rovinná.
(46) Dokažte, že pr̊usečnice válc̊u x2 = 2az, y2 = 2bz je rovinná křivka.

Cvičeńı III (Plochy)
(1) Najděte implicitńı vyjádřeńı roviny (u+ v, u− v, z = 3 + u). [x+ y − 2z + 6 = 0]
(2) Najděte explicitńı vyjádřeńı sféry x2 + y2 + z2 = r2 v okoĺı bodu (0, r, 0).
[y =

√
r2 − x2 − z2].

(3) Rotaćı kružnice (x − a)2 + z2 = r2 kolem osy z vznikne anuloid. Nalezněte jeho
parametrické rovnice. [Jde o rotačńı plochu s profilem x = a + r cos v, z = r sin v.
Parametrizace anuloidu je (a+ r cos v) cosu, y = (a+ r cos v) sin u, z = r sin v].
(4) Dokažte, že parametrizace f(u, v) = (u cos v, u sin v, u2) a
g(u, v) = ( u

u2+v2
, v
u2+v2

, 1
u2+v2

) definuj́ı mimo počátek tutéž plochu a nalezněte

př́ıslušnou transformaci souřadnic. [Jedná se o paraboloid z = x2 + y2, u = cos v
u
,

v = sin v
u
].

(5) Dokažte, že dvě plochy zadané rovnicemi z = f(x, y) a z = f(x, y) maj́ı ve

společném bodě f(x0, y0) = f(x0, y0) styk k-tého řádu právě když ∂f i(x0,y0)

∂xi1yi2
= ∂f

i
(x0,y0)

∂xi1∂yi2

∀i = 0, . . . , k, i1 + i2 = i.
(6) Napǐste rovnici tečny ke křivce zadané implicitně rovnicemi x2 + y2 + z2 = 1,
x2 + y2 = x v bodě (0, 0, 1). [x

0
= y

1
= z−1

0
].

(7) Určete rovnici tečné roviny kruhového válce (r cosu, r sin u, v) v bodě (u0, v0).
[x cosu0 + y sin u0 − r = 0].
(8) Dokažte, že tečná rovina k libovolné rovině splývá s touto rovinou.
(9) Dokažte, že normála v libovolném bodě rotačńı plochy prot́ıná osu z.
(10) Dokažte, že jestliže všechny normály dané plochy procházej́ı jedńım bodem, pak
jde o sféru nebo jej́ı část.
(11) Určete prvńı základńı formu obecné rotačńı plochy. [ϕ1 = x2(v)du2 + (x′2(v) +
z′2(v))dv2].
(12) Určete prvńı základńı formu helikoidu (v cosu, v sin u, u). [ϕ1 = (v2+1)du2+ dv2].
(13) Katenoid je rotačńı plocha s profilem x(v) = coshv, z(v) = v. Určete jej́ı prvńı
základńı formu. [ϕ1 = cosh2v(du2 + dv2)].
(14) Určete prvńı základńı formu anuloidu (viz cv. (3)). [ϕ1 = (r cos v+a)2du2+r2dv2].

(15) Určete prvńı základńı formu paraboloidu x2

p
+ y2

q
= 2z. [ϕ1 =

(

1 + x2

p2

)

dx2 +

2xy
pq
dxdy +

(

1 + y2

q2

)

dy2].

(16) Určete délku rovnoběžkové kružnice v = v0 na sféře zadané parametrizaćı
(r cos v cosu, r cos v sin u, r sin v). [2πr cos v0].
(17) Dokažte, že souřadnicové křivky libovolné rotačńı plochy tvoř́ı ortogonálńı
souřadnicovou śıt’. [U rotačńı plochy je g12 = 0, pak to plyne z Důsledku 13.1].
(18) Najděte úhel křivek u+ v = 0, u− v = 0 na ploše (coshv cosu, coshv sin u, v). [π

2
].

(19) Určete délku křivky u(t) = t, v(t) = 2t, t ∈ (0, π
2
) na ploše s ϕ1 = du2+ 1

4
cos vdv2.

[2].

(20) Určete plošný obsah části paraboloidu z = x2+y2, x2+y2 ≤ r2. [π
6
((4r2+1)

3

2 −1)].
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(21) Vypočtěte plošný obsah plochy rotačńıho paraboloidu (v cosu, v sin u, v2),
u ∈ (0, 2π), v ∈ (0,

√
2). [13

3
π].

(22) Vypočtěte plošný obsah elipsoidu x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= r2. [4

3
abcπr3].

(23) Určete plošný obsah anuloidu (viz cv. (3)). [4π2ar].
(24) Dokažte, že plošné obsahy oblast́ı na plochách z = axy, z = a

2
(x2 + y2), které se

promı́taj́ı na stejnou část roviny xy, jsou si rovny.
(25) Ukažte, že Möbi̊uv list (2 cos u + v sin u

2
cosu, 2 sin u + v sin u

2
sin u, v cos u

2
) neńı

orientovatelná plocha. [Vektor normály n(u, v) přejde po uzavřené křivce v = v0
z n(u, v0) na vektor −n(u+ 2π, v0)].
(26) Určete druhou základńı formu helikoidu (v cosu, v sin u, u). [ϕ2 =

2√
1+v2

dudv]

(27) Určete druhou základńı formu a Gaussovu křivost anuloidu (viz cv. (3)). Vyšetřete
dále typy bod̊u na anuloidu. [ϕ2 = cos v(a + r cos v)du2 + rdv2, K = cos v

r(a+r cos v)
. Para-

bolické body: podél křivek v = ±π
2
, hyperbolické body pro v ∈

(

π
2
, 3
2
π
)

, eliptické pro

v ∈
(

−π
2
, π
2

)

].
(28) Určete normálovou křivost hyperbolického paraboloidu z = ax2 − by2 v bodě
(0, 0) ve směru vektoru dy : dx = 1 : 2. [2

5
(4a− b)].

(29) Určete obě základńı formy plochy
(

u− u3

3
+ uv2, v − v3

3
+ vu2, u2 − v2

)

.

[ϕ1 = (1 + u2 + v2)2(du2 + dv2), ϕ2 = 2(du2 − dv2].
(30) Určete Gaussovu křivost kruhového válce s poloměrem r. [K = 0].
(31) Určete Gaussovu a středńı křivost a typy bod̊u helikoidu (v cosu, v sin u, u).
[K = − 1

(1+v2)2
, H = 0, všechny body jsou hyperbolické].

(32) Určete Gaussovu křivost a typy bod̊u hyperbolického paraboloidu z = axy, a 6= 0.

[K = −a2

(1+a2x2+a2y2)2
, všechny body jsou hyperbolické].

(33) Odvod’te vzorec pro Gaussovu křivost rotačńı plochy z Př́ıkladu 16.1.
(34) Určete asymptotické a hlavńı křivky plochy s ϕ1 = du2, ϕ2 = du2 − dv2.
[asymptotické: v = ±u+ c, hlavńı: u = konst, v = konst].
(35) Rozhodněte o charakteru bod̊u na: 1.elipsoidu, 2.jednod́ılném hyperboloidu,
3.dvojd́ılném hyperboloidu, 4.eliptickém paraboloidu, 5.hyperbolickém paraboloidu,
6.eliptickém válci, 7.parabolickém válci, 8.hyperbolickém válci, 9.kuželi. [Všechny
body jsou eliptické pro 1,3,4; hyperbolické pro 2,5; parabolické pro 6–9].
(36) Určete asymptotické křivky plochy (coshu cos v, coshu sin v, u). [u + v = c1,
u− v = c2].
(37) Určete asymptotické křivky helikoidu (v cosu, v sin u, u). [u = konst, v = konst].
(38) Dokažte, že pokud g12 = 0 = h12, tak souřadnicové křivky plochy jsou jej́ımi
hlavńımi křivkami. Ukažte pak, že souřadnicové křivky libovolné rotačńı plochy jsou
jej́ımi hlavńımi křivkami.
(39) Dokažte, že rotačńı plocha má planárńı body právě tam, kde rotuj́ıćı křivka má
inflexńı bod a tečnu rovnoběžnou s osou x.
(40) Dokažte, že Gaussova křivost plochy z = f(x, y) je K =

f ′′

xxf
′′

yy−f
′′2
xy

(1+f ′2
x +f ′2

y )2
. [plyne to

z vět 16.3, 13.1 a 14.5].

(41) Napǐste parametrické rovnice válce určeného elipsou x2

a2
+ y2

b2
= 1 a směrem

c = (c1, c2, c3) tvoř́ıćıch př́ımek. [x = a cos t+ vc1, y = b sin t+ vc2, z = vc3].
(42) Napǐste parametrické rovnice křivky, která je pr̊unikem roviny z = 0 s plochou
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tečen šroubovice (a cos t, a sin t, bt). [(a(cos t+ t sin t), a(sin t− t cos t), 0)].
(43) Určete obálku dvouparametrické soustavy kulových ploch konstantńıho poloměru
r, jejichž středy prob́ıhaj́ı rovinu z = 0. [dvě rovnoběžné roviny z = ±r].
(44) Určete obálku jednoparametrické soustavy kulových ploch x2 + (y − t)2 + z2 = 1.
[válec x2 + z2 = 1].
(45) Určete hranu vratu a obálku jednoparametrické soustavy rovin t2x− ty + z = t3.
[hrana vratu je křivka f(t) = (3t, 3t2, t3), obálka je plocha tečen hrany vratu].
(46) Rozhodněte, zda každé konformńı zobrazeńı je i rovnoploché. [neńı].
(47) Necht’ rovnicemi x = v, y = e−u je dáno zobrazeńı plochy s prvńı základńı formou
ϕ1 = du2 + e2udv2 do poloroviny y > 0. Ukažte, že toto zobrazeńı je konformńı.
(48) Ukažte, že Sansonova projekce x = u cos v, y = v sféry do roviny je rovnoplochým
zobrazeńım.
(49) Co je možno ř́ıct o ploše s ϕ1 = E(u)du2 + G(v)dv2? [Je rozvinutelná, nebot’

transformace u =
∫

E(u)du, v =
∫

G(v)dv převád́ı ϕ1 na du2 + dv2].
(50) U jakých ploch lze provést takovou transformaci souřadnic, aby koeficienty 1.
základńı formy byly konstantńı? [U rozvinutelných].
(51) Určete Christoffelovy symboly helikoidu (v cosu, v sin u, v) a napǐste dif. rovnice

geodetik. [Γ1
12 =

v
v2+1

, Γ2
11 = −v, ostatńı nulové; d2u

ds2
+ 2v

v2+1
du
ds

dv
ds
= 0, d2v

ds2
− v

(

du
ds

)2
= 0].

(52) Určete sférické body paraboloidu z = x2 + y2. [(0, 0, 0)].
(53) Napǐste diferenciálńı rovnici asymptotických křivek plochy f(u, v) =
(u, v, u3 − 3uv2). Tato plocha se nazývá opič́ı sedlo (opice má v tomto sedle
totiž kam strčit ocas, zat́ımco u klasického sedla z = x2 − y2 mı́sto pro ocas nemá.
[udu2 − 2vdudv − udv2 = 0].
(54) Napǐste diferenciálńı rovnici asymptotických křivek

”
trychtýře“ zadaného para-

metrizaćı f(u, v) = (u cos v, u sin v, ln u). [− 1
u
du2 + udv2 = 0].

(55) Dokažte, že poledńıky a rovnoběžky rotačńı plochy jsou hlavńımi křivkami.
(56) Napǐste diferenciálńı rovnici hlavńıch křivek helikoidu (v cosu, v sin u, u).
[(1 + v2)du2 = dv2].
(57) Vyjádřete prostorovou křivku (t, t2, et) implicitně jako pr̊unik dvou ploch. [y = x2,
z = ex].
(58) Dokažte, že křivka (a sin2 t, b sin t cos t, c cos t) lež́ı na elipsoidu.
(59) Najděte parametrizaci plochy tečen ke křivce (t, t2, t3). [(t+u, t2+2ut, t3+3ut2)].
(60) Určete křivost křivky zadané implicitně rovnicemi x + sinhx = sin y + y,

z + ez = x+ ln(1 + x) + 1 v bodě (0, 0, 0). [κ =
√
6
9
].
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