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II Cvičenı́ 102

Předmluva k druhé části 103
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Předmluva

Diferenciálnı́ geometrie studuje vlastnosti geometrických objektů metodami
diferenciálnı́ho počtu. Klasickými objekty diferenciálnı́ geometrie jsou křivky
a plochy v trojrozměrném euklidovském prostoru. Těm je také věnováno toto
skriptum.

Geometrické problémy výrazně přispěly již k samotnému vzniku diferenciál-
nı́ho počtu. Vı́me, že derivaci funkce jedné proměnné lze interpretovat bud’fyzi-
kálně jako okamžitou rychlost pohybu po přı́mce nebo geometricky jako směrnici
tečny křivky, která je grafem uvažované funkce. Ke vzniku diferenciálnı́ho počtu
došlo koncem 17. stoletı́ v pracı́ch G. W. Leibnize a I. Newtona, vznik samostatné
diferenciálnı́ geometrie v 18. stoletı́ je pak spojován předevšı́m se jmény L. Euler
a G. Monge. K velkému rozvoji diferenciálnı́ geometrie došlo v 19. stoletı́ a za-
sloužili se o něj zejména C. F. Gauss a B. Riemann. Od přelomu 19. a 20. stoletı́
začala vývoj diferenciálnı́ geometrie významně ovlivňovat Einsteinova obecná
teorie relativity. I v dnešnı́ době docházı́ k hlubokému vzájemnému ovlivňovánı́
modernı́ diferenciálnı́ geometrie a současné teoretické fyziky.

Toto skriptum je určeno předevšı́m studujı́cı́m odborné matematiky a učitelské
deskriptivnı́ geometrie na Přı́rodovědecké fakultě MU v Brně. Skriptum sestává ze
dvou částı́: I. Přednášky (autor I. Kolář), II. Cvičenı́ (autorka L. Pospı́šilová). Pro-
bı́raná látka je klasická, způsob jejı́ho výkladu ovšem vycházı́ ze současného stavu
diferenciálnı́ geometrie. V prvnı́ části zejména konstrukce různých oskulačnı́ch
objektů systematicky opı́ráme o obecný pojem styku křivek a ploch.

Prvnı́ část skripta sestává ze 14ti kapitol, které jsou rozděleny do čı́slovaných
odstavců neboli bodů. Uvnitř téže kapitoly odkazujeme jen na čı́slo odstavce
nebo rovnice, při odkazu na jinou kapitolu přidáváme i jejı́ čı́slo. Tedy např.
6.3 znamená třetı́ bod šesté kapitoly, zatı́mco 6.(3) znamená rovnici (3) v šesté
kapitole. V seznamu literatury uvádı́me jen ty publikace, o nichž se domnı́váme,
že mohou být čtenáři nejužitečnějšı́.

Druhá část skripta obsahuje řešené přı́klady v přı́mé návaznosti na přednášky.
Kapitoly, na které je druhá čast rozdělena, neodpovı́dajı́ rozvrženı́ kapitol v prvnı́
části skripta vzhledem k různorodé obsáhlosti jednotlivých témat pro přednášku a
cvičenı́. Přesto zůstává zachována stejná posloupnost výkladu jako v přednáškách.
V každé kapitole jsou očı́slované přı́klady, které jsou kromě samotného zadánı́ do-
plněny vzorovým řešenı́m a ve většině přı́padů ještě řešenı́m v systému počı́tačové
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algebry Maple. Podrobnějšı́ technický komentář je pak zmiňován v úvodu druhé
části.

Autoři děkujı́ Prof. RNDr. Josefu Janyškovi, DSc. za cenné připomı́nky k textu,
Mgr. Janu Vondrovi za pečlivé přečtenı́ rukopisu a cenné připomı́nky k němu a panı́
Iloně Lukešové za kvalitnı́ počı́tačové zpracovánı́ náročného textu.
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Část I

Přednášky
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1 Pohyb a křivka

Budeme se zabývat křivkami v euklidovské rovině a trojrozměrném prostoru.
Začneme ale s n-rozměrným euklidovským prostorem En, i když fakticky potře-
bujeme pouze přı́pady n = 2, 3.

1.1. Necht’I ⊂ R je otevřený interval. Jeho body lze interpretovat jako hodnoty
času t. Zobrazenı́ f : I → En můžeme chápat jako pohyb, jehož trajektorie
v “rozumném” přı́padě je křivka.

Pro použitı́ diferenciálnı́ho počtu potřebujeme předevšı́m diferencovatelnost
zobrazenı́ f . Připomı́náme, že čı́selná funkce ϕ : I → R se nazývá třı́dy Cr,
jestliže má v intervalu I spojité derivace až do řádu r včetně. Jestliže v En
zvolı́me kartézskou souřadnou soustavu, pak f(t) =

(
f1(t), . . . , fn(t)

)
je n-tice

čı́selných funkcı́ a můžeme řı́ci, že zobrazenı́ f je třı́dy Cr, právě když všechny
funkce f1, . . . , fn jsou třı́dy Cr.

Je však třeba ukázat, že tento pojem nezávisı́ na volbě souřadné soustavy. To
je sice pravda, ale přı́mé ověřovánı́ pomocı́ přechodu od jedné souřadné soustavy
k druhé je klopotné. Mnohem jednoduššı́ je sledovat nezávislost pouze na volbě
počátku souřadnic. Volba počátku identifikuje En s jeho zaměřenı́m Z(En), což
je n-rozměrný euklidovský vektorový prostor.

1.2. Budeme se tedy nejprve zabývat n-rozměrným euklidovským vektorovým
prostoremV . Značı́me‖u‖velikost vektoruu a (u, v) skalárnı́ součin dvou vektorů
u, v.

Definice. Zobrazenı́ v : I → V se nazývá vektorová funkce na intervalu I .

1.3. Pojem limity vektorové funkce se zavádı́ analogicky k přı́padu čı́selné funkce.

Definice. Vektorová funkce v má v bodě t0 ∈ I limitu v0, jestliže ke každému
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro všechna t splňujı́cı́ |t− t0| < δ, t 6= t0, platı́
‖v(t) − v0‖ < ε.

Pı́šeme v0 = lim
t→t0

v(t).

Je-li lim
t→t0

v(t) = v(t0), pak řı́káme, že vektorová funkce je spojitá v bodě t0.

1.4 Definice. Jestliže existuje

lim
t→t0

v(t)− v(t0)

t− t0
= lim

t→t0

1

t− t0

(
v(t)− v(t0)

)
,

nazýváme ji derivace vektorové funkce v(t) v bodě t0.
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Tuto derivaci značı́me dv(t0)
dt nebo v′(t0).

Derivace vyššı́ho řádu se definujı́ obvyklou iteracı́.

1.5. Necht’e1, . . . , en je nějaká báze ve V . Pro každé t ∈ I máme

v(t) = v1(t)e1 + · · ·+ vn(t)en .

Čı́selné funkce vi(t), i = 1, . . . , n nazýváme složky vektorové funkce v(t).

Následujı́cı́ věta má snadný důkaz, který však patřı́ do analýzy. Proto jej
neuvádı́me.

Věta. Vektorová funkce je spojitá, právě když všechny jejı́ složky jsou spojité.
Vektorová funkce v(t) má derivaci v bodě t0, právě když ji majı́ všechny jejı́
složky. Pak platı́

dv(t0)

dt
=
(dv1(t0)

dt
, . . . ,

dvn(t0)

dt

)
.

Podobná tvrzenı́ platı́ i pro limitu a derivace vyššı́ho řádu.

1.6. Uvedeme jeden pomocný výsledek, který budeme dále potřebovat.
Necht’ v(t), w(t) jsou dvě vektorové funkce třı́dy C1 na I . Jejich skalárnı́

součin
(
v(t), w(t)

)
je čı́selná funkce třı́dy C1 na I . Také skalárnı́ součiny

(
dv
dt , w

)

a
(
v, dwdt

)
jsou čı́selné funkce na I .

Věta. Platı́
d(v,w)

dt
=
(dv
dt
, w
)
+
(
v,
dw

dt

)
.

Důkaz. V souřadnicı́ch máme
(
v(t), w(t)

)
= v1(t)w1(t) + · · · + vn(t)wn(t) .

Při derivovánı́ použijeme pravidla pro derivovánı́ součtů a součinu. Tedy

d(v,w)

dt
=
dv1
dt
w1 + v1

dw1
dt
+ · · ·+ dvn

dt
wn + vn

dwn
dt

.

To je souřadný tvar našeho tvrzenı́.

1.7. Uvažujme prostor En a jeho zaměřenı́ V . Zvolme počátek P ∈ En. Pak

zobrazenı́ f : I → En určuje vektorovou funkci
−→
Pf : I → V ,

−→
Pf(t) =

−−−→
Pf(t),

která se nazývá průvodič zobrazenı́ f .

Definice. Zobrazenı́ f : I → En nazýváme pohyb v prostoru En. Řı́káme, že f
je pohyb třı́dy Cr, jestliže

−→
Pf je vektorová funkce třı́dy Cr.
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Vedle slova pohyb se někdy ekvivalentně užı́vá název dráha. Termı́n “pohyb”
je názornějšı́, termı́n “dráha” má vı́ce technický charakter.

Vektor d(
−→
Pf)
dt nezávisı́ na volbě počátku. Opravdu, pro jiný bodQ ∈ En máme

−→
Pf =

−−→
PQ+

−→
Qf , kde

−−→
PQ je konstantnı́ vektor, takže d

−→
Pf
dt =

d
−→
Qf
dt .

1.8 Definice. Vektor d(
−→
Pf)
dt =:

df
dt nazýváme vektor rychlosti pohybu f .

Značı́me jej též f ′.
V druhém řádu klademe f ′′ = (f ′)′; zde již derivujeme vektorovou funkci f ′,

a stejně tak i v každém vyššı́m řádu.
Je-li f(t) =

(
f1(t), . . . , fn(t)

)
souřadné vyjádřenı́ pohybu f , platı́

dkf(t)

dtk
=
(dkf1(t)

dtk
, . . . ,

dkfn(t)

dtk

)
.

1.9 Definice. Pohyb f : I → En třı́dy C1 nazveme regulárnı́, jestliže df(t)
dt 6= o

pro každé t ∈ I . Bod o parametru t0, v němž df(t0)
dt = o, nazýváme singulárnı́

bod pohybu f .

Zde o značı́ nulový vektor prostoru V = Z(En).
Uvedeme dva přı́klady.
(i) V přı́padě konstantnı́ho pohybu f(t) = Q ∈ En, pro každé t ∈ I platı́

df(t)
dt = o. Pro každou hodnotu času t ∈ I máme tedy singulárnı́ bod.

(ii) V E2 uvažujme pohyb x = t2, y = t3, t ∈ (−∞,∞).
Ten probı́há po tzv. semikubické parabole y2 − x3 = 0. Máme
f(t) = (t2, t3), f ′(t) = (2t, 3t2), takže f ′(0) = o. Singulárnı́
bod f(0) je tzv. bod vratu neboli hrot, viz obrázek.

y

x

1.10. Uvažujme jiný otevřený interval J , v němž proměnnou budeme značit τ ,
a bijektivnı́ zobrazenı́ ϕ : J → I (tedy čı́selnou funkci) třı́dyCr takové, že dϕ

dτ 6= 0
pro všechna τ ∈ J .

Lemma. Je-li f : I → En regulárnı́ pohyb třı́dy Cr, pak f ◦ ϕ : J → En je také
regulárnı́ pohyb třı́dy Cr.

Důkaz. Platı́ d(f◦ϕ)dτ = df
dt

dϕ
dτ , kde dϕ

dτ je skalár a obě dalšı́ veličiny jsou vektory.
Opravdu, souřadné vyjádřenı́ f ◦ ϕ je f1(ϕ(τ)), . . . , fn(ϕ(τ)). Při derivovánı́
podle τ derivujeme v každé složce složenou funkci se stejnou vnitřnı́ složkou

ϕ(τ), takže d(f◦ϕ)
dτ =

(
df1
dt

dϕ
dτ , . . . ,

dfn

dt
dϕ
dτ

)
= df

dt
dϕ
dτ . Protože každé df

dt je nenulový

vektor a každé dϕ
dt je nenulový skalár, je každé d(f◦ϕ)

dτ nenulový vektor.
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1.11 Definice. Pohyb f : I → En nazýváme jednoduchý, jestliže f je injektivnı́
zobrazenı́, tedy při t1, t2 ∈ I , t1 6= t2 platı́ f(t1) 6= f(t2).

Z geometrického hlediska je f pohyb bez samoprotnutı́.

1.12 Definice. Množinu C ⊂ En nazveme jednoduchá křivka třı́dy Cr, jestliže
existuje takový jednoduchý regulárnı́ pohyb f : I → En třı́dy Cr, že platı́ C =
f(I).

Zobrazenı́ f : I → En nazýváme parametrické vyjádřenı́ jednoduché křivky
C . Zobrazenı́ ϕ z bodu 10 nazýváme reparametrizace křivky C .

1.13. Necht’J je dalšı́ interval s proměnnou τ a g : J → En
je dalšı́ parametrické vyjádřenı́ jednoduché křivky C třı́dy
Cr. Pravidlo f

(
ϕ(τ)

)
= g(τ) určuje zobrazenı́ ϕ : J → I ,

t = ϕ(τ), viz obrázek.
I J

C

ϕ

f g

Věta. ϕ je funkce třı́dy Cr a platı́ dϕdτ 6= 0 pro všechna τ ∈ J .

Důkaz. Při souřadném vyjádřenı́ f(t) =
(
f1(t), . . . , fn(t)

)
, g(τ) =

(
g1(τ), . . . ,

gn(τ)
)

je funkce ϕ určena vztahy

(1) fi(t) = gi(τ) , i = 1, . . . , n .

Uvažujme libovolný bod τ0 ∈ J a pišme t0 = ϕ(τ0) ∈ I . Protože df(t0)
dt 6= o, je

aspoň jedna ze složek tohoto vektoru nenulová; označme ji k. Vztah fk(t) = gk(τ)
pišme ve tvaru

(2) fk(t)− gk(τ) = 0 .

Levá strana je funkce dvou proměnných t a τ , která je třı́dy Cr na součinu I × J .
Platı́ dfk(t0)

dt 6= 0, takže na (2) můžeme použı́t větu o implicitnı́ funkci. Ta řı́ká, že
v jistém okolı́ bodu t0 je t určeno jako funkce třı́dy Cr proměnné τ . Bod po bodu
dostáváme, že t = ϕ(τ) je funkce třı́dy Cr. Ta podle geometrické situace splňuje
všechny rovnice (1), tedy g(τ) = f

(
ϕ(τ)

)
. Derivovánı́m dostáváme rovnost

vektorů dg
dτ =

df
dt

dϕ
dτ , kde dϕ

dτ je skalár. Kdyby bylo dϕ(t0)
dτ = 0 v nějakém bodě,

pak dg(τ0)
dτ = o, ale to je v rozporu s předpokladem.

Odvodili jsme tedy, že každá dvě parametrická vyjádřenı́ jednoduché křivky
třı́dy Cr se lišı́ o reparametrizaci ve smyslu bodů 10 a 12.

1.14. V následujı́cı́ definici zavádı́me globálnı́ pojem křivky.
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Definice. Podmnožinu C ⊂ En nazveme křivka třı́dy Cr, jestliže pro každý bod
p ∈ C existuje takové jeho okolı́ U , že C ∩ U je jednoduchá křivka třı́dy Cr.

Parametrizace průniků nazýváme lokálnı́ parametrizace křivky C .

1.15. Úmluva. Dále budeme předpokládat, že třı́da r uvažované křivky nebo
funkce je dostatečně vysoká pro námi prováděné úvahy a zpravidla se o nı́ nebu-
deme zmiňovat.

1.16. Uvedeme několik přı́kladů v rovině E2.

a)

y = x2

b)

x2 + y2 = r2

c) d)

a) Parabola je globálně jednoduchá křivka. b) Kružnice je křivka, ale ne jednodu-
chá. c) Tento “čtyřlı́stek” je křivka ve smyslu našı́ (tj. diferenciálně geometrické)
definice. d) Dvě soustředné kružnice můžeme chápat jako jednu křivku (souvis-
lost se v definici 14 nepředpokládá). Často bývá totiž užitečné řı́ci, že hranice jimi
vytvořeného mezikružı́ je jedna křivka.

Na druhé straně, celá semikubická parabola z bodu 9, Descartův list, viz e),
nebo lemniskata, viz f), nejsou křivkami v našem pojetı́.

e)

x3 + y3 − 3axy = 0

f)

(x2 + y2)2 = a2(x2 − y2)

1.17 Definice. Dvě parametrizace f(t) a g(τ) jednoduché křivky C nazýváme
souhlasné, je-li dϕdτ > 0, kde ϕ je funkce z bodu 10.

Dvě souhlasné parametrizace určujı́ tutéž orientaci jednoduché křivky C . Vy-
brat orientaci C znamená tedy určit na nı́ “směr pohybu”. To je možné provést
dvojı́m způsobem.

1.18 Definice. Necht’f : I → En je nějaká lokálnı́ parametrizace křivky C v En.
Přı́mku určenou bodem f(t0), t0 ∈ I , a vektorem f ′(t0) nazýváme tečnou křivky
C v bodě f(t0).
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Tato definice nezávisı́ na zvolené parametrizaci, protože podle bodu 10 dvě
různé parametrizace určujı́ kolineárnı́ tečné vektory. Parametrické vyjádřenı́ tečny
v bodě f(t0) tedy je

f(t0) + vf
′(t0) , v ∈ R .

1.19 Definice. Odchylkou dvou křivek C a C̄ ve společném bodě p rozumı́me
odchylku jejich tečen v tomto bodě.

1.20 Definice. Řekneme, že dvě křivky C a C̄ třı́dy Cr majı́ ve společném bodě
p styk řádu k, k ≤ r, jestliže existujı́ takové jejich lokálnı́ parametrizace f(t),
f̄(t) na společném intervalu I , f(t0) = f̄(t0) = p, že platı́

(3)
dif(t0)

dti
=
dif̄(t0)

dti
pro všechna i = 1, . . . , k .

Názorně řečeno, v uvažovaných parametrizacı́ch obě křivky v daném bodě
“splývajı́ až do řádu k”.

1.21 Poznámka. Snadno se ověřı́, že “mı́ti styk k-tého řádu” je relace ekvivalence.

1.22 Věta. Dvě křivky C a C̄ majı́ ve společném bodě p styk prvnı́ho řádu, právě
když jejich tečny v bodě p splývajı́.

Důkaz. Majı́-li C a C̄ styk prvnı́ho řádu v bodě p, existujı́ takové jejich paramet-

rizace f(t) a f̄(t), f(t0) = f̄(t0) = p, že platı́ df(t0)dt =
df̄(t0)
dt . Tedy jejich tečny

splývajı́. Obráceně, uvažujme C̄ s libovolnou parametrizacı́ f̄(t̄), f(t0) = f̄(t0).

Jestliže obě tečny splývajı́, platı́ df̄(t0)dt̄ = k df(t0)
dt , k 6= 0. Proved’me na C̄ repara-

metrizaci t̄ = t0 +
1
k (t − t0). V nové parametrizaci f̄

(
t0 +

1
k (t − t0)

)
křivky C̄

platı́ df̄(t0)dt = df̄(t0)
dt̄ · dt̄dt =

df̄(t0)
dt̄

1
k . To se rovná df(t0)

dt podle definice k. Tedy C
a C̄ majı́ styk prvnı́ho řádu.

1.23 Důsledek. Tečna křivky je jediná přı́mka, která s nı́ má styk prvnı́ho řádu.

1.24 Definice. Bod p ∈ C nazýváme inflexnı́ bod křivky C , jestliže tečna v něm
má styk 2. řádu s křivkou C .

1.25 Věta. Necht’f je nějaká lokálnı́ parametrizace křivky C . Bod p = f(t0) je

inflexnı́, právě když vektor d2f(t0)
dt2

je kolineárnı́ s vektorem df(t0)
dt .

Důkaz. Označme v = df(t0)
dt . Libovolný pohyb po tečně je tvaru g(t) = p+h(t)v,

kde h je čı́selná funkce. Máme dg(t0)
dt = dh(t0)

dt v, d2g(t0)
dt2 = d2h(t0)

dt2 v, což jsou
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kolineárnı́ vektory. Majı́-liC a jejı́ tečna styk 2. řádu, platı́ totéž pro df(t0)
dt a d2f(t0)

dt2 .

Obráceně, necht’ d
2f(t0)
dt2 = k df(t0)dt . Uvažujme parametrizaci tečny

g(t) = p+
[
(t− t0) +

k

2
(t− t0)

2
]
v .

Pak dg(t0)
dt = v df(t0)dt , d

2g(t0)
dt2

= kv = d2f(t0)
dt2

. Tedy křivka C má se svou tečnou
styk 2. řádu.

1.26 Definice. Parametr s parametrického vyjádřenı́ f : I → En křivky C nazý-
váme oblouk, jestliže

∥∥ df
ds

∥∥ = 1 pro všechna s ∈ I .

Oblouk tedy představuje “rovnoměrný ve smyslu velikosti rychlosti” pohyb
po křivce.

Necht’f(t) je nějaká parametrizace křivky C . Hledáme takovou reparametri-
zaci s = s(t), pro inverznı́ zobrazenı́ pı́šeme t = t(s), že s bude oblouk. Podmı́nka
znı́

1 =
∥∥∥
df

ds

∥∥∥ =
∥∥∥
df

dt

∥∥∥
∣∣∣
dt

ds

∣∣∣ .

Tedy
∣∣ds
dt

∣∣ =
∥∥df
dt

∥∥. Přidáme-li ještě podmı́nku souhlasnosti parametrů s a t,
dostáváme

ds

dt
=
∥∥∥
df

dt

∥∥∥ =
√(df1

dt

)2
+ · · ·+

(dfn
dt

)2
.

To můžeme přepsat jako

(4) ds =
√
(f ′1)

2 + · · ·+ (f ′n)2 dt .

Oblouk pak dostaneme integracı́. Na každé jednoduché křivce je tedy oblouk určen
až na aditivnı́ konstantu a orientaci.

Vzorec (4) ukazuje, že námi definovaný oblouk souhlası́ s pojmem délka
křivky, který se zavádı́ v integrálnı́m počtu. Fyzikálně to souhlası́ se zřejmou
skutečnostı́, že pokud se po křivce pohybujeme s jednotkovou rychlostı́, pak
délka křivky, kterou urazı́me za nějaký časový interval, je rovna velikosti tohoto
časového intervalu.

1.27 Věta. Je-li křivka parametrizována obloukem f(s), pak bod f(s0) je inflexnı́,

právě když d2f(s0)
ds2

= o.

Důkaz. To, že df
ds je jednotkový vektor, vyjádřı́me ve tvaru skalárnı́ho součinu

(df
ds
,
df

ds

)
= 1 .
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Derivacı́ podle věty 6 dostáváme 2
( df
ds ,

d2f
ds2

)
= 0. To znamená, že vektor d2f(s0)

ds2

je kolmý na jednotkový vektor df(s0)ds . V inflexnı́m bodě musı́ být tyto vektory také

kolineárnı́ podle věty 25. Odtud plyne d2f(s0)
ds2

= o.

1.28 Věta. Jednoduchá křivka C , jejı́ž každý bod je inflexnı́, je částı́ přı́mky.

Důkaz. Při parametrizaci f(s) křivky C obloukem, každý bod je inflexnı́, právě

když d2f
ds2 = o. Integracı́ dostáváme df

ds = a, kde a je konstantnı́ vektor. Dalšı́
integrace dává f = as + b, kde b je dalšı́ konstantnı́ vektor. To je parametrické
vyjádřenı́ přı́mky.
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2 Rovinné křivky

2.1. V rovině E2 zafixujeme kartézskou souřadnou soustavu (x, y). Parametrické
vyjádřenı́ křivky má tvar f(t) =

(
f1(t), f2(t)

)
, df
dt 6= o. Zejména graf funkce

y = f(x), x ∈ (a, b) třı́dy Cr je křivka třı́dy Cr. Jeho parametrické vyjádřenı́ je
g(t) =

(
t, f(t)

)
, t ∈ (a, b), přičemž dg

dt =
(
1, dfdt

)
6= o. V tomto přı́padě hovořı́me

o explicitnı́m vyjádřenı́ rovinné křivky.

2.2. Připomı́náme, že o funkci dvou proměnných f : U → R definované na
otevřené množině U ⊂ R

2 řı́káme, že je třı́dy Cr, má-li na U spojité parciálnı́
derivace až do řádu r včetně.

Věta. Necht’ U ⊂ R
2 je otevřená množina a F : U → R je funkce třı́dy Cr

taková, že množina C o rovnici F (x, y) = 0 je neprázdná a platı́ ∂F (x0, y0) :=(∂F (x0,y0)
∂x , ∂F (x0,y0)∂y

)
6= o pro každé (x0, y0) ∈ C . Pak C je křivka třı́dy Cr.

Důkaz. Necht’F (x0, y0) = 0 a třeba ∂F (x0,y0)
∂y 6= 0. Pak podle věty o implicitnı́

funkci lze množinu C lokálně vyjádřit ve tvaru y = f(x), kde f(x) je funkce třı́dy
Cr. To je lokálnı́ explicitnı́ vyjádřenı́ křivky C . Je-li ∂F (x0,y0)∂x 6= 0, můžeme, opět
podle věty o implicitnı́ funkci, C lokálně vyjádřit ve tvaru x = g(y).

Definice. Bod (x0, y0), pro nějž platı́ F (x0, y0) = 0,
∂F (x0,y0)

∂x = 0, ∂F (x0,y0)∂y = 0
nazýváme singulárnı́ bod množiny F (x, y) = 0.

2.3. Přı́klady. (i) Uvažujme množinu x2 + y2 = a, a ∈ R; tedy F (x, y) =
x2 + y2 − a. Pro a < 0 je množina F (x, y) = 0 prázdná. Pro a = 0 množinu
F (x, y) = 0 tvořı́ pouze počátek (0, 0). V něm se anulujı́ obě derivace ∂F

∂x =

2x, ∂F∂y = 2y. Tento bod, samozřejmě, nenı́ křivka. Pro a > 0 máme kružnici se
středem v počátku a poloměrem

√
a. Vektor ∂F = (2x, 2y) je ve všech jejı́ch

bodech nenulový.
(ii) Uvažujme Descartův list F (x, y) = x3 + y3 − 3axy = 0. Máme ∂F =
(3x2 − 3ay, 3y2 − 3ax). Pro a = 0 je (0, 0) jediný singulárnı́ bod. Pro a 6= 0
snadno nalezneme, že rovnice ∂F = 0 má dvě dvojice řešenı́ (0, 0) a (a, a). Bod
(a, a) na křivce neležı́, takže (0, 0) je jediný singulárnı́ bod.
(iii) Pro semikubickou parabolu F (x, y) = y2−x3 = 0máme ∂F = (−3x2, 2y).
Tedy počátek je jediný singulárnı́ bod.

2.4 Věta. Tečna ke křivce F (x, y) = 0 v bodě (x0, y0) má rovnici

(1)
∂F (x0, y0)

∂x
(x− x0) +

∂F (x0, y0)

∂y
(y − y0) = 0 .
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Důkaz. Necht’
(
f1(t), f2(t)

)
je nějaké parametrické vyjádřenı́ této křivky,

(
f1(t0),

f2(t0)
)
= (x0, y0). Derivovánı́m vztahu F

(
f1(t), f2(t)

)
= 0 a dosazenı́m t = t0

dostáváme
∂F (x0, y0)

∂x

df1(t0)

dt
+
∂F (x0, y0)

∂y

df2(t0)

dt
= 0 .

Vektor ∂F (x0, y0) je tedy kolmý k tečnému vektoru df(t0)
dt . Rovnice (1) vyjadřuje

přı́mku jdoucı́ bodem (x0, y0) a kolmou na vektor ∂F (x0, y0), tedy tečnu.

Podmı́nka ∂F (x0, y0) 6= o při zadánı́ křivky rovnicı́ tedy zaručuje existenci
tečny podobně jako podmı́nka df(t0)

dt 6= o při parametrickém vyjádřenı́ křivky.
V singulárnı́m bodě nemusı́ jediná tečna existovat.

Přı́mku jdoucı́ bodem křivky a kolmou k tečně nazýváme normála. Vektor
∂F (x0, y0) je tedy směrový vektor normály.

2.5. Podle 1.20, dvě rovinné křivky C a C̄ majı́ ve společném bodě p styk
k-tého řádu, jestliže existujı́ takové jejich lokálnı́ parametrizace

(
f1(t), f2(t)

)

a
(
f̄1(t), f̄2(t)

)
na společném intervalu I , že platı́

(2)
dif1(t0)

dti
=
dif̄1(t0)

dti
,
dif2(t0)

dti
=
dif̄2(t0)

dti
, i = 1, . . . , k,

kde t0 je parametr společného bodu p. Přı́má diskuse toho, zda takováto společná
parametrizace existuje nebo neexistuje, je obecně dosti složitá záležitost. Velmi
jednoduchou proceduru však můžeme použı́t v tom přı́padě, kdy C̄ je dána rovnicı́
F (x, y) = 0. V tomto přı́padě vytvořı́me funkci jedné proměnné

(3) Φ(t) = F
(
f1(t), f2(t)

)
.

Věta. Křivky C ≡
(
f1(t), f2(t)

)
a C̄ ≡ F (x, y) = 0 majı́ ve společném bodě

(x0, y0) =
(
f1(t0), f2(t0)

)
styk řádu k, právě když platı́

(4)
diΦ(t0)

dti
= 0 , i = 1, . . . , k .

Důkaz. Necht’
(
f̄1(t), f̄2(t)

)
je lokálnı́ parametrizace křivky C̄ taková, že je spl-

něna podmı́nka (2) pro styk. Platı́ tedy

(5) F
(
f̄1(t), f̄2(t)

)
= 0

pro všechna t, takže všechny derivace složené funkce na levé straně jsou nulové.
Také funkce Φ je složená, přičemž vnějšı́ složkou je tatáž funkce F (x, y) a vnitřnı́
složky jsou f1(t), f2(t). Podle předpokladu o styku jsou derivace až do řádu k
vnitřnı́ch složek v bodě t0 stejné jako u f̄1(t) a f̄2(t), takže platı́ (4).
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Obráceně, necht’ platı́ (4). Předpokládejme ∂F (x0,y0)
∂y 6= 0. Křivku C̄ budeme

lokálně parametrizovat ve tvaru
(
f1(t), g(t)

)
, kde g(t) je určeno rovnicı́

(6) F
(
f1(t), g(t)

)
= 0 .

To je možné udělat. Uvažujme totiž funkci

G(t, y) = F
(
f1(t), y

)
,

která je definována na jistém okolı́ V bodu (t0, y0). Platı́

∂G(t0, y0)

∂y
=
∂F (x0, y0)

∂y
6= 0 ,

takže můžeme použı́t větu o implicitnı́ funkci na rovnici G(t, y) = 0. Je třeba
dokázat

(7)
dif2(t0)

dti
=
dig(t0)

dti
, i = 1, . . . , k .

Na V × R uvažujme funkci třı́ proměnných

H(t, y, z) = G(t, y) − z .

Platı́ H(t0, y0, 0) = 0 a ∂H(t0,y0,0)
∂y = ∂G(t0,y0)

∂y 6= 0, takže podle věty o implicitnı́
funkci lokálně lze z rovnice H = 0 jednoznačně vypočı́tat y = K(t, z). Protože
G
(
t, g(t)

)
= 0 a G

(
t, f2(t)

)
= Φ(t), platı́

g(t) = K(t, 0) a f2(t) = K
(
t,Φ(t)

)
.

Podobně jako v prvnı́ části důkazu máme zde stejnou vnějšı́ složku K(t, z).
Derivace konstantnı́ funkce t 7→ 0 a funkce Φ(t) až do řádu k v bodě t0 splývajı́,
protože jsou nulové. Podle pravidla o derivovánı́ složené funkce z (4) plyne
(7).

2.6. Zkoumejme nynı́, jak nejlépe lze aproximovat libovolnou rovinnou křivku C
v daném bodě p pomocı́ kružnice.

Definice. Kružnici, která má v bodě p ∈ C styk 2. řádu s křivkou C , nazýváme
oskulačnı́ kružnice v bodě p.

2.7 Věta. V neinflexnı́m bodě existuje právě jedna oskulačnı́ kružnice.
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Důkaz. Označme (a, b) střed a r poloměr kružnice. Jejı́ rovnice tedy je

(8) (x− a)2 + (y − b)2 − r2 = 0 .

Užitı́m věty 5 nalezneme podmı́nku, aby (8) měla s křivkou danou parametricky(
f1(t), f2(t)

)
v bodě t0 styk 2. řádu. Máme

Φ(t) =
(
f1(t)− a

)2
+
(
f2(t)− b

)2 − r2 ,

Φ′(t) = 2(f1 − a)f ′1 + 2(f2 − b)f ′2 ,

Φ′′(t) = 2(f ′1)
2 + 2(f1 − a)f ′′1 + 2(f

′
2)
2 + 2(f2 − b)f ′′2 .

Souřadnice a, b jsou řešenı́m rovnic Φ′ = 0, Φ′′ = 0, které po úpravě majı́ tvar

(9)
af ′1 + bf

′
2 = f1f

′
1 + f2f

′
2 ,

af ′′1 + bf
′′
2 = f1f

′′
1 + f2f

′′
2 + f

′2
1 + f

′2
2 .

V neinflexnı́m bodě jsou vektory (f ′1, f
′
2) a (f ′′1 , f

′′
2 ) lineárně nezávislé, takže

determinant soustavy (9) je nenulový a tyto rovnice určujı́ jedinou dvojici (a, b).
Poloměr r pak spočteme z rovnice Φ = 0.

2.8 Věta. Pro poloměr r oskulačnı́ kružnice platı́

(10) r2 =
(f ′21 + f

′2
2 )
3

(f ′1f
′′
2 − f ′2f

′′
1 )
2

Důkaz. Výpočtem (vhodné je užı́t Cramerovo pravidlo) z (9) dostáváme

a = f1 −
f ′2(f

′2
1 + f

′2
2 )∣∣∣∣

f ′1 f ′2
f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣
, b = f2 +

f ′1(f
′2
1 + f

′2
2 )∣∣∣∣

f ′1 f ′2
f ′′1 f ′′2

∣∣∣∣
.

Formule r2 = (f1 − a)2 + (f2 − b)2 pak dává (10).

2.9. V inflexnı́m bodě oskulačnı́ kružnice neexistuje. V inflexnı́m bodě má tečna
styk 2. řádu s danou křivkou, takže podle 1.21 by musela mı́t styk 2. řádu také
s oskulačnı́ kružnicı́. Jednoduchý výpočet však ukazuje, že kružnice má se svou
tečnou styk jen 1. řádu.

Opravdu, souřadnou soustavu můžeme zvolit tak, že kružnice má
parametrické vyjádřenı́ x = r cos t, y = r sin t. Jejı́ tečna v bodě
t = 0 má rovnici x− r = 0. Máme tedy Φ(t) = r cos t− r. Platı́
Φ(0) = 0, Φ′(0) = −r sin 0 = 0, ale Φ′′(0) = r cos 0 6= 0.

y

x
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2.10 Definice. Necht’r je poloměr oskulačnı́ kružnice v neinflexnı́m bodě p ∈ C .
Čı́slo κ = 1

r nazýváme křivost křivky C v bodě p. V inflexnı́m bodě definujeme
křivost κ = 0.

Název vycházı́ z toho, že čı́m má kružnice menšı́ poloměr, tı́m je “křivějšı́”.
Střed oskulačnı́ kružnice se také nazývá střed křivosti křivkyC v uvažovaném

bodě.

2.11 Definice. Neinflexnı́ bod p ∈ C , v němž oskulačnı́ kružnice má s C styk
3. řádu, nazýváme vrchol křivky.

V bodě 16 ukážeme, že u elipsy jsou vrcholy v tomto obecném pojetı́ právě
jejı́ klasické vrcholy.

Oskulačnı́ kružnice ve vrcholu křivky se též nazývá hyperoskulačnı́.

2.12. Uvažujme dále jako parametr oblouk s. Podle 1.26 a důkazu věty 1.27
je vektor e1 =

df
ds jednotkový a vektor de1

ds =
d2f
ds2

je na něj kolmý. Přitom

charakteristikou inflexnı́ho bodu f(s0) je de1(s0)
ds = o.

V neinflexnı́m bodě f(s0) označı́me jako e2(s0) jednotkový vektor souhlasně
rovnoběžný s de1(s0)

ds . Tedy e1(s0) a e2(s0) je dvojice ortonormálnı́ch vektorů.

Věta. Platı́
∥∥de1(s0)

ds

∥∥ = κ(s0) a střed oskulačnı́ kružnice ležı́ na polopřı́mce
určené bodem f(s0) a vektorem e2(s0).

Důkaz. To sice lze odvodit z výrazů pro střed oskulačnı́ kružnice z bodu 8, ale
pro dalšı́ úvahy bude užitečné provést celý výpočet s určitým zjednodušenı́m
ještě jednou. Vı́me, že střed oskulačnı́ kružnice ležı́ na normále, takže je tvaru
f(s0) + re2(s0), kde r ∈ R je nějaké čı́slo. Rovnici kružnice o tomto středu
a poloměru r napı́šeme ve tvaru skalárnı́ho součinu

(
z − f(s0)− re2(s0), z − f(s0)− re2(s0)

)
− r2 = 0 ,

kde z = (x, y) je libovolný bod roviny. Pro výpočet styku tedy užijeme funkci

Φ(s) =
(
f(s)− f(s0)− re2(s0), f(s)− f(s0)− re2(s0)

)
− r2 .

Derivacı́ dostáváme, při použitı́ 1.6,

1

2

dΦ

ds
=
(
e1(s), f(s)− f(s0)− re2(s0)

)
.

Podmı́nky Φ(s0) = 0 a dΦ(s0)
ds = 0 jsou splněny; geometricky je to důsledek toho,

že střed volı́me na normále. Dalšı́m derivovánı́m dostáváme

(11)
1

2

d2Φ

ds2
=
(de1(s)

ds
, f(s)− f(s0)− re2(s0)

)
+
(
e1(s), e1(s)

)
.
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Anulovánı́ v bodě s0 dává

(12) r
(de1(s0)

ds
, e2(s0)

)
= 1 .

Protože vektor de1(s0)ds je souhlasně rovnoběžný s vektorem e2(s0), skalárnı́ součin
ve (12) je roven velikosti tohoto vektoru. Naše tvrzenı́ je pak přı́mým důsledkem
definice 10.

2.13 Důsledek. Platı́ de1(s)ds = κ(s)e2(s).

Důkaz. V neinflexnı́m bodě to plyne z věty 12, v inflexnı́m bodě z 1.27.

2.14 Věta. Platı́ de2(s)ds = −κ(s)e1(s).

Důkaz. Protože e2 je jednotkový vektor, máme (e2, e2) = 1. Derivovánı́m dosta-
neme

(
e2,

de2
ds

)
= 0. Tedy vektor de2

ds je kolmý k e2, takže de2
ds = ce1. Protože

vektory e1 a e2 jsou kolmé, platı́ (e1, e2) = 0. Derivovánı́m dostáváme

0 =
(de1
ds

, e2

)
+
(
e1,

de2
ds

)
= κ + c .

2.15 Věta. Bod f(s0) je vrcholem křivky, právě když platı́ dκ(s0)ds = 0.

Důkaz. Pokračujme ve výpočtu z věty 12 s užitı́m důsledku 13. Máme tedy

1

2

d2φ

ds2
= κ(s)

(
e2(s), f(s)− f(s0)− re2(s0)

)
+ 1 .

Dalšı́m derivovánı́m dostáváme podmı́nku styku 3. řádu

0 =
1

2

d3φ(s0)

ds3
=
dκ(s0)

ds
· (−r) + κ(s0)

[(
− κ(s0)e1(s0),−re2(s0)

)]
.

Z kolmosti vektorů e1(s0), e2(s0) a r 6= 0 plyne naše tvrzenı́.

2.16 Důsledek. V libovolné parametrizaci f(t) křivky C platı́, že neinflexnı́ bod
f(t0) je vrcholem, právě když dκ(t0)

dt = 0.

Důkaz. Přechod od t k s se děje reparametrizacı́ t = ϕ(s), t0 = ϕ(s0). Podle
pravidla pro derivovánı́ složené funkce máme

dκ(ϕ(s0))

ds
=
dκ(t0)

dt

dϕ(s0)

ds
.

Protože jde o reparametrizaci, je dϕ(s0)
ds 6= 0.
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Odtud zejména plyne, že vrcholy elipsy ve smyslu di-
ferenciálnı́ geometrie jsou jejı́ klasické vrcholy, protože
křivost v nich zřejmě dosahuje maxima resp. minima.

2.17 Věta. Jednoduchá křivka, jejı́ž každý bod je vrcholem, je částı́ kružnice.

Důkaz. Pro střed oskulačnı́ kružnice máme c(s) = f(s) + 1
κ
e2(s). Je-li každý

bod vrcholem, κ je konstantnı́ a derivovánı́m dostáváme, s užitı́m bodu 13,

dc(s)

ds
= e1(s)−

1

κ
κe1(s) = o .

Je to tedy pevný bod a rovněž poloměr 1
κ

je konstantnı́. Všechny oskulačnı́ kružnice
tedy splývajı́ a křivka na této kružnici ležı́.

2.18 Definice. Vzorce

(13)
df

ds
= e1 ,

de1
ds
= κe2 ,

de2
ds
= −κe1

nazýváme Frenetovy rovnice rovinné křivky C bez inflexnı́ch bodů. “Pohyblivý”
repér

(
f(s), e1(s), e2(s)

)
nazýváme Frenetův repér křivky C .

2.19. Nynı́ ukážeme, jak lze vzorců (13) využı́t k charakterizovánı́ shodnosti
roviných křivek.

Definice. Křivky C , C̄ ⊂ E2 nazýváme shodné, jestliže existuje takové shodné
zobrazenı́ ϕ : E2 → E2, že platı́ ϕ(C) = C̄ .

2.20 Věta. Necht’C a C̄ jsou křivky bez inflexnı́ch bodů, f : I → E2, f̄ : I → E2
jsou jejich parametrizace obloukem na společném intervalu I a κ(s), κ̄(s) jsou
jejich křivosti. Pak křivky C a C̄ jsou shodné, právě když κ = κ̄ je tatáž funkce
na I .

Důkaz. Z jedné strany je to jasné: shodné zobrazenı́ převádı́ oblouk na oblouk
a zachovává styk, takže poloměry oskulačnı́ch kružnic v odpovı́dajı́cı́ch bo-
dech musı́ být stejné. Obráceně, uvažujme C resp. C̄ s Frenetovým repérem(
f(s), e1(s), e2(s)

)
resp.

(
f̄(s), ē1(s), ē2(s)

)
. Vedle (13) platı́ také

(14)
df̄

ds
= ē1 ,

dē1
ds
= κē2 ,

dē2
ds
= −κē1

s týmž κ. Tedy (13) a (14) je tatáž soustava diferenciálnı́ch rovnic pro šestici
čı́selných funkcı́, které jsou složkami f , e1 a e2. Pro s0 ∈ I je f(s0), e1(s0),
e2(s0) stejně jako f̄(s0), ē1(s0), ē2(s0) bod a dvojice ortonormálnı́ch vektorů.
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Existuje tedy jediná shodnost ϕ : E2 → E2, která převádı́ f(s0) do f̄(s0), e1(s0)
do ē1(s0) a e2(s0) do ē2(s0). Pak parametrizace f̄ : I → E2 křivky C̄ spolu
s vektorovými funkcemi ē1(s) a ē2(s) a parametrizace ϕ◦f : I → E2 křivkyϕ(C)
spolu s vektorovými funkcemi ϕ◦e1 aϕ◦e2 splňujı́ tutéž soustavu diferenciálnı́ch
rovnic se stejnými počátečnı́mi podmı́nkami. Podle věty o jednoznačnosti řešenı́
soustavy diferenciálnı́ch rovnic platı́ f̄ = ϕ◦f , ē1 = ϕ◦e1, ē2 = ϕ◦e2. Z prvnı́ho
vztahu f̄ = ϕ ◦ f plyne C̄ = ϕ(C).

2.21 Přı́klad. Podmı́nka, že křivky C i C̄ jsou bez inflex-
nı́ch bodů, je podstatná. Uvažujme křivky zadané expli-
citně y = x3 a y = |x|3, x ∈ (−∞,∞). Obě jsou třı́dy
C2 a majı́ stejnou křivost jako funkci oblouku, ale shodné
nejsou.

2.22. Následujı́cı́ tvrzenı́ se stručně vyjadřuje slovy, že křivost rovinné křivky
můžeme zadat libovolně.

Věta. Necht’κ : I → R je kladná funkce. Pak lokálně existuje taková křivka C
parametrizovaná obloukem na I , že κ je jejı́ křivost.

Idea důkazu: Řešı́me soustavu diferenciálnı́ch rovnic (13).

Poznámka. Globálně tato křivka nemusı́ být jednoduchá. Napřı́klad, je-li κ = 1
r

konstanta, řešenı́m přı́slušné soustavy diferenciálnı́ch rovnic je kružnice x =
r cos sr , y = r sin sr , kterou pro s ∈ (−∞,∞) obı́háme stále dokola.

2.23. Závěrem uvedeme jeden globálnı́ výsledek o rovinných křivkách. Připomı́-
náme, že podmnožinu vE2 nazýváme omezenou, jestliže celá ležı́ uvnitř nějakého
kruhu.

Definice. Rovinná křivkaC třı́dyCr se nazývá ovál třı́dyCr , je-li hranicı́ omezené
konvexnı́ množiny v E2.

Přı́klady: (i) (ii)

2.24. Věta (o čtyřech vrcholech). Každý ovál C třı́dy C3 bez inflexnı́ch bodů má
alespoň čtyři vrcholy.

Důkaz. Uvažujme C parametrizováno obloukem f(s) =
(
f1(s), f2(s)

)
na inter-

valu s ∈ [0, a], přičemž pro s = a docházı́ k opětovnému spojenı́ f(0) = f(a)
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uvažovaného oválu. Tedy křivost κ je fakticky definována na uzavřeném intervalu,
takže dosahuje svého maxima a minima. To dává dva vrcholy oválu C . Můžeme
předpokládat, že pro s = 0 má κ minimum a v nějakém bodě o parametru

x

y

0 b

b ∈ (0, a) má κ maximum. Zvolme f(0) za počátek, bod f(b)
na ose x a orientaci osy y tak, že platı́ f2(s) > 0 pro s ∈ (0, b)
(platı́-li to pro nějaký bod, platı́ to pro všechny podle konvexity).

Pak f2(s) < 0 pro s ∈ (b, a) rovněž podle konvexity.
Přı́pad κ(0) = κ(b), tedy κ je konstantnı́, odpovı́dá podle věty 17 kružnici,

kterou můžeme z dalšı́ch úvah vyloučit.
Předpokládejme nynı́, že f(0) a f(b) jsou jediné dva vrcholy. Pak dκ

ds > 0 na
(0, b) a dκ

ds < 0 na (b, a). Integrace per partes daná

0 <

∫ a

0

dκ

ds
f2ds =

[
κf2

]a
0
−
∫ a

0
κ
df2
ds

ds .

Ale
[
κf2

]a
0
= 0, protože f(0) = f(a) a κ(0) = κ(a).

Rozepišme vztah de1
ds = κe2. Máme e1 =

(df1
ds ,

df2
ds

)
. Protože e2 je jednotkový

vektor kolmý k e1, platı́ e2 = ±
(df2
ds ,−

df1
ds

)
, takže d2f1

ds2 = ±κ
df2
ds . Tedy

0 < −
∫ a

0
κ
df2
ds

ds = ±
∫ a

0

d2f1
ds2

ds = ±
[df1
ds

]a
0
= 0 ,

nebot’ df1(0)ds = df1(a)
ds podle periodicity parametrického vyjádřenı́ oválu. A to je

spor.
Fakticky jsme ukázali, že existuje ještě dalšı́ bod, v němž dκ

ds měnı́ znaménko,
takže κ v něm má bud’ maximum nebo minimum. Ale maxima a minima se
vyskytujı́ ve dvojicı́ch. Odtud plyne existence čtvrtého vrcholu.
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3 Obálka soustavy rovinných křivek

3.1. Uvažujme jednoparametrickou soustavu rovinných křivek určených rovnicı́

(1) F (x, y, t) = 0 ,

t ∈ I , kde F (x, y, t) je funkce třı́dy C1 definovaná na otevřené množině U ⊂ R
3.

Křivku o rovnici F (x, y, t0) = 0 značı́me Ct0 , t0 ∈ I , takže o (1) hovořı́me také
jako o soustavě křivek (Ct).

3.2. Společné body křivek Ct a Cs, t 6= s jsou určeny dvojicı́ rovnic

F (x, y, t) = 0 , F (x, y, s) = 0 .

Tato soustava rovnic je zřejmě ekvivalentnı́ soustavě

F (x, y, t) = 0 ,
F (x, y, s)− F (x, y, t)

s− t
= 0 .

Uvažujeme-li pevné t, pak v limitě pro s→ t dostáváme rovnice

(2) F (x, y, t) = 0 ,
∂F (x, y, t)

∂t
= 0 .

Definice. Body určené rovnicemi (2) nazýváme charakteristické body na křivce
Ct. Množinu těchto bodů pro všechna t ∈ I nazýváme charakteristická množina
soustavy (Ct).

Z početnı́ho hlediska máme dvě základnı́ možnosti vyjádřenı́ charakteristické
množiny. Když z (2) vyloučı́me parametr t, dostáváme vyjádřenı́ charakteristické
množiny rovnicı́ tvaru G(x, y) = 0. Jestliže z (2) spočteme x a y jako funkce t,
dostáváme parametrické vyjádřenı́ charakteristické množiny.

3.3. Řekneme, že dvě křivky se ve společném bodě dotýkajı́, jestliže v něm majı́
styk 1. řádu, tedy společnou tečnu.

Definice. Křivku D s parametrickým vyjádřenı́m f(t), t ∈ (a, b) ⊂ I nazýváme
obálka soustavy (Ct), jestliže D se v bodě f(t0) dotýká křivky Ct0 pro každé
t0 ∈ (a, b).

3.4 Věta. Každá obálka soustavy (Ct) je podmnožinou jejı́ charakteristické mno-
žiny.
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Důkaz. Podmı́nka, aby bod obálky f(t) =
(
f1(t), f2(t)

)
ležel na křivce Ct, znı́

(3) F
(
f1(t), f2(t), t

)
= 0 .

Podmı́nka splývánı́ tečny k D a tečny k Ct v bodě f(t) má tvar

(4)
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂x

df1(t)

dt
+
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂y

df2(t)

dt
= 0 .

Derivovánı́m (3) dostáváme
(5)
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂x

df1(t)

dt
+
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂y

df2(t)

dt
+
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂t
= 0 .

Odečtenı́m (4) od (5) obdržı́me

(6)
∂F (f1(t), f2(t), t)

∂t
= 0 .

Tedy každá obálka je částı́ charakteristické množiny.

3.5. Probereme velmi jednoduchý přı́klad soustavy kruž-
nic se středy na ose x a konstatnı́m poloměrem r.
Tedy F (x, y, t) = (x − t)2 + y2 − r2 = 0. Pak
∂F
∂t = −2(x − t) = 0. Dosazenı́ x = t do prvnı́ rovnice dává y = ±r. Sa-

mozřejmě, obě tyto přı́mky jsou obálkou.

3.6. Obráceně platı́

Věta. Je-li křivka f(t) řešenı́m soustavy (2), pak je to obálka soustavy (Ct).

Důkaz. Křivka f(t) splňuje (3), takže f(t) ∈ Ct. Derivovánı́m dostáváme (5).
Dále platı́ (6) a odečtenı́m (6) od (5) dostáváme (4). Tedy f(t) se dotýká křivky
Ct.

3.7. Máme-li dvojici funkcı́ x = f1(t), y = f2(t), která je řešenı́m rovnic (2),
pak k tomu, aby šlo o obálku soustavy (Ct), je ještě nutné splněnı́ podmı́nky,
že f(t) =

(
f1(t), f2(t)

)
je křivka. Zejména musı́ platit df

dt 6= o. Na obrázku
máme jednak soustavu kružnic se středy na kružnici o poloměru r a konstantnı́m
poloměrem ̺ < r, kde vnějšı́ a vnitřnı́ obálka jsou kružnice, jednak přı́pad ̺ = r,
kdy vnitřnı́ obálka “degeneruje” v bod.
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3.8. Normály libovolné rovinné křivky C tvořı́ jednoparametrickou soustavu kři-
vek.

Definice. Charakteristickou množinu soustavy normál křivky C nazýváme evo-
luta křivky C .

Věta. Evoluta křivky C bez inflexnı́ch bodů splývá s množinou středů jejı́ch
oskulačnı́ch kružnic.

Důkaz. Označme z = (x, y) libovolný bod v rovině. Křivku C parametrizujme
obloukem a uvažujme jejı́ Frenetův repér e1(s), e2(s) v bodě f(s). Rovnice
normály v bodě f(s) tedy je

(7) F (x, y, s) =
(
e1(s), z − f(s)

)
= 0 .

Užitı́m Frenetových vzorců dostáváme podmı́nku

(8)
∂F

∂s
=
(
κ(s)e2(s), z − f(s)

)
−
(
e1(s), e1(s)

)
= 0 .

Charakteristická množina je řešenı́m rovnic (7) a (8), které budeme hledat geome-
trickým postupem. Z (7) geometricky plyne

z = f(s) + c(s)e2(s) .

Dosazenı́m do (8) dostáváme κ(s)c(s) − 1 = 0, tedy c(s) = 1
κ(s) . To je střed

oskulačnı́ kružnice.

3.9. V předchozı́m výpočtu jsme nalezli parametrické vyjádřenı́ evoluty

z(s) = f(s) +
1

κ(s)
e2(s) .

Tedy
dz

ds
= e1(s)−

κ
′(s)

κ(s)2
e2(s)− e1(s). Pokud κ

′(s) 6= 0, tento vektor je nenu-

lový. To znamená, že v okolı́ bodu, který nenı́ vrcholem, je evoluta křivkou.

Na obrázku máme nakreslenu evolutu elipsy. Jejı́ body vratu
odpovı́dajı́ vrcholům elipsy.
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4 Prostorové křivky a plochy

Křivku v prostoru lze vedle parametrického vyjádřenı́ zadat i jako průsečnici dvou
ploch. Kromě toho, ke studiu prostorových křivek budeme užı́vat také jejich styk
s některými pomocnými plochami. Podáme proto nynı́ obecnou definici plochy
v E3.

4.1. K tomu potřebujeme pojem vektorové funkce dvou proměnných. Pro jedno-
duchost zápisu budeme od počátku uvažovat trojrozměrný euklidovský vektorový
prostor V .

Souřadnice bodu u ∈ R
2 budeme značit (u1, u2). Necht’D ⊂ R

2 je ote-
vřená množina. Zobrazenı́ w : D → V nazýváme vektorová funkce dvou pro-
měnných. Je-li e1, e2, e3 nějaká báze ve V , máme w(u) = w(u1, u2) =
w1(u1, u2)e1 + w2(u1, u2)e2 + w3(u1, u2)e3. Čı́selné funkce w1, w2, w3 na-
zýváme složky vektorové funkce w, pı́šeme

(1) w(u1, u2) =
(
w1(u1, u2), w2(u1, u2), w3(u1, u2)

)
.

Limita a spojitost vektorové funkce w se definujı́ podobně jako v 1.3. Řekneme,
že w má v bodě u0 = (u01, u

0
2) limitu v ∈ V , jestliže ke každému ε > 0 existuje

δ > 0 takové, že z |u1 − u01| < δ, |u2 − u02| < δ, (u1, u2) 6= (u01, u02) plyne
‖w(u1, u2) − v‖ < ε. Pı́šeme lim

u→u0
w(u) = v. Spojitost w v bodě u0 znamená

lim
u→u0

w(u) = w(u0).

4.2. Parciálnı́ derivace vektorové funkce w definujeme předpisem

∂w(u0)

∂u1
= lim

u1→u0
1

w(u1, u
0
2)− w(u01, u

0
2)

u1 − u01

∂w(u0)

∂u2
= lim

u2→u0
2

w(u01, u2)− w(u01, u
0
2)

u2 − u02

Parciálnı́ derivace vyššı́ho řádu ∂kw

∂ui
1
∂uj
2

, i+ j = k, se definujı́ obvyklou iteracı́.

Stejně jako v 1.5 platı́, že vektorová funkce je spojitá, právě když jsou spojité
všechny jejı́ složky. Analogická tvrzenı́ platı́ i pro limitu a parciálnı́ derivace.
Zejména při vyjádřenı́ (1) máme

∂1w : =
∂w

∂u1
=
(∂w1
∂u1

,
∂w2
∂u1

,
∂w3
∂u1

)
, ∂2w : =

∂w

∂u2
=
(∂w1
∂u2

,
∂w2
∂u2

,
∂w3
∂u2

)

a podobně pro parciálnı́ derivace vyššı́ho řádu.
Řı́káme, že funkcew : D → V je třı́dyCr , má-li vD spojité parciálnı́ derivace

až do řádu r včetně.
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4.3. Vezměme jako V zaměřenı́ prostoru E3. Zvolme pomocný počátek P ∈
E3. Pak zobrazenı́ f : D → E3 určuje průvodič, kterým je vektorová funkce−→
Pf : D → V ,

−→
Pf(u) =

−−−−→
Pf(u). Definujeme

(2) ∂1f =
∂f

∂u1
=
∂(
−→
Pf)

∂u1
, ∂2f =

∂f

∂u2
=
∂(
−→
Pf)

∂u2
.

Podobně jako v 1.7 to nezávisı́ na volbě počátku P .
(2) jsou vektorové funkce dvou proměnných. Iteracı́ zavádı́me

(3) ∂11f =
∂2f

∂u1∂u1
, ∂12f =

∂2f

∂u1∂u2
, ∂22f =

∂2f

∂u2∂u2

a podobně ve vyššı́m řádu.

4.4 Definice. Množinu S ⊂ E3 nazýváme jednoduchá plocha třı́dy Cr, jestliže
existuje otevřená množina D ⊂ R

2 a injektivnı́ zobrazenı́ f : D → E3 třı́dy Cr

takové, že vektory ∂1f a ∂2f jsou lineárně nezávislé v každém bodě množiny D,
a platı́ S = f(D).

f S
D

R
2

Řı́káme, že f je parametrické vyjádřenı́ plochy S aD je oblast parametrů.

Podmı́nku, že vektory ∂1f a ∂2f jsou lineárně nezávislé, zapisujeme ve tvaru
∂1f×∂2f 6= o, kde× značı́ vektorový součin. Význam této podmı́nky si vyjasnı́me
na parametrickém vyjádřenı́ roviny v E3. Vezměme D = R

2 a pišme

f = P + u1a + u2b , P ∈ E3 , a, b ∈ V, u1, u2 ∈ R .

V souřadnicı́ch (x, y, z) na E3 máme

x = p1 + u1a1 + u2b1 , y = p2 + u1a2 + u2b2 , z = p3 + u1a3 + u2b3 .

Pak ∂1f = a a ∂2f = b. Z analytické geometrie vı́me, že f určuje rovinu, právě
když vektory a, b jsou lineárně nezávislé. Při lineárnı́ závislosti dostáváme jen
přı́mku, v přı́padě a = b = o dokonce jen bod P .

4.5. Máme-li funkci dvou proměnných z = f(x, y) třı́dy Cr na D ⊂ R
2, pak jejı́

graf f̄(x, y) =
(
x, y, f(x, y)

)
, f̄ : D → R

3 je jednoduchá plocha třı́dy Cr. Máme

totiž ∂1f̄ =
(
1, 0, ∂f∂x

)
, ∂2f̄ =

(
0, 1, ∂f∂y

)
a tyto dva vektory jsou všude lineárně

nezávislé. V tomto přı́padě hovořı́me o explicitnı́m zadánı́ plochy.
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4.6 Definice. Podmnožinu S ⊂ E3 nazýváme plocha třı́dy Cr, jestliže pro každé
p ∈ S existuje takové jeho okolı́ U , že U ∩ S je jednoduchá plocha třı́dy Cr.

Přı́klady.

a) b) c) d)

z = x2+y2 x2 + y2 + z2 = r2 anuloid x2 + y2 = r2

a) Rotačnı́ paraboloid je globálně jednoduchá plocha. b) Sféra je plocha, ale
ne jednoduchá. c) Anuloid je plocha, která vzniká rotacı́ kružnice podle osy, která
ležı́ ve stejné rovině a má s nı́ prázdný průnik. Fyzickým modelem je pneumatika.
d) Také rotačnı́ válcová plocha je zajı́mavým globálnı́m přı́kladem plochy.

4.7. Úmluva. Dále budeme předpokládat, že třı́da r uvažované plochy nebo funkce
je dostatečně vysoká pro námi prováděné úvahy a zpravidla se o nı́ nebudeme
zmiňovat.

4.8. Křivku na ploše zadáváme zpravidla v oblasti D parametrů u = u(t), tj.
u1 = u1(t), u2 = u2(t), t ∈ I . Na ploše S = f(D) pak máme křivku f

(
u(t)

)
=

f
(
u1(t), u2(t)

)
.

Věta. Tečny všech křivek na ploše S v jejı́m bodě p vyplnı́ rovinu, kterou nazý-
váme tečná rovina plochy S v bodě p.

Důkaz. Necht’ p = f(u0). Vektor rychlosti pohybu f
(
u(t)

)
, u(t0) = u0 stano-

vı́me podle pravidla pro derivovánı́ složené funkce

(4)
df(u1(t0), u2(t0))

dt
=
∂f(u0)

∂u1

du1(t0)

dt
+
∂f(u0)

∂u2

du2(t0)

dt
.

Je to tedy lineárnı́ kombinace vektorů ∂1f(u0) a ∂2f(u0). Obráceně, pro libovolný
vektor a = a1∂1f(u0)+a2∂2f(u0) stačı́ vzı́t pohyb u(t) =

(
u1(t), u2(t)

)
takový,

že du1(t0)
dt = a1,

du2(t0)
dt = a2. Uvažované tečny tedy vyplnı́ celou rovinu určenou

bodem p a vektory ∂1f(u0) a ∂2f(u0).

Tečnou rovinu plochy S v bodě p označı́me τpS, jejı́ zaměřenı́ TpS nazýváme
tečný vektorový prostor k S v bodě p.

Předchozı́ věta ukazuje geometrický smysl podmı́nky lineárnı́ nezávislosti
vektorů ∂1f a ∂2f , která zajišt’uje existenci tečné roviny.
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4.9. V následujı́cı́ch úvahách zafixujme souřadnou soustavu (x, y, z), takže E3 ≈
R
3.

Věta. Necht’U ⊂ R
3 je otevřená množina aF : U → R je funkce třı́dyCr taková,

že množina S o rovnici F (x, y, z) = 0 je neprázdná a platı́

∂F (x0, y0, z0) :=
(∂F (x0, y0, z0)

∂x
,
∂F (x0, y0, z0)

∂y
,
∂F (x0, y0, z0)

∂z

)
6= o

pro každé (x0, y0, z0) ∈ S. Pak S je plocha třı́dy Cr.

Důkaz. Necht’F (x0, y0, z0) = 0 a třebas ∂F (x0,y0,z0)
∂z 6= 0. Podle věty o implicitnı́

funkci můžeme z rovnice F (x, y, z) = 0 lokálně spočı́tat z = f(x, y), kde f
je rovněž funkce třı́dy Cr. To je lokálně explicitnı́ vyjádřenı́ plochy S. Je-li
∂F (x0,y0,z0)

∂y 6= 0 resp. ∂F (x0,y0,z0)
∂x 6= 0, můžeme lokálně spočı́tat y = g(x, z)

resp. x = h(y, z).

Bod (x0, y0, z0), v němž ∂F (x0, y0, z0) = o nazýváme singulárnı́ bod mno-
žiny F (x, y, z) = 0.

4.10. Přı́klady. (i) V přı́padě F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − a máme podobnou
situaci jako v 2.3. Pro a < 0 je množina F (x, y, z) = 0 prázdná. Pro a = 0 tuto
rovnici splňuje jen počátek, který je singulárnı́m bodem. Pro a > 0 máme sféru
o středu v počátku a poloměru

√
a. Vektor ∂F = (2x, 2y, 2z) je ve všech jejı́ch

bodech nenulový.
(ii) Uvažujme rotačnı́ kuželovou plochu

F (x, y, z) = z2 − x2 − y2 = 0.

Bod (0, 0, 0) je jeho jediným singulárnı́m bodem. Všim-
něme si, že v něm neexistuje tečná rovina kuželové plochy.

x
y

z

4.11 Věta. Rovnice tečné roviny plochy S o rovnici F (x, y, z) = 0 v jejı́m bodě
(x0, y0, z0) je
(5)
∂F (x0, y0, z0)

∂x
(x−x0)+

∂F (x0, y0, z0)

∂y
(y−y0)+

∂F (x0, y0, z0)

∂z
(z−z0) = 0 .

Důkaz. Necht’křivka
(
f1(t), f2(t), f3(t)

)
ležı́ na S a pro t = t0 procházı́ bodem

(x0, y0, z0). Tedy
F
(
f1(t), f2(t), f3(t)

)
= 0 .

Derivovánı́m této složené funkce a dosazenı́m t = t0 dostáváme
(6)
∂F (x0, y0, z0)

∂x

df1(t0)

dt
+
∂F (x0, y0, z0)

∂y

df2(t0)

dt
+
∂F (x0, y0, z0)

∂z

df3(t0)

dt
= 0 .
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Tedy normálový vektor roviny (5) je kolmý k tečnému vektoru libovolné křivky
na S, takže (5) je tečná rovina.

4.12 Definice. Uvažujme plochu S. Přı́mku NpS jdoucı́ bodem p ∈ S a kolmou
k tečné rovině τpS nazýváme normála plochy S v bodě p.

Tedy vektor ∂F (x0, y0, z0) je směrový vektor normály plochy F (x, y, z) = 0
v jejı́m bodě (x0, y0, z0). Podmı́nka ∂F 6= o geometricky zaručuje existenci tečné
roviny stejně jako podmı́nka ∂1f × ∂2f 6= o při parametrickém vyjádřenı́ plochy.

4.13. Budeme se zabývat otázkou, kdy průnik dvou ploch

(7) F (x, y, z) = 0 , G(x, y, z) = 0

je křivka.

Věta. Necht’U ⊂ R
3 je otevřená množina a F , G : U → R jsou funkce třı́dy

Cr takové, že množina C o rovnicı́ch (7) je neprázdná a vektory ∂F (x0, y0, z0)
a ∂G(x0, y0, z0) jsou lineárně nezávislé pro každé (x0, y0, z0) ∈ C . Pak C je
křivka třı́dy Cr.

Důkaz. Protože vektory ∂F a ∂G jsou lineárně nezávislé, v matici

(8)

(
∂F
∂x

∂F
∂y

∂F
∂z

∂G
∂x

∂G
∂y

∂G
∂z

)

je aspoň jeden subdeterminant 2. řádu nenulový. Je-li to subdeterminant
∣∣∣∣∣

∂F
∂y

∂F
∂z

∂G
∂y

∂G
∂z

∣∣∣∣∣ ,

můžeme podle zobecněné věty o implicitnı́ funkci z (7) lokálně spočı́tat y = f(x)
a z = g(x), přičemž f a g jsou opět funkce třı́dy Cr. (Tuto větu lze nalézt v bodě
2.6 skripta “Úvod do globálnı́ analýzy”, které je v seznamu literatury uvedeno
jako [5].) Tedy

(
t, f(t), g(t)

)
je lokálně parametrické vyjádřenı́ křivky určené

rovnicemi F = 0,G = 0. Je-li jiný ze subdeterminantů 2. řádu nenulový, můžeme
lokálně vyjádřit x a z jako funkce y nebo x a y jako funkce z.

4.14. Zmı́něné užitı́ zobecněné věty o implicitnı́ funkci budeme ilustrovat na
nejjednoduššı́m přı́kladu dvou lineárnı́ch rovnic

F (x, y, z) = a1x+ a2y + a3z = 0 ,

G(x, y, z) = b1x+ b2y + b3z = 0 .
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V tomto přı́padě ∣∣∣∣∣

∂F
∂y

∂F
∂z

∂G
∂y

∂G
∂z

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣
a nenulovost tohoto determinantu zaručuje možnost užitı́ Cramerova pravidla
k výpočtu y a z.

4.15. Geometricky věta 13 řı́ká, že průnik dvou ploch S1 a S2 je lokálně křivkou
v okolı́ takového bodu p ∈ S1 ∩ S2, v němž tečné roviny τpS1 a τpS2 jsou různé.

Jednoduchý přı́klad dvou dotýkajı́cı́ch se sfér, jejichž průnik je jediný bod,
ukazuje, že tato podmı́nka je nezbytná.

Zajı́mavým přı́kladem je tzv. Vivianiho křivka, která je průnikem sféry a vál-
cové plochy o polovičnı́m poloměru, který procházı́ středem sféry, viz pohled
shora a). Tečné roviny obou ploch jsou různé s výjimkou bodu A. Zde také průnik
obou ploch nenı́ lokálně křivka v našem pojetı́, viz pohled zepředu b) a celkový
pohled c).

a)

A

b)
A

c)

4.16. Definice styku křivky s plochou se redukuje na styk dvou křivek.

Definice. Řekneme, že křivkaC a plocha S majı́ ve společném bodě p styk k-tého
řádu, jestliže na S existuje taková křivka C̄, že C a C̄ majı́ v bodě p styk k-tého
řádu.

Snadno se nahlédne, že C a S majı́ styk 1. řádu, právě když tečna křivky ležı́
v tečné rovině plochy.

4.17. Následujı́cı́ jednoduché početnı́ kritérium pro vyšetřovánı́ styku křivky s plo-
chou je podobné větě 2.5. Necht’S je dána rovnicı́ F (x, y, z) = 0 a C je dána
parametricky

(
f1(t), f2(t), f3(t)

)
.

Věta. Necht’f(t0) = (x0, y0, z0) je společný bod křivky C a plochy S. Sestrojme
funkci Φ(t) = F

(
f1(t), f2(t), f3(t)

)
. Pak C a S majı́ v bodě f(t0) styk řádu k,

právě když platı́

(9)
diΦ(t0)

dti
= 0 , i = 1, . . . , k .
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Důkaz. Necht’f̄(t) je parametrizace křivky C̄ na ploše S taková, že derivace f(t)
a f̄(t) pro t = t0 splývajı́ až do řádu k. Protože C̄ ležı́ na S, platı́

(10) F
(
f̄1(t), f̄2(t), f̄3(t)

)
= 0 ,

takže všechny derivace levé strany podle t jsou nulové. Funkce Φ(t) a (10) majı́
stejnou vnějšı́ složku F (x, y, z) a derivace vnitřnı́ch složek až do řádu k splývajı́
podle podmı́nky styku. Platı́ tedy (9).

Obráceně, necht’ třebas ∂F (x0,y0,z0)
∂z 6= 0. Podle věty o implicitnı́ funkci,

rovnice
F
(
f1(t), f2(t), z

)
= 0

určuje lokálně funkci z = g(t) a křivka C̄ ≡
(
f1(t), f2(t), g(t)

)
ležı́ na S. Stačı́

dokázat

(11)
dif3(t0)

dti
=
dig(t0)

dti
, i = 1, . . . , k .

Označme G(t, z) = F
(
f1(t), f2(t), z

)
. To je funkce definovaná na jistém okolı́

V bodu (t0, z0). Na V × R uvažujme funkci 3 proměnných

(12) H(t, z, w) = G(t, z) − w .

Podle věty o implicitnı́ funkci lze z rovnice H(t, z, w) = 0 lokálně spočı́tat
z = K(t, w). Protože G

(
t, g(t)

)
= 0 a G

(
t, f3(t)

)
= Φ(t), platı́

g(t) = K(t, 0) a f3(t) = K
(
t,Φ(t)

)
.

Stejně jako v důkazu věty 2.5 odtud plyne (11).
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5 Frenetův repér prostorové křivky

Uvažujeme křivku C ⊂ E3.

5.1 Věta. V neinflexnı́m bodě p ∈ C existuje jediná rovina ω, která má s C styk
2. řádu. Nazýváme ji oskulačnı́ rovina křivky C v bodě p.

Důkaz. Vezměme parametrické vyjádřenı́ f(t) =
(
f1(t), f2(t), f3(t)

)
křivky C

a libovolnou rovinu ax+ by + cz + d = 0. Podle 4.17 sestrojı́me funkci

Φ(t) = af1(t) + bf2(t) + cf3(t) + d .

Pro styk 2. řádu máme podmı́nky Φ(t0) = 0 a

dΦ(t0)

dt
= a

df1(t0)

dt
+ b

df2(t0)

dt
+ c

df3(t0)

dt
= 0 ,

d2Φ(t0)

dt2
= a

d2f1(t0)

dt2
+ b

d2f2(t0)

dt2
+ c

d2f3(t0)

dt2
= 0 .

Tyto podmı́nky znamenajı́, že normálový vektor (a, b, c) hledané roviny je kolmý

k vektorům df(t0)
dt a d2f(t0)

dt2
. Protože tyto dva vektory jsou lineárně nezávislé, je

uvažovaná rovina určena jednoznačně.

Podobně jako u oskulačnı́ kružnice rovinné křivky, podmı́nka styku 2. řádu
oskulačnı́ roviny s prostorovou křivkou znamená, že oskulačnı́ rovina se ze všech
rovin nejvı́ce přibližuje uvažované křivce.

5.2 Důsledek. V neinflexnı́m bodě f(t0) je zaměřenı́ oskulačnı́ roviny určeno

vektory df(t0)
dt a d2f(t0)

dt2 .
Jejı́ rovnici lze tedy psát ve tvaru

∣∣∣∣∣∣

x− f1(t0), y − f2(t0), z − f3(t0)
f ′1(t0), f ′2(t0), f ′3(t0)
f ′′1 (t0), f ′′2 (t0), f ′′3 (t0)

∣∣∣∣∣∣
= 0 .

5.3. Nynı́ můžeme v neinflexnı́m bodě p ∈ C definovat tyto objekty:

(i) Rovinu ν bodem p kolmou k tečně nazýváme normá-
lová rovina.
(ii) Průsečnici n = ν ∩ ω normálové roviny s oskulačnı́
rovinou nazýváme hlavnı́ normála.
(iii) Přı́mku b bodem p kolmou k oskulačnı́ rovině nazý-
váme binormála.
(iv) Rovinu ̺ určenou tečnou a binormálou nazýváme
rektifikačnı́ rovina. t

n

b

ω

ν
ρ

p
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5.4 Definice. Neinflexnı́ bod p ∈ C nazýváme planárnı́ bod, jestliže oskulačnı́
rovina v něm má styk 3. řádu s křivkou C .

5.5 Věta. Neinflexnı́ bod f(t0) je planárnı́ právě když vektor d3f(t0)
dt3 je lineárně

závislý na vektorech df(t0)
dt a d2f(t0)

dt2 .

Důkaz. Uvažujme funkci Φ(t) z důkazu věty 1. Pro styk 3. řádu vedle dvou tam
uvedených podmı́nek dostáváme ještě

(1)
d3Φ(t0)

dt3
= a

d3f1(t0)

dt3
+ b

d3f2(t0)

dt3
+ c

d3f3(t0)

dt3
= 0 .

Tedy vektor d3f(t0)
dt3

ležı́ v zaměřenı́ oskulačnı́ roviny a proto je lineárně závislý

na df(t0)
dt a d2f(t0)

dt2
. Obráceně, platı́-li uvažovaná lineárnı́ závislost, pak rovnice

(1) je důsledkem rovnic z důkazu věty 1, takže C má s oskulačnı́ rovinou styk
3. řádu.

5.6. Dále uvažujeme jako parametr oblouk s. Pı́šeme e1(s) =
df(s)
ds , což je tedy

jednotkový vektor. V neinflexnı́m bodě f(s) označme e2(s) jednotkový vektor
souhlasně rovnoběžný s de1(s)

ds . Tedy

(2)
de1(s)

ds
= κ(s)e2(s) , κ(s) > 0 .

Vektor e2(s) ležı́ v oskulačnı́ rovině, nebot’ je kolineárnı́ s d2f(s)
ds2 . Podle 1.26 je

vektor e2(s) kolmý na vektor e1(s). Tedy e2(s) je směrový vektor hlavnı́ normály
v bodě f(s).

5.7. Předpokládejme dále, že prostor E3 je orientovaný. Jako e3(s) označı́me
jednotkový vektor kolmý k e1(s) a e2(s) takový, že báze

(
e1(s), e2(s), e3(s)

)
je

kladná. Tedy e3(s) je směrový vektor binormály.

Definice. Repér
(
f(s), e1(s), e2(s), e3(s)

)
nazýváme Frenetův repér křivky C

v neinflexnı́m bodě f(s).

V dalšı́m zpravidla nebudeme argument s explicitně vypisovat.

5.8. Protože e2 je jednotkový vektor, derivovánı́m vztahu (e2, e2) = 1 dostáváme(
e2,

de2
ds

)
= 0. Tedy

de2
ds
= ce1 + τe3 .
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Derivovánı́m vztahu (e1, e2) = 0 dostáváme
(
de1
ds , e2

)
+
(
e1,

de2
ds

)
= 0, takže

κ + c = 0. Platı́ tedy

(3)
de2(s)

ds
= −κ(s)e1(s) + τ(s)e3(s) .

Derivovánı́m vztahu (e3, e3) = 1 dostáváme, že vektor de3
ds je kolmý na e3.

Derivovánı́ vztahu (e1, e3) = 0 dává

(de1
ds

, e3

)
+
(
e1,

de3
ds

)
= 0 .

Ale de1
ds = κe2, takže prvnı́ skalárnı́ součin je nulový. Tedy de3

ds = ke2. Derivo-
vánı́m vztahu (e2, e3) = 0 dostáváme

(
de2
ds , e3

)
+
(
e2,

de3
ds

)
= 0. Odtud plyne

τ + k = 0, takže

(4)
de3(s)

ds
= −τ(s)e2(s) .

Dokázali jsme tedy
Větu (Frenetovy rovnice). Pro křivku f(s) bez inflexnı́ch bodů platı́

(5)

df
ds = e1,

de1
ds = κe2,
de2
ds = −κe1 +τe3,

de3
ds = −τe2 .

5.9 Definice. Čı́slo κ(s0) > 0 nazýváme křivost a čı́slo τ(s0) nazýváme torze
prostorové křivky f(s) v neinflexnı́m bodě f(s0).

5.10. Frenetovy rovnice křivky f(s) dávajı́

(6)
df

ds
= e1 ,

d2f

ds2
= κe2 ,

d3f

ds3
=
dκ

ds
e2 + κ(−κe1 + τe3) .

Předpokládejme, že 0 patřı́ do definičnı́ho oboru f(s). Tedy pro s = 0 máme
vektorový Taylorův rozvoj

f(s) = f(0) + s e1(0) +
κ(0)s2

2
e2(0) +

s3

6

[dκ(0)
ds

e2(0) − κ
2(0)e1(0)

+ κ(0) τ(0) e3(0)
]
+ ν(s) ,(7)

kde ν(s) je vektorová funkce, jejı́ž hodnota a prvnı́ 3 derivace v počátku jsou
nulové. Jinak řečeno, platı́
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Věta. Necht’x, y, z jsou souřadnice vzhledem k Frenetovu repéru
(
f(0), e1(0),

e2(0), e3(0)
)
. Pak křivka f(s) je v okolı́ bodu f(0) dána výrazy

(8)

x = s− κ
2(0)

6
s3 + ξ(s) ,

y =
κ(0)

2
s2 +

1

6

dκ(0)

ds
s3 + η(s) ,

z =
κ(0)τ(0)

6
s3 + ζ(s) ,

kde čı́selné funkce ξ(s), η(s) a ζ(s) majı́ v počátku funkčnı́ hodnotu a prvnı́
3 derivace nulové.

Výrazy (8) představujı́ tzv. lokálnı́ rozvoje křivky f(s) vzhledem k je-
jı́mu Frenetovu repéru. Probereme jejich využitı́ ke studiu pravoúhlých průmětů
křivky do třı́ základnı́ch rovin jejı́ho Frenetova repéru.

5.11. Geometrický význam křivosti rovinné křivky je dán definicı́ 2.10. Pro křivku
C ≡ f(s) v E3 platı́

Věta. V neinflexnı́m bodě p ∈ C je křivost křivky C rovna křivosti jejı́ho pravo-
úhlého průmětu Cp do oskulačnı́ roviny.

Důkaz. Můžeme předpokládat p = f(0). Podle (8) máCp parametrické vyjádřenı́

(9) x = s+ α(s) , y =
κ(0)

2
s2 + β(s) ,

kde α(s) a β(s) jsou funkce, které majı́ v počátku funkčnı́ hodnotu a prvnı́ 2 de-
rivace nulové. Kružnice

(10) x2 +
(
y − 1

κ(0)

)2
=
( 1

κ(0)

)2
, tj. x2 + y2 − 2

κ(0)
y = 0

má s Cp styk 2. řádu v počátku. Opravdu, dosazenı́ (9) do
(10) dává

s2 − s2 + γ(s) = 0 ,

kde γ(s) je funkce, která má v počátku funkčnı́ hodnotu
a prvnı́ 2 derivace nulové. x

y

1
κ(0)

5.12. Podobně, parametrické vyjádřenı́ průmětu křivky C do normálové roviny je

y =
κ(0)

2
s2 +

1

6

dκ(0)

ds
s3 + η(s) , z =

κ(0)τ(0)

6
s3 + ζ(s) .

Označı́me-li tuto vektorovou funkci g(s), platı́ dg(0)ds = o.

z

y

Počátek je tedy v jistém smyslu bod vratu typu semikubické paraboly.
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5.13. Pro průmět C do jejı́ rektifikačnı́ roviny platı́

x = s− κ
2(0)

6
s3 + ξ(s) , z =

κ(0)τ(0)

6
s3 + ζ(s) .

Označı́me-li h(s) tuto vektorovou funkci, platı́
dh(0)
ds = (1, 0), d2h(0)

ds2 = (0, 0). Počátek je tedy
inflexnı́ bod.

x

z

Srovnánı́ všech třı́ průmětů dává názornou představu o tom, jakým způsobem
křivka C procházı́ svým Frenetovým repérem.

5.14. Z Frenetových rovnic dále vyplývá, že planárnı́ bod prostorové křivky C
lze jednoduše charakterizovat pomocı́ torze.

Věta. Bod f(s0) je planárnı́, právě když τ(s0) = 0.

Důkaz. Podle (6) je vektor d3f(s0)
ds3

lineárnı́ kombinacı́ vektorů e1(s0) a e2(s0),
právě když τ(s0) = 0.

5.15. Křivku C ⊂ E3 nazýváme rovinná, jestliže ležı́ v nějaké rovině ̺ ⊂ E3.
Protože C v ̺ ležı́, je každý jejı́ bod planárnı́, takže torze rovinné křivky je nulová.
Z Frenetových rovnic vyplývá i obrácené tvrzenı́.

Věta. Jednoduchá křivka, jejı́ž každý bod je planárnı́, je rovinná.

Důkaz. Podmı́nka τ = 0 dává de3
ds = o, takže e3 je konstantnı́ vektor. Uva-

žujme rovinu, která jde bodem f(s0) a je kolmá na vektor e3(s0). Jejı́ rovnice
je
(
e3(s0), w − f(s0)

)
= 0, kde w = (x, y, z) je libovolný bod prostoru E3.

Uvažujme funkci ϕ(s) =
(
e3(s0), f(s)−f(s0)

)
. Platı́ dϕds =

(
e3(s0), e1(s)

)
= 0,

protože e3(s0) = e3(s). Tedy ϕ je konstantnı́ funkce. Dále ϕ(s0) = 0, takže ϕ je
funkce identicky nulová. Celá křivka tedy ležı́ v uvažované rovině.

5.16. Základnı́ geometrický výzman torze plyne přı́mo z (5).

Věta. Platı́ |τ | =
∥∥de3
ds

∥∥.

Lze tedy řı́ci, že torze je rychlost otáčenı́ vektoru binormály. Nulovému otáčenı́
logicky odpovı́dajı́ rovinné křivky. Obecně řečeno, čı́m většı́ je absolutnı́ hodnota
torze, tı́m vı́ce se uvažovaná křivka odchyluje od rovinné křivky.

5.17. Nalezneme vzorec pro výpočet křivosti κ při libovolné parametrizaci f(t)

křivky C . Z (6) plyne κ =
∥∥ df
ds ×

d2f
ds2

∥∥. Pišme t = t(s). Pravidlo pro derivovánı́
složené funkce dává

(11)
df

ds
=
df

dt

dt

ds
,

d2f

ds2
=
d2f

dt2

( dt
ds

)2
+
df

dt

d2t

ds2
.
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Dále vı́me
∣∣ dt
ds

∣∣ = 1
/∥∥df

dt

∥∥. Protože vektorový součin dvou kolineárnı́ch vektorů
je nulový, platı́

df

ds
× d2f

ds2
=
(df
dt

dt

ds

)
×
(d2f
dt2

( dt
ds

)2
+
df

dt

d2t

ds2

)
=
(df
dt

× d2f

dt2

)( dt
ds

)3
.

Dokázali jsme tedy

Větu. Platı́

(12) κ =

∥∥df
dt ×

d2f
dt2

∥∥
∥∥df
dt

∥∥3

5.18. Odvodı́me rovněž vzorec pro výpočet torze τ při libovolné parametrizaci
f(t) křivkyC . Připomı́náme, že tři vektoryu = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3),w =
(w1, w2, w3) orientovaného trojrozměrného euklidovského vektorového prostoru
určujı́ vnějšı́ součin

[u, v,w] =

∣∣∣∣∣∣

u1 u2 u3
v1 v2 v3
w1 w2 w3

∣∣∣∣∣∣
.

Věta. Platı́

(13) τ =

[
df
dt ,

d2f
dt2
, d
3f
dt3

]

∥∥df
dt ×

d2f
dt2

∥∥2 .

Důkaz. Uvědomněme si nejprve, že pro vnějšı́ součin platı́

[u, v + au,w + bu+ cv] = [u, v,w] .

Z (6) dostáváme

[df
ds
,
d2f

ds2
,
d3f

ds3

]
= κ

2τ [e1, e2, e3] = κ
2τ ,

nebot’e1, e2, e3 je kladná orientovaná báze. Při důkazu věty 17 jsme odvodili (11).
To nynı́ přepı́šeme ve tvaru

(14)
df

ds
=
df

dt

dt

ds
,

d2f

ds2
=
d2f

dt2

( dt
ds

)2
+ g

df

dt
,

kde sice vı́me, že g = d2t
ds2

, ale to nás nezajı́má. Dalšı́m derivovánı́m dostáváme

(15)
d3f

ds3
=
d3f

dt3

( dt
ds

)3
+ h

d2f

dt2
+ k

df

dt
,
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kde koeficienty h a k nás rovněž nezajı́majı́. Máme tedy

κ
2τ =

[df
ds
,
d2f

ds2
,
d3f

ds3

]
=
[ dt
ds

df

dt
,
( dt
ds

)2d2f
dt2

,
( dt
ds

)3d3f
dt3

]
=

=
( dt
ds

)6[df
dt
,
d2f

dt2
,
d3f

dt3

]
.

Užitı́m vzorce (12) pro κ a vztahu
∣∣ dt
ds

∣∣ = 1
/∥∥df

dt

∥∥ dostáváme (13).

5.19 Přı́klad. Nalezneme křivost a torzi šroubovice. Tato křivka vzniká jako
trajektorie rovnoměrného šroubového pohybu. Jejı́ parametrické vyjádřenı́ tedy je

f(t) = (a cos t, a sin t, bt) , t ∈ (−∞,∞), a > 0 .

Čı́sloa je poloměr rotačnı́ho válce, na němž uvažovaná šroubovice
ležı́, čı́slo b se nazývá zdvih (též výška závitu) šroubovice.
Postupným derivovánı́m dostáváme

f ′ = (−a sin t, a cos t, b) ,
f ′′ = (−a cos t,−a sin t, 0) ,
f ′′′ = (a sin t,−a cos t, 0) .

Tedy f ′ × f ′′ = (ab sin t,−ab cos t, a2),
∥∥f ′ × f ′′

∥∥ = a
√
a2 + b2. Dále ‖f ′‖ =√

a2 + b2. Podle (12) máme κ = a
a2+b2 . Ke stanovenı́ torze spočı́táme determinant

[f ′, f ′′, f ′′′] =

∣∣∣∣∣∣

−a sin t a cos t b
−a cos t −a sin t 0
a sin t −a cos t 0

∣∣∣∣∣∣
= ba2 .

Podle (13) máme τ = ba2

a2(a2+b2)
= b

a2+b2
.

Šroubovice má tedy konstantnı́ křivost i torzi.

5.20. Připomı́náme, že přı́má shodnost v orientovaném prostoru E3 je takové
shodné zobrazenı́ ϕ : E3 → E3, které zachovává orientaci. Podobně jako v rovině
nazveme dvě křivky C , C̄ ⊂ E3 shodné, jestliže existuje taková přı́má shodnost
ϕ, že platı́ ϕ(C) = C̄. Stejně jako v rovině budeme předpokládat, že C a C̄
jsou jednoduché a že máme dánu jejich parametrizaci obloukem na společném
intervalu I .

Věta. Necht’křivky C a C̄ jsou bez inflexnı́ch bodů, necht’f : I → E3 a f̄ : I →
E3 jsou jejich parametrizace obloukem na společném intervalu I a κ(s), κ̄(s)
resp. τ(s), τ̄(s) jsou jejich křivosti resp. torze. Pak křivky C a C̄ jsou shodné,
právě když na I platı́ κ = κ̄ a τ = τ̄ .
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Důkaz. Na jedné straně, z geometričnosti konstrukce Frenetova repéru přı́mo
plyne, že u dvou shodných křivek jsou křivosti a torze stejnou funkcı́ oblouku.
Obráceně, uvažujme C resp. C̄ s Frenetovým repérem

(
f(s), e1(s), e2(s), e3(s)

)

resp.
(
f̄(s), ē1(s), ē2(s), ē3(s)

)
. Vedle (5) platı́ také

(16)
df̄

ds
= ē1 ,

dē1
ds
= κē2 ,

dē2
ds
= −κē1 + τ ē3 ,

dē3
ds
= −τ ē2

s týmž κ a τ . Tedy (5) a (16) je tatáž soustava diferenciálnı́ch rovnic pro dva-
náct čı́selných funkcı́, které jsou složkami f , e1, e2 a e3. Pro s0 ∈ I je f(s0),
e1(s0), e2(s0), e3(s0) stejně jako f̄(s0), ē1(s0), ē2(s0), ē3(s0) bod a kladný orto-
normálnı́ repér. Existuje tedy jediná přı́má shodnost ϕ : E3 → E3, která převádı́
prvnı́ z těchto čtveřic do druhé z nich. Pak parametrizace f̄ : I → E3 křivky C̄
spolu s vektorovými funkcemi ē1, ē2 a ē3 a parametrizace ϕ ◦ f : I → E3 křivky
ϕ(C) spolu s vektorovými funkcemi ϕ ◦ e1, ϕ ◦ e2 a ϕ ◦ e3 splňujı́ tutéž soustavu
diferenciálnı́ch rovnic se stejnými počátečnı́mi podmı́nkami. Podle věty o jedno-
značnosti řešenı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic platı́ zejména f̄ = ϕ ◦ f . Odtud
plyne C̄ = ϕ(C).

5.21. Stejně jako v rovině se dokáže i obrácené tvrzenı́.

Věta. Necht’ κ, τ : I → R jsou funkce, κ > 0. Pak lokálně existuje taková
křivka C parametrizovaná obloukem na I , že κ je jejı́ křivost a τ je jejı́ torze.

5.22 Přı́klad. Ukážeme, že šroubovice jsou jediné křivky s konstantnı́ křivostı́
a torzı́. (Přı́padu nulové torze odpovı́dá kružnice jako šroubovice s nulovým zdvi-
hem.) Opravdu, pro šroubovici jsme v bodě 19 spočı́tali

(17) κ =
a

a2 + b2
, τ =

b

a2 + b2
.

Necht’je dáno κ > 0 a τ . Pak z (17) spočteme nejprve τ
κ
= b

a , tedy a = kκ, b = kτ
pro nějaké k > 0. Dosazenı́m do vzorce pro κ dostáváme κ = kκ

k2(κ2+τ2)
, tedy

k = 1
κ
2+τ2

. Z vět 20 a 21 vyplývá, že části šroubovice s hodnotami a = κ

κ
2+τ2

,
b = τ

κ
2+τ2

jsou jediné křivky se zadaným konstantnı́m κ a τ .

5.23 Poznámka. Dalšı́m zajı́mavým, i když prakticky méně významným, geo-
metrickým objektem určeným křivkou C ≡ f(s) je jejı́ oskulačnı́ sféra. Platı́,
že v neplanárnı́m bodě f(s0) existuje jediná sféra S, která má s křivkou C styk
3. řádu. Způsob jejı́ho nalezenı́ pouze naznačı́me. Ze styku 1. řádu vyplývá, že
tečna křivky v bodě f(s0) je současně tečnou S, takže střed oskulačnı́ sféry musı́

41



ležet v normálové rovině. Necht’ je to bod f(s0) + ae2(s0) + be3(s0). Rovnici
sféry S zapı́šeme ve tvaru skalárnı́ho součinu

(
w − f(s0)− ae2(s0)− be3(s0), w − f(s0)− ae2(s0) + be3(s0)

)
= a2 + b2 ,

kde w = (x, y, z) je libovolný bod v E3. K vyšetřovánı́ styku C a S užijeme tedy
funkci

Φ(s) =
(
f(s)− f(s0)− ae2(s0)− be3(s0),

f(s)− f(s0)− ae2(s0)− be3(s0)
)
− a2 − b2.

Vztahy Φ(s0) = 0 a dΦ(s0)
ds = 0 jsou splněny podle konstrukce. Podmı́nky

d2Φ(s0)
ds2 = 0 a d3Φ(s0)

ds3 = 0 dávajı́

(18) a =
1

κ(s0)
, b = − κ

′(s0)

κ2(s0)τ(s0)
, κ

′(s) =
dκ

ds
.

Poloměr r =
√
a2 + b2 oskulačnı́ sféry tedy je

(19) r =
1

κ2|τ |

√
κ2τ2 +

(dκ
ds

)2
.

Všimněme si, že vzorce (18) a (19) ilustrujı́ zajı́mavý obecný poznatek. Podle
vět 20 a 21 je křivka C geometricky určena svou křivostı́ a torzı́. Tedy také dalšı́
geometrické objekty křivkou určené a jejı́ čı́selné invarianty se vyjadřujı́ pomocı́
κ a τ a jejich derivacı́ podle oblouku.
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6 Prvnı́ základnı́ forma plochy

Začı́náme se systematicky zabývat studiem ploch v E3.

6.1. Uvažujme plochu S s lokálnı́m parametrickým vyjádřenı́m f(u1, u2),
(u1, u2) ∈ D, viz 4.4. Při delšı́ch výpočtech budeme užı́vat zkrácené označenı́
f1 = ∂1f , f2 = ∂2f . Tedy f1(u0), f2(u0) tvořı́ bázi tečného prostoru TpS plochy
S v bodě p = f(u0).

Uvažujme dva vektory A, B ∈ TpS, A = a1f1 + a2f2, B = b1f1 + b2f2.
Jejich skalárnı́ součin je dán výrazem

(1) (A,B) = (a1f1 + a2f2, b1f1 + b2f2) .

Označme

(2) g11 = (f1, f1) , g12 = (f1, f2) , g22 = (f2, f2) .

Tedy gij , i, j = 1, 2 jsou funkce na D. Pak (1) můžeme zapsat ve tvaru

(3) (A,B) = g11a1b1 + g12(a1b2 + a2b1) + g22a2b2 .

To je bilineárnı́ forma na TpS. Přı́slušná kvadratická forma určuje velikost vektoru
A,

‖A‖ =
√
g11a21 + 2g12a1a2 + g22a

2
2 .

Pro odchylku ϕ vektorů A, B platı́

(4) cosϕ =
g11a1b1 + g12(a1b2 + a2b1) + g22a2b2√

g11a21 + 2g12a1a2 + g22a
2
2

√
g11b21 + 2g12b1b2 + g22b

2
2

6.2. Na S uvažujme křivku u(t) =
(
u1(t), u2(t)

)
. Pro jejı́ tečný vektor máme,

viz 4.(4), dfdt = f1
du1
dt + f2

du2
dt , takže

∥∥∥
df

dt

∥∥∥ =
√
g11

(du1
dt

)2
+ 2g12

du1
dt

du2
dt
+ g22

(du2
dt

)2

Ze vzorce pro výpočet oblouku prostorové křivky dostáváme

Větu. Délka s oblouku křivky u(t) na ploše f(u)mezi body o parametrech t1 a t2
je

(5) s =

∫ t2

t1

√
g11

(du1
dt

)2
+ 2g12

du1
dt

du2
dt
+ g22

(du2
dt

)2
dt .
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Diferenciál ds je tedy roven výrazu za symbolem integrálu. Jeho čtverec

(6) (ds)2 = g11(du1)
2 + 2g12du1du2 + g22(du2)

2

je kvadratická forma určená bilineárnı́ formou (3).

6.3 Definice. Kvadratickou formu (6) nazýváme prvnı́ základnı́ forma plochy.
Značı́me ji Φ1 nebo (ds)2.

Stejným symbolem Φ1 budeme značit i polárnı́ bilineárnı́ formu, která je touto
kvadratickou formou určena.

6.4 Přı́klad. Uvažujme sféru S se středem v počátku a poloměrem r. Pro bod
p ∈ S neležı́cı́ na ose z označı́me q jeho průmět do roviny (x, y). Jako parametr
u1 zvolı́me úhel průvodiče bodu q s kladnou poloosou x, tedy u1 ∈ [0, 2π), jako
parametr u2 zvolı́me úhel průvodiče bodu p s rovinou (x, y), takže u2 ∈

(
− π
2 ,

π
2

)
.

x

z

y

p

q

u2

x

y
q

u1

Tedy z = r sinu2 a velikost průvo-
diče bodu q je r cos u2. V rovině (x, y)
máme situaci odpovı́dajı́cı́ polárnı́m
souřadnicı́m, takže x = r cos u2 cos u1,
y = r cos u2 sinu1.

Celkově tedy dostáváme

(7) f(u1, u2) = (r cos u1 cos u2, r sinu1 cos u2, r sinu2) ,

u1 ∈ (0, 2π), u2 ∈
(
− π
2 ,

π
2

)
.

Sféra nenı́ jednoduchá plocha, takže naše parametrizace nezahrnuje polokružnici,
která je průnikem sféry s polorovinou x ≥ 0 v rovině (x, z). Při běžných praktic-
kých úvahách se však s touto drobnou neúplnostı́ dovedeme snadno vyrovnat.

Nalezneme prvnı́ základnı́ formu sféry. Máme

f1 = r(− sinu1 cos u2, cos u1 cos u2, 0) ,
f2 = r(− cosu1 sinu2,− sinu1 sinu2, cos u2) .

Tedy g11 = (f1, f1) = r2 cos2 u2, g12 = (f1, f2) = 0, g22 = r2. Prvnı́ základnı́
forma sféry má tvar

(8) Φ1 = r
2
[
cos2 u2(du1)

2 + (du2)
2
]
.

6.5. Spočteme prvnı́ základnı́ formu plochy dané explicitně z = f(x, y), (x, y) ∈
D, viz 4.5. Jejı́ parametrické vyjádřenı́ je f̄(x, y) =

(
x, y, f(x, y)

)
. Tedy f̄1 =

(1, 0, fx), f̄2 = (0, 1, fy), kde fx resp. fy je parciálnı́ derivace funkce f podle x
resp. y. Spočtenı́m skalárnı́ch součinů (2) dostáváme

(9) Φ1 = (1 + f
2
x) (dx)

2 + 2fxfy dx dy + (1 + f
2
y ) (dy)

2 .
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6.6 Definice. Vrstvou křivek na jednoduché ploše S nazýváme takovou jednopa-
rametrickou soustavu L křivek na S, že každým bodem plochy S procházı́ právě
jedna křivka soustavy L .

Uvažujme nejprve vrstvu L v oblasti D roviny (u1, u2). Předpokládejme, že
tečny křivek vrstvy nejsou rovnoběžné s osou u2. Pak pro směrnice L(u1, u2)
tečen vrstvy L platı́

(10)
du2
du1
= L(u1, u2) .

Řı́káme, že (10) je diferenciálnı́ rovnice vrstvy L.
Vektorovým polem na oblastiD rozumı́me pravidlo, které každému bodu p ∈

D přiřazuje vektor v tečném prostoru TpD. Máme-li na D nějaké všude nenulové
vektorové pole

(
F1(u1, u2), F2(u1, u2)

)
tečné k vrstvě L, nerovnoběžnost tečen

s osou u2 je rovnocenná F1(u1, u2) 6= 0. Pak diferenciálnı́ rovnice vrstvy L je

(11)
du2
du1
=
F2(u1, u2)

F1(u1, u2)
.

Na libovolné plošeS vrstvu křivek L zpravidla zadáváme v oblasti parametrů.
Vektorové pole na ploše S se rovněž definuje jako pravidlo, které každému bodu
p ∈ S přiřazuje vektor v tečném prostoru TpS.

6.7 Definice. Ortogonálnı́mi trajektoriemi vrstvy L na ploše S nazýváme
takovou vrstvu L ′ na S, že křivky vrstev L a L ′ jsou kolmé v každém bodě.

Věta. Je-li
(
F1(u1, u2), F2(u1, u2)

)
souřadné vyjádřenı́ nějakého vektorového

pole tečného k vrstvě L, pak diferenciálnı́ rovnice jejı́ch ortogonálnı́ch trajektoriı́
je

(12)
du2
du1
= −g11F1 + g12F2

g12F1 + g22F2
.

Důkaz. Necht’(du1, du2) je tečný vektor k hledané vrstvě L ′. Podle (3), podmı́nka
kolmosti obou vrstev znı́

g11F1du1 + g12(F1du2 + F2du1) + g22F2du2 = 0 .

Algebraickou úpravou dostaneme (12).

Poznámka. Pokud se v nějakém bodě plochy objevı́ na pravé straně (12) nulový
jmenovatel, znamená to, že ortogonálnı́ trajektorie tı́mto bodem má, uvažováno
v oblasti parametrů, tečnu rovnoběžnou s osou u2. Pak je třeba uvažovat diferen-
ciálnı́ rovnici vrstvy se zaměněnı́m u1 a u2.
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6.8 Přı́klad. Na sféře z bodu 4 nalezneme ortogonálnı́ trajektorie vrstvy u1+u2 =
konst. Diferencovánı́m dostáváme du1 + du2 = 0, takže diferenciálnı́ rovnice
uvažované vrstvy je du2

du1
= −1. Můžeme tedy vzı́t např. F1 = 1, F2 = −1. V bodě

4 jsme nalezli g11 = r2 cos2 u2, g12 = 0, g22 = r2. Podle (2), diferenciálnı́ rovnice
ortogonálnı́ch trajektoriı́ je

(13)
du2
du1
= cos2 u2 .

Separacı́ proměnných v (13) a integracı́ dostáváme rovnici ortogonálnı́ch trajek-
toriı́ uvažované vrstvy ve tvaru

tgu2 = u1 + konst.

6.9 Definice. Sı́tı́ na ploše S nazýváme dvě vrstvy L1, L2, jejichž křivky svı́rajı́
nenulový úhel v každém bodě. Sı́t’ se nazývá ortogonálnı́, jestliže tento úhel je
v každém bodě pravý.

Jednoduchým přı́kladem je parametrická či souřadnicová sı́t’, která je tvořena
křivkami u1 = konst. a u2 = konst. dané parametrizace f(u1, u2) plochy S. Ne-
nulovost úhlu svı́raného oběma parametrickými vrstvami je zaručena podmı́nkou
f1 × f2 6= o.

Následujı́cı́ tvrzenı́ využijeme v mnoha konkrétnı́ch situacı́ch.

Věta. Parametrická sı́t’je ortogonálnı́, právě když g12 = 0.

Důkaz. Vektory f1 a f2 jsou tečné k parametrickým vrstvám a g12 = (f1, f2).

6.10 Lemma. Platı́ g11g22 − g212 > 0.

Důkaz. Známá Cauchyho nerovnost pro dva vektory a, b řı́ká, že |(a, b)| ≤
‖a‖.‖b‖, neboli (a, b)2 ≤ ‖a‖2.‖b‖2, přičemž rovnost platı́ pouze pro kolineárnı́
vektory. Vezmeme-li a = f1, b = f2, máme ‖a‖2 = g11, ‖b‖2 = g22, (a, b) = g12,
přičemž vektory f1 a f2 nejsou kolineárnı́. Odtud plyne naše lemma.

6.11. V analýze se ukazuje, že obsah plochy vyjádřené explicitně ve tvaru z =
f(x, y), (x, y) ∈ D, kde f je ohraničená funkce na ohraničené oblasti D, je dán
dvojným integrálem

(14)
∫∫

D

√
1 + f2x + f

2
y dx dy.

6.12. O zobrazenı́ f : D → E3 řekneme, že je ohraničené, jestliže množina f(D)
celá ležı́ uvnitř nějaké koule.
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Věta. Necht’plocha S je dána ohraničeným zobrazenı́m f(u1, u2) na ohraničené
oblasti D ⊂ R

2. Pak jejı́ obsah je roven

(15)
∫∫

D

√
g11g22 − g212 du1 du2 .

Důkaz. Vı́me, že plochu můžeme v okolı́ každého jejı́ho bodu zadat explicitně,
třebas ve tvaru z = f(x, y). V přı́kladu 5 jsme nalezli g11 = 1 + f2x , g12 = fxfy,
g22 = 1+f

2
y , takže g11g22− g212 = 1+f2x +f2y . Lokálně se tedy (15) redukuje na

klasický výraz (14). Globálně naše tvrzenı́ plyne z aditivnosti obsahu plochy.

Výraz dV : =
√
g11g22 − g212 du1 du2 se také nazývá objemový element plo-

chy S. Vzorec pro obsah plochy lze tedy psát ve tvaru V =
∫∫
D

dV.

6.13 Přı́klad. Stanovı́me obsah V tzv. vrchlı́ku na sféře o poloměru r určeného
úhlem α podle obrázku. TedyD = (0, 2π)×

(
π
2 −α, π2

)
. V přı́kladu 4 jsme nalezli

g11 = r
2 cos2 u2, g12 = 0, g22 = r2. Tedy

V =

∫∫

D

r2 cos u2 du1 du2

= r2
∫ 2π

0
du1

∫ π/2

π/2−α
cos u2du2

= 2πr2
[
sinu2

]π/2
π/2−α

= 2πr2(1− cosα) .

α

V přı́padě α = π
2 dostáváme plošný obsah 2πr2 poloviny sféry.

6.14. Závěrem můžeme shrnout, že prvnı́ základnı́ forma Φ1, která je určena
skalárnı́m součinem v každém tečném prostoru plochy, sloužı́ předevšı́m k výpočtu
délky křivek na ploše, odchylek těchto křivek a obsahu plochy. Zásadnı́ teoretický
význam formy Φ1 poznáme později.
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7 Druhá základnı́ forma plochy

7.1. Uvažujme normáluNpS plochyS v boděp. Na normále máme dva jednotkové
vektory, výběr jednoho z nich představuje orientaci přı́mky NpS.

Definice. Orientacı́ plochy S nazýváme výběr orientacı́ jejı́ch normál, který je
proveden spojitým způsobem.

Jednoduchou plochu lze vždy orientovat. Máme-li dáno jejı́ parametrické vy-
jádřenı́ f(u1, u2), můžeme za orientaci normály vzı́t směr vektorového součinu
f1 × f2.

7.2. Přı́klad Möbiova listu ukazuje, že existujı́ plochy, které globálně nelze orien-
tovat.

Definice. Plochu S, kterou lze orientovat, nazýváme orientovatelná. Orientova-
telnou plochu spolu s výběrem jedné z jejı́ch orientacı́ nazýváme orientovaná.

Jednotkový vektor orientované normály značı́me n. Chceme-li vyjádřit jeho
závislost na parametrech plochy, pı́šeme n(u1, u2). V přı́padě orientace normály
určené parametrizacı́ f(u) máme

(1) n =
f1 × f2

‖f1 × f2‖
.

Podmı́nka kolmosti normály na tečnou rovinu je charakterizována rovnicemi

(2) (n, f1) = 0 , (n, f2) = 0 .

7.3. Dále uvažujeme orientovanou plochu S.

Pro libovolný pohyb γ(t) v prostoru E3, vektor d2γ
dt2

nazýváme jeho zrych-
lenı́m. Uvažujme pohyb na ploše S s lokálnı́ parametrizacı́ f(u), který je za-
dán v oblasti parametrů D jako

(
u1(t), u2(t)

)
, takže v E3 jde o pohyb γ(t) =

f
(
u1(t), u2(t)

)
. Spočteme jeho zrychlenı́. Prvnı́ derivovánı́ této složené funkce

dává známý výraz

dγ

dt
= f1

(
u1(t), u2(t)

)du1
dt
+ f2

(
u1(t), u2(t)

)du2
dt

.

Při výpočtu druhé derivace použijeme zkrácené označenı́

(3) f11 = ∂11f , f12 = ∂12f , f22 = ∂22f .

Máme tedy

(4)
d2γ

dt2
= f11

(du1
dt

)2
+ 2f12

du1
dt

du2
dt
+ f22

(du2
dt

)2
+ f1

d2u1
dt2
+ f2

d2u2
dt2

.

Podle (2) skalárnı́ součin vektorů n a d2γ
dt2 závisı́ jen na dγ

dt .
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Definice. Skalárnı́ součin
(
n, d

2γ
dt2

)
nazýváme normálové zrychlenı́ přiřazené

vektoru dγ
dt ∈ TpS. V přı́padě

∥∥dγ
dt

∥∥=1 hovořı́me o normálové křivosti oriento-
vané plochy S ve směru tohoto vektoru.

Znaménko normálového zrychlenı́ tedy závisı́ na orientaci plochy.

7.4. Uvažujme skalárnı́ součiny

(5) h11 = (n, f11) , h12 = (n, f12) , h22 = (n, f22) ,

které jsou funkcemi na oblasti D. Ze (4) vyplývá, že pravidlo, které ke každému
vektoru (du1, du2) ∈ TpS přiřazuje přı́slušné normálové zrychlenı́, je kvadratická
forma na TpS tvaru

(6) h11(du1)
2 + 2h12du1 du2 + h22(du2)

2 .

Definice. Kvadratickou formu (6) nazýváme druhá základnı́ forma plochy S
a značı́me ji Φ2.

Druhá základnı́ forma orientované plochy S je tedy pravidlo, které každému
vektoru A ∈ TpS přiřazuje čı́slo Φ2(A), které jsme zı́skali takto. Na ploše S

uvažujeme pohyb γ(t) takový, že A = dγ(t0)
dt . Spočteme jeho zrychlenı́ d2γ(t0)

dt2 .

Čı́slo Φ2(A) je pak rovno skalárnı́mu součinu
(
n(γ(t0)),

d2γ(t0)
dt2

)
, kde n(γ(t0))

je orientovaný vektor normály v bodě γ(t0).

7.5. V tečném prostoru TpS uvažujme směr určený nenulovým vektorem A. Řez
plochy S rovinou určenou normálou NpS a směremA je křivka, kterou nazýváme
normálový řez plochy ve směru A.

Základnı́ geometrický význam formy Φ2 podává

Věta. Absolutnı́ hodnota normálové křivosti ve směru vektoru A je rovna křivosti
normálového řezu v tomto směru.

Důkaz. Uvažujme parametrizaci γ(s) tohoto řezu obloukem, γ(s0) = p. Pak dγ
ds je

jednotkový vektor a d2γ(s0)
ds2

je vektor k němu kolmý, o němž z teorie křivek vı́me,
že jeho velikost je rovna křivosti uvažovaného normálového řezu. Vektory n(p)

a d2γ(s0)
ds2

jsou tedy kolineárnı́. Protože vektorn(p) je jednotkový, absolutnı́ hodnota

skalárnı́ho součinu
(
n(p), d

2γ(s0)
ds2

)
je rovna velikosti druhého vektoru.

7.6. Pro normálovou křivost κ ve směru vektoru A = (du1, du2) platı́

(7) κ =
h11(du1)

2 + 2h12du1 du2 + h22(du2)
2

g11(du1)2 + 2g12du1 du2 + g22(du2)2
.
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Opravdu, jednotkový vektor v tomto směru je 1
‖A‖(du1, du2), přičemž ‖A‖2 =

g11(du1)
2 + 2g12du1 du2 + g22(du2)

2. Dosazenı́m do (6) dostáváme (7).

7.7 Definice. Bod f(u0) ∈ S nazýváme planárnı́ bod, jestliže Φ2(u0) je nulová
forma, tj. platı́ h11(u0) = 0, h12(u0) = 0, h22(u0) = 0.

7.8 Definice. Plocha S se nazývá souvislá, jestliže každé dva jejı́ body lze spojit
dráhou, která celá na S ležı́.

7.9 Věta. Jednoduchá souvislá plocha S, jejı́ž každý bod je planárnı́, je částı́
roviny.

Důkaz. Pišme n1 = ∂1n, n2 = ∂2n. Derivacı́ (2) podle u1 a u2 dostáváme

(8)
(n1, f1) + (n, f11) = 0 , (n1, f2) + (n, f12) = 0 ,

(n2, f1) + (n, f12) = 0 , (n2, f2) + (n, f22) = 0 .

Zde předevšı́m vidı́me, že v přı́padě roviny, jejı́ž normálový vektor je konstantnı́,
je každý bod planárnı́. Dále využijeme skutečnost, že n je jednotkový vektor.
Derivovánı́m vztahu (n, n) = 1 dostáváme

(9) (n, n1) = 0 , (n, n2) = 0 .

Je-li každý bod plochy S planárnı́, anulujı́ se podle (5) druhé členy v (8). Pak prvnı́
dvě rovnice (8) a prvnı́ rovnice (9) řı́kajı́, že vektor n1 je kolmý ke třem lineárně
nezávislým vektorům n, f1, f2. Je to tedy nulový vektor. Ze zbývajı́cı́ch rovnic
(8) a (9) stejným způsobem plyne, že n2 je nulový vektor. Normálový vektor je
tedy konstantnı́, n = a. Uvažujme funkci

ϕ(u1, u2) =
(
a, f(u1, u2)− f(u01, u

0
2)
)
.

Máme ∂ϕ
∂u1
= (a, f1) = 0,

∂ϕ
∂u2
(a, f2) = 0, takže ϕ je konstantnı́ funkce. Přitom

ϕ(u01, u
0
2) = 0, tedy ϕ(u) = 0 pro všechna u. To znamená, že celá plocha S ležı́

na své tečné rovině jdoucı́ bodem f(u0).

7.10 Definice. Bod f(u0) ∈ S nazýváme sférický bod, jestliže forma Φ2(u0) je
nenulovým konstantnı́m násobkem formy Φ1(u0).

Sférický bod f(u0) je tedy charakterizován podmı́nkami

(10) h11(u0) = cg11(u0) , h12(u0) = cg12(u0) , h22(u0) = cg22(u0),

kde 0 6= c ∈ R.

Pro normálový vektor n(u) sféry se středem v počátku a poloměrem r platı́
n(u) = 1

r f(u). Rovnice (8) pak ukazujı́, že každý bod sféry je sférický.
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7.11 Věta. Jednoduchá souvislá plocha S, jejı́ž každý bod je sférický, je částı́
sféry.

Důkaz. Necht’(10) platı́ v každém bodě. Tedy

(11) (n, f11) = c(f1, f1) , (n, f12) = c(f1, f2) , (n, f22) = c(f2, f2) .

Z (8) a (11) plyne

(f1, n1 + cf1) = 0 , (f2, n1 + cf1) = 0,

(f1, n2 + cf2) = 0 , (f2, n2 + cf2) = 0.
(12)

Podle (2) a (9) platı́ také

(13) (n, n1 + cf1) = 0 , (n, n2 + cf2) = 0 .

Stejně jako v důkazu věty (9) odtud plyne

(14) n1 + cf1 = o , n2 + cf2 = o .

Derivovánı́m prvnı́ rovnice podle u2 a druhé podle u1 dostáváme

(15) n12 +
∂c

∂u2
f1 + cf12 = 0 , n12 +

∂c

∂u1
f2 + cf12 = 0 ,

kde n12 = ∂2n
∂u1∂u2

. Nulový je tedy i rozdı́l

∂c

∂u2
f1 −

∂c

∂u1
f2 = o .

Protože vektory f1 a f2 jsou lineárně nezávislé, musı́ platit ∂c
∂u1
= 0, ∂c

∂u2
= 0,

takže c je konstanta. Podle (14) je bod f + 1c n pevný. Každý bod plochy S má od
tohoto bodu konstantnı́ vzdálenost 1|c| , takže S je částı́ přı́slušné sféry.

7.12 Definice. Směr v tečné rovině plochy nazýváme asymptotický směr, jestliže
normálová křivost v něm je nulová. Tečnu v tomto směru nazýváme asymptotická
tečna.

Rovnice asymptotických směrů tedy je

(16) h11(du1)
2 + 2h12du1 du2 + h22(du2)

2 = 0.

V planárnı́m bodě je každý směr asymptotický.
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Předpokládáme-li, že směr du2 = 0 nenı́ asymptotický, tedy h11 6= 0, polo-
žı́me ̺ = du1

du2
a (16) dává kvadratickou rovnici pro asymptotické směry

(17) h11̺
2 + 2h12̺+ h22 = 0 .

Pro jejı́ kořeny platı́ ̺1,2 =
−h12±

√
h2
12
−h11h22

h11
. Označme

(18) h =

∣∣∣∣
h11 h12
h12 h22

∣∣∣∣ = h11h22 − h212 .

Dva (reálné) asymptotické směry máme tedy při h < 0, oba směry splývajı́ při
h = 0 a imaginárnı́ kořeny dostáváme při h > 0. Je-li h11 = 0 a h22 6= 0, (16)
dává kvadratickou rovnici pro podı́l du2du1

a máme stejnou situaci. Pokud h11 = 0
a h22 = 0, v neplanárnı́m bodě musı́ být h12 6= 0, takže asymptotické směry jsou
du1 = 0 a du2 = 0.

7.13 Definice. Neplanárnı́ bod se nazývá hyperbolický resp. parabolický resp.
eliptický, jestliže h < 0 resp. h = 0 resp. h > 0.

Ve sférickém bodě z nerovnosti 6.10 plyne h > 0, takže jde o speciálnı́ přı́pad
eliptického bodu.

7.14 Definice. Křivka C na ploše S se nazývá asymptotická, jestliže jejı́ tečna
v každém bodě je asymptotická tečna.

Na ploše s pouze hyperbolickými body máme tedy dvě vrstvy asymptotických
křivek. Na ploše jen s parabolickými body máme jednu vrstvu asymptotických
křivek. Na ploše jen s eliptickými body asymptotické křivky neexistujı́.

7.15 Věta. Přı́mka v tečné rovině τpS je asymptotická tečna, právě když má
s plochou styk 2. řádu.

Důkaz. Je-li směr asymptotický, pak normálový řez v tomto směru má v bodě p
nulovou křivost. Tedy p je inflexnı́ bod normálového řezu, takže tečna má s nı́m
styk 2. řádu. Obráceně, má-li nějaká tečna v bodě p ∈ S styk 2. řádu s nějakou

křivkou γ(t) na S, γ(t0) = p, jde o inflexnı́ bod této křivky. Tedy vektor d2γ(t)
dt2 je

kolineárnı́ s vektorem dγ(t0)
dt , který je kolmý na normálový vektor n(p), takže

(19)
(
n(p),

d2γ(t0)

dt2

)
= 0 .
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7.16. Připomı́náme, že oskulačnı́ rovina prostorové křivky nenı́ určena v jejı́ch
inflexnı́ch bodech.

Věta. Křivka C na ploše S je asymptotická, právě když v každém bodě jejı́
oskulačnı́ rovina splývá s tečnou rovinou plochy nebo nenı́ určena.

Důkaz. Oskulačnı́ rovina křivky C ≡ γ(t) v bodě p = γ(t0) je určena vektory
dγ(t0)
dt , d2γ(t0)

dt2 , pokud jsou lineárně nezávislé. Přitom dγ(t0)
dt ležı́ v tečné rovině

plochy. Tedy tečná rovina plochy S splývá s oskulačnı́ rovinou křivky C , právě

když normálový vektor n(s) je kolmý na d2γ(t0)
dt2 , tj. platı́ (19). Jde-li o inflexnı́

bod, je vektor d2γ(t0)
dt2 kolineárnı́ s dγ(t0)

dt , a rovněž platı́ (19). Obráceně, je-li

Φ2
(dγ(t0)

dt

)
= 0, platı́ (19) a stejně jako v prvnı́ části důkazu nahlédneme, že

nastává jeden z obou uvažovaných přı́padů.

7.17. Z 1.28 vı́me, že přı́mka nebo jejı́ část je charakterizována tı́m, že každý jejı́
bod je inflexnı́. Pokud tedy ležı́ na ploše přı́mka nebo jejı́ část, je to asymptotická
křivka. Tı́m máme např. stanoveny asymptotické směry a křivky na regulárnı́ch
přı́mkových kvadrikách, tj. na jednodı́lném hyperboloidu a hyperbolickém para-
boloidu.

7.18. V hyperbolickém bodě asymptotické směry rozdělujı́ směry v tečné rovině
na dvě části. V jedné z nich majı́ normálové křivosti kladné zna-
ménko, v druhé znaménko záporné. V kladné části tedy lokálně ležı́
normálové řezy nad tečnou rovinou ve směru orientované normály,
v záporné části lokálně ležı́ normálové řezy na druhé straně tečné
roviny. Plocha tedy ležı́ po obou stanách své tečné roviny. Výrazným přı́kladem
je plocha z = xy. Osy x a y na nı́ ležı́, takže to jsou asymptotické křivky, a tečná
rovina v počátku je z = 0. Pro x > 0, y > 0 nebo x < 0, y < 0 plocha ležı́ nad
tečnou rovinou, pro x > 0, y < 0 nebo x < 0, y > 0 ležı́ plocha pod tečnou
rovinou.

V eliptickém bodě je znaménko křivosti ve všech směrech stejné, takže celá
plocha lokálně ležı́ po jedné straně tečné roviny. Nejjednoduššı́mi přı́klady jsou
sféra nebo elipsoid.

Dalšı́m pěkným přı́kladem je anuloid. Na “vnějšı́ straně pneumatiky” ležı́
plocha celá po jedné straně tečné roviny, jsou tam vesměs eliptické body. Na
celé vnitřnı́ části anuloid lokálně ležı́ po obou stranách každé tečné roviny, jsou
tam vesměs hyperbolické body. “Hornı́ a dolnı́” kružnice jsou pak tvořeny body
parabolickými.

7.19 Poznámka. Závěrem ještě ukážeme, jak lze planárnı́ a sférické body charak-
terizovat pomocı́ obecného pojmu styk ploch.
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Necht’p je společný bod ploch S a S̄. Řekneme, že plochy S a S̄ majı́ v bodě
p styk řádu k, jestliže ke každé křivce C ⊂ S jdoucı́ bodem p existuje taková
křivka C̄ ⊂ S̄, že křivky C a C̄ majı́ v bodě p styk k-tého řádu. Ve skriptu [5] se
ukazuje, že takto vzniká relace ekvivalence, a odvozuje se toto početnı́ kritérium
pro styk ploch, které je podobné 2.5 a 4.7.

Jestliže plocha S je zadána parametrickým vyjádřenı́m f(u) a plocha S̄ je
dána rovnicı́ F (x, y, z) = 0, pak vytvořı́me funkci dvou proměnných

Φ(u1, u2) = F
(
f1(u1, u2), f2(u1, u2), f3(u1, u2)

)
.

Platı́, že plochy S a S̄ majı́ ve společném bodě p = f(u0) styk k-tého řádu, právě
když všechny parciálnı́ derivace funkce Φ v bodě u0 = (u01, u

0
2) až do řádu k

včetně jsou nulové. Pro k = 1 takto dostáváme, že dvě plochy majı́ ve společném
bodě styk 1. řádu, právě když v něm majı́ společnou tečnou rovinu.

Uvažujeme-li jako plochu S̄ rovinu

ax+ by + cz + d = 0 ,

máme

Φ(u1, u2) = af1(u1, u2) + bf2(u1, u2) + cf3(u1, u2) + d .

Podmı́nky pro styk 1. řádu

a∂1f1(u0)+b∂1f2(u0)+c∂1f3(u0) = 0 , a∂2f1(u0)+b∂2f2(u0)+c∂2f3(u0) = 0

znamenajı́, že vektor (a, b, c) je kolineárnı́ s normálovým vektorem n(u0) plochy
S v bodě f(u0). Podmı́nka pro styk 2. řádu pak znı́

(
n(u0), ∂11f(u0)

)
= 0 ,

(
n(u0), ∂12f(u0)

)
= 0 ,

(
n(u0), ∂22f(u0)

)
= 0 .

Tedy bod p ∈ S je planárnı́, právě když tečná rovina plochy S v něm má s plochou
styk 2. řádu.

Podobným výpočtem dokážeme, že bod f(u0) ∈ S je sférický, právě když
existuje sféra Q taková, že S a Q majı́ v bodě f(u0) styk 2. řádu.
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8 Hlavnı́ křivky

8.1. Rozloženı́ normálové křivosti plochy S ≡ f(u) v jejı́m neplanárnı́m bodě
p lze vizualizovat následujı́cı́m způsobem. Na tečnu v neasymptotickém směru
naneseme, v obou směrech, hodnotu 1√

|κ|
, kde κ je normálová křivost v tomto

směru. Je-li a1f1(p)+a2f2(p) vektor odpovı́dajı́cı́ takovému bodu, je čtverec jeho
velikosti roven 1

|κ| , tj.

(1) g11a
2
1 + 2g12a1a2 + g22a

2
2 =

1

|κ| .

Ale κ je dáno výrazem 7.(7), takže (1) je rovnocenné rovnici

(2) |h11a21 + 2h12a1a2 + h22a22| = 1 .

Definice. Křivka (2) se nazývá Dupinova indikatrix v neplanárnı́m bodě plochy.

8.2. V eliptickém bodě je (2) elipsa. Uvědomı́me-li si, že rovnice jednotkové
kružnice v našı́ afinnı́ souřadné soustavě v tečné rovině je

g11a
2
1 + 2g12a1a2 + g22a

2
2 = 1

pak z 7.(10) plyne, že uvažovaná elipsa je kružnicı́ právě ve sférických bodech
plochy.

V hyperbolickém bodě můžeme rovnici h11a21 + 2h12a1a2 + h22a
2
2 = 1 pře-

vést změnou souřadné soustavy na tvar

(3)
x2

a2
− y2

b2
= 1 . x

y

Tedy (2) představuje dvojici tzv. sdružených hyperbol, která vedle (3) sestává ještě
z hyperboly x2

a2 −
y2

b2 = −1.
V parabolickém bodě představuje (2) rovnici dvojice rovnoběžných přı́mek

v tečné rovině, která je souměrná podle bodu dotyku. Opravdu, v tomto přı́padě
platı́ h11h22 = h212. Uvažujme přı́pad h11 > 0, h12 > 0. Pak h12 = ±

√
h11

√
h22.

Začněme přı́padem kladného znaménka. Tedy rovnice (2) má tvar

(4) 1 = h11a
2
1 + 2

√
h11
√
h22a1a2 + h22a

2
2 =

(√
h11a1 +

√
h22a2

)2
.

To je rovnice dvojice rovnoběžných přı́mek

(5) 1 =
√
h11a1 +

√
h22a2 , −1 =

√
h11a1 +

√
h22a2 .
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Tato dvojice je souměrná podle počátku. Stejný výsledek dostaneme v přı́padě
záporného znaménka. Pokud je h11 < 0, h22 < 0, dává podobný výpočet týž
výsledek.

8.3. V nesférickém bodě definujeme osy Dupinovy indikatrix
jako osy elipsy nebo jako společné osy dvojice sdružených hy-
perbol nebo jako osu dvojice rovnoběžných přı́mek a přı́mku na
ni kolmou jdoucı́ počátkem.

Definice. Směry os Dupinovy indikatrix nazýváme hlavnı́ směry plochy S v uva-
žovaném bodě. Křivku na S, která se v každém svém bodě dotýká hlavnı́ho směru,
nazýváme hlavnı́ křivka.

V planárnı́ch a sférických bodech nejsou hlavnı́ směry definovány.
Na ploše bez planárnı́ch a sférických bodů máme tedy sı́t’ hlavnı́ch křivek.

Tato sı́t’je ortogonálnı́.

8.4. Protože Φ2 je kvadratická forma, určuje polárnı́ bilineárnı́ formu, kterou
budeme značit stejným symbolem. Pro dva vektory A = (a1, a2), B = (b1, b2) ∈
TpS tedy platı́

(6) Φ2(A,B) = h11(p)a1b1 + h12(p)(a1b2 + a2b1) + h22(p)a2b2 .

Podmı́nka Φ2(A,B) = 0 závisı́ jen na směrech určených vektory A, B. Je to
podmı́nka polárnı́ sdruženosti vzhledem k Φ2(p).

Definice. Směry v tečné rovině plochy určené nenulovými vektory A, B ∈ TpS
nazýváme sdružené, jsou-li polárně sdružené vzhledem k Φ2(p).

Početně je podmı́nka sdruženosti dána anulovánı́m výrazu (6).

8.5 Věta. Hlavnı́ směry plochy jsou směry, které jsou současně sdružené a kolmé.

Důkaz. Z analytické geometrie vı́me, že takto jsou charakterizovány osy elipsy
a hyperboly. Přı́pad dvojice rovnoběžných přı́mek se snadno spočı́tá samostatně.

8.6. Vedle anulovánı́ (6) tedy hlavnı́ směry splňujı́ i podmı́nku kolmosti

(7) Φ1(A,B) = g11a1b1 + g12(a1b2 + a2b1) + g22a2b2 = 0 .

Je-li (b1, b2) nenulový směr, který splňuje (7) a anuluje (6), máme soustavu dvou
homogennı́ch lineárnı́ch rovnic s nenulovým řešenı́m. Determinant soustavy je
tedy nulový, tj.

(8)

∣∣∣∣
g11a1 + g12a2, g12a1 + g22a2
h11a1 + h12a2, h12a1 + h22a2

∣∣∣∣ = 0 .

Přejdeme-li k diferenciálům du1 = a1, du2 = a2, dostáváme
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Větu. Diferenciálnı́ rovnice sı́tě hlavnı́ch křivek je

(9)

∣∣∣∣
g11du1 + g12du2, g12du1 + g22du2
h11du1 + h12du2, h12du1 + h22du2

∣∣∣∣ = 0 .

Uvědomněme si, že (9) je v obecném přı́padě kvadratická rovnice pro podı́l
du2
du1

. Jejı́ dvě řešenı́ du2du1
= F1(u1, u2),

du2
du1
= F2(u1, u2) jsou diferenciálnı́ rovnice

obou vrstev hlavnı́ch křivek.

8.7 Definice. Normálové křivosti κ1, κ2 v hlavnı́ch směrech nazýváme hlavnı́
křivosti plochy. SoučetH = κ1+κ2 hlavnı́ch křivostı́ se nazývá střednı́ křivost,
součin K = κ1κ2 se nazývá Gaussova (či totálnı́) křivost.

Ve sférickém bodě má normálová křivost ve všech směrech stejnou hodnotu
κ. Zde definujeme H = 2κ,K = κ

2. V planárnı́m bodě jsou všechny normálové
křivosti nulové. Zde klademe H = 0, K = 0.

Při změně orientace plochy S normálové křivosti měnı́ znaménko. Znaménko
střednı́ křivosti H tedy závisı́ na orientaci plochy, znaménko Gaussovy křivosti K
však na orientaci plochy nezávisı́.

8.8. Na Dupinově indikatrix vidı́me, že normálová křivost má v hlavnı́ch smě-
rech extrém. Toho využijeme k odvozenı́ vzorce pro stanovenı́ hlavnı́ch křivostı́.
Následujı́cı́ přehledný výpočet se bude týkat jen “obecného” přı́padu, ale laskavý
čtenář si prodiskutuje sám, že výsledek platı́ ve všech přı́padech. Uvažujeme-li
směr ̺ = du1

du2
, pak pro normálovou křivost κ(̺) v tomto směru podle 7. (7) platı́

κ(̺) =
h11̺

2 + 2h12̺+ h22
g11̺2 + 2g12̺+ g22

.

K ulehčenı́ výpočtu to zapı́šeme ve tvaru

(10) κ(g11̺
2 + 2g12̺+ g22)− (h11̺2 + 2h12̺+ h22) = 0 .

Derivovánı́m podle ̺ a dosazenı́m podmı́nky pro extrém dκ
d̺ = 0 dostáváme

(11) κ(g11̺+ g12)− (h11̺+ h12) = 0 .
Násobı́me-li to −̺ a přičteme k (10), dostáváme

(12) κ(g12̺+ g22)− (h12̺+ h22) = 0.
Po zpětném dosazenı́ ̺ = du1

du2
a úpravě má (11) a (12) tvar

(13)
(κg11 − h11) du1 + (κg12 − h12) du2 = 0,

(κg12 − h12) du1 + (κg22 − h22) du2 = 0 .

Zde (du1, du2) je nenulový směr, v němž extrém nastává. Tedy determinant sou-
stavy dvou lineárnı́ch rovnic (13) musı́ být nulový. Odtud plyne
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Věta. Hlavnı́ křivosti κ1, κ2 jsou kořeny kvadratické rovnice

(14)

∣∣∣∣
κg11 − h11, κg12 − h12
κg12 − h12, κg22 − h22

∣∣∣∣ = 0 .

8.9. Jednoduchým důsledkem (14) je

Věta. Pro střednı́ a Gaussovu křivost platı́

(15) H =
g11h22 − 2g12h12 + g22h11

g11g22 − g212
, K =

h11h22 − h212
g11g22 − g212

.

Důkaz. Úpravou rovnice (14) dostáváme

κ
2(g11g22 − g212)− κ(g11h22 − 2g12h12 + g22h11) + (h11h22 − h212) = 0 .

Součet H = κ1 + κ2 resp. součin K = κ1κ2 kořenů má tvar (15) podle známé
vlastnosti kořenů kvadratické rovnice.

Ukážeme ještě, že (15) platı́ i ve sférickém a planárnı́m bodě. Ve sférickém
bodě podle 7. (7) mámehij = κgij , i = 1, 2, kde κ je společná hodnota normálové
křivosti ve všech směrech. Pak z (15) dostáváme H = 2κ, K = κ

2. V planárnı́m
bodě máme hij = 0, takže H = 0 a K = 0.

8.10. Protože g11g22 − g212 > 0 a h11h22 − h212 je výraz použitý v definici 7.13,
zı́skali jsme i jiný pohled na tuto definici.

Důsledek. Eliptický resp. parabolický resp. hyperbolický bod je charakterizován
podmı́nkou K > 0 resp. K = 0 resp. K < 0.

Poznámka. V planárnı́m bodě rovněž platı́ K = 0. Proto se planárnı́ body někdy
také zařazujı́ mezi body parabolické.

8.11 Přı́klad. Gaussova křivost sféry o poloměru r je 1
r2

. Opravdu, všechny jejı́
body jsou sférické a normálový řez v každém směru je kružnice o poloměru r.
Tedy K = 1

r2
.

8.12. Následujı́cı́ formule přehledně vyjadřuje normálovou křivost v libovolném
směru pomocı́ hlavnı́ch křivostı́.

Věta (Eulerův vzorec). Necht’σ1 a σ2 jsou hlavnı́ směry v bodě p plochy S, necht’
κ1 a κ2 jsou přı́slušné hlavnı́ křivosti a s je směr, který se směrem σ1 svı́rá úhel
ϕ. Pak pro normálovou křivost κs v tomto směru platı́

(16) κs = κ1 cos
2 ϕ+ κ2 sin

2 ϕ .
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Důkaz. Necht’e1, e2 jsou jednotkové vektory ve směrech σ1, σ2. Na S můžeme
uvažovat takové parametry u1, u2, že e1 a e2 jsou tečné vektory k parametrické
sı́ti, tj. e1 = (du1, 0), e2 = (0, du2). Pak g11(p) = g22(p) = 1, g12(p) = 0
a sdruženost směrů σ1 a σ2 dává h12(p) = 0. Z obecného vzorce 7.(7) pro
κ pak plyne κ1 = h11(p), κ2 = h22(p). Jednotkový vektor ve směru s má
tvar e1 cosϕ + e2 sinϕ. Dosazenı́m tohoto vektoru do 7.(7) dostáváme κs =
κ1 cos

2 ϕ+ κ2 sin
2 ϕ.

8.13. Probereme ještě jednu geometrickou vlastnost, která přı́mo charakterizuje
hlavnı́ křivky. Pro křivku γ(t) na ploše S označı́me nγ jednoparametrickou sou-
stavu normálových vektorů podél γ.

Věta. Křivka γ(t) je hlavnı́ křivka plochy S, právě když vektor dnγ

dt je kolineárnı́

s vektorem dγ
dt pro všechna t.

Důkaz. Necht’S je zadána parametrizacı́ f(u) a γ je v oblasti parametrů vyjádřena
jako

(
u1(t), u2(t)

)
. Tedy

(17)
dγ

dt
= f1

du1
dt
+ f2

du2
dt

.

Označme

(18) a1f1 + a2f2

vektor kolmý k (17). Podobně máme nγ(t) = n
(
u1(t), u2(t)

)
, takže

(19)
dnγ
dt
= n1

du1
dt
+ n2

du2
dt

.

Tento vektor ležı́ v tečné rovině, protože vektory n1 a n2 jsou kolmé na n, viz
7.(9). Vektory (17) a (19) jsou kolineárnı́, právě když vektory (18) a (19) jsou
kolmé. S užitı́m vzorců 7.(8) dostáváme

0 =
(
f1a1 + f2a2, n1

du1
dt
+ n2

du2
dt

)

= −
[
h11a1

du1
dt
+ h12

(
a2
du1
dt
+ a1

du2
dt

)
+ h22a2

du2
dt

]
.(20)

Směry
(
du1
dt ,

du2
dt

)
a (a1, a2) jsou tedy ortogonálnı́ a sdružené, takže to jsou hlavnı́

směry. Tedy γ(t) je hlavnı́ křivka. Obráceně, je-li γ(t) hlavnı́ křivka, je vektor dγ
dt

sdružen s kolmým vektorem, takže platı́ druhá rovnice v (20). Pak z prvnı́ rovnice
v (20) plyne, že vektor dnγ

dt je kolineárnı́ s vektorem dγ
dt pro všechna t.
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8.14 Přı́klad. Uvažujme rotačnı́ plochu S vznikajı́cı́ rotacı́ rovinné křivky C
podle osy, která ležı́ v téže rovině a křivku neprotı́ná. Podobně jako na zeměkouli,
rovnoběžky na S jsou kružnice, které vznikajı́ rotacı́ jednotlivých bodů křivky C ,
zatı́mco polednı́ky na S jsou polohy křivky C v jednotlivých okamžicı́ch rotace.
Ukážeme, že rovnoběžky a polednı́ky jsou hlavnı́ křivky na rotačnı́ ploše S.

n

dC
dt

Uvažujme libovolný polednı́k plochy S, který ztotožnı́me s křivkou C . Tedy
normály nC(t) rovinné křivky C jsou současně normálami plochy. Všechny vek-
tory nC(t) jsou jednotkové. Derivacı́ vztahu

(
nC(t), nC(t)

)
= 1 dostáváme, že

vektory dnC(t)
dt jsou kolmé na nC(t) a tedy kolineárnı́ s tečným vektorem křivkyC .

Tedy polednı́ky jsou hlavnı́ křivky podle věty 13. Rovnoběžky jsou na ně kolmé,
takže jsou to rovněž hlavnı́ křivky, protože sı́t’hlavnı́ch křivek je ortogonálnı́ sı́t’.

8.15. Jako užitečnou ilustraci odvodı́me předchozı́ výsledek také početně. Křivku
C zadáme v rovině (x, z) lokálnı́ parametrizacı́ x = g(t), z = h(t), t ∈ I , takže
dvourozměrný vektor

(
g′(t), h′(t)

)
je nenulový pro každé t ∈ I . Přitom můžeme

předpokládat, že hodnoty parametru t jsou kladné.
Rotaci provedeme kolem osy z a požadavek, aby C ne-

protı́nala osu rotace, zajistı́me předpokladem, žeC ležı́ v po-
lorovině x > 0, tedy g(t) > 0 pro všechna t ∈ I . Jako
v označı́me odchylku, kterou průmět rotujı́cı́ho bodu do ro-
viny (x, y) svı́rá s kladnou poloosou x. Oblast parametrů
D můžeme nazı́rat jako mezikružı́ v R

2, které je v polár-

x

z

nı́ch souřadnicı́ch charakterizováno tı́m, že velikost průvodiče ležı́ v intervalu I
a polárnı́ úhel je libovolný. V tomto smyslu můžeme psát v ∈ [0, 2π).

Bod ox-ové souřadnici g(t) opisuje v rovině z = h(t) kružnici x = g(t) cos v,
y = g(t) sin v. Parametrické vyjádřenı́ našı́ rotačnı́ plochy tedy je

f(t, v) =
(
g(t) cos v, g(t) sin v, h(t)

)
, t ∈ I, v ∈ [0, 2π) .

Z hlediska obecné teorie hraje t resp. v roli parametru u1 resp. u2.
Parciálnı́ derivovánı́ podle t a v dává

f1 = (g
′ cos v, g′ sin v, h′) , f2 = g(− sin v, cos v, 0) .
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Koeficienty prvnı́ základnı́ formy tedy jsou

g11 = g
′2 + h′2 , g12 = 0 , g22 = g

2 .

Dále máme

f1×f2 = g(−h′ cos v,−h′ sin v, g′) , n =
1√

g′2 + h′2
(−h′ cos v,−h′ sin v, g′) .

V druhém řádu dostáváme parciálnı́ derivace

f11 = (g
′′ cos v, g′′ sin v, h′′),

f12 = g
′(− sin v, cos v, 0) ,

f22 = g(− cos v,− sin v, 0) .

Podle 7. (5) koeficienty druhé základnı́ formy jsou

h11 =
g′h′′ − h′g′′√
g′2 + h′2

, h12 = 0 , h22 =
h′g√
g′2 + h′2

.

Obecně již samy podmı́nky g12 = 0, h12 = 0 zjednodušujı́ diferenciálnı́
rovnici hlavnı́ch křivek (9) na tvar

∣∣∣∣
g11 g22
h11 h22

∣∣∣∣ du1 du2 = 0 .

Anulovánı́ determinantu znamená h11 = cg11, h22 = cg22, takže se jedná o sfé-
rický nebo planárnı́ bod, které jsou z úvah o hlavnı́ch křivkách vyloučeny. Rovnice
du1du2 = 0 pak charakterizuje parametrickou sı́t’u1 = konst. a u2 = konst. V na-
šem přı́padě rotačnı́ plochy to jsou rovnoběžky a polednı́ky.

8.16. Popı́šeme vztah křivosti libovolného rovinného řezu plochy S a křivosti
normálového řezu ve stejném směru. Necht’̺ je libovolná rovina jdoucı́ bodem
p ∈ S různá od tečné roviny τpS.

Věta (Meusnierova). Necht’κn je normálová křivost plochy S ve směru přı́mky
̺∩ τpS a 0 ≤ α < π

2 je odchylka, kterou normála NpS svı́rá s rovinou ̺. Pak pro
křivost κ̺ řezu plochy S rovinou ̺ v bodě p platı́

κn = κ̺ cosα .
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Důkaz. Necht’γ(s) je parametrizace průsečné křivky obloukem, γ(0) = p. Podle
věty 7.5 platı́

κn =
∣∣∣
(
n,
d2γ(0)

ds2

)∣∣∣ .

Z teorie rovinných křivek vı́me, že d2γ(0)
ds2 = κ̺e2, kde e2 je jednotkový vektor

v rovině ̺. V našı́ situaci |(n, e2)| = cosα.

8.17.

c̺
cn

α
1

κn

1
κ̺

p Uvažujme neasymptotický směrA v tečné rovině.
Označme cn střed křivosti normálového řezu a c̺
střed křivosti řezu rovinou ̺, viz obrázek, na
němž je znázorněn řez rovinou kolmou na směr
A. Z Meusnierovy věty plyne cosα = κn

κ̺
, takže

trojúhelnı́k p cn c̺ má při vrcholu c̺ pravý úhel.

Geometricky to znamená, že středy křivostı́ všech rovin-
ných řezů plochy S ve směruA ležı́ na kružnici, pro niž je
úsečka pcn průměrem. Při daném A má tedy normálový
řez nejmenšı́ křivost a křivost ostatnı́ch rovinných řezů se
zvětšuje způsobem popsaným v Meusnierově větě. Jako
přı́klad uvádı́me sféru, kde tyto řezy jsou kružnice s po-
loměrem, který se zmenšuje uvedeným způsobem.

8.18. Závěrem se zmı́nı́me o jedné třı́dě ploch, které jsou zajı́mavé jak z ryze
geometrického, tak i aplikačnı́ho hlediska.

Definice. Plocha S se nazývá minimálnı́, jestliže jejı́ střednı́ křivost H je nulová
ve všech bodech.

Netriviálnı́m přı́kladem minimálnı́ plochy je helikoid, kterým se budeme za-
bývat v bodech 10.7 a 10.9.

Přı́vlastek “minimálnı́” má kořeny ve variačnı́m počtu. Jednı́m z důležitých
variačnı́ch problémů je úloha “natáhnout” na zadanou hraničnı́ křivku vE3 plochu
s minimálnı́m plošným obsahem. Za dosti obecných předpokladů je řešenı́m této
úlohy plocha s nulovou střednı́ křivostı́.
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9 Obálky soustav ploch

V přı́padě ploch můžeme uvažovat obálku jednoparametrické i dvouparametrické
soustavy. Probereme nejprve dvouparametrický přı́pad, který je jednoduššı́.

9.1. Uvažujme dvouparametrickou soustavu ploch určených rovnicı́

(1) F (x, y, z, u, v) = 0 ,

(u, v) ∈ D, kde F je funkce třı́dy C1 definovaná na otevřené množině U ⊂ R
5.

Plochu o rovnici F (x, y, z, u0, v0) = 0 značı́me Su0,v0 , (u0, v0) ∈ D, takže o (1)
hovořı́me také jako o soustavě ploch (Su,v).

9.2. Společné body ploch Su,v, Sa,v, Su,b, a 6= u, b 6= v jsou určeny soustavou
rovnic

F (x, y, z, u, v) = 0 , F (x, y, z, a, v) = 0 , F (x, y, z, u, b) = 0 .

Ta je ekvivalentnı́ soustavě

F (x, y, z, u, v) = 0 ,
F (x, y, z, a, v) − F (x, y, z, u, v)

a− u
= 0 ,

F (x, y, z, u, b) − F (x, y, z, u, v)

b− v
= 0

Uvažujeme-li pevné (u, v), pak v limitě pro a→ u a b→ v dostáváme rovnice

(2) F (x, y, z, u, v) = 0 ,
∂F (x, y, z, u, v)

∂u
= 0 ,

∂F (x, y, z, u, v)

∂v
= 0 .

Definice. Body určené rovnicemi (2) nazýváme charakteristické body na ploše
Su,v. Množinu těchto bodů pro všechna (u, v) ∈ D nazýváme charakteristická
množina soustavy (Su,v).

Stejně jako v 3.2 máme dvě základnı́ početnı́ možnosti vyjádřenı́ charakteris-
tické množiny. Když v (2) vyloučı́me parametry u a v, dostáváme popis charakte-
ristické množiny rovnicı́ tvaru G(x, y, z) = 0. Jestliže z (2) spočteme x, y, z jako
funkce u a v, dostáváme parametrické vyjádřenı́ charakteristické množiny.

9.3. Podobně jako v 3.3 řekneme, že dvě plochy se ve společném bodě dotýkajı́,
jestliže v něm majı́ společnou tečnou rovinu. (Ve smyslu poznámky 7.19 jde o styk
1. řádu.)
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Definice. Plochu E danou parametrizacı́ f(u, v), (u, v) ∈ D, nazýváme obálka
soustavy (1), jestližeE se v bodě f(u, v) dotýká plochy Su,v pro všechna (u, v) ∈
D.

9.4 Věta. Každá obálka soustavy (Su,v) je podmnožinou jejı́ charakteristické
množiny. Obráceně, je-li f(u, v) plocha, která splňuje rovnice (2), pak je to obálka
soustavy (Su,v).

Důkaz. Podmı́nka, aby bod obálky f(u, v) ležel na ploše Su,v, znı́

(3) F
(
f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v), u, v

)
= 0 .

Tečná rovina k ploše Su,v v bodě f(u, v) je kolmá na vektor

(∂F
∂x

,
∂F

∂y
,
∂F

∂z

) (
f1(u, v), f2(u, v), f3(u, v), u, v

)
.

Tečná rovina k ploše f(u, v) je určena vektory ∂1f , ∂2f . Podmı́nka splývánı́ obou
tečných rovin tedy znı́

(4)

∂F

∂x

∂f1
∂u
+
∂F

∂y

∂f2
∂u
+
∂F

∂z

∂f3
∂u
= 0 ,

∂F

∂x

∂f1
∂v
+
∂F

∂y

∂f2
∂v
+
∂F

∂z

∂f3
∂v
= 0 .

Derivovánı́m rovnice (3) podle u a v dostáváme

(5)

∂F

∂x

∂f1
∂u
+
∂F

∂y

∂f2
∂u
+
∂F

∂z

∂f3
∂u
+
∂F

∂u
= 0 ,

∂F

∂x

∂f1
∂v
+
∂F

∂y

∂f2
∂v
+
∂F

∂z

∂f3
∂v
+
∂F

∂v
= 0 .

Jestliže tečné roviny splývajı́, pak z (4) a (5) plyne ∂F
∂u = 0,

∂F
∂v = 0. Tedy obálka

je podmnožinou charakteristické množiny. Obráceně, máme-li plochu E danou
parametricky f(u, v), která splňuje rovnice (2), pak z (5) plyne (4). Tedy E je
obálka.

9.5. Jako ilustraci početnı́ho postupu probereme nejjednoduššı́ přı́klad dvoupa-
rametrické soustavy sfér se středy v rovině z = 0 a konstantnı́m poloměrem r.
Máme tedy rovnice

F (x, y, z, u, v) = (x− u)2 + (y − v)2 + z2 − r2 = 0 ,

∂F

∂u
= −2(x− u) = 0 ,

∂F

∂v
= −2(y − v) = 0 .
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Dosazenı́m z druhé a třetı́ rovnice do prvnı́ dostáváme z2 = r2. Samozřejmě,
obálka sestává z dvojice rovin z = ±r.

9.6. Uvažujme jednoparametrickou soustavu ploch určených rovnicı́

(6) F (x, y, z, t) = 0 ,

t ∈ I , kde F je funkce třı́dy C2 definovaná na otevřené množině U ⊂ R
4. Plochu

o rovnici F (x, y, z, t0) = 0 značı́me St0 , t0 ∈ I , a o (6) hovořı́me také jako
o soustavě ploch (St).

Společné body ploch St a Ss, s 6= t jsou určeny soustavou rovnic

F (x, y, z, t) = 0 , F (x, y, z, s) = 0 ,

která je ekvivalentnı́ soustavě

F (x, y, z, t) = 0 ,
F (x, z, y, s) − F (x, y, z, t)

s− t
= 0 .

V limitě pro s→ t dostáváme

(7) F (x, y, z, t) = 0 ,
∂F (x, y, z, t)

∂t
= 0 .

Definice. Množinu určenou rovnicemi (7) nazýváme charakteristikou na ploše
St. Sjednocenı́ těchto množin pro všechna t ∈ I nazýváme charakteristická
množina soustavy (St).

Rovnici charakteristické množiny zı́skáme vyloučenı́m t z rovnic (7).
Je-li charakteristika na St křivka (jsou-li tedy splněny kvalitativnı́ podmı́nky

definice 1.14), mluvı́me o charakteristické křivce na ploše St.

9.7. Situace u jednoparametrické soustavy ploch je taková, že po jejı́ obálce E se
požaduje, aby se dotýkala každé plochy St0 podél křivky.

Definice. Plochu E s parametrickým vyjádřenı́m f(t, τ), (t, τ) ∈ D ⊂ R
2,

nazýváme obálka soustavy (St), jestliže E se dotýká každé plochy St0 podél
křivky f(t0, τ).

Na křivce f(t0, τ), kterou značı́me Ct0 , je parametrem τ .

9.8 Věta. Každá obálka soustavy (St) je podmnožinou jejı́ charakteristické mno-
žiny.
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Důkaz. Necht’f(t, τ) je parametrické vyjádřenı́ obálky E v souladu s definicı́ 7.
Protože Ct ležı́ na St, platı́

F
(
f1(t, τ), f2(t, τ), f3(t, τ), t

)
= 0 .

Derivacı́ podle t dostáváme

∂F

∂x

∂f1
∂t
+
∂F

∂y

∂f2
∂t
+
∂F

∂z

∂f3
∂t
+
∂F

∂t
= 0 .

Anulovánı́ součtu prvnı́ch třı́ členů znamená kolmost normály plochy St na vektor
∂f
∂t . Protože E a St majı́ podél křivky Ct stejné tečné roviny, tato podmı́nka je
splněna. Platı́ tedy ∂F

∂t = 0.

Z předchozı́ho důkazu vidı́me, že platı́ i toto obrácené tvrzenı́. Jestliže plochaE
s parametrickým vyjádřenı́m f(t, τ) splňuje rovnice (7), pakE je obálka soustavy
(St).

9.9. Probereme opět jen nejjednoduššı́ přı́klad
jednoparametrické soustavy sfér konstantnı́ho
poloměru r se středy na ose x. Máme tedy
F (x, y, z, t) = (x − t)2 + y2 + z2 − r2 = 0, ∂F∂t = −2(x − t) = 0. Dosazenı́
x = t do prvnı́ rovnice dává y2 + z2 = r2. Samozřejmě, tato válcová plocha je
obálkou uvažované soustavy.

9.10. Uvažujme průnik charakteristiky (7) s plochou Ss o rovnici F (x, y, z, s) =
0, s 6= t. Mı́sto nı́ můžeme ekvivalentně připojit k (7) rovnici

2

(s− t)2

[
F (x, y, z, s) − F (x, y, z, t) − (s− t)

∂F (x, y, z, t)

∂t

]
= 0 .

Limitu levé strany pro s → t spočteme tak, že dvakrát použijeme l’Hospitalovo
pravidlo. Tı́m dostáváme

(8)
∂2F (x, y, z, t)

∂t2
= 0 .

Definice. Množinu H o rovnicı́ch

(9) F = 0 ,
∂F

∂t
= 0 ,

∂2F

∂t2
= 0

nazýváme hrana vratu soustavy (St).
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9.11 Poznámka. Přı́klad 9 je z hlediska konstrukce hrany vratu nezajı́mavý. Zde
máme ∂2F

∂t2 = 2, takže hrana vratu je prázdná množina.

Parametrické vyjádřenı́ hrany vratu zı́skáme výpočtem x, y, z jako funkce t
z těchto rovnic.

Název hrana vratu vysvětlı́me v bodech 4 a 19 následujı́cı́ kapitoly o přı́mko-
vých plochách, když budeme hovořit o ploše tečen prostorové křivky.

9.12. Dále předpokládáme, že charakteristiky Ct jsou křivky, které jsou průsečni-
cemi dvou ploch F = 0 a ∂F

∂t = 0 ve smyslu 4.13.

Definice. Křivku Γ s parametrickým vyjádřenı́m f(t), t ∈ I , nazýváme obálka
soustavy charakteristik (Ct), jestliže Γ se v bodě f(t0) dotýká křivky Ct0 pro
každé t0 ∈ I .

9.13 Věta. Každá obálka soustavy charakteristických křivek (Ct) je podmnožinou
hrany vratu. Obráceně, jestliže křivka f(t) splňuje rovnice (9), tak je to obálka
soustavy charakteristických křivek.

Důkaz. Necht’f(t) je obálka. Protože f(t) ∈ Ct, platı́

F
(
f1(t), f2(t), f3(t), t

)
= 0 ,

∂F

∂t

(
f1(t), f2(t), f3(t), t

)
= 0 .

Derivovánı́m druhé rovnice dostáváme

(10)
∂2F

∂x∂t

df1
dt
+
∂2F

∂y∂t

df2
dt
+

∂2F

∂z ∂t

df3
dt
+
∂2F

∂t2
= 0 .

Pro pevné t uvažujme plochu

(11)
∂F (x, y, z, t)

∂t
= 0 .

Jejı́ normálový vektor je

( ∂2F
∂x∂t

,
∂2F

∂y∂t
,
∂2F

∂z ∂t

)
.

Tento vektor je kolmý k df
dt podle podmı́nky obálky, protože df

dt ležı́ v tečné rovině

plochy (11). Součet prvnı́ch třı́ členů v (10) se tedy anuluje a zbývá ∂2F
∂t2
= 0.

Obrácené tvrzenı́ zı́skáme obráceným postupem v této úvaze.
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9.14. Poznamenáváme ještě, že libovolná jednoparametrická soustava prostoro-
vých křivek nemusı́ mı́t obálku. Podobně jako dřı́ve nalezneme, že obálka soustavy
prostorových křivek

F (x, y, z, t) = 0 , G(x, y, z, t) = 0

musı́ splňovat také rovnice

∂F (x, y, z, t)

∂t
= 0 ,

∂G(x, y, z, t)

∂t
= 0 .

To jsou 4 rovnice pro stanovenı́ x, y, z jako funkcı́ t, což obecně je přı́liš mnoho.
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10 Přı́mkové plochy

10.1. Jednoparametrickou soustavou přı́mek v E3 rozumı́me zobrazenı́, které
každému t ∈ I přiřazuje přı́mku p(t), kde I je otevřený interval. Přı́mka p(t) se
nazývá tvořı́cı́ přı́mka soustavy. Tuto přı́mku určujeme pomocı́ jednoho bodu
g(t) ∈ p(t) a nenulového směrového vektoru h(t). Libovolný bod přı́mky p(t)
pak má tvar

(1) f(t, v) = g(t) + vh(t) , v ∈ R .

Podobně jako v úmluvě 1.15 nebo 4.7 budeme dále předpokládat, že g(t) ah(t) jsou
funkce třı́dy Cr, kde řád r je dostatečně vysoký pro naše úvahy. Pak f : I × R →
E3 je zobrazenı́ třı́dy Cr. Jde tedy v jistém smyslu o dvouparametrický pohyb.
Podmı́nka z definice plochy vyžaduje vedle injektivnosti f ještě to, že vektory
∂f
∂t =: ft = g′ + vh′ a ∂f

∂v =: fv = h jsou v každém bodě lineárně nezávislé.
Budeme to nejprve ilustrovat na přı́kladech.

10.2. Necht’ bod g(t) = a je pevný. Tuto jednoparametrickou soustavu přı́mek
nazýváme obecný kužel

(2) f(t, v) = a+ v h(t) .

V tomto přı́padě ft = v h′, fv = h, ft × fv = v(h′ × h). Pro v = 0 dostá-
váme vrchol kužele, který je zřejmě singulárnı́. Pro v 6= 0 musı́ platit h′ × h 6= o
pro všechna t ∈ I . Je-li to splněno, pak při injektivnosti f jde o plochu. Platı́-li
h′ × h = o všude, máme

(3)
∂h

∂t
= k(t)h(t) ,

kde k(t) je reálná funkce. Pokud mı́sto h(t) uvažujeme reálnou funkci z(t), pak
separacı́ proměnných nalezneme, že naše diferenciálnı́ rovnice má obecné řešenı́
z = l(t)c, kde l(t) = e

R
k(t) dt. Tuto situaci máme na každé složce vektorové

funkce h(t), takže h(t) = l(t)b, kde b je konstantnı́ vektor. V tomto přı́padě tedy
jde o dvouparametrický pohyb po přı́mce, ne o plochu.

10.3. Necht’h(t) = a je pevný nenulový vektor. Pak dostáváme jednoparametric-
kou soustavu přı́mek, která se nazývá obecný válec

(4) f(t, v) = g(t) + va , t ∈ I, v ∈ R .

Zde ft = g′, fv = a. Pokud je g′(t) × a 6= o pro všechna t a f je injektivnı́,
jde o plochu. Je-li tečný vektor g′(t) v nějakém bodě kolineárnı́ s vektorem a, jde
o singulárnı́ přı́pad.
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10.4. Uvažujme křivku C ≡ g(t) zadanou parametricky a v každém bodě g(t)
sestrojme jejı́ tečnu. Tato jednoparametrická soustava přı́mek se nazývá plocha
tečen křivky C . Jejı́ parametrické vyjádřenı́ má tvar

(5) f(t, v) = g(t) + v g′(t) .

Máme ft = g′(t) + v g′′(t), fv = g′(t), takže

(6) ft × fv = −v
(
g′(t)× g′′(t))

)
.

Dále budeme předpokládat, že C nemá inflexnı́ body. Pak vektor (6) je nulový,
právě když v = 0, což je bod výchozı́ křivky.

V bodě g′(t0) vezměme normálovou rovinu ν(t0) křivky C a zkoumejme jejı́
průnik s plochou tečen. Rovnici ν(t0) zapı́šeme ve tvaru skalárnı́ho součinu

(7)
(
g′(t0), w − g(t0)

)
= 0 , w = (x, y, z) ∈ E3 .

Tečna v bodě g(t) má parametrické vyjádřenı́

g(t) + v g′(t) .

Označme v(t) parametr jejı́ho průsečı́ku s ν(t0). Pro něj platı́

(8)
(
g′(t0), g(t) + v(t) g

′(t)− g(t0)
)
= 0 .

Uvažovaný průnik je pohyb v normálové rovině ν(t0) s parametrickým vyjádřenı́m

(9) h(t) = g(t) + v(t)g′(t) , v(t0) = 0 .

Ukážeme, že platı́ h′(t0) = o. Máme

h′(t0) = g
′(t0) + v

′(t0) g
′(t0) + v(t0) g

′′(t0) .

Protože v(t0) = 0, stačı́ dokázat v′(t0) = −1. Derivovánı́m (8) dostáváme
(
g′(t0), g

′(t) + v′(t) g′(t) + v(t) g′′(t)
)
= 0 .

Dosazenı́ t = t0 dává
(
g′(t0), g

′(t0)
)
+ v′(t0)

(
g′(t0), g

′(t0)
)
= 0 .

Protože
(
g′(t0), g

′(t0)
)
6= 0, musı́ být v′(t0) = −1.

Pro pohyb h(t) podmı́nka h′(t0) = o znamená, že h(t0) je
singulárnı́ bod. Obecně je to bod vratu, viz 1.9. Je užitečné si
to představit na ploše tečen šroubovice, jejı́ž průmět ve směru
osy šroubovice je na obrázku. Takto jsme geometricky objas-
nili, že plocha tečen nenı́ v okolı́ vytvářejı́cı́ křivky plochou
ve smyslu definice 4.6.
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10.5. Chceme-li, abychom i v přı́padě jednoparametrické soustavy přı́mek uvažo-
vali plochu ve smyslu definice 4.6, můžeme použı́t tento přı́stup.

Definice. Plochu S ⊂ E3 nazýváme přı́mková plocha, jestliže je částı́ jednopa-
rametrické soustavy přı́mek.

Také v tomto přı́padě hovořı́me o tvořı́cı́ přı́mce plochy S, i když to může být
jen část přı́mky.

10.6. Probereme ještě dva přı́klady. Nejprve uvažujme 3 mi-
moběžky q1, q2, q3. Každým bodem p ∈ q3 vedeme přı́čku
mimoběžek q1, q2, která je průsečnicı́ rovin určených bodem
p a přı́mkou q1 resp. q2. V projektivnı́ geometrii se ukazuje,
že takto vzniká regulárnı́ přı́mková kvadrika. Vezmeme-li

p1 p2 p3

q3

q2

q1

3 přı́mky námi vytvořené soustavy a opakujeme konstrukci, dostáváme druhou
jednoparametrickou soustavu přı́mek na téže regulárnı́ přı́mkové kvadrice.

10.7. Na přı́mkové ploše, která nenı́ regulárnı́ přı́mkovou kvadrikou ani částı́
roviny, mohou tedy vedle tvořı́cı́ch přı́mek ležet nejvýše dvě
dalšı́ přı́mky. S tı́m souvisı́ následujı́cı́ obecná konstrukce.
Vezmeme dvě mimoběžky q1, q2 a křivkuC . Každým bodem
křivky C vedeme přı́čku obou mimoběžek. Tı́m dostáváme
jednoparametrickou soustavu přı́mek.

q1

q2

C

Významný pro technickou praxi je přı́pad, kdy jedna z mimoběžek je nevlastnı́
přı́mka nějaké roviny ̺. Máme tedy dánu rovinu ̺, přı́mku
q a křivku C . Každým bodem křivky C pak vedeme přı́mku,
která protı́ná q a je rovnoběžná s ̺. Takto vzniklá jednopa-
rametrická soustava přı́mek se nazývá konoid. Je-li přı́mka q
kolmá na rovinu ̺, hovořı́ se o přı́mém konoidu. ρ

q
C

Přı́klad. Je-li C šroubovice, q je jejı́ osa a jako ̺ zvolı́me rovinu kolmou na q, pak
přı́slušný přı́mý konoid se také nazývá přı́mý šroubový konoid neboli helikoid.
O této ploše jsme se zmiňovali v 8.18. Vezmeme q za osu z a o C budeme
předpokládat, že ležı́ na rotačnı́m válci s jednotkovým poloměrem. Pa-
rametrické vyjádřenı́ C tedy je (cos t, sin t, bt), b 6= 0, t ∈ R. Pro naši
šroubovou plochu pak dostáváme

(10) f(t, v) = (v cos t, v sin t, bt) , b 6= 0, v ∈ R .

Snadno se nahlédne, že kinematicky tato plocha vzniká šroubovánı́m tvořı́cı́
přı́mky, která kolmo protı́ná osu q, ve směru této osy.
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10.8 Definice. Přı́mková plocha se nazývá rozvinutelná, jestliže ve všech bodech
libovolné tvořı́cı́ přı́mky je tečná rovina plochy stejná.

Řı́káme též, že tečná rovina je pevná podél tvořı́cı́ch přı́mek.
Geometricky je jasné (a početně se to snadno ověřı́), že tuto vlastnost majı́

obecné kužely a obecné válce. Ukážeme, že také pro plochu tečen křivky C je
tečná rovina plochy ve všech bodech tvořı́cı́ přı́mky stejná. Podle bodu 4, tečná
rovina plochy g(t) + vg′(t) v bodě g(t0) + v0g

′(t0), v0 6= 0, je určena tı́mto
bodem a vektory g′(t0) a g′′(t0). Pro pevné t0 a každé v0 6= 0 tato rovina splývá
s oskulačnı́ rovinou křivky C v bodě g(t0), takže je pevná podél celé přı́mky
g(t0) + vg(t0).

Na druhé straně, tečná rovina podél tvořı́cı́ přı́mky regulárnı́ kvadriky nenı́
pevná. Tečná rovina je totiž určena danou tvořı́cı́ přı́mkou a přı́mkou druhé sou-
stavy, která uvažovaným bodem procházı́. Druhá soustava je však tvořena přı́čkami
mimoběžek, které nemohou ležet v jedné rovině. Také u šroubové plochy z bodu 7
se tečná rovina podél tvořı́cı́ přı́mky měnı́. Z (10) totiž dostáváme

(11) ft = (−v sin t, v cos t, b) , fv = (cos t, sin t, 0) ,

takže jednotkový vektor normály plochy je

ft × fv
‖ft × fv‖

=
1√

v2 + b2
(−b sin t, b cos t,−v) ,

a ten se při pevném t = t0 měnı́ v závislosti na v.

10.9. Pro dalšı́ úvahy si vyjádřı́me koeficienty druhé základnı́ formy pomocı́
vnějšı́ho součinu. Vı́me, že vnějšı́ součin [a, b, c] třı́ vektorů orientovaného eu-
klidovského trojrozměrného prostoru je roven skalárnı́mu součinu vektorového
součinu prvnı́ch dvou z nich s třetı́m vektorem, tj.

[a, b, c] = (a× b, c) .

Použijeme-li tuto formuli na vzorce 7.(1) a 7.(5), dostáváme

(12)

h11 =
1

‖f1 × f2‖
[f1, f2, f11] ,

h12 =
1

‖f1 × f2‖
[f1, f2, f12] ,

h22 =
1

‖f1 × f2‖
[f1, f2, f22] .
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Přı́klad. Ukážeme, že helikoid z bodu 8 je minimálnı́ plocha ve smyslu 8.18, tj.
platı́ H = 0. Derivovánı́m (11) dostáváme ftt = (−v cos t,−v sin t, 0), ftv =
(− sin t, cos t, 0), fvv = o. Tedy h11 = 0, h22 = 0. Protože také g12 = 0, vzorec
8.(15) dává H = 0.

10.10. Protože každá přı́mka na ploše je asymptotická křivka, na přı́mkové ploše
máme jen body hyperbolické, v nichž pro Gaussovu křivost platı́ K < 0, nebo
body parabolické či planárnı́, v nichž platı́ K = 0.

Věta. Rozvinutelná přı́mková plocha S má nulovou Gaussovu křivost.

Důkaz. Při parametrickém vyjádřenı́ f(t, v) = g(t) + v h(t) plochy S máme
f1 = g′(t) + v h′(t), f2 = h(t). Pro pevné t v zaměřenı́ tečné roviny ležı́ vektor
h(t) a tečná rovina je stejná pro všechna v, právě když pro každé v1 6= v2 jsou
vektory h(t), g′(t) + v1h′(t), g′(t) + v2h′(t) komplanárnı́. Lineárnı́ kombinace
dvou poslednı́ch vektorů dávajı́ g′(t) a h′(t), takže podmı́nka pro pevnou tečnou
rovinu znı́

(13)
[
g′(t), h(t), h′(t)

]
= 0 .

Dalšı́m výpočtem dostáváme f11 = g′′(t) + v h′′(t), f12 = h′(t), f22 = o.
Podle (12) nalezneme nejprve h22 = 0, dále

h12 =
1

‖f1 × f2‖
[
g′(t) + v h′(t), h(t), h′(t)

]
,

takže h12 = 0 podle (13). Ze vzorce 8.(15) pak plyneK = 0 nezávisle na h11.

10.11. V obráceném směru platı́ toto tvrzenı́.

Věta. Jestliže každý bod plochy S je parabolický, pak S lokálně je rozvinutelná
přı́mková plocha.

Důkaz. Na parabolické ploše zvolme lokálnı́ parametry tak, aby vrstva asympto-
tických křivek byla u1 = konst.. Tedy 0 = h12 = (n, f12) a 0 = h22 = (n, f22).
Vı́me, že platı́ (n, f1) = 0, (n, f2) = 0, (n, n) = 1. Derivovánı́m podle u2
dostáváme, podobně jako v 7.(8),

(n2, f1) = 0 , (n2, f2) = 0 , (n2, n) = 0 .

Odtud plyne n2 = o, takže normálový vektor podle křivky u1 = konst. je pevný.
Podle 7.(8) z h12 = 0 plyne (n1, f2) = 0. Derivovánı́m tohoto vztahu podle u2
a užitı́m n12 = o dostáváme (n1, f22) = 0. Vektory f2 a f22 jsou tedy kolmé na
vektory n a n1, které jsou lineárně nezávislé. Opravdu, vektor n1 je kolmý na n
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a je nenulový. Prvnı́ z rovnic 7.(8) totiž řı́ká (n1, f1) + (n, f11) = 0. V přı́padě
n1 = o tedy platı́ h11 = 0. Spolu s h12 = 0 a h22 = 0 to znamená, že by se jednalo
o planárnı́ bod, ale tyto body neuvažujeme. Protože vektory f2 a f22 jsou kolmé
na dva lineárně nezávislé vektory, jsou kolineárnı́. Každý bod křivky u1 = konst.
je tedy inflexnı́, takže jde o část přı́mky. Tečná rovina podél této tvořı́cı́ přı́mky je
pevná, tedy S lokálně je rozvinutelná přı́mková plocha.

10.12 Definice. Tvořı́cı́ přı́mka g(t0) + vh(t0) přı́mkové plochy (1) se nazývá
cylindrická, jestliže vektor h′(t0) je kolineárnı́ s h(t0).

Věta. Přı́mková plocha, jejı́ž každá tvořı́cı́ přı́mka je cylindrická, je obecný válec.

Důkaz. V bodě 2 jsme ukázali, že ze vztahu dh
dt = k(t)h(t) plyne h(t) = l(t)b,

kde b je konstantnı́ vektor. Můžeme tedy psát

f(t, v) = g(t) + v l(t)b ,

což je obecný válec s jinou parametrizacı́ tvořı́cı́ch přı́mek.

10.13. Podáme přı́mou geometrickou charakterizaci cylindrické přı́mky. Při para-
metrickém vyjádřenı́ p(t) ≡ g(t) + v h(t) můžeme předpokládat, že vektor h(t)
je jednotkový. Pak h(t) je pohyb po jednotkové sféře, který nazýváme sférickým
obrazem přı́mkové plochy.

Derivovánı́ vztahu (h, h) = 1 dává (h, h′) = 0, tedy vektor h′(t) je kolmý
na h(t) pro každé t. Požadujeme-li ještě, že h′(t0) je kolineárnı́ s h(t0), musı́ být
h′(t0) = o. Odtud plyne

Věta. Tvořı́cı́ přı́mka p(t0) přı́mkové plochy S je cylindrická, právě když t0 je
singulárnı́ bod sférického obrazu plochy S.

10.14. Význam slova “obecně” v následujı́cı́m tvrzenı́ bude definován během
důkazu.

Věta. Rozvinutelná přı́mková plocha bez cylindrických přı́mek je obecně bud’
plocha tečen nebo obecný kužel.

Důkaz. Pevnost tečné roviny znamená [g′, h, h′] = 0. Vektor g′(t) je tedy lineárnı́
kombinacı́

(14) g′(t) = k(t)h(t) + l(t)h′(t) ,

kde k(t) a l(t) jsou funkce. Pro bod g̃(t) = g(t)− l(t)h(t) na tvořı́cı́ přı́mce platı́

g̃′(t) = g′(t)− l′(t)h(t) − l(t)h′(t) =
(
k(t)− l′(t)

)
h(t) .
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Za obecný přı́pad budeme považovat bud’to, že k(t)− l′(t) 6= 0 pro každé t nebo
k(t)− l′(t) = 0 pro všechna t. V prvém přı́padě je vektor h(t) kolineárnı́ s g̃′(t),
takže jde o plochu tečen. V druhém přı́padě je g̃′(t) = o pro všechna t, takže g̃(t)
je pevný bod a máme přı́pad obecného kužele.

10.15. Naše výsledky z bodů 12 a 14 se někdy shrnujı́ slovy, že plocha s nulovou
Gaussovou křivostı́ je obecně plocha tečen nebo obecný kužel nebo obecný
válec.

10.16. Nynı́ se budeme zabývat obálkou jednoparametrické soustavy rovin (St),
t ∈ I . Jejı́ rovnice tedy jsou

(15) F (x, y, z, t) = a(t)x+ b(t)y + c(t)z + d(t) = 0 .

Zde n(t) =
(
a(t), b(t), c(t)

)
je směrový vektor normály roviny St. Rovnici

(15) tedy můžeme psát ve tvaru

(16)
(
n(t), w

)
+ d(t) = 0 , w = (x, y, z) ∈ E3 .

Podle 9.6 je charakteristika určena ještě rovnicı́ ∂F∂t = 0, tj.

(17)
(
n′(t), w

)
+ d′(t) = 0 .

Jestliže

(18) n(t)× n′(t) 6= o ,

pak (16) a (17) pro každé t určujı́ přı́mku. Protože (16) a (17) je soustava dvou
nezávislých lineárnı́ch rovnic pro tři veličiny x, y, z, jejı́ řešenı́ je tvaru

(19) k(t) + v h(t) ,

kde k(t) je jedno řešenı́ nehomogennı́ soustavy a v h(t) je obecné řešené ho-
mogenizované soustavy. Za předpokladu (18) je tedy charakteristická množina
jednoparametrická soustava přı́mek (19).

10.17. Pro hranu vratu H máme ještě rovnici ∂
2F
∂t2 = 0, tj.

(20)
(
n′′(t), w

)
+ d′′(t) = 0 .

Předpokládejme, že vektory n(t), n′(t) a n′′(t) jsou lineárně nezávislé. Pak sou-
stava (16), (17), (20) má pro každé t jediné řešenı́, které označı́me f(t). Tedy f(t),
t ∈ I , je pohyb.
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Definice. Řekneme, že jednoparametrická soustava rovin (St) je regulárnı́,
jestliže

[
n(t), n′(t), n′′(t)

]
6= 0 pro všechna t ∈ I a řešenı́ soustavy (16), (17),

(20) je křivka bez inflexnı́ch bodů.

Hrana vratu regulárnı́ soustavy rovin je tedy křivka, která odpovı́dá situaci
z bodu 4.

10.18 Věta. Charakteristická množina regulárnı́ jednoparametrické soustavy rovin
je plocha tečen jejı́ hrany vratu.

Důkaz. Parametrické vyjádřenı́ (19) charakteristické množiny můžeme volit tak,
že k(t) = f(t) je bod hrany vratu. Podle (16) platı́

(21)
(
n(t), f(t)

)
+ d(t) = 0 .

Derivovánı́ dává

(22)
(
n(t), f ′(t)

)
+
(
n′(t), f(t)

)
+ d′(t) = 0 .

Součet druhého a třetı́ho členu je nulový podle (17), takže platı́

(23)
(
n(t), f ′(t)

)
= 0 .

Derivovánı́m vztahu
(
n′(t), f(t)

)
+ d′(t) = 0 dostáváme

(24)
(
n′(t), f ′(t)

)
+
(
n′′(t), f(t)

)
+ d′′(t) = 0 .

Součet druhého a třetı́ho členu je nulový podle (20). Vektor f ′(t) tedy splňuje
rovnice

(25)
(
n(t), f ′(t)

)
= 0 ,

(
n′(t), f ′(t)

)
= 0 .

To je homogenizovaná soustava k (16) a (17). Stejnou soustavu splňuje vektor h(t).
Tedy f ′(t) ah(t) jsou kolineárnı́ vektory, takže v (19) můžeme vektor h(t) nahradit
vektorem f ′(t). Protože jsme volili k(t) = f(t), (19) má tvar f(t) + v f ′(t). To
je plocha tečen hrany vratu.

10.19. V přı́padě obálky regulárnı́ jednoparametrické soustavy rovin vzniká situ-
ace, která je popsána v bodě 4. Název hrana vratu má zde tedy jasnou geometrickou
motivaci. Podobné geometrické důvody jsou i pro rozšı́řenı́ názvu hrana vratu na
obecnějšı́ situaci z bodu 9.10.
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11 Isometrická zobrazenı́

11.1. Necht’D, D̄ ⊂ R
2 jsou otevřené množiny. Zobrazenı́ ϕ : D → D̄ je určeno

dvojicı́ čı́selných funkcı́ ϕ1, ϕ2 : D → R, které nazýváme složky zobrazenı́
ϕ. Označı́me-li u1, u2 souřadnice v D a v1, v2 souřadnice v D̄, máme v1 =
ϕ1(u1, u2), v2 = ϕ2(u1, u2).

Definice. Řekneme, že ϕ je zobrazenı́ třı́dy Cr, jestliže ϕ1 i ϕ2 jsou funkce
třı́dy Cr.

Všude dále předpokládáme, že ϕ je zobrazenı́ třı́dy Cr, r ≥ 1.

11.2 Definice. Determinant J(ϕ) =

∣∣∣∣∣
∂ϕ1
∂u1

, ∂ϕ1
∂u2

∂ϕ2
∂u1

, ∂ϕ2
∂u2

∣∣∣∣∣ nazýváme Jacobián zobra-

zenı́ ϕ.

11.3. Budeme studovat zobrazenı́ g : S → S̄ mezi dvěma jednoduchými plo-
chami třı́dy Cr. Předpokládejme, že S a S̄ jsou zadány parametricky f(u1, u2),
(u1, u2) ∈ D a f̄(v1, v2), (v1, v2) ∈ D̄. Zobrazenı́ g určuje jediné zobrazenı́
ψ : D → D̄ takové, že g ◦ f = f̄ ◦ ψ. Tedy ψ vyjadřuje g v oblasti parametrů.
Obráceně, máme-li zadáno ψ, je tı́m určeno g.

f f̄

g

ψ

S

D

S̄

D̄

Definice. Řekneme, že g : S → S̄ je zobrazenı́ třı́dy Cr, jestliže jı́m určené
zobrazenı́ ψ : D → D̄ je třı́dy Cr.

11.4. V předchozı́ definici se využı́vá parametrizacı́ plochS a S̄. Ukážeme, že třı́da
diferencovatelnosti zobrazenı́ g nezávisı́ na volbě parametrizacı́ f a f̄ . Nejprve
probereme změnu parametrizace f(u1, u2) plochy S, (u1, u2) ∈ D.

Uvažujme bijektivnı́ zobrazenı́ ϕ : D̄ → D třı́dy Cr, ϕ =
(
ϕ1(v1, v2),

ϕ2(v1, v2)
)
, (v1, v2) ∈ D̄. Pak f̄ = f ◦ ϕ je opět zobrazenı́ třı́dy Cr. U parame-

trizace plochy máme ještě podmı́nku f1 × f2 6= o. Označı́me-li f̄1 = ∂1(f ◦ ϕ),
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f̄2 = ∂2(f ◦ ϕ), dostáváme podle pravidla pro derivovánı́ složené funkce

(1) f̄1 = f1
∂ϕ1
∂v1
+ f2

∂ϕ2
∂v1

, f̄2 = f1
∂ϕ1
∂v2
+ f2

∂ϕ2
∂v2

.

Tedy

f̄1 × f̄2 =
(∂ϕ1
∂v1

∂ϕ2
∂v2

− ∂ϕ2
∂v1

∂ϕ1
∂v2

)
f1 × f2 = J(ϕ) f1 × f2 .

Definice. Bijektivnı́ zobrazenı́ ϕ : D̄ → D třı́dy Cr nazýváme reparametrizace,
jestliže J(ϕ) 6= 0 pro všechna (v1, v2) ∈ D̄.

11.5. Nynı́ je jasné, že definice 3 nezávisı́ na volbě parametrizacı́. Na S proved’me
reparametrizaci ϕ : D1 → D a na S reparametrizaci ϕ̄ : D̄1 → D̄. Pak ϕ̄−1 : D̄ →
D̄1 je také zobrazenı́ třı́dy Cr (to přı́mo plyne ze zobecněné věty o implicitnı́
funkci, viz skriptum [5]). V definici 3 pak mı́sto zobrazenı́ ψ máme ϕ̄−1 ◦ ψ ◦ ϕ,
což je rovněž zobrazenı́ třı́dy Cr.

11.6. Pro pohyb na ploše budeme dále systematicky užı́vat název dráha, který je
v této oblasti diferenciálnı́ geometrie obvyklý.

Zkoumejme nejprve zobrazenı́ψ : D → D̄, v1 = ψ1(u1, u2), v2 = ψ2(u1, u2).
Samo D jako část roviny je plocha, takže pro každý bod u ∈ D máme tečný pro-
stor TuD, který splývá s R

2. Jeho prvky jsou tečné vektory v nule ke dráhám h(t),
h : I → D, h(0) = u, kde předpokládáme 0 ∈ I . Souřadnice tečného vektoru
jsou dh1(0)

dt , dh2(0)dt . Uvažujme dráhu ψ ◦ h : I → D̄. Souřadnice jejı́ho tečného
vektoru pro t = 0, které zı́skáme derivovánı́m složených funkcı́ ψ1

(
h1(t), h2(t)

)

a ψ2
(
h1(t), h2(t)

)
, jsou

(2)
∂ψ1
∂u1

dh1(0)

dt
+
∂ψ1
∂u2

dh2(0)

dt
,

∂ψ2
∂u1

dh1(0)

dt
+
∂ψ2
∂u2

dh2(0)

dt
.

Odtud plyne, že tečný vektor d(ψ◦h)(0)
dt je určen pouze vektorem dh(0)

dt . S přihléd-
nutı́m k lineárnosti výrazů (2) dostáváme

Větu. Pravidlo dh(0)
dt 7→ d(ψ◦h)(0)

dt určuje lineárnı́ zobrazenı́Tuψ : TuD → Tψ(u)D̄
pro každé u ∈ D.

Definice. Toto zobrazenı́ nazýváme tečné zobrazenı́ k zobrazenı́ ψ v bodě u.

Označı́me-li (du1, du2) souřadnice v TuD a (dv1, dv2) souřadnice v Tψ(u)D̄,
pak (2) lze psát ve tvaru

(3) dv1 =
∂ψ1
∂u1

du1 +
∂ψ1
∂u2

du2 , dv2 =
∂ψ2
∂u1

du1 +
∂ψ2
∂u2

du2 .

Jde tedy o diferenciály funkcı́ ψ1 a ψ2.
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11.7. Uvažujme původnı́ zobrazenı́ g : S → S̄ a označme p = f(u) ∈ S. Uva-
žujme tečný prostor TpS a v něm vektor A, který je tečný ke dráze γ(t) na S,

A = dγ(0)
dt . Pak g ◦ γ je dráha na S̄ a tečný vektor d(g◦γ)(0)

dt k této dráze závisı́ jen
na A. Opravdu, v parametrizacı́ch jde právě o výraz (2). Tı́m jsme dokázali

Větu. Pravidlo dγ(0)
dt 7→ d(g◦γ)(0)

dt určuje lineárnı́ zobrazenı́ Tpg : TpS → Tg(p)S̄.

Definice. Zobrazenı́ Tpg nazýváme tečné zobrazenı́ k zobrazenı́ g v bodě p.

11.8 Definice. Řekneme, že zobrazenı́ g : S → S̄ je isometrické, jestliže každé
tečné zobrazenı́ Tpg : TpS → TpS̄, p ∈ S, zachovává skalárnı́ součin.

To znamená (A,B) =
(
Tpg(A), Tpg(B)

)
pro každé A, B ∈ TpS.

Je-li g bijektivnı́, pak hovořı́me o isometrii ploch S a S̄.

11.9. Bijektivnı́ zobrazenı́ g : S → S̄
můžeme realizovat tak, že vezmeme spo-
lečnou oblast parametrůD a odpovı́dajı́cı́
si body jsou f(u1, u2) ∈ S a f̄(u1, u2) ∈
S̄. V tomto přı́padě řı́káme, že zobrazenı́
g je dáno rovnostı́ parametrů.

f f̄

g
S

D

S̄

Věta. Bijekce g : S → S̄ daná rovnostı́ parametrů je isometrie, právě když prvnı́
základnı́ formy Φ1 a Φ̄1 ploch S a S̄ jsou stejné.

Důkaz. Báze v TpS je dána vektory f1, f2, báze v Tg(p)S̄ je dána vektory f̄1, f̄2
a Tpg má tvar du1 = du1, du2 = du2. Podle 6.1 skalárnı́ součiny tečných vektorů
k S i S̄ jsou dány prvnı́ základnı́ formou.

Podmı́nka Φ1 = Φ̄1 explicitně znamená g11 = ḡ11, g12 = ḡ12, g22 = ḡ22, kde
pruhované veličiny jsou spočteny na ploše S̄ v týchž parametrech (u1, u2).

11.10. Následujı́cı́ tvrzenı́ zdůvodňuje název isometrie.

Věta. Bijekce g : S → S̄ je isometrie, právě když zachovává délky křivek.

Důkaz. Bijekci g můžeme zadat rovnostı́ parametrů. Protože délka křivky
(
u1(t),

u2(t)
)
, t ∈ [a, b] je

(4) s =

∫ b

a

√

g11

(
du1
dt

)2
+ 2g12

du1
dt

du2
dt
+ g22

(
du2
dt

)2
dt ,
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z věty 9 plyne, že při isometrii jsou délky odpovı́dajı́cı́ch si křivek stejné. Obráceně,
jsou-li délky křivek s týmž parametrickým vyjádřenı́m stejné, pak i délky jejich
tečných vektorů jsou stejné podle (4). Tedy lineárnı́ zobrazenı́ Tpg pro každé
p ∈ S zachovává velikosti vektorů. Z lineárnı́ algebry vı́me, že takové zobrazenı́
zachovává i skalárnı́ součin.

11.11. Geometricky je evidentnı́, že rotačnı́ válcová plocha f(u) =
(r cos u1, r sinu1, u2), u1 ∈ (0, 2π), u2 ∈ R je isometrická rovinnému pruhu
(0, 2π) × R. Fyzikálně tato isometrie vzniká rozvinutı́m válcové plochy do ro-
viny. Ověřı́me to i početně užitı́m věty 9. Pro válcovou plochu máme f1 =
(−r sinu1, r cos u1, 0), f2 = (0, 0, 1), takže g11 = r2, g12 = 0, g22 = 1. Rovinu
z = 0 lze parametricky vyjádřit ve tvaru f̄(u) = (ru1, u2, 0). Tedy f̄1 = (r, 0, 0),
f̄2 = (0, 1, 0) a ḡ11 = r2, ḡ12 = 0, ḡ22 = 1 stejně jako u válcové plochy.

11.12 Definice. Vnitřnı́ geometriı́ plochy S rozumı́me ty jejı́ vlastnosti, které se
zachovávajı́ při isometriı́ch.

Podle věty 9 patřı́ tedy do vnitřnı́ geometrie plochy ty jejı́ vlastnosti, které
lze odvodit z prvnı́ základnı́ formy. O těch vlastnostech plochy S, které podstatně
závisejı́ na druhé základnı́ formě, se také řı́ká, že patřı́ do vnějšı́ geometrie plochy.

11.13. Pojem vnitřnı́ geometrie plochy vznikl nad Gaussovými pracemi. On od-
vodil jejı́ nejvýznamnějšı́ tvrzenı́. Je to hluboký výsledek, který dokážeme v ná-
sledujı́cı́ kapitole ve 12.14. Gauss sám si ho latinsky nazval Theorema egregium
(v překladu: znamenitá věta). Necht’KS značı́ totálnı́ křivost plochy S aKS̄ totálnı́
křivost plochy S̄.

Teoréma egregium (Gauss). Je-li g : S → S̄ isometrie, pak KS(p) = KS̄

(
g(p)

)

pro všechna p ∈ S.

Je třeba zdůraznit, že obě hlavnı́ křivosti nepatřı́ do vnitřnı́ geometrie plochy
(při jejich výpočtu se podstatně užı́vá druhá základnı́ forma), jejich součin však
ano.

11.14 Přı́klad. Otevřená množina v rovině nemůže být isometrická otevřené
množině na sféře. Opravdu, totálnı́ křivost roviny je nulová a totálnı́ křivost sféry
o poloměru r je 1

r2
.

11.15. Připomı́náme, že okolı́m na ploše S bodu p ∈ S rozumı́me průnik okolı́
bodu p v E3 s plochou S.

Definice. Plocha S se nazývá rozvinutelná, jestliže každý bod p ∈ S má okolı́,
které je isometrické otevřené množině v rovině.
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Tato isometrie se chápe jako rozvinutı́ přı́slušné části plochy do roviny, viz
přı́klad 11, což zdůvodňuje použitý název. Na druhé straně, v 10.8 jsem zavedli
pojem rozvinutelná přı́mková plocha. Shoda názvů je založena na tom, že oba
pojmy téměř splývajı́, jak nynı́ ukážeme. Při potřebě rozlišenı́ budeme v přı́padě
právě zavedené definice hovořit o rozvinutelnosti v metrickém smyslu.

11.16. Uvažujme obecný válec. Osu z zvolme rovnoběžně s tvořı́cı́mi přı́mkami
válce, za křivku g vezměme řez válce rovinou z = 0 a parametrizujme ji obloukem.
Parametrické vyjádřenı́ našeho válce je

f(s, v) =
(
g1(s), g2(s), v

)
.

Tedy f1 = (g′1, g
′
2, 0), f2 = (0, 0, 1), g11 = 1, g12 = 0, g22 = 1. Při parametrizaci

roviny f̄(s, v) = (s, v, 0) dostáváme stejně ḡ11 = 1, ḡ12 = 0, ḡ22 = 1. Rovnost
parametrů tedy dává lokálnı́ isometrii obou ploch.

11.17. Uvažujme obecný kužel s vrcholem v počátku, takže f(t, v) = g(t) v.
Přitom můžeme ještě předpokládat, že křivka g je parametrizována obloukem s
a ‖g(s)‖ = 1 pro všechna s. Tedy f1 = g′(s) v, f2 = g(s), takže g11 = v2,
g22 = 1 a g12 = 0, nebot’vektory g(s) a g′(s) jsou kolmé.

Jestliže v rovině zvolı́me za g jednotkovou kružnici k(s),
můžeme rovinu lokálně parametrizovat ve tvaru f̄ (s, v) =
k(s) v. Tedy ḡ11 = v2, ḡ12 = 0, ḡ22 = 1, což dokazuje
lokálnı́ isometrii obecného kužele a roviny.

k(s)

11.18. Uvažujme plochu tečen g(t) + vg′(t) křivky C . Jako parametr na C vez-
meme oblouk. Z hlediska Frenetových rovnic můžeme psát parametrické vyjádřenı́
našı́ plochy ve tvaru

f(s, v) = g(s) + ve1(s) .

Tedy f1 = e1(s) + vκ(s) e2(s), f2 = e1(s), takže g11 = 1 + v2 κ
2(s), g12 = 1,

g22 = 1. V rovině uvažujme křivku ḡ(s), která lokálně má stejnou křivost jako
prostorová křivka C , a zaved’me lokálnı́ parametrizaci roviny f̄(s, v) = ḡ(s) +
v ḡ′(s). To lze také psát ve tvaru

f̄(s, v) = ḡ(s) + v ē1(s) .

Máme f̄1 = ē1(s) + vκ(s) ē2(s), f̄2 = ē1(s). I zde platı́ ḡ11 = 1 + v2κ2(s),
ḡ12 = 1, ḡ22 = 1. Sestrojili jsme tedy lokálnı́ isometrii plochy tečen s rovinou.

11.19. V 10.11 jsme dokázali, že plocha s nulovou Gaussovou křivostı́, na nı́ž
nejsou planárnı́ body, je lokálně rozvinutelná plocha přı́mková. Z 10.15 vı́me, že
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rozvinutelná plocha přı́mková obecně je plocha tečen nebo obecný válec nebo
obecný kužel. O těchto plochách jsme nynı́ dokázali, že jsou rozvinutelné v me-
trickém smyslu. Při jiném přı́stupu, kterým se zde již nebudeme zabývat, se dá
dokázat následujı́cı́ tvrzenı́ (viz též větu 14.6).

Věta. Plocha S je lokálně isometrická rovině, právě když má nulovou Gaussovu
křivost.
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12 Paralelnı́ přenášenı́ vektorů po ploše

12.1. Uvažujme plochu S ⊂ E3 a dráhu γ : I → S na nı́. Zaměřenı́ prostoru E3
značı́me V .

Definice. Zobrazenı́ A : I → V nazýváme tečné vektorové pole plochy S podél
dráhy γ, jestliže A(t) ∈ Tγ(t)S pro všechna t ∈ I .

Nulové tečné vektory podél γ tvořı́ pole, které značı́me 0γ . Je-li A tečné
vektorové pole podél γ a g : I → R je funkce, pak g(t)A(t) je opět tečné vektorové
pole podél γ. Jsou-liA1 aA2 dvě tečná vektorová pole podél γ, pak iA1(t)+A2(t)
je tečné vektorové pole podél γ.

12.2. Připomı́náme, žeNpS značı́ normálu plochy S v bodě p. Následujı́cı́ definice
má pro diferenciálnı́ geometrii ploch zásadnı́ význam.

Definice. Řekneme, že tečné vektorové poleApodél dráhy γ je tvořeno vektory
paralelnı́mi na S, jestliže dA

dt ∈ Nγ(t)S pro všechna t ∈ I .

12.3. Vektor dA
dt se v každém bodě dráhy γ(t) rozkládá do směru tečné roviny

Tγ(t)S a normály Nγ(t)S. Tečné složky představujı́ opět tečné vektorové pole
plochy S podél γ.

Definice. Tečné vektorové pole ∇A
dt plochy S podél dráhy γ, které je tvořeno

tečnými složkami vektorů dA
dt , nazýváme kovariantnı́ derivacı́ tečného vektoro-

vého pole A plochy S podél dráhy γ.

Pole A je tedy tvořeno vektory paralelnı́mi na S, právě když ∇A
dt je nulové

pole podél γ.

12.4. Nalezneme souřadné vyjádřenı́ pro ∇A
dt . Protože vektory f1, f2, n jsou v kaž-

dém bodě plochy lineárně nezávislé, platı́ pro druhé parciálnı́ derivace rozklady

(1)

f11 = Γ
1
11(u1, u2) f1 + Γ

2
11(u1, u2) f2 + h11(u1, u2)n ,

f12 = Γ
1
12(u1, u2) f1 + Γ

2
12(u1, u2) f2 + h12(u1, u2)n ,

f22 = Γ
1
22(u1, u2) f1 + Γ

2
22(u1, u2) f2 + h22(u1, u2)n .

Skalárnı́ násobenı́ každé z rovnic jednotkovým vektorem n kolmým na f1 a f2
ukazuje, že koeficienty při n jsou opravdu koeficienty druhé základnı́ formy, jak
označenı́ napovı́dá.

Definice. Funkce Γijk, i, j, k = 1, 2, Γi21 = Γ
i
12, nazýváme Christoffelovy sym-

boly plochy S přı́slušné parametrizaci f(u1, u2).
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12.5. Necht’ dráha γ(t) je dána parametricky
(
u1(t), u2(t)

)
a necht’ A(t) =(

U1(t), U2(t)
)
. Tedy

(2) A(t) = U1(t) f1
(
u1(t), u2(t)

)
+ U2(t) f2

(
u1(t), u2(t)

)
.

Odtud přı́mo spočteme a upravı́me užitı́m (1)

dA

dt
=
dU1
dt

f1 + U1

(
f11

du1
dt
+ f12

du2
dt

)
+
dU2
dt

f2 + U2

(
f12

du1
dt
+ f22

du2
dt

)

=

[
dU1
dt
+ Γ111U1

du1
dt
+ Γ112

(
U1
du2
dt
+ U2

du1
dt

)
+ Γ122U2

du2
dt

]
f1

+

[
dU2
dt
+ Γ211U1

du1
dt
+ Γ212

(
U1
du2
dt
+ U2

du1
dt

)
+ Γ222U2

du2
dt

]
f2 + (. . . )n .

kde výraz u n nás nezajı́má. Označı́me-li ∇U1
dt , ∇U2

dt souřadnice tečného vektoro-
vého pole ∇A

dt podél γ, máme

(3)

∇U1
dt
=
dU1
dt
+

2∑

i,j=1

Γ1ij
(
u(t)

)
Ui
duj
dt

,

∇U2
dt
=
dU2
dt
+

2∑

i,j=1

Γ2ij
(
u(t)

)
Ui
duj
dt

.

12.6. Pro prvnı́ seznámenı́ se s vzorci (3) odvodı́me

Větu. Pro tečná vektorová pole A, B plochy S podél dráhy γ a funkci g : I → R

platı́

(4)
∇(A+B)

dt
=

∇A
dt
+

∇B
dt

,
∇(gA)
dt

=
dg

dt
A+ g

∇A
dt

.

Důkaz. To přı́mo plyne z (3).

12.7. Následujı́cı́ tvrzenı́ ukazuje, že paralelnı́ přenášenı́ podél zadané dráhy má
podobné vlastnosti jako paralelnı́ přenášenı́ vektorů v rovině.

Věta. Pro každou dráhu γ : I → S, každé t0 ∈ I a každý vektor A0 ∈ Tγ(t0)S
existuje právě jedno tečné vektorové pole podél γ splňujı́cı́ A(t0) = A0, které je
tvořeno vektory paralelnı́mi na S.

Důkaz. Při dané dráze γ podmı́nka anulovánı́ rovnic (3) tvořı́ soustavu dvou
obyčejných diferenciálnı́ch rovnic. Hodnota A0 představuje počátečnı́ podmı́nku
pro tuto soustavu. Ta řešenı́ jednoznačně určuje.
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12.8 Definice. Řı́káme, že tečné vektorové pole A z věty 7 představuje paralelnı́
přenášenı́ vektoru A podél dráhy γ na ploše S.

Předpokládejme, že dráha γ(t) je parametrizacı́ jednoduché křivky C na S.
Při reparametrizaci t = ϕ(τ) křivky C dostáváme jinou dráhu γ ◦ ϕ. Když tuto
změnu parametrizace dosadı́me do (3), derivace podle t se násobı́ dϕ

dτ . Protože
výrazy (3) jsou lineárnı́ v dUi

dt a dui

dt , i = 1, 2, diferenciálnı́ rovnice ∇Ui

dt = 0,

i = 1, 2, pro paralelnı́ přenášenı́ jsou rovnocenné s ∇(Ui◦ϕ)
dτ = 0. Geometricky

to znamená, že při různých parametrizacı́ch téže křivky C na S dostáváme totéž
paralelnı́ přenášenı́ vektorů. Hovořı́me tedy nejen o paralelnı́m přenášenı́ vektorů
podél dráhy na S, ale také o paralelnı́m přenášenı́ vektorů podél křivky na S.

12.9 Věta. Jestliže tečné vektorové pole A resp. B podél dráhy γ představuje
paralelnı́ přenášenı́ vektoruA0 ∈ Tγ(t0)S resp.B0 ∈ Tγ(t0)S, pak pole k1A+k2B
představuje paralelnı́ přenášenı́ vektoru k1A0 + k2B0, k1, k2 ∈ R.

Důkaz. Věta 6 pro konstantnı́ g = k dává ∇(kA)
dt = k∇A

dt . Tedy ∇(k1A+k2B)
dt =

k1
∇A
dt + k2

∇B
dt . Z anulovánı́ pravé strany plyne anulovánı́ strany levé.

Geometricky řečeno, paralelnı́ přenášenı́ zachovává lineárnı́ kombinace vek-
torů.

12.10 Přı́klad. Uvažujeme-li rovinu ̺ jako plochu v E3, pak pro každé tečné
vektorové poleA(t) =

(
U1(t), U2(t)

)
podél libovolné dráhy γ(t) v ̺ je normálová

složka vektoru dA
dt nulová, takže A(t) se paralelně přenášı́ podle γ, právě když

dA
dt = 0, tedy U1(t) a U2(t) jsou konstanty. To je klasické paralelnı́ přenášenı́

v rovině. Toto přenášenı́ nezávisı́ na dráze.
Ukážeme však, že již na sféře S paralelnı́ přenášenı́ vektorů na dráze zá-

visı́. Uvažujme osminu sféry podle obrázku. Hlavnı́ kružnice v rovině z =
0 má parametrické vyjádřenı́ f(t) = (r cos t, r sin t). Jejı́
tečný vektor je v(t) = df

dt = (−r sin t, r cos t). Tedy dv
dt =

(−r cos t,−r sin t). Vektor normály sféry v bodě f(t) je
(cos t, sin t), takže dv

dt ∈ Nf(t)S. Tečné vektory k hlavnı́ kruž-

nici se tedy podél nı́ paralelně přenášejı́. Označme a bod s pa-
rametrem t = 0 a b bod s parametrem t = π

2 .

a
b

c

Přenášejme tentýž vektor v = v(0) podél hlavnı́ kružnice v rovině kolmé na
v do bodu c o parametru π

2 . Podél této křivky máme konstantnı́ vektor v, takže
dv
dt = o. Pokračujme v přenášenı́ podle menšı́ho oblouku hlavnı́ kružnice z bodu c
do b. Zde přenášı́me opět tečné vektory podél hlavnı́ kružnice, takže jde o paralelnı́
přenášenı́. — Výsledkem přenesenı́ vektoru v do bodu b po dvou různých dráhách
I a II jsou tedy dva různé vektory, které dokonce jsou na sebe kolmé. Druhá dráha
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je sice jen po částech diferencovatelná, ale jejı́ “zlom” v bodě c nenı́ přı́činou
různých výsledků paralelnı́ho přenosu vektoru v po dráhách I a II.

12.11. Rozklady (1) lze použı́t i k výpočtu Christoffelových symbolů. Velmi
jednoduchou proceduru dostáváme v přı́padě, že parametrická sı́t’ je ortogonálnı́,
tedy g12 = (f1, f2) = 0. Probereme přı́pad sféry

f(u1, u2) = r(cos u1 cos u2, sinu1 cosu2, sinu2)

z 6.4. Tam jsme nalezli

f1 = r(− sinu1 cos u2, cos u1 cos u2, 0) ,
f2 = r(− cosu1 sinu2,− sinu1 sinu2, cos u2) ,(5)

g11 = (f1, f1) = r
2 cos2 u2 , g12 = (f1, f2) = 0 , g22 = (f2, f2) = r

2 .

Dalšı́m derivovánı́m dostáváme

(6)

f11 = r(− cos u1 cos u2,− sinu1 cos u2, 0) ,
f12 = r(sinu1 sinu2,− cos u1 sinu2, 0) ,
f22 = r(− cos u1 cos u2,− sinu1 cos u2,− sinu2) .

Rovnice (1) skalárně násobı́me postupně vektory f1 a f2, přičemž skalárnı́ součiny
na levé straně musı́me vyčı́slit. Takto dostáváme

0 = Γ111r
2 cos2 u2, r

2 sinu2 cos u2 = Γ
2
11r
2,−r2 sinu2 cos u2 = Γ112r2 cos2 u2 ,

0 = Γ212r
2 , 0 = Γ122r

2 cosu2 , 0 = Γ222r
2.

Tedy

Γ111 = 0 , Γ
2
11 = sinu2 cos u2 , Γ

1
12 = − tg u2 , Γ212 = 0 , Γ122 = 0 , Γ222 = 0 .

12.12. Následujı́cı́ věta je předevšı́m zásadnı́ teoretický výsledek. Rovnice (7)
ukazujı́, že Christoffelovy symboly lze vyjádřit pomocı́ koeficientů prvnı́ základnı́
formy. Paralelnı́ přenášenı́ vektorů po ploše patřı́ tedy do vnitřnı́ geometrie
plochy.

Protože g11g22−g212 > 0, čtvercová (2×2)-matice (gij) je regulárnı́. Označme
(g̃kl) matici k nı́ inverznı́.

Věta. Platı́

(7) Γkij =
1

2

2∑

l=1

g̃kl

(∂gjl
∂ui
+
∂gli
∂uj

− ∂gij
∂ul

)
.
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Důkaz. Derivovánı́m vztahu (fi, fj) = gij podle ul dostáváme

(8)
∂gij
∂ul
= (fil, fj) + (fi, fjl) .

Podle (1) máme fij =
2∑

m=1
Γmij fm + hijn. Dosazenı́m dostáváme

(fil, fj) =
2∑

m=1

Γmil gmj .

Tedy (8) můžeme přepsat jako

(9)
∂gij
∂ul
=

2∑

m=1

(
Γmil gmj + Γ

m
jlgmi

)
.

Dalšı́ dvě rovnice zı́skáme záměnou indexů

∂gil
∂uj
=

2∑

m=1

(
Γmij gml + Γ

m
lj gmi

)
,(10)

∂glj
∂ui
=

2∑

m=1

(
Γmjigml + Γ

m
li gmj

)
.(11)

Sečtenı́m (10)+ (11)− (9) s přihlédnutı́m k symetrii gij a Γkij v dolnı́ch indexech
dostáváme

(12)
∂gil
∂uj
+
∂glj
∂ui

− ∂gij
∂ul
= 2

2∑

m=1

Γmij gml .

Vydělı́me čı́slem 2 a pro pevné i, j uvažujeme (Γmij ) jako dvourozměrný řádkový
vektor. Pak maticový tvar pravé strany (12) je (Γmij )(gml). Neznámé Γmij spočteme
násobenı́m inverznı́ maticı́ (g̃kl). To dává (7).

12.13. Samozřejmě, (7) může sloužit i jako vzorec pro výpočet Christoffelových
symbolů. Jednoduchým přı́kladem je obecný válec z 11.16. Tam jsme nalezli
g11 = 1, g12 = 0, g22 = 1. Všechny parciálnı́ derivace ve vzorci (7) jsou
tedy nulové, protože jde o derivace konstant. Všechny Christoffelovy symboly
obecného válce jsou tedy nulové.
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12.14. Nynı́ dokážeme Gaussovu teorému egregium. Vyjdeme z rovnic (1), které
budeme psát ve tvaru

(13) fij =

2∑

l=1

Γlijfl + hijn .

Označı́me fijk =
∂3f

∂ui∂uj∂uk
, Γlij,k =

∂Γl
ij

∂uk
, ni = ∂n

∂ui
, hij,k =

∂hij

∂uk
. Rovnice 7.(8)

zapı́šeme ve tvaru

(14) (ni, fj) = −hij .

Derivovánı́m (13) podle uk dostáváme

(15) fijk =

2∑

m=1

Γmij,kfm +

2∑

n=1

Γnijfnk + hij,kn+ hijnk .

Podle (13) pro druhý člen na pravé straně platı́

(16)
2∑

n=1

Γnijfnk =

2∑

m,n=1

Γnij(Γ
m
nkfm + hnkn) .

Skalárnı́m násobenı́m (15) vektorem fl dostáváme, s užitı́m (14),

(17) (fijk, fl) =

2∑

m=1

Γmij,kgml +

2∑

m,n=1

ΓnijΓ
m
nkgml − hijhkl .

Protože ze symetrie třetı́ch parciálnı́ch derivacı́ plyne fikj = fijk, musı́ (17) platit
i při výměně j a k. Odečtenı́m obou vztahů zı́skáváme

(18) hijhkl − hikhjl =

2∑

m=1

gml

[
Γmij,k − Γmik,j +

2∑

n=1

(ΓnijΓ
m
nk − ΓnikΓmnj)

]
.

Pro i = 1, j = 1, k = 2, l = 2 dostáváme

Větu (Gaussova rovnice). Platı́

(19) h11h22 − h212 =

2∑

m=1

gm2

[
Γm11,2 − Γm12,1 +

2∑

n=1

(Γn11Γ
m
n2 − Γn12Γmn1)

]
.

�
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Podle věty 12 pravá strana závisı́ jen na koeficientech gij prvnı́ základnı́
formy a jejı́ch parciálnı́ch derivacı́ch prvnı́ho a druhého řádu. V 8.9 jsme nalezli
K = (h11h22 − h212)/(g11g22 − g212). Tedy Gaussova křivost K patřı́ do vnitřnı́
geometrie plochy, jak tvrdı́ teoréma egregium.

Poznamenáváme, že při dosazenı́ jiných indexů i, j, k, l do (18) dostáváme
bud’stejnou rovnici (19) nebo identitu.

12.15. Informace. Jestliže podobně rozložı́me vektory ni, i = 1, 2 do repéru
f1, f2, n a vyčı́slı́me vztah ∂ni

∂uj
=

∂nj

∂ui

(
= ∂2n

∂ui∂uj

)
, dostáváme tzv. Codazziho

rovnice (podstatné jsou dvě)

(20) hij,k − hik,j +

2∑

l=1

(Γlijhlk − Γlikhlj) = 0 .

Užitı́m základnı́ techniky pro soustavy parciálnı́ch diferenciálnı́ch rovnic (kte-
rou je věta 7.8 ve skriptu [5]) se dokážı́ tato dvě tvrzenı́ o existenci a jednoznačnosti,
která se někdy nazývajı́ Základnı́ věta teorie ploch.

I. Jsou-li S resp. S̄ dvě jednoduché plochy s parametrizacı́ f : D → E3 resp.
f̄ : D → E3 na stejné oblasti D, které majı́ stejnou prvnı́ a druhou základnı́ formu,
pak existuje shodnost ϕ : E3 → E3 taková, že ϕ ◦ f = f̄ .

Stručně řečeno: Plochy, které majı́ stejnou prvnı́ a druhou základnı́ formu, jsou
shodné.

II. Uvažujme dvě kvadratické formy Φ1 a Φ2 na D ⊂ R
2, přičemž Φ1 je

pozitivně definitnı́ ve všech bodech. JestližeΦ1 aΦ2 splňujı́ Gaussovu a Codazziho
rovnice, pak lokálně existuje plocha s parametrizacı́ f : D → E3 taková, že Φ1
a Φ2 jsou jejı́ prvnı́ a druhá základnı́ forma.
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13 Geodetické křivky

13.1. Na ploše S můžeme podél každé dráhy γ : I → S uvažovat pole jejı́ch
tečných vektorů, které označı́me γ̇.

Definice. Dráhu γ : U → S nazýváme geodetická dráha, jestliže pole γ̇ jejı́ch
tečných vektorů se podél nı́ paralelně přenášı́.

V rovině ̺ to znamená, že tečný vektor γ̇ = a je konstantnı́, takže jde o rov-
noměrný pohyb p+ ta po přı́mce, p ∈ ̺.

13.2. Podmı́nka, aby dráha γ byla geodetická, tedy znı́ ∇γ̇
dt = o. Necht’γ(t) =(

u1(t), u2(t)
)
. Do vzorců 12.(4) tedy musı́me dosadit Ui =

dui

dt , i = 1, 2 a anu-
lovat je. Geodetická dráha je tedy řešenı́m soustavy dvou diferenciálnı́ch rovnic
2. řádu

(1)
d2ui
dt2
+

2∑

j,k=1

Γijk
(
u(t)

)duj
dt

duk
dt
= 0 , i = 1, 2 .

Takováto soustava se v mnoha směrech chová podobně jako jedna diferenciálnı́
rovnice 2. řádu.

13.3. Je známo, že řešenı́ diferenciálnı́ rovnice 2. řádu je určeno počátečnı́ hodno-
tou a počátečnı́ rychlostı́ (tj. hodnotou derivace). Analogicky v přı́padě soustavy
(1) platı́

Věta. Pro každý bod p ∈ S a každý vektor A ∈ TpS existuje interval 0 ∈ IA ⊂ R

a jediná geodetická dráha γA : IA → S taková, že γ(0) = p a γ̇(0) = A.

Interval IA se obecně měnı́ v závislosti na A.

13.4. Je užitečné si uvědomit tuto jednoduchou skutečnost.

Lemma. Je-li γ(t) geodetická dráha, pak i dráha γ(at+b) je geodetická pro každá
a, b ∈ R.

Důkaz. Označme γ̃(t) = γ(at + b). Máme dγ̃
dt =

dγ
dt a, d2γ̃(t)

dt2 = d2γ
dt2 a

2.
Vynásobı́me-li rovnice (1) výrazem a2, pak pro γ̃(t) =

(
ũ1(t), ũ2(t)

)
rovněž

platı́

d2ũi
dt2
+

2∑

j,k=1

Γijk
(
ũ(t)

)dũj
dt

dũk
dt
= 0 , i = 1, 2 .
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Toto lemma má v rovině přirozenou kinematickou interpretaci: Jestliže u rov-
noměrného přı́močarého pohybu lineárně změnı́me parametrizaci, dostáváme opět
rovnoměrný přı́močarý pohyb.

13.5 Definice. Křivka C ⊂ S se nazývá geodetická křivka, jestliže existuje
taková jejı́ parametrizace γ(t), že γ je geodetická dráha.

Stručně se hovořı́ o geodetice. — Geodetické křivky v rovině jsou přı́mky.
Z bodů 3 a 4 ihned plyne

Věta. Pro každý bod p ∈ S a každý směr v TpS existuje jediná geodetika na S,
která se v bodě p tohoto směru dotýká.

13.6. Z vlastnostı́ řešenı́ soustav diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu, které zde podrob-
něji nebudeme uvádět, dále plyne

Věta. Pro každý bod p ∈ S existuje takové jeho okolı́ Z ⊂ S, že pro každé dva
body q1 6= q2 v Z existuje jediná geodetika v Z , která procházı́ body q1 a q2.

Tato vlastnost je analogická tomu, že každé dva různé body v rovině lze spojit
jedinou přı́mkou. Jednoduchý přı́klad však ukazuje, že na ploše je požadavek
lokálnosti v tomto tvrzenı́ podstatný. Hned v následujı́cı́m bodě dokážeme, že
geodetiky na sféře S jsou hlavnı́ kružnice. Každým bodem q1 ∈ S a každým
bodem q2 různým od “opačného pólu” procházı́ jediná hlavnı́ kružnice. Jestliže
však za q2 vezmeme bod souměrný s q1 vzhledem ke středu sféry, pak body q1
a q2 procházı́ nekonečně mnoho hlavnı́ch kružnic.

13.7. Připomı́náme, že oskulačnı́ rovina křivky nenı́ definována v inflexnı́ch bo-
dech. Následujı́cı́ věta podává “vnějšı́” charakteristiku geodetik.

Věta. Křivka C ⊂ S je geodetická, právě když jejı́ oskulačnı́ rovina v každém
bodě obsahuje normálu plochy nebo oskulačnı́ rovina nenı́ definována.

Důkaz. Podmı́nka ∇γ̇
dt = o znamená, že vektor dγ̇

dt ležı́ v zaměřenı́ normály. Je-li
dγ̇
dt 6= o, vektory γ̇ a dγ̇

dt určujı́ oskulačnı́ rovinu, která tedy obsahuje normálu

plochy. Je-li dγ̇
dt = o, jde o inflexnı́ bod. Obráceně, uvažujme křivku C para-

metrizovanou obloukem γ(s) . Pak
(
γ̇(s), γ̇(s)

)
= 1. Derivovánı́m dostáváme(

γ̇, dγ̇ds
)
= 0. Je-li dγ̇ds 6= o, vektory γ̇ a dγ̇

ds určujı́ oskulačnı́ rovinu, o nı́ž předpo-

kládáme, že obsahuje normálu plochy. Protože vektor dγ̇ds je kolmý na vektor γ̇(s),
je rovnoběžný s normálou. Tedy ∇γ̇

ds = o. Je-li dγ̇ds = o, pak také ∇γ̇
ds = o.
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Přı́klad. Hlavnı́ kružnice C na sféře S je kružnice, jejı́ž střed splývá se středem
sféry. Jejı́ oskulačnı́ rovina v každém bodě splývá s rovinou, v nı́ž tato kružnice
ležı́, a v této rovině také ležı́ normály sféry podél C . Každá hlavnı́ kružnice je
tedy geodetika. Na druhé straně, každým bodem p ∈ S v každém směru v TpS
procházı́ jediná hlavnı́ kružnice. Podle věty 5 jiné geodetiky na S neexistujı́.

13.8 Důsledek. Je-li C geodetická křivka a γ(s) je jejı́ parametrizace obloukem,
pak γ(s) je geodetická dráha.

Důkaz. Podle věty 7 procházı́ oskulačnı́ rovina křivky C normálou plochy. Podle
druhé části důkazu této věty je ∇γ̇

ds = o.

13.9. Necht’Z ⊂ S je nějaké okolı́ bodu p ∈ S s vlastnostı́ věty 6.

Věta. Pro každé q ∈ Z , q 6= p, geodetika procházejı́cı́ body p a q je nejkratšı́
křivka v Z , která spojuje body p a q.

Důkaz.

p q u1

u2

C

C̄

Označme C geodetiku spojujı́cı́ body p a q. Bodem
p ved’me nějakou křivku C̄ kolmou na C . Každým
bodem křivky C̄ ved’me geodetiku kolmou na ni. To
dává jednu vrstvu parametrických křivek. Jako dru-
hou vrstvu zvolme ortogonálnı́ trajektorie. Vezmeme-
li na C nějaký parametr u1 a na C̄ nějaký parametr
u2, dostáváme tak souřadnou soustavu na jistém okolı́
U geodetiky C . Můžeme volit p = (0, 0), q = (a, 0),
a > 0.

Parametrizujeme-li křivku u2 = c obloukem s, tedy u1 = s, je to geodetická
dráha. Splňuje tedy rovnice (1). Máme du2

ds = 0,
d2u2
ds2 = 0, nebot’u2 = c, a dále

du1
ds = 1 (parametr je oblouk) a d2u1

ds2
= 0. Když to dosadı́me do (1), dostáváme

Γ111 = 0 , Γ211 = 0 .

Protože parametrická sı́t’ je ortogonálnı́, máme g12 = (f1, f2) = 0. Užitı́m roz-
kladů 12.(1) dostáváme

dg11
du1

=
∂(f1, f1)

∂u1
= 2(f1, f11) = 2Γ

1
11(f1, f1) = 0 .

Derivovánı́ (f1, f2) = 0 dává pomocný vztah

0 =
∂(f1, f2)

∂u1
= (f11, f2) + (f1, f12) = Γ

2
11(f2, f2) + (f1, f12) = 0 ,
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takže (f1, f12) = 0. Nynı́ dostáváme

∂g11
∂u2

=
∂(f1, f1)

∂u2
= 2(f1, f12) = 0 .

Tedy g11 je konstanta k > 0.
Vezměme křivku z p do q danou parametricky u1 = t, u2 = f(t), f(0) = 0,

f(a) = 0. Jejı́ délka je rovna

(2)
∫ a

0

√
k + g22

(
t, f(t)

)(df
dt

)2
dt .

Délka geodetiky C je
∫ a
0

√
k dt = a

√
k. Protože g22 > 0, integrál (2) je většı́

nebo roven a
√
k a rovnost platı́ jedině pro df

dt = 0. Spolu s f(0) = 0 to znamená
f(t) = 0 pro všechna t.

13.10 Poznámka. Nejstaršı́ přı́stup k pojmu geodetika vycházel právě z toho,
že jde o nejkratšı́ spojnici dvou bodů na ploše. Diferenciálnı́ rovnice geodetik se
tehdy odvozovaly metodami variačnı́ho počtu.

13.11. Křivost κ rovinné křivky f(s) splňuje κ =
∥∥de1
ds

∥∥, e1 =
df
ds . Analogie této

vlastnosti se bere jako definice geodetické křivosti křivkyC ⊂ S. Předpokládejme,
že C je parametrizována obloukem γ(s). Pak γ̇ = dγ

ds je jednotkový vektor.

Definice. Geodetickou křivost κg křivky γ(s) na ploše S definujeme vztahem
κg =

∥∥∇γ̇
ds

∥∥.

Geodetická křivost tedy patřı́ do vnitřnı́ geometrie plochy.

Poznámka. Existuje i pojem geodetická torze křivky na ploše, ale ten již nepatřı́
do vnitřnı́ geometrie plochy.

13.12. Podáme srovnánı́ obyčejné křivosti κ a geodetické křivosti κg křivky C
na ploše S.

Věta. Necht’ α je úhel, který svı́rá normála plochy s oskulačnı́ rovinou křivky
C ⊂ S. Pak κg = κ sinα. V inflexnı́m bodě křivky C je κg = 0.

Důkaz.

α
α

τ

dγ̇
ds

∇γ̇
ds

N
ω V neinflexnı́m bodě vektor dγ̇

ds ležı́ v oskulačnı́
rovině. Z obrázku, na němž je nakreslen řez ro-
vinou kolmou na oskulačnı́ rovinu ω křivky C ,
plyne

∥∥∇γ̇
ds

∥∥ =
∥∥dγ̇
ds

∥∥ sinα. V inflexnı́m bodě je
dγ̇
ds = o, takže také ∇γ̇

ds = o.
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13.13 Důsledek. Křivka C na ploše S je geodetická, právě když κg = 0 ve všech
jejı́ch bodech.

Důkaz. To přı́mo plyne z vět 7 a 12.

V rovině jsou přı́mky charakterizovány vlastnostı́ κ = 0. I toto ukazuje
analogii některých vlastnostı́ přı́mek v rovině a geodetik na ploše.

13.14. Pomocı́ geodetik můžeme na plochu přenášet některé konstrukce z rovinné
euklidovské geometrie. Nejjednoduššı́ je pojem geodetické kružnice na ploše S.

Z vlastnostı́ řešenı́ soustavy diferenciálnı́ch rovnic 2. řádu plyne, že ke kaž-
dému bodu p ∈ S existuje takové čı́slo rp > 0, že pro každé 0 < r < rp na každé
geodetice bodem p existujı́ právě dva body q1 a q2, v každém směru jeden, takové,
že délka oblouku geodetiky mezi body p a q1 stejně jako mezi body p a q2 je rovna
r a množina K(p, r) všech těchto bodů je křivka na S.

Definice. Křivku K(p, r) nazýváme geodetická kružnice o poloměru r a středu
p na ploše S.

Na přı́kladě sféry S o poloměru ̺ ukážeme, že uvažovaná konstrukce má
obecně jen lokálnı́ charakter. Je-li r < π̺, pak K(p, r) je obyčejná kružnice na S,
což je křivka. Pro r = π̺ se po geodetikách ve všech směrech dostáváme do bodu
protilehlého k p na S. V jistém smyslu lze řı́ci, že pro r = π̺ kružnice K(p, r)
“kolabuje” v jediný bod.

13.15. V rovině majı́ kružnice konstantnı́ křivost a právě jsme viděli, že i na sféře
majı́ geodetické kružnice konstantnı́ geodetickou křivost. Obecně to však neplatı́.
Již na trojosém elipsoidu (tj. elipsoidu s různými délkami os) geodetické kružnice
nemajı́ konstantnı́ geodetickou křivost. — Jedno obecné tvrzenı́ v tomto směru
uvedeme ještě v 14.7.
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14 Plochy s konstantnı́ Gaussovou křivostı́

V této kapitole chceme předevšı́m ukázat souvislosti vnitřnı́ geometrie ploch
s neeuklidovskou geometriı́. Tyto poznatky jsou nejen geometricky krásné, ale
hrály i významnou roli v historii matematiky. Byly to hlavně nové výsledky
z vnitřnı́ geometrie ploch, které začátkem druhé poloviny 19. stoletı́ vedly přednı́
geometry té doby k přesvědčenı́, že neeuklidovská geometrie tvořı́ matematickou
teorii ve stejném smyslu jako geometrie euklidovská. — Důkazy některých tvrzenı́
v této kapitole vyžadujı́ bud’přı́liš rozsáhlé výpočty nebo použitı́ jiných prostředků,
než máme k dispozici. Tyto důkazy budeme vypouštět — jde nám vı́ce o celkový
pohled než o detailnı́ zvládnutı́ technických záležitostı́.

14.1. Nejprve budeme zkoumat lokálnı́ isometrie plochy S do sebe. V přı́padě
libovolné plochy je předpoklad lokálnosti isometrie natolik přirozený, že přı́vlastek
“lokálnı́” budeme dále vynechávat. Uvažujme rotačnı́ plochu S z bodu 8.15,
parametr t však přejmenujeme na u. Parametrické vyjádřenı́ plochy S tedy je

(1) f(u, v) =
(
g(u) cos v, g(u) sin v, h(u)

)
.

V 8.15 jsme nalezli g11 = g′2+h′2, g12 = 0, g22 = g2. Rotačnı́ plocha zřejmě má
jednoparametrickou soustavu isometriı́, která je určena rotacemi. To vidı́me i na
1. základnı́ formě

(2) Φ1 = g11(u) du
2 + g22(u) dv

2 , g11 = g
′2 + h′2, g22 = g

2 .

Zobrazenı́ u = ū, v = v̄ + c tuto formu zachovává, nebot’du = dū, dv = dv̄.

14.2. Předpokládejme obráceně, že plocha S má jednoparametrickou soustavu
isometriı́ takovou, že jejı́ trajektorie tvořı́ vrstvu L křivek. Uvažujme ortogonálnı́
trajektorie L

′ této vrstvy. Křivky vrstvy L
′ přecházejı́ při isometriı́ch jedna

na druhou, protože isometrie zachovává úhly. Zvolme L za souřadné křivky
u = konst. a L

′ za souřadné křivky v = konst. Naše isometrie pak majı́ tvar
ū = u, v̄ = v + c. Forma Φ1 se při nich zachovává a máme g12 = 0 podle
ortogonálnosti souřadné sı́tě, takže

(3) Φ1 = A1(u) du
2 +A2(u) dv

2 , A1 > 0 , A2 > 0 .

Změnı́me parametr u na ū tak, že platı́ dū =
√
A1 du, tedy ū =

∫ √
A1 du,

přičemž ponecháváme v̄ = v. Pak máme

Φ1 = dū
2 +B(ū) dv̄2 , B > 0 .

To je 1. základnı́ forma rotačnı́ plochy vytvořené grafem funkce x =
√
B(z),

přičemž tuto křivku parametrizujeme obloukem. Dokázali jsme tedy
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Větu. Pokud plocha S má jednoparametrickou soustavu isometriı́, pak je lokálně
isometrická rotačnı́ ploše.

14.3. Vı́me, že Gaussova křivost se zachovává při isometriı́ch. Pokud tedy plocha
Smá vı́ce než jednoparametrickou soustavu isometriı́, musı́ mı́t konstantnı́ Gausso-
vu křivost. Z 11.19 vı́me, že plocha je lokálně isometrická rovině, právě když má
nulovou Gaussovu křivost. Platı́ však i obecněji, že každé dvě plochy s touž
konstantnı́ Gaussovou křivostı́ K jsou lokálně isometrické, viz bod 14.6 dále.

Základnı́ přı́klad plochy s nulovým K je rovina. Základnı́ přı́klad plochy
s konstantnı́ kladnou křivostı́ K = 1

r2 je sféra o poloměru r, viz 8.11. S přı́kladem
plochy o konstantnı́ záporné křivosti K = − 1

a2
se nynı́ seznámı́me.

14.4. Budeme potřebovat vzorec pro Gaussovu křivost rotačnı́ plochy (1). Koefi-
cienty 1. a 2. základnı́ formy jsme spočetli v 8.15. Tedy

(4) K =
h11h22 − h212
g11g22 − g212

=
h′(g′h′′ − h′g′′)

g(g′2 + h′2)2
.

Protože rotace jsou isometriemi, K nezávisı́ na rotačnı́m parametru v.

14.5. Rovinná křivka s parametrickým vyjádřenı́m

(5) x = a sinu = g(u) , z = a
[
ln
(
tg
u

2

)
+ cos u

]
= h(u) ,

u ∈ (0, π), u 6= π

2

se nazývá traktrix s parametrem a > 0, viz ob-
rázek. (Pro u = π

2 je x = a a lim
u→π

2

h(u) = 0.

Bod (a, 0) však na křivce neležı́, zde jde o jistý
druh singularity.) Rotacı́ kolem osy z vzniká plo-
cha trubkovitého tvaru, která se nazývá pseudo-
sféra. Jejı́ Gaussovu křivost spočteme podle (4).
Máme g′ = a cos u, g′′ = −a sinu,

z

x

h′ = a
( 1

tg u2 cos
2 u
2

·1
2
−sinu

)
= a
( 1
sinu

−sinu
)
, h′′ = a

(
− cosu
sin2 u

−cos u
)
.

Dosazenı́ do (4) dává K = − 1
a2

.
Pseudosféra s parametrem a má tedy zápornou konstantnı́ Gaussovu křivost

− 1
a2

. V tomto směru je protipólem sféry, pro niž K = 1
r2

. Odtud také pocházı́
název plochy.
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14.6. O rovině, jejı́ž isometrie jsou klasická shodná zobrazenı́, dobře vı́me, že
má trojparametrickou soustavu isometriı́. Isometrie sféry S vznikajı́ zúženı́m těch
shodných zobrazenı́ vE3, která S zachovávajı́. Geometricky snadno nahlédneme,
že pro každé dva body p, p̄ ∈ S a každé dvě dvojice jednotkových kolmých
vektorů e1, e2 ∈ TpS a ē1, ē2 ∈ Tp̄S existuje jediná isometrie g : S → S taková,
že g(p) = p̄, Tpg(e1) = ē1, Tpg(e2) = ē2. Podobné tvrzenı́ platı́ i pro libovolné
plochy s konstantnı́ Gaussovou křivostı́. Uvádı́me je bez důkazu.

Věta (Mindingova). Necht’S a S̄ jsou plochy s touž konstantnı́ Gaussovou kři-
vostı́. Pak pro každé body p ∈ S a p̄ ∈ S̄ a každé dvojice jednotkových kolmých
vektorů e1, e2 ∈ TpS a ē1, ē2 ∈ Tp̄S̄ existuje jediná lokálnı́ isometrie g z S do S̄
taková, že g(p) = p̄, Tpg(e1) = ē1, Tpg(e2) = ē2.

Lokálnı́ isometrie každé plochy s konstantnı́ Gaussovou křivostı́ tvořı́ tedy
trojparametrickou soustavu, stejně jako shodnosti v rovině.

14.7. Uvažujme geodetickou kružnici K(p, r) na ploše S s konstantnı́ Gaussovou
křivostı́. Z věty 6 plyne, že na S existuje jednoparametrická soustava lokálnı́ch
isometriı́, která zachovává bod p (v jistém smyslu jde o rotace kolem bodu p).
Pro malá r odtud plyne, že geodetická křivost geodetické kružnice je ve všech
bodech stejná. Přı́pad sféry byl již zmı́něn v 13.15. Dá se ukázat, že toto tvrzenı́
platı́ i globálně, jak řı́ká

Věta. Na ploše s konstantnı́ Gaussovou křivostı́ majı́ geodetické kružnice kon-
stantnı́ geodetickou křivost.

14.8. Dalšı́m našı́m nástrojem bude Gaussova-Bonnetova věta. Vyložı́me nejprve
potřebné pojmy.

Necht’C je křivka s parametrizacı́ f(t), t ∈ I .

Definice. Úsekem U křivky C odpovı́dajı́cı́m uzavřenému intervalu [a, b] ⊂ I
rozumı́me množinu f(t), t ∈ [a, b].
14.9. Necht’D ⊂ R

2 je otevřená množina. Jednoduchou
oblastı́ Ω ⊂ D rozumı́me takovou otevřenou, konvexnı́
a ohraničenou podmnožinu, že i jejı́ uzávěr Ω ležı́ vD a jejı́
hranice ∂Ω je tvořena konečným počtem úseků křivek.

Ω D

Definice. PodmnožinuW ⊂ S nazýváme jednoduchá oblast na plošeS, existuje-
li taková parametrizace f : D → E3 plochy S, žeW = f(Ω), kdeΩ je jednoduchá
oblast v D.

Uvědomněme si, že je třeba jasně rozlišovat mezi jednoduchou plochou a jed-
noduchou oblastı́ na ploše.
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14.10. Necht’ h je funkce definovaná na křivce C . Při dané parametrizaci f : I →
E3 křivky C jde o funkci h(t) : I → R. Uvažujme úsek U křivky C , který
odpovı́dá intervalu [a, b] ⊂ I . Pak integrál

∫
U

hds definujeme výrazem

(6)
∫

U

hds =

b∫

a

h(t)
√
(f ′1)

2 + (f ′2)
2 + (f ′3)

2 dt .

Tato definice nezávisı́ na volbě parametrizace křivky.

Integrál
∫
C

hds se definuje pomocı́ rozkladu křivky C na úseky.

14.11. Necht’h je funkce definovaná na ploše S. Při dané parametrizaci f : D →
E3 jde o funkci h(u1, u2) : D → R. Necht’Ω ⊂ D je ohraničená oblast taková,
že Ω ⊂ D. Pišme W = f(Ω). Připomı́náme, že v 6.12 jsme zavedli objemový
element plochy dV =

√
g11g22 − g212 du1 du2. Integrál

∫∫
W

hdV definujeme vý-

razem

(7)
∫∫

W

hdV =

∫∫

Ω

h(u1, u2)
√
g11g22 − g212 du1 du2 .

Také tato definice nezávisı́ na volbě parametrizace plochy.

14.12. Bez důkazu uvádı́me jeden z nejzajı́mavějšı́ch výsledků vnitřnı́ geometrie
ploch.

Věta (Gaussova-Bonnetova). Necht’W je jednoduchá oblast na ploše S, jejı́ž
hranicı́ je křivka C třı́dy C2. Necht’ κg je geodetická křivost křivky C a K je
Gaussova křivost plochy S. Pak platı́

(8)
∫∫

W

K dV = 2π −
∫

C

κg ds .

Přı́klad. Pro prvnı́ seznámenı́ se s touto větou probereme přı́pad jednoduché
oblasti Ω v rovině, jejı́ž hranicı́ je křivka C třı́dy C2. Jejı́ geodetická křivost je
obyčejná křivost a pro rovinu máme K = 0. Tedy (8) dává

(9)
∫

C

κ ds = 2π .
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Na přı́padě kružnice f(t) = (r cos t, r sin t), t ∈ [0, 2π) si to ověřı́me i výpo-

čtem. Máme κ = 1
r , ds =

√
r2 cos2 t+ r2 sin2 t dt = rdt. Tedy

∫

C

κ ds =

2π∫

0

1

r
rdt = 2π .

Všimněme si ještě, že v tomto přı́padě platı́
t2∫
t1

κ ds = t2 − t1.

14.13. Gaussovu-Bonnetovu větu lze rozšı́řit i na některé jednoduché oblasti,
jejichž hranice nenı́ diferencovatelná, ale jsou na nı́ “zlomy”. Budeme se zabý-
vat pouze přı́padem křivočarého trojúhelnı́ka na ploše S. V následujı́cı́ definici
chápeme trojúhelnı́k v R

2 jako uzavřenou množinu, do nı́ž se počı́tá i celý jeho
vnitřek.

Definice. Množinu W ⊂ S nazveme křivočarý
trojúhelnı́k na ploše S, jestliže existuje taková
lokálnı́ parametrizace f : D → E3 plochy S a ta-
kový trojúhelnı́k ∆ ⊂ D, že W = f(∆) .

Křivočarý trojúhelnı́k je tedy jednoduchá oblast
na S. Jeho strany jsou úseky U1, U2, U3 křivek
na S. Označme β1, β2, β3 vnějšı́ úhly jejich tečen
ve vrcholech p1, p2, p3 podle obrázku.

p1p2

p3

β1

β2

β3

U1 U2

U3

W

Věta (Zobecněná Gaussova-Bonnetova). Platı́

(10)
∫∫

W

K dV = 2π −
3∑

i=1

βi −
3∑

i=1

∫

Ui

κg ds .

Idea důkazu: V okolı́ vrcholu pi “vyhladı́me” hranici W
pomocı́ geodetické kružnice C̃i o malém poloměru r podle
obrázku. Pak lze dokázat, že lim

r→0

∫
eCi

κg ds = βi.

To můžeme řı́ci i tak, že v limitě máme situaci podobnou
rovině, o nı́ž jsme se zmı́nili na konci přı́kladu 12. Podle
(8) v limitě dostáváme formuli (10).

C̃1C̃2

C̃3

14.14 Definice. Křivočarý trojúhelnı́k W nazýváme geodetický trojúhelnı́k na
ploše S, jestliže všechny jeho strany jsou úseky geodetických křivek.
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Tento pojem je tedy přı́mým přenesenı́m pojmu trojúhelnı́ka do vnitřnı́ geo-
metrie ploch.

V tomto přı́padě v (10) máme κg = 0. To dokazuje

Důsledek. Pro geodetický trojúhelnı́k W na ploše S platı́

(11)
∫∫

W

K dV = 2π − β1 − β2 − β3 .

14.15. Z (11) přı́mo plyne toto geometricky velmi zajı́mavé tvrzenı́.

Věta (Speciálnı́ Gaussova-Bonnetova). Je-li W geodetický trojúhelnı́k na ploše
s konstantnı́ Gaussovou křivostı́ K o obsahu V a α1, α2, α3 jsou jeho vnitřnı́ úhly,
pak platı́

(12) α1 + α2 + α3 = π +KV .

Důkaz. Pro konstantnı́K je integrál v (11) rovenKV a vnitřnı́ úhly jsou s vnějšı́mi
svázány vztahem βi = π − αi, i = 1, 2, 3.

14.16. Přı́klady. a) Na rozvinutelné ploše máme stejně jako v rovině K = 0. Pak
(12) dává dobře známou větu o součtu úhlů v trojúhelnı́ku α1 + α2 + α3 = π.
b) Na sféřeS o poloměru r mámeK = 1

r2
. Součet úhlů v geodetickém trojúhelnı́ku

je tedy většı́ než π. Z (12) dokonce plyne, že součet úhlů zmenšený o π je
úměrný obsahu geodetického trojúhelnı́ka. Je zábavné si uvědomit, že z (12) lze
spočı́tat plošný obsah sféry. Protože geodetické křivky na S jsou hlavnı́ kružnice,
osmina koule je geodetický trojúhelnı́k, jehož všechny úhly jsou pravé. Označme
V jeho obsah. Protože Gaussova křivost sféry o poloměru r je 1

r2 , z (12) plyne
3π
2 = π +

1
r2V , tedy V = 1

2πr
2.

14.17. Obsahem Euklidova 5. postulátu je tvrzenı́, že k přı́mce p v rovině lze
každým bodem A /∈ p vést jedinou přı́mku, která p neprotı́ná. Z dnešnı́ho pohledu
hovořı́me o Euklidově axiomu o rovnoběžkách. Toto tvrzenı́ je tak zásadně odlišné
od ostatnı́ch Euklidových axiomů, že po řadu staletı́ se mnoho matematiků snažilo
ukázat, že 5. postulát je důsledkem ostatnı́ch Euklidových axiomů. Nepodařilo
se však dokázat, přes mnoho chybných pokusů, že z negace Euklidova axiomu
o rovnoběžkách plyne spor.

Jednı́m z důsledků negace 5. postulátu, tedy předpokladu o existenci alespoň
dvou přı́mek bodem A neprotı́najı́ch p, je tvrzenı́, že součet Σ úhlů v trojúhelnı́ku
je menšı́ než π a rozdı́l π − Σ, tzv. úhlový defekt uvažovaného trojúhelnı́ka, je
úměrný velikosti plochy trojúhelnı́ka. Mnoha matematikům se toto tvrzenı́ zdálo
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být absurdnı́. Speciálnı́ Gaussova-Bonnetova věta však jasně ukazuje, že tato
situace nastává ve vnitřnı́ geometrii plochy se zápornou konstantnı́ Gaussovou
křivostı́. Rovněž naše věta 6 o trojparametrické soustavě lokálnı́ch isometriı́ na
ploše s konstantnı́ Gaussovou křivostı́ odpovı́dá shodnostem v klasické geometrii
roviny, at’ s platnostı́ Euklidova axiomu o rovnoběžkách, nebo při jeho negaci.
— Přesné konstrukce neeuklidovských geometriı́ byly pak podány v 2. polovině
19. stoletı́ v podstatě prostředky projektivnı́ geometrie.

14.18. Negace 5. postulátu vede pouze k jednomu druhu neeuklidovských geo-
metriı́, který se nazývá geometrie Lobačevského či hyperbolická. Jı́ odpovı́dajı́
plochy se zápornou konstantnı́ Gaussovou křivostı́. Přitom D. Hilbert v r. 1901
dokázal, že Lobačevského rovinu nelze globálně realizovat na ploše v E3. (To je
zásadnı́ vysvětlenı́ k tomu, že v bodě 5 máme na traktrix, jejı́ž rotacı́ pseudosféra
vzniká, singulárnı́ bod.)

Významné analogie mezi vlastnostmi ploch s kladnou a zápornou konstantnı́
Gaussovou křivostı́, uvedené zejména ve větách 6 a 15, vedly k tomu, že se mezi
neeuklidovské geometrie začaly řadit i tzv. eliptické geometrie, někdy spojo-
vané se jménem B. Riemanna. Jejich geometrie odpovı́dá vnitřnı́ geometrii ploch
s kladnou konstantnı́ Gaussovou křivostı́. (Upozorňujeme, že název Riemannova
geometrie se běžně užı́vá v jiném významu než pro eliptické geometrie. Označuje
se tak mnohem významnějšı́ teorie, jejı́mž otcem také B. Riemann byl a která je
jednou z nejdůležitějšı́ch částı́ dnešnı́ diferenciálnı́ geometrie, viz např. skriptum
[5] pro prvnı́ informaci.)
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Část II

Cvičenı́
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Předmluva k druhé části

Druhá část skripta bude zveřejněna do konce února 2008.
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