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Predmluva

Diferenciani geometrie studuje vlastnosti geometrickych objektli metodami
diferencidniho poCtu. Klasickymi objekty diferencidlni geometrie jsou kfivky
a plochy v trojrozmérnem euklidovském prostoru. Tém je také vénovano toto
skriptum.

Geometrické problémy vyrazné prispély jiz k samotnému vzniku diferencial-
niho pottu. Vime, Ze derivaci funkce jedné proménné Ize interpretovat bud fyzi-
kalné jako okamZitou rychlost pohybu po pfimce nebo geometricky jako smérnici
tecny kfivky, ktera je grafem uvazované funkce. Ke vzniku diferencialniho pottu
doSlo koncem 17. stoleti v pracich G. W. Leibnize al. Newtona, vznik samostatné
diferencialni geometrie v 18. stoleti je pak spojovan predevdim sejmény L. Euler
a G. Monge. K velkemu rozvoji diferencialni geometrie dodo v 19. stoleti a za-
slouzili se o n§ zefména C. F. Gauss a B. Riemann. Od pfelomu 19. a 20. stoleti
zaCdla vyvoj diferenciadlni geometrie vyznamné ovlivihovat Einsteinova obecna
teorie relativity. | v dnedni dobé dochézi k hlubokému vzgemnému ovliviovani
moderni diferencidlni geometrie a soutasné teoretické fyziky.

Toto skriptum je uréeno predevdim studujicim odborné matematiky a ucitelské
deskriptivni geometrie na Pfirodovédecké fakulté MU v Brné. Skriptum sestavaze
dvou Casti: |. Pfednasky (autor I. Kol&F), I1. Cviceni (autorka L. PospiSilovd). Pro-
biranalatkaje klasicka, zplisob jejiho vykladu ovsem vychazi ze soucasného stavu
diferencialni geometrie. V prvni &asti zeiména konstrukce rtiznych oskulacnich
objektli systematicky opirame o obecny pojem styku kfivek a ploch.

Prvni Cast skripta sestava ze 14ti kapitol, které jsou rozdéleny do ¢islovanych
odstavcll neboli bodill. Uvnitt téze kapitoly odkazujeme jen na Cislo odstavce
nebo rovnice, pfi odkazu na jinou kapitolu pfidavame i jegji Cidlo. Tedy napr.
6.3 znamena tfeti bod Sesté kapitoly, zatimco 6.(3) znamena rovnici (3) v Sesté
kapitole. V seznamu literatury uvadime jen ty publikace, o nichz se domnivame,
Ze mohou byt Cten&fi nejuZitetngsi.

Druha cast skripta obsahuje fesené priklady v pfimé navaznosti na prednasky.
Kapitoly, na které je druha Cast rozdélena, neodpovidaji rozvrzeni kapitol v prvni
Casti skripta vzhledem k rliznorodé obsahlosti jednotlivych témat pro prednasku a
cvileni. Presto zlistava zachovana stejna posl oupnost vykladu jako v prednaskach.
V kazdé kapitole jsou otislované priklady, které jsou kromé samotného zadani do-
plnény vzorovym feSenim ave v&tsing pripadll jesté feSenim v systému potitatove
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algebry Maple. Podrobngjsi technicky komentéf je pak zminovan v (vodu druhé
casti.

Autori dékuji Prof. RNDr. Josefu JanySkovi, DSc. zacenné pfipominky k textu,
Magr. Janu Vondrovi zapetlivé precteni rukopisu acenné pfipominky k nému apani
[loné Lukedové za kvalitni poCitaCové zpracovani narotného textu.
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1 Pohyb akrivka

Budeme se zabyvat kfivkami v euklidovské roviné a trojrozmérném prostoru.
Zatneme ae s n-rozmérnym euklidovskym prostorem E,,, i kdyz fakticky potfe-
bujeme pouze pripady n = 2, 3.

1.1. Necht I C R je otevieny interval. Jeho body |ze interpretovat jako hodnoty
Casu t. Zobrazeni f: I — E, mizeme chapat jako pohyb, jehoZ trgjektorie
v “rozumném” pripadé je kfivka.

Pro pouZiti diferencidniho poctu potfebujeme predevsim diferencovatelnost
zobrazeni f. Pfipominame, Ze Ciselna funkce ¢: I — R se nazyva tfidy C,
jestlize ma v intervalu I spojité derivace az do fadu r veetné. Jestlize v E,
zvolime kartézskou soufadnou soustavu, pak f(t) = (fi(t), ..., fa(t)) jen-tice
Ciselnych funkci a miizeme Fici, Ze zobrazeni f je tfidy C”, pravé kdyz vechny
funkce f1, ..., fn jsoutfidy C".

Je v&ak tfeba ukéazat, Ze tento pojem nezéavisi na volbé soufadné soustavy. To
je sice pravda, ale pfimé ovéfovani pomaoci pfechodu od jedné soufadné soustavy
k druhé je klopotné. Mnohem jednodusSi je sledovat nezavislost pouze na volbé
pocatku soufadnic. Volba pocatku identifikuje E,, s jeho zam&enim Z(E,,), coz
je n-rozmérny euklidovsky vektorovy prostor.

1.2. Budeme se tedy ngjprve zabyvat n-rozmérnym euklidovskym vektorovym
prostorem V. Zna€ime ||u|| velikost vektoru v a(u, v) skalarni soucin dvou vektorl
U, V.

Definice. Zobrazeni v: I — V se nazyvavektorova funkce naintervalu I.
1.3. Pojem limity vektorové funkce se zavadi anal ogicky k pripadu Ciselné funkce.

Definice. Vektorova funkce v mav bodé tg € I limitu vy, jestlize ke kazdému
e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro vSechnat splfujici |t — to| < d, t # to, plati
lo(t) — vol| < e.
PisSeme vy = tlir? v(t).
—t0
Je-li tlir? v(t) = v(tg), pak fikame, Ze vektorova funkce je spojita v bode ty.
—1lo

1.4 Definice. JestliZze existuje

t) —o(t 1
lim v(t) — v(to) — lim
t—to t—to t—to t — 1o

(’U(t) - ’U(to)) )

nazyvame ji derivace vektorové funkce v(t) v bodé ¢.



Tuto derivaci znatime 241) nebo o/ (¢).

Derivace vysSiho fadu se definuji obvyklou iteraci.
15. Nechteq,...,e, jengakabazeve V. Prokazdét € I mame
v(t) =wvi(t)er + - +op(t)e, .
Ciselné funkce v;(t), i = 1,...,n nazyvame slozky vektorove funkce v(t).

Nasledujici v&ta ma snadny diilkaz, ktery vsak patfi do anayzy. Proto jg
neuvadime.

Véta. Vektorova funkce je spojita, praveé kdyz vsechny jegi dozky jsou spojité.
Vektorova funkce v(t) méa derivaci v bodeé ¢, pravé kdyz ji maji vsechny jeji
slozky. Pak plati

dv(to) _ (dvl(to) d’[)n(to)>
dt e 77 dt )

Podobna tvrzeni plati i pro limitu a derivace vySSiho fadu.
1.6. Uvedeme jeden pomocny vysedek, ktery budeme dale potfebovat.

Necht v(t), w(t) jsou dvé vektorové funkce tiidy C! na I. Jgjich skalarni
soutin (v(t), w(t)) jetisenafunkce tiidy C nal. Také skalarni soutiny (4, w)
a (v, £2) jsou Eiselné funkce na I.

Véta. Plati

dt
Dlkaz. V soufadnicich mame

(v(t),w(t)) = vi(E)wi(t) + -+ + vn(t)wy(t) .

P¥i derivovani pouzijeme pravidla pro derivovani soucttl a soucinu. Tedy

dlv,w)  duvy N dwn o dvy, N dwy,
=—wt+vi—+ -+ —wp +vp——.
dt de T at e "M at
To je soufadny tvar naSeho tvrzeni. O

1.7. Uvazujme prostor E,, ajeho zam&eni V. Zvolme pocaek P € E,. Pak
—_—

zobrazeni f: I — E, urCuje vektorovou funkci F)f: I -V, ITf(t) = Pf(t),
ktera se nazyva privodi¢ zobrazeni f.

Definice. Zobrazeni f: I — E,, nazyvame pohyb v prostoru E,,. Rikame, Ze f
—
je pohyb tfidy C™, jestlize P je vektorova funkce tfidy C.
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Vedle slova pohyb se nékdy ekvivalentné uzivanazev dr aha. Termin “pohyb”
je nazorngjsi, termin “dréha’ mavice technicky charakter.

Vektor (P 1) nezavisi navolbé pocatku. Opravdu, pro jiny bod @ € E,, mame

. dP d
Pf=PO+ Q F, kde PQ je konstantni vektor, takze 21 — fftf .

1.8 Definice. Vektor 221 — . & nazgyame vektor rychlosti pohybu f.

Znatime jg teéz f'.

V druhém fadu klademe f” = (f')’; zde jiz derivujeme vektorovou funkci f,
astginé tak i v kazdém vyS8im radu.

Jerli f(t) = (f1(t), ..., fa(t)) soufadné vyjadieni pohybu f, plati

dhf(t) (dkfl(t) d’“fn(t))
dtk -~ \dtk k)

1.9 Definice. Pohyb f: I — E,, tfidy C'' nazveme regulérni, jestlize = df(t #0

pro kazde t € I. Bod o parametru to, v némz L) — o nazgvame smgularnl
bod pohybu f.

Zde o zna€i nulovy vektor prostoru V = Z(E,,).

Uvedeme dva priklady.

(i) V pripadé konstantniho pohybu f(t) = Q € E,, pro kazdé ¢t € I plati
dfd—@ = 0. Pro kazdou hodnotu Casu t € I mame tedy singularni bod.

(i) V Ey uvazujme pohyb = = 2,y = t3, ¢t € (—00,00). ¥

Ten probiha po tzv. semikubické parabole y? — 23 = 0. Mame
ft) = 3,83, f'(t) = (2t,3t?), takze f'(0) = o. Singularni T
bod f(0) jetzv. bod vratu neboli hrot, viz obrazek.

1.10. Uvazujme jiny otevieny interval .J, v némz proménnou budeme znafit T,
abijektivni zobrazeni : J — I (tedy Ciselnou funkci) tfidy C™ takové, 2e§—f #0
provsechnar € J.

Lemma. Je-li f: I — E, regularni pohyb tfidy C™, pak f o ¢: J — E,, jetaké
regularni pohyb tfidy C.

Dikaz. Plati 4022l — df do e 92 je skalar aob’ dal¥ veliginy jsou vektory.
Opravdu, soufadné vyjadreni f o gp je fi(p(7)), ..., fale(r)). Pri derivovéani
podle 7 derivujeme v kazdé dozce slozenou funkci se stginou vnitfni slozkou

(1), takze 22 — (‘%%ﬁ, o %%‘f) 4 de protoze kazde & je nenulovy
vektor akazdé %‘tﬁ je nenulovy skalér, je kazde % nenulovy vektor. O



1.11 Definice. Pohyb f: I — E,, nazyvame jednoduchy, jestlize f je injektivni
zobrazeni, tedy pfi t1, to € I, t1 # to plati f(t1) # f(t2).

Z geometrického hlediska je f pohyb bez samoprotnuiti.

1.12 Definice. Mnozinu C C E,, nazveme jednoduchakfivkatridy C7, jestlize
existuje takovy jednoduchy regularni pohyb f: I — FE, tfidy C", Ze plati C =
f().

Zobrazeni f: I — E,, nazyvameparametrickévyjadrenijednoduchékfivky
C'. Zobrazeni ¢ z bodu 10 nazyvame repar ametrizace kfivky C'.

je dal8i parametrické vyjadreni jednoduché kfivky C' tfidy
C". Pravidlo f(p(7)) = g(7) uréuje zobrazeni ¢: J — I, ,
t = ¢(T), viz obrézek. N

1.13. Necht J jeddsi interval sproménnou 7 ag: J — E, .
/N
J

Véta. ¢ jefunkeetfidy C" aplati %2 # 0 proviechnar € J.

Dikaz. Pfi soufadném vyjadieni f(t) = (fi(t),..., fa(t)), 9(7) = (91(7), ...,
gn (7)) jefunkce ¢ urtenavztahy

@y filt) = gi(7), i=1,...,n.

Uvazujme libovolny bod 7y € J apidmety = ¢(79) € I. Protoze % # o, ]e
aspon jednaze d ozek tohoto vektoru nenulova; oznatmeji k. Vztah fi(t) = gr(7)
piSme ve tvaru

) fr(t) —gr(t) =0.

Levastrana je funkce dvou proménnych ¢ ar, kteraje tfidy C™ nasoucinu I x J.
Plati df’“d—(f‘)) # 0, takze na (2) muizeme pouZzit vétu o implicitni funkci. Tafika, ze
v jistém okoli bodu ¢, je t ureno jako funkce tfidy C" proménné 7. Bod po bodu
dostavame, zet = (1) je funkce tfidy C". Ta podle geometrické situace spliiuje
véechny rovnice (1), tedy g(r) = f(»(7)). Derivovanim dostavame rovnost
vektorll % = 4 42 \de 92 je skalar. Kdyby bylo 2% — v ngakém bodg,

pak % = o, detojev rozporu s predpokladem. O

Odvodili jsme tedy, Ze kazda dvé parametricka vyjadreni jednoduché kfivky
tfidy C" seliSi o reparametrizaci ve smyslu bodi 10 a 12.

1.14. V nadedujici definici zavadime globalni pojem kFivky.
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Definice. Podmnozinu C C E,, nazvemekfivkatridy C", jestlize pro kazdy bod
p € C existuje takové jeho okoli U, Ze C N U je jednoducha kfivka tfidy C™.

Parametrizace priinikli nazyvame lokalni parametrizace kfivky C.

1.15. Umluva. Dae budeme predpokladat, Ze tfida r uvazované kiivky nebo
funkce je dostatetné vysoka pro nami provadéné Gvahy a zpravidla se o ni nebu-
deme zmifovat.

1.16. Uvedeme nékolik prikladll v roviné Es.

3@

Yy==x x? + y2 =r

a) Parabola je globa né jednoducha kfivka. b) Kruznice je kfivka, ale ne jednodu-
cha. ¢) Tento “Ctyflistek” je kfivka ve smyslu nasi (tj. diferencialné geometrické)
definice. d) Dvé soustfedné kruznice miizeme chapat jako jednu kfivku (souvis-
lost sev definici 14 nepredpoklada). Casto byvatotiz uzitetneé fici, Ze hranice jimi
vytvoreného mezikruzi je jedna kfivka.

Na druhé strang, cela semikubicka parabola z bodu 9, Descartiiv list, viz €),
nebo lemniskata, viz f), nejsou kfivkami v naSem pojeti.

2 —
0 K f W

x3+y3—3axy:() (x2+y2)2:a2(1:27y2)

1.17 Definice. Dvé parametrizace f(t) ag(7) jednoduché kfivky C' nazyvame
souhlasné, je-li 42 > 0, kde ¢ je funkce z bodu 10.

Dvé souhlasné parametrizace urcuji tutéz orientaci jednoduché kfivky C'. Vy-
brat orientaci C' znamena tedy urcit na ni “smér pohybu”. To je mozné provést
dvojim zplisobem.

1.18 Definice. Necht f: I — E,, je ngakalokani parametrizace kfivky C' v E,,.
Primku ur€enou bodem f (to), to € I, avektorem f'(tq) nazyvametecnou krivky
C' v bodé f(tp).
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Tato definice nezavisi na zvolené parametrizaci, protoze podle bodu 10 dvé
rlizné parametrizace urcuji kolinearni tetné vektory. Parametrické vyjadieni teCny
v bodeé f(¢o) tedy je

f(to) + Uf/(to) R veER.

1.19 Definice. Odchylkou dvou kfivek C' a C' ve spoleéném bodé p rozumime
odchylku jejich teCen v tomto bodgé.

1.20 Definice. Rekneme, Ze dvé kiivky C a C tfidy C" maji ve spoleéném bodé
p styk fadu k, k < r, jestliZze existuji takové jejich lokani parametrizace f(t),
f(t) naspoletném intervalu I, f(tg) = f(to) = p, Ze plati

d'f(to)  d'f(to)

) at— dt

provéchnai=1,...,k.

Nazorné feCeno, v uvazovanych parametrizacich obé kfivky v daném bodé
“splyvaji az do fadu k.

1.21 Poznamka. Snadno seovéri, ze“miti styk k-téhofadu” jerelace ekvivalence.

1.22 Véta. Dvékiivky C aC maji ve spoleéném bodé p styk prvniho fadu, pravé
kdyZ jejich teCny v bodé p splyvaji.
Dllkaz. Mgji-li C' aC styk prvniho Fadu v bodg p, existuji takové jejich paramet-

rizece f(t) a f(t), f(to) = f(to) = p, ze plati L) — df(to . Tedy jejich tegny
splyvaji. Obraceng, uvazujme C s libovolnou parametrlzam f(Z) f(to) = f(to).

Jestlize obg teény splyvajl plati 4/ dilto) _  dilio) o o4 ), Provedme naC repara-

metrizaci t = to + 1 (t — t). V nove parametrizaci f(to + £(t — to)) kiivky C

plati dféf” dfg‘)) @ - % L To serovna Zle) podie definice k. Tedy C

aC maji styk prvniho fadu. O

1.23 Dlsledek. Tetnakfivky jejedina pfimka, ktera s ni mastyk prvniho fadu.

1.24 Définice. Bod p € C nazyvame inflexni bod kFivky C, jestlize teCnav ném
mastyk 2. fadu s kfivkou C.

1.25 Véta. Necht f je ngakéa lokani parametrizace kfivky C. Bod p = f(to) je
inflexni, préavé kdyz vektor @ f (to) je kolinearni s vektorem < (to).
Dikaz. Oznalmev = df(t‘)) . Libovolny pohyb potetnéjetvaru g(t) = p+ h(t)v,

kde h je Eiselna funkce Mame dolte) _ dhlle),, d2jt(§°) = dQCfngO)v, coZ jsou
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kolinearni vektory. Maji-li C ajeji tetnastyk 2. Fadu, plati totéz pro /o) a gg‘)).

Obraceng, necht < Cflcg‘)) — | 4o)  yvazujme parametrizaci tetny

ot) =+ [(t—t0) + 2 (t—10)?]o.

Pak dotlo) _ , dllo)  Lalto) _ 1, — LIh) Tedy Kiivka C ma se svou tetnou

styk 2. fadu. O

1.26 Definice. Parametr 3 parametrického vyjadreni f: I — E,, kfivky C nazy-
vame oblouk, jestlize || 4|| = 1 pro viechnas € I.

Oblouk tedy pfedstavuje “rovnomeérny ve smyslu velikosti rychlosti” pohyb
po kfivce.

Necht f(t) je ngaké parametrizace kfivky C. Hledame takovou reparametri-
zaci s = s(t), proinverzni zobrazeni piSemet = ¢(s), Ze s bude oblouk. Podminka

zni

_ H%
Tedy |%| = ||%]|. Pridameli jexte podmlnku souhlasnosti parametrll s a t,
dostavame

=B s (T

@ ds = \/(F1) + -+ () dt.

Oblouk pak dostaneme integraci. Nakazdé jednoduché kfivce jetedy oblouk urcen
az naaditivni konstantu a orientaci.

Vzorec (4) ukazuje, ze nami definovany oblouk souhlasi s pojmem déka
kfivky, ktery se zavadi v integranim poctu. Fyzikalné to souhlasi se zfegjmou
skutetnosti, ze pokud se po kfivce pohybujeme s jednotkovou rychlosti, pak
délka kFivky, kterou urazime za ngjaky Casovy interval, je rovna velikosti tohoto
Casového intervalu.

To miizeme pFepsﬂ Jako

1.27 Véta. Je-li kfivka parametrizovana obloukem f(s), pak bod f (so) jeinflexni,
préave kdyz CHGo) — o,

Dlkaz. To, ze % je jednotkovy vektor, vyjadfime ve tvaru skalarniho soucinu

(i) -
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Derivaci podie véty 6 dostavame 2(4, ££) — 0. To znamena, Ze vektor %
je kolmy najednotkovy vektor @ (30) inflexnim bodé musi byt tyto vektory také

kolinearni podle véty 25. Odtud pIyn 5( ) — o, O
1.28 Véta. Jednoducha kfivka C', jgjiz kazdy bod je inflexni, je Casti pfimky.

Dlkaz. Pfi parametrizaci f(s) kfivky C obloukem, kazdy bod je inflexni, pravé
kdyz L4 = o. Integraci dostavame & = a, kde a je konstantni vektor. Dal%

integrace dava f = as + b, kde b je daIS| konstantni vektor. To je parametrické
vyjadfeni primky. O
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2 Rovinnékrivky

2.1. V rovingé E; zafixujeme kartézskou soufadnou soustavu (x, y). Parametrické
vyjadieni Kfivky matvar f(t) = (fi(t), f2(t)), & # o. Zejména graf funkce
y = f(x), z € (a,b) tfidy C" je kfivka tfidy C". Jeho parametrické vyjadreni je
g(t) = (t, f(t)),t € (a,b), pricemz % = (1, L) +# 0.V tomto pFipade hovorime
o explicitnim vyjadreni rovinné krivky.

2.2. Pfipominame, Ze o funkci dvou proménnych f: U — R definované na
oteviené mnozingé U C R? fikame, Ze je tfidy C™, mali na U spojité parcialni
derivace az do fadu r veetné.

Véta. Necht U C R? je oteviena mnozinaa F': U — R je funkce tfidy C”
takové, Ze mnozina C' o rovnici F(z,y) = 0 je nepréazdna aplati 0F (zg, y9) : =
(2rowo) OFrow0)) £ o pro kazde (o, yo) € C. Pak C jekFivkatfidy C”.

T Y

Dlkaz. Necht F'(zg,v0) = 0 atfeba %Z’y‘)) # 0. Pak podle véty o implicitni
funkci Ize mnoZinu C' lokané vyjéadrit vetvaruy = f(x), kde f(z) je funkce tfidy
Cr. Tojelokalni explicitni vyjadreni kFivky C. Jeli 2X(os0) -4 o, miizeme, opét
podle véty o implicitni funkci, C' lokalné vyjéadrit vetvaru = = g(y). O

Definice. Bod (o, o), prongz plati F (o, yo) = 0, 2-4e0) — o, 2EG0w0) —
nazyvame singularni bod mnoziny F'(x,y) = 0.

2.3. Priklady. (i) Uvazujme mnozinu 2% + y? = a, a € R; tedy F(z,y) =
22 4 y% — a. Proa < 0 je mnozina F(x,y) = 0 prézdna Pro a = 0 mnozinu
F(z,y) = 0 tvori pouze pocatek (0,0). V ném se anuluji obé derivace %—f =
2, %—5 = 2y. Tento bod, samozfemé&, neni kfivka. Pro a > 0 mame kruznici se
stfedem v pocCatku a polomérem +/a. Vektor OF = (2x,2y) je ve viech jejich
bodech nenulovy.

(i) Uvazujme Descartlv list F(z,y) = 2® + v — 3azy = 0. Mame OF =
(322 — 3ay, 3y? — 3ax). Proa = 0 je (0,0) jediny singularni bod. Pro a # 0
snadno nalezneme, Ze rovnice OF = 0 madvé dvojice feSeni (0,0) a(a,a). Bod
(a,a) nakfivce nelezi, takze (0,0) jejediny singularni bod.

(iii) Pro semikubickou parabolu F'(z,y) = y? — 23 = 0 mamedF = (—3z2, 2y).
Tedy pocéatek jejediny singularni bod.

2.4 Vé&ta. Tetnakekfivee F(z,y) = 0 v bodé (xg, yo) marovnici

OF (z0,y0) OF (z0,%0) y

@ St = o) +

—yo):O.
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Dlikaz. Necht (f1(t), f2(t)) jenéaké parametricke vyjadreni teto kFivky, (f1(to),
f2(to)) = (o, yo). Derivovanim vztahu F( f1(t), f2(t)) = 0 adosazenim ¢ = ¢,

dostavame
OF (o, yo) df1(to) N OF (z0,y0) df2(to)
oz dt oy dt

Vektor OF (xq,yo) jetedy kolmy k te€nému vektoru i (t‘)) . Rovnice (1) vyjadifuje
primku jdouci bodem (¢, yo) akolmou na vektor aF(xo,yo) tedy teCnu. O

=0.

Podminka O F (zg,yo) # o pri zadani kfivky rovnici tedy zaru€uje existenci
teCny podobné jako podminka df t° # o pfi parametrickém vyjadfeni kFivky.
V singularnim bodé nemusi jedi natecna existovat.

Primku jdouci bodem kFivky a kolmou k te€né nazyvame normala. Vektor
OF (x0,yo) jetedy smérovy vektor normaly.

2.5. Podle 1.20, dvé rovinné kiivky C' a C' maji ve spoletném bodé p styk
k-tého Tadu, jestlize existuji takové jejich lokalni parametrizace (f1(t), fa(t))
a(fi(t), f2(t)) naspoletném intervalu I, Ze plati

d'fi(te) _ d'fi(to) d'falte) _ d'folto) . _
@ a0 a - ap o T bk
kde ¢ je parametr spoletného bodu p. Pfima diskuse toho, zda takovéato spolecna
parametrizace existuje nebo neexistuje, je obecné dosti doZita zalezitost. Velmi
jednoduchou proceduru vdak miizeme pouZit v tom pripadé, kdy C' je danarovnici
F(z,y) = 0.V tomto pfipadé vytvofime funkci jedné proménné

(©) O(t) = F(f1(t), fo(t)) -

Véta. Kfivky C = (f1(t), f2(t)) aC = F(z,y) = 0 mai ve spoletném bodé
(z0,50) = (f1(to), fa(t )) styk fadu k, prave kdyz plati

(4) mé%):m i=1,... k.

dt?

Dikaz. Necht (f1(t), f2(t)) jelokalni parametrizace kfivky C' takova, Ze je spl-
néna podminka (2) pro styk. Plati tedy

(5) F(f(t), f2(t)) =0

pro v&echna t, takze vSechny derivace slozené funkce na levé strané jsou nuloveé.
Také funkce @ je slozend, pficemz vn§jSi slozkou jetatdz funkce F'(z, y) avnitfni
sloZzky jsou fi(t), f2(t). Podle pfedpokladu o styku jsou derivace az do fadu k
vnitfnich sozek v bodé ¢, stejné jako u f(t) a fa(t), takze plati (4).
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Obrécené, necht plati (4). Predpokladejme 25G0:0) - o, Kfivku C' budeme
lokalné parametrizovat ve tvaru (f1(t), g(t)), kde g(t) je uréeno rovnici

(6) F(fi(t),9(t)) = 0.

To je mozné udélat. Uvazujme totiZ funkci

G(tay) = F(fl(t)’y) s
ktera je definovana najistém okoli V' bodu (¢, yo). Plati

0G(to,y0)  OF (o, o)

takze mlizeme pouzit vétu o implicitni funkci na rovnici G(t,y) = 0. Je tfeba
dokazat
d'fa(to)  d'g(to)

@) e T i=1,...,k.

NaV x R uvazujme funkci tfi proménnych

H(t,y,z) = G(t,y) — z.

Pleti H (fo, yo,0) = 0 a ?H@;’O’O) = BG%‘;W # 0, takze podle véty o implicitni
funkci lok&@lné lze z rovnice H = 0 jednoznatné vypocitat y = K (¢, z). Protoze
G(t,g(t)) =0aG(t, fa(t)) = ®(t), plati

g(t) = K(t,0) a fo(t) = K(t,®(t)) .

Podobngé jako v prvni €asti dikazu mame zde stejnou vngidi slozku K (t, z).
Derivace konstantni funkce ¢ — 0 afunkce ®(t) az do fadu & v bodé t, splyvaji,
protoze jsou nulové. Podle pravidla o derivovani sozené funkce z (4) plyne
. O

2.6. Zkoumejme nyni, jak nejlépe Ize aproximovat libovolnou rovinnou kfivku C
v daném bodé p pomoci kruznice.

Definice. Kruznici, kteramav bodé p € C styk 2. fadu s kfivkou C', nazyvame
oskulacni kruznice v bodé p.

2.7 Vé&a. V neinflexnim bodé existuje pravé jedna oskulatni kruznice.
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Dlkaz. Oznatme (a, b) stfed ar polomér kruznice. Jgji rovnice tedy je
(8) (x—a)+(y—-b2-r2=0.

Uzitim véty 5 nalezneme podminku, aby (8) mé&a s kfivkou danou parametricky
(f1(t), f2(t)) v bodé to styk 2. fadu. Mame

() = (1) —a)” + (fa(t) =) =
P'(t) = 2(fl —a)fi +2(f2 =) fs,
(1) =2(f1)* +2(f1 — a) f{ +2(f5)* +2(f2 — b) f3

Soufadnice a, b jsou FeSenim rovnic ' = 0, ®” = 0, které po Upravé maji tvar

afi +bfy = fufi + f2f2,
ofl +0f3 = hfl + fofs + '+ 17
V neinflexnim bodé jsou vektory (f1, f) a (f{, f3) linearng& nezéavislé, takze

determinant soustavy (9) je nenulovy atyto rovnice urcuji jedinou dvojici (a, b).
Polomér r pak spoteme z rovnice & = 0. O

(9)

2.8 Vé&ta. Pro polomér r oskulatni kruznice plati

2= (f2 + 1)
(fifs = f217)?

Dikaz. Vypottem (vhodné je uzit Cramerovo pravidio) z (9) dostavame

(10)

_ g BURES e AUE )
a fl f{ fé 9 f2 + fl f2 .
{I 2 1 2
Formuler2 = (f; — a)? + (f2 — b)? pak dava (10). 0

2.9. V inflexnim bodé oskulagni kruznice neexistuje. V inflexnim bodé matetna
styk 2. fadu s danou kFivkou, takze podle 1.21 by musela mit styk 2. fadu také
s oskulacni kruznici. Jednoduchy vypocet v&ak ukazuje, ze kruznice ma se svou
tecnou styk jen 1. fadu.

Opravdu, soufadnou soustavu miizeme zvolit tak, Ze kruznice ma

parametrické vyjadreni © = r cost, y = rsint. Jgi teCna v bodé

t =0 marovnici z — r = 0. Mametedy ®(¢) = r cost — r. Plati T
®(0) =0, 9'(0) = —rsin0 =0, ale ®”(0) = rcos0 # 0.
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2.10 Definice. Necht r je polomér oskulatni kruznice v neinflexnim bodép € C.
Cido » = % nazyvame krivost kFivky C' v bodeé p. V inflexnim bodé definujeme
kfivost > = 0.

Nazev vychazi z toho, ze ¢im makruznice mensi polomér, tim je “kfivgs”.

Stfed oskulaéni kruznice setakénazyvastied kFivosti kfivky C' v uvazovaném
bodé.
2.11 Definice. Neinflexni bod p € C, v némz oskulacni kruznice mas C styk
3. fadu, nazyvame vrchol krivky.

V bodé 16 ukazeme, Ze u €lipsy jsou vrcholy v tomto obecném pojeti pravé

jgi klasické vrcholy.
Oskulagni kruznice ve vrcholu kfivky se téz nazyva hyper oskulaéni.

2.12. Uvazujme dale jako parametr oblouk s. Podle 1.26 a dilkazu véty 1.27
je vektor e; = 4 jednotkovy a vektor 41 = <f

wrs I je na ng kolmy. Pfitom
charakteristikou |nﬂexn|ho bodu f(so) je 9ee) —

= 0.
V neinflexnim bodé f (sg) oznaime jako es(sg) jednotkovy vektor souhlasné
rovnobézny s del(s“ . Tedy e1(s0) aez(sp) je dvojice ortonormalnich vektord.

Véta. Plati Hdel 50) | = 2(so) a stfed oskulagni kruznice lezi na polopfimce
uréené bodem f(s¢) avektorem ez (so).

Dikaz. To sice Ize odvodit z vyrazli pro stfed oskulaéni kruznice z bodu 8, ae
pro dalSi (Uvahy bude uzitecné provést cely vypocet s urCitym zjednoduSenim
jesté jednou. Vime, Ze stfed oskulagni kruznice leZi na normale, takze je tvaru
f(s0) + rea(so), kde r € R je ngaké Cido. Rovnici kruznice o tomto stfedu
apoloméru r napiseme ve tvaru skalarniho soucinu

(z = f(s0) — rea(so), z — f(s0) — rea(so)) —r* =0,
kde z = (x,y) jelibovolny bod roviny. Pro vypoCet styku tedy uzijeme funkci
®(s) = (f(s) — f(s0) — rez(so), f(s) — f(s0) — rea(se)) — 7.

Derivaci dostavame, pri pouziti 1.6,

1d®

> ds = (61(3)7 f(s) = f(s0) — 7"62(30)) .
Podminky ®(sg) = 0 a% = 0 jsou splnény; geometricky je to diisledek toho,
Ze stfed volime na normale. Dal§im derivovanim dostavame

2 e
LE2 (218 )~ f(s0) — reatsn)) + (ea(s). ex(5)

(11)
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Anulovani v bodé sy dava

dei(s
(12) 7“(72(50),62(30)) =1,
Protoze vektor del(so) je souhlasné rovnobézny svektorem es (g ), skalarni soucin

ve (12) jeroven vellkostl tohoto vektoru. Nage tvrzeni je pak pfimym diisledkem
definice 10. O

213 Dlisledek. Plati 92 — 5(5)ey(s).
Dikaz. V neinflexnim bodé to plyne z vé&ty 12, v inflexnim bodé z 1.27. O
214 Véta. Plati 2219 — 5 (5)ey(s).

Dlkaz. Protoze e, jejednotkovy vektor, mame (ez, e2) = 1. Derivovanim dosta-
neme (e, 22) = 0. Tedy vektor 42 je kolmy k ey, takze 22 = ce;. Protoze
vektory e; a ey jsou kolmé, plati (61, 62) = 0. Derivovanim dostavame

() (o 22) e

2.15 Véa. Bod f(sp) je vrcholem kfivky, pravé kdyz plati d”(s‘)) =0.
Dikaz. Pokratujme ve vypottu z véty 12 s uzitim diisledku 13. Mame tedy

2
L0 — ) eals). £() — Fls0) — rea(so)) + 1.

Da8im derivovanim dostavame podminku styku 3. fadu

3 S 7\ S
0= %d 22;(30) _ d d(SO) . (_'r) + %(So) [( — %(80)61(30), —7’62(30))] X

Z kolmosti vektorli e (sg), e2(sg) ar # 0 plyne nase tvrzeni. O

2.16 DUsledek. V libovolné parametrizaci f(t) kfivky C plati, Ze neinflexni bod
f(to) je vrcholem, pravé kdyz 24t —

Dlkaz. Prechod od ¢ k s se d&je reparametrizaci ¢t = o(s), to = ¢(s¢). Podle
pravidla pro derivovani slozené funkce mame

delp(so)) _ delto) diplso)
ds dt ds

. . . - do(so)
ProtoZe jde o reparametrizaci, je “52%* # 0. O
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kfivost v nich zfejmé dosahuje maxima resp. minima.

Odtud zefména plyne, Ze vrcholy eipsy ve smydu di- /%\
ferenciélni geometrie jsou jgi klasické vrcholy, protoze \-\_/

2.17 Véta. Jednoducha kfivka, jejiz kazdy bod je vrcholem, je ¢asti kruznice.

Dlikaz. Pro stfed oskulatni kruznice mame c(s) = f(s) + Lea(s). Je-li kazdy
bod vrcholem, s¢ je konstantni a derivovanim dostavame, s uzitim bodu 13,

d 1

%S) =ei(s) — ~ »xe1(s) =o.
Jetotedy pevny bod arovnéz pol omér }{ jekonstantni. VV Sechny oskulacni kruznice
tedy splyvaji akfivka natéto kruznici lezi. O

2.18 Definice. Vzorce

a _ der _ dey
ds ds

€1, ds = xe,
nazyvame Frenetovy rovnice rovinné kfivky C bez inflexnich bodu. “Pohyblivy”
repér (f(s), e1(s), e2(s)) nazyvame Frenetliv repér kfivky C.

= —xe

(13)

2.19. Nyni ukazeme, jak lze vzorch (13) vyuZit k charakterizovani shodnosti
rovinych kfivek.

Definice. Kfivky C, C C E, nazyvame shodng, jestlize existuje takové shodné
zobrazeni ¢: FEy — E», zeplati o(C) = C.

2.20 Véta. Necht C aC jsou kfivky bez inflexnich bodl, f: I — Es, f: I — Es
jsou jejich parametrizace obloukem na spoleCném intervalu I a s(s), >(s) jsou
jejich kivosti. Pak kiivky C' a C jsou shodné, pravé kdyz » =  je tatdz funkce
nal.

Dikaz. Z jedné strany je to jasné shodné zobrazeni prevadi oblouk na oblouk
a zachovava styk, takze poloméry oskulatnich kruznic v odpovidgjicich bo-
dech musi byt stejné. Obraceng, uvazujme C' resp. C' s Frenetovym repérem
(f(s)v 61(8)7 62(3)) resp. (f(8)7 €1 (3)7 é2(3))' V&jle(lg) pla[’l take

df _ . da_ o dem_ .

ds 0 Tgs T T Tgg T A

s tymz . Tedy (13) a (14) je tatédz soustava diferencidnich rovnic pro Sestici
Ciselnych funkci, které jsou slozkami f, e; aes. Pro sg € I je f(so), €1(s0),
e2(so) stejné jako f(so), €1(s0), €2(so) bod a dvojice ortonormalnich vektord.

(14)
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Existuje tedy jedina shodnost ¢: Ey — Es, ktera prevadi f(sq) do f(sg), e1(so)
do &1(sg) @ ea(sp) do éx(sg). Pak parametrizace f: I — E kiivky C spolu
svektorovymi funkcemi e; (s) aéa(s) aparametrizace po f: I — Es kfivky ¢(C)
spolu svektorovymi funkcemi poeq apoeq SpIAUjT tutéZ soustavu diferencialnich
rovnic se steinymi pocatecnimi podminkami. Podle véty o jednoznatnosti FeSeni
soustavy diferencialnich rovnic plati f = po f,&; = @oey, & = poey. Z prvniho
vztahu f = p o f plyne C = ¢(C).

]
2.21 Priklad. Podminka, Zekfivky C'i C jsou bez inflex-
nich bodl, je podstatna. Uvazujme kFivky zadané expli-
citney = 23 ay = |z|?, © € (—o0,00). Ob& jsou tidy
C? amaji stejnou kfivost jako funkci oblouku, ale shodné
Nnejsoul.

2.22. Nasedujici tvrzeni se strucné vyjadiuje slovy, Ze kfivost rovinné kfivky
mlizeme zadat libovolné.

Véta. Necht sc: I — R je kladna funkce. Pak lokalné existuje takova kfivka C
parametrizovana obloukem na I, Ze s je g kfivost.

O

Idea diikazu: Resime soustavu diferencianich rovnic (13).

Poznamka. Globané tato kfivka nemusi byt jednoducha. Napriklad, je-li »c =
konstanta, feSenim pridusné soustavy diferencidnich rovnic je kruznice x
rcos ¥,y = rsin 7, kterou pro s € (—oo, 0o) obihame stale dokola.

1
T

2.23. Zavérem uvedeme jeden globalni vysledek o rovinnych kfivkach. Pfipomi-
name, Zze podmnozinu v E» nazyvame omezenou, jestlize celalezi uvnitf ngakého
kruhu.

Definice. RovinnakfivkaC tfidy C" senazyvaoval tfidy C", je-li hranici omezené
konvexni mnoziny v E».

Priklady: 0] (i)

2.24. V&a (o GtyFech vrcholech). Kazdy ova C tridy C? bez inflexnich bodli ma
alespon Ctyfi vrchaly.

Dikaz. Uvazujme C' parametrizovano obloukem f(s) = (fi(s), f2(s)) nainter-
vau s € [0,al, pfitemZ pro s = a dochazi k opétovnému spojeni f(0) = f(a)
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uvazovaného ovalu. Tedy kfivost ¢ jefakticky definovananauzavieném intervalu,
takZe dosahuje svého maxima a minima. To dava dva vrcholy ovalu C. Mlizeme
predpoklédat, Ze pro s = 0 ma s minimum a v n&akém bodé o parametru
y b € (0,a) ma » maximum. Zvolme f(0) za potatek, bod f(b)
0 p7 % naosex aorientaci osy y tak, Zeplati f2(s) > 0 pros € (0,b)
(plati-li to pro ngjaky bod, plati to pro viechny podle konvexity).

Pak fa(s) < 0 pros € (b, a) rovnéz podle konvexity.

Pripad »(0) = »(b), tedy s je konstantni, odpovida podle véty 17 kruznici,
kterou miizeme z dalSich Gvah vyloucit.

Predpokladejme nyni, Ze f(0) a f(b) jsou jediné dva vrcholy. Pak Cﬁl—’; > 0 na
(0,b) a Cfi—;‘ < 0 na(b,a). Integrace per partes dana

Y
0</0 Edes_[%fQ]O /O%ds ds.

Ale [f]y = 0, protoze f(0) = f(a) a(0) = x(a).
Rozepisme vztah %1 = s, Mamee; = (42, Cg—j). Protoze e, jejednotkovy
vektor kolmy k ey, plati ex = £ (42, — 91, takze T = +£5:92 Tedy

ds’ ds 52

“ g @ g2 dfy 1
0<—/ %ﬁds:i/ flds:i[ﬁ} ~0,
0 d 0

S ds? ds lo

U

nebot df;l—io) = dfé—g‘) podle periodicity parametrického vyjadfeni ovalu. A to je
spor.

Fakticky jsme ukazali, ze existuje jesté dalSi bod, v nemz Cfl—’; méni znaménko,
takZze » v ném ma bud maximum nebo minimum. Ale maxima a minima se
vyskytuji ve dvojicich. Odtud plyne existence ¢tvrtého vrcholu. O
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3 Obalka soustavy rovinnych krivek
3.1. Uvazujme jednoparametrickou soustavu rovinnych kfivek uréenych rovnici
@ F(x,y,t) =0,

t € I, kde F(x,y,t) jefunkcetfidy C'! definovana naotevieneé mnozine U C RR3.
KFivku o rovnici F'(z,y,tp) = 0 zna€ime Cy,, to € I, takze o (1) hovofime také
jako o soustave kfivek (C}).

3.2. Spoletné body kfivek C; aCy, t # s jsou urCeny dvojici rovnic
F(z,y,t) =0, F(x,y,s)=0.
Tato soustava rovnic je zigimé ekvivalentni soustavé

F(z,y,s) — F(z,y,t)

F(z,y,t) =0
(2,y,t) =0, pp—

=0.

Uvazujeme-li pevné ¢, pak v limité pro s — ¢ dostavame rovnice

OF (z,y,1)
ot
Definice. Body urené rovnicemi (2) nazyvame char akteristické body nakFivce

Cy. MnoZinu téchto bodil pro véechnat € I nazyvame char akteristicka mnozina
soustavy (C}).

@ F(z,y,t) =0, =0.

Z pocetniho hlediska mame dvé zakladni moznosti vyjadfeni charakteristické
mnoziny. Kdyz z (2) vylou€ime parametr ¢, dostavame vyjadreni charakteristické
mnoziny rovnici tvaru G(z,y) = 0. Jestlize z (2) spocteme x ay jako funkce t,
dostavame parametrické vyjadreni charakteristické mnoziny.

3.3. Rekneme, Ze dvé kFivky seve spoletnem bodédotykaji, jestlize v ném maji
styk 1. fadu, tedy spolenou tecnu.

Definice. Kfivku D s parametrickym vyjadfenim f(¢), ¢t € (a,b) C I nazyvame
obéalka soustavy (Cy), jestlize D se v bodé f(to) dotyka kfivky C;, pro kazdé
ty € (CL, b)

3.4 Véta. Kazdaobakasoustavy (C;) je podmnoZinou jei charakteristické mno-
ziny.
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Dlikaz. Podminka, aby bod obalky f(t) = (f1(t), f(t)) lezel nakfivce Cy, zni
©) F(f1(t), f2(t),t) = 0.
Podminka splyvani tetny k D ateCny k C; v bodé f(t) matvar

@) OF(f1(), fo(t).t) dh(t) | OF(fi(1), f2(1), 1) dfa(t)
oz dt oy dt

Derivavanim (3) dostavame

5)
OF (f1(t), f2(t), 1) dfl(t)+aF(f1(t)vf2(t)vt) dfz(t)+3F(f1(t)7f2(t)7t)

=0.

O dt Ay dt ot =0.
Odectenim (4) od (5) obdrZzime
ot
Tedy kazda obalka je Casti charakteristické mnoziny. O

3.5. Proberemevelmi jednoduchy pfiklad soustavy kruz-

nic se stfedy na ose z a konstatnim polomérem r. - *EZEEZ} -
Tedy F(z,y,t) = (x —t)®> +y?> — 1?2 = 0. P&k
%—f = —2(x —t) = 0. Dosazeni = t do prvni rovnice davay = +r. Sa
mozigimé, obé tyto primky jsou obalkou.

3.6. Obracené plati
Véta. Je-li kfivka f(t) FeSenim soustavy (2), pak je to obalka soustavy (C}).

Dlkaz. Kfivka f(t) spliuje (3), takze f(t) € C;. Derivovanim dostavame (5).
Déle plati (6) a odettenim (6) od (5) dostavame (4). Tedy f(t) se dotyka kfivky
Cy. O

3.7. Mame-li dvajici funkci = = f1(t), y = fo(t), ktera je FeSenim rovnic (2),
pak k tomu, aby S0 o obaku soustavy (C;), je jesté nutné spinéni podminky,
ze f(t) = (fi(t), f2(t)) je kfivka. Zejména musi platit & # o. Na obrézku
mame jednak soustavu kruznic se stfedy na kruznici o poloméru r a konstantnim
polomérem ¢ < r, kde vng&i avnitfni obalka jsou kruznice, jednak pfipad o = r,
kdy vnitfni obalka “degeneruje” v bod.

25



3.8. Normaly libovolné rovinné kfivky C' tvori jednoparametrickou soustavu Kfi-
vek.

Definice. Charakteristickou mnozinu soustavy norma kfivky C' nazyvame evo-
luta krivky C.

Véta. Evoluta kiivky C' bez inflexnich bodl splyva s mnozinou stredll jgjich
oskulatnich kruznic.

Dlkaz. Oznatme z = (x,y) libovolny bod v roviné. Kfivku C' parametrizujme
obloukem a uvazujme jeji Frenetliv repér e;(s), ea(s) v bodé f(s). Rovnice
norméaly v bodé f(s) tedy je

(7) F(CE,y,S) = (61(8)72—f(8)) =0.
UZitim Frenetovych vzorcll dostavame podminku

(8) 88—5 = (s(s)ea(s),z — f(s)) — (e1(s),e1(s)) =0.

Charakteristicka mnozinajefeSenim rovnic (7) a(8), které budeme hledat geome-
trickym postupem. Z (7) geometricky plyne

z = f(s) + c(s)ea(s).

Dosazenim do (8) dostavame »(s)c(s) — 1 = 0, tedy c(s) = % To je stied
oskulatni kruznice. O

3.9. V predchozim vypoctu jsme nalezli parametrické vyjadreni evoluty

() = £(5) + reals).
Tedy % =e1(s) — j:l(;l ea(s) — e1(s). Pokud 5/ (s) # 0, tento vektor je nenu-

lovy. To znamena, Ze v okoli bodu, ktery neni vrcholem, je evoluta kFivkou.

Na obrazku mame nakreslenu evolutu elipsy. Jgji body vratu
odpovidaji vrcholim €elipsy.
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4 Prostorovekrivky a plochy

KFivku v prostoru | ze vedle parametrického vyjadieni zadat i jako priisetnici dvou
ploch. Kromeé toho, ke studiu prostorovych kfivek budeme uzivat také jeich styk
s nékterymi pomocnymi plochami. Podame proto nyni obecnou definici plochy
v Ejs.

4.1. K tomu potfebujeme pojem vektorové funkce dvou proménnych. Pro jedno-
duchost zapisu budeme od pocatku uvazovat trojrozmeérny euklidovsky vektorovy
prostor V.

Souradnice bodu v € R? budeme znatit (up,uz). Necht D C R? je ote-
viena mnozina. Zobrazeni w: D — V nazyvame vektorova funkce dvou pro-
ménnych. Je-li e, ez, ez n§akd baze ve V, mame w(u) = w(ui,uz) =
wl(ul,ug)el + wg(ul,uz)eg + U)3(U1,U2)63. éiselné funkce wq, wa, w3 Na
zyvame slozky vektorové funkce w, piseme

(1) w(uy,ug) = (w1(u1,u2),w2(ulau2),w3(u1,u2)) .

Limita a spojitost vektorové funkce w se definuji podobné jako v 1.3. Rekneme,

Ze w mav bodé ug = (u?,uI) limituv € V, jestlize ke kazdemu & > 0 existuje

§ > 0 takove, ze z lug — uf| < 8, |ug — ul| < 6, (u1,u2) # (uf,ud) plyne

|lw(uy,uz) —v|| < e. Piseme ulirzl w(u) = v. Spojitost w v bodé uy znamena
—UuoQ

lim w(u) = w(ug).
U—uQ

4.2, Parcialni derivace vektorové funkce w definujeme predpisem

0 0,0
uwluo) _ . wlur,ud) —w(uf, uf)
au1 ulﬂu? ’LLl—'U/?
dwluo) _ . w(ud,up) —w(ul, uf)
Oug ug—u Ug—ug
Sy . - s >z k . . . -, - ,
ialni deriv i I I =k, inuji ui I
Parcialni derivace vysSiho fad aaz(;”] + j = k, se definuji obvyklou iterac
U Oy

Stejné jako v 1.5 plati, Ze vektorova funkce je spojité, prave kdyz jsou spojité
vsechny jgi slozky. Analogicka tvrzeni plati i pro limitu a parcialni derivace.
Zeménapri vyjadreni (1) mame

ow Oowy Ows Ow ow
Ow: = —(—1—2—3), Ow: = —<

_8—U1_ 6u1’6u1’8u1 _8—u2_
apodobné pro parcialni derivace vyssiho fadu.
Rikame, zefunkcew: D — V jetfidy C", m&li v D spojitéparciélni derivace
az do fadu r veetneé.

Owy Ow, %)
8UQ ’ 3u2 ’ 6u2
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4.3. Vezméme jako V' zamé&eni prostoru E3. Zvolme pomocny pocatek P €
Es5. Pak zobrazeni f: D — Ej3 urCuje privodic, kterym je vektorova funkce
— — —_— L.

Pf: D —V,Pf(u) = Pf(u). Definujeme

_af _ a(P) _af  AP))
(2) alf— a—ul - aUI s azf— 8u2 = 8u2 .

Podobné jako v 1.7 to nezavisi na volbé pocatku P.
(2) jsou vektorové funkce dvou proménnych. Iteraci zavadime

0% f 0% f 0 f
8u18u1 ’ 8u18u2 ’ QUQQUQ

a podobné ve vySim fadu.

(©) onf=

Onf =

Onf =

4.4 Definice. MnoZinu S C E5 nazyvame jednoducha plocha tfidy C™, jestlize
existuje oteviena mnozina D C R? ainjektivni zobrazeni f: D — Ej tfidy C"
takové, Zze vektory 91 f ad, f jsou linearné nezavisé v kazdem bodé mnoziny D,

aplati S = f(D).
R2 : f/’@

Rikame, e f je parametrické vyjadreni plochy S a D jeoblast parametr (.

Podminku, Ze vektory 0, f ads f jsou linedrné nezéavidé, zapisujeme ve tvaru
O fxDof # o0,kde x znaCi vektorovy soucin. Vyznamtéto podminky si vyjasnime
na parametrickém vyjadreni roviny v E3. Vezméme D = R? a pidme

f=P+ua +ub, Pecks, abeV, u,u €R.
V soufadnicich (z,y, z) na E5 mame
r =p1+uiar +uby, y=ps+tuias+uzby, z=ps+uiaz—+ uzbs.
Pak 01 f = aadyf = b. Z anaytické geometrie vime, Ze f urCuje rovinu, pravé
kdyz vektory a, b jsou linearné nezévislé. Pfi linearni zavidosti dostavame jen
pfimku, v pfipadé a = b = o dokonce jen bod P.

4.5. Mame-li funkci dvou proménnych z = f(z,y) tfidy C" naD C R?, pak j€ii
graf f(z,y) = (z,y, f(z,y)), f: D — R jejednoducha plocha tfidy C”. Mame
totiz 01 f = (1,0, 5L), 82 f = (0,1, 3L) atyto dva vektory jsou vaude lineam
nezavidé. V tomto pfipadé hovorime o explicitnim zadani plochy.
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4.6 Definice. Podmnozinu S C E3 nazyvame plochatridy C", jestlize pro kazde
p € S existuje takové jeho okoli U, Ze U N S jejednoducha plocha tfidy C™.

Priklady.

{URAANAN
BT
P
LT
LTI T]
]

ZSSNN
“SANANNN

A

7777777
/5
"

117/
]
L

anuloid 2 +y?=r

z =224

a) Rotalni paraboloid je globané jednoducha plocha. b) Sféra je plocha, ale
ne jednoducha. c) Anuloid je plocha, kteravznikarotaci kruznice podle osy, ktera
leZi ve stejné roviné amas ni prazdny prinik. Fyzickym modelem je pneumatika.
d) Také rotatni valcova plocha je zgjimavym globalnim pFikladem plochy.

4.7. Umluva. Daebudeme predpokladat, Zetfidar uvazovanéplochy nebo funkce
je dostatetné vysoka pro nami provadéné Gvahy a zpravidla se o ni nebudeme
zminovat.

4.8. Kfivku na plose zadavame zpravidla v oblasti D parametrll v = u(t), tj.
uy = u1(t), ug = ug(t), t € I.Naplode S = f(D) pak mamekfivku f (u(t)) =
fua(t), ua(t)).

Véta. TeCny vSech kfivek na plose S v jejim bodé p vyplni rovinu, kterou nazy-
vame teCnarovina plochy S v bodé p.

Dikaz. Necht p = f(uo). Vektor rychlosti pohybu f (u(t)), u(to) = uo stano-
vime podle pravidla pro derivovani slozené funkce

df (u1(to), ua(to))  Of(uo) dui(to) n Of (ug) dus(to)
dt  Ouy dt Ous dt

(4)

Jetotedy linearni kombinace vektorl 9y f (ug) ada f (ug). Obraceng, pro libovolny
vektor a = a1 01 f(uo) +a20s f (uo) Sta€i vzit pohyb u(t) = (u1(t), ua(t)) takovy,

ze d“g—ffo) =ay, d“fi—ffo) = ay. Uvazované tetny tedy vyplni celou rovinu uréenou
bodem p avektory 0, f(ug) adaf (ug). O

Tenou rovinu plochy S v bodé p oznaCime 7,5, jgi zamé&feni 1,5 nazyvame
tecny vektorovy prostor k .S v bodé p.

Predchozi véta ukazuje geometricky smys podminky linearni nezéavidosti
vektorll 9, f ads f, ktera zgjistuje existenci te€né roviny.
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4.9. V nésledujicich Gvahach zafixujme soufadnou soustavu (x, y, z), takze 3 ~
R3.

Véta. Necht U C R? jeotevienamnozinaaF: U — R jefunkcetfidy C” takova,
Zemnozina S orovnici F(z,y,z) = 0 je neprézdna a plati

<5F($o,yo,zo) OF (z0, Yo, 20) 3F($0,yo,zo)) 4o
Ox ’ oy ’ 0z
pro kazdé (zo, yo, z0) € S. Pak S je plochatfidy C".

8F('I07 Yo, ZO) =

Diikaz. Necht F'(x, yo, z0) = 0 atfebas 2res0:0) — o podievéty oimplicitni
funkci mlizeme z rovnice F(z,y,z) = 0 lokalné spotitat = = f(x,y), kde f
je rovnéz funkce tfidy C". To je lokané explicitni vyjadfeni plochy S. Je-li
W # 0 resp. M # 0, mizeme lokané spotitat y = g(x, 2)
req:) T = (y7 ) D

Bod (z, yo, 20), V NéMZ OF (¢, yo, z0) = o nazyvame singuléarni bod mno-
Ziny F(x,y,z) =0.

4.10. Priklady. (i) V pripadé F(z,y,2) = 2% + y? + 22 — a mame podobnou
situaci jako v 2.3. Pro a < 0 jemnoZzina F'(x,y, z) = 0 prézdna Pro a = 0 tuto
rovnici splhuje jen pocatek, ktery je singularnim bodem. Pro ¢ > 0 mame sféru
0 stfedu v pocatku a poloméru /a. Vektor OF = (2x,2y,2z) je ve vsech jegich
bodech nenulovy.

(i) Uvazujme rotacni kuzelovou plochu

F(x,y,2) =2 —2®> —y* = 0.

Bod (0,0,0) je jeho jedingm singularnim bodem. V&m-
némesi, Zev ném neexistuje teCnarovinakuzel ove plochy.

4.11 Véta. Rovnice tecné roviny plochy S o rovnici F(x,y,z) = 0 v jejim bodé

(%0, %0, 20) j©

()

OF (20,0, 20) OF (0,0, 20) OF (0,0, 20)
ox oy 0z

Dlikaz. Necht kfivka (f1(t), f2(t), f3(t)) leZi naS aprot = t, prochazi bodem
(ﬁo, Yo, ZO)' Tedy

(z — o) + (y—yo)+ (z—29)=0.

F(fi(0). f2(t). f2(8) =0
Derivovanim této slozené funkce a dosazenim ¢ = ¢, dostavame
(6)
OF (20,90, 20) df1(to) . OF (0, Y0, 20) dfa2(to) N OF (20, yo, z0) dfs(to)

ox dt oy dt 0z at 0.
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Tedy normalovy vektor roviny (5) je kolmy k teCnému vektoru libovolné kfivky
na .S, takze (5) je teCnarovina O

4.12 Definice. Uvazujme plochu S. Pfimku V,,S jdouci bodem p € S akolmou
k teCné roviné 7, S nazyvame normala plochy S v bodé p.

Tedy vektor OF (g, yo, 20) je Smérovy vektor normaly plochy F(x,y,z) =0
Vv jejim bodé (xg, yo, z0). Podminka 0 F' # o geometricky zarucuje existenci tetné
roviny steiné jako podminka oy f x 02 f # o pfi parametrickém vyjadreni plochy.

4.13. Budeme se zabyvat otazkou, kdy priinik dvou ploch
) F(z,y,2)=0,  G(r,y,2) =0
jekfivka.

Véta. Necht U C R? je oteviena mnozinaa F, G: U — R jsou funkce tfidy
C" takové, Ze mnoZina C o rovnicich (7) je neprazdna a vektory 0F'(xg, Yo, 20)
a 0G(xg, Yo, z0) jsou linedrné nezévislé pro kazdé (xg,yo,20) € C. Pak C' je
kfivka tfidy C".

Dlkaz. Protoze vektory OF adG jsou linearné nezavise, v matici
oF  9F OF
dr 9y 0

8) (ﬁ oc @)
oxr Oy 0Oz

je aspon jeden subdeterminant 2. fadu nenulovy. Je-li to subdeterminant

OF OF
oy 0z
oG oG |
oy 0z

mlizeme podle zobecnéné véty o implicitni funkci z (7) lokalné spotitat y = f(x)
az = g(x), pfitemz f ag jsou opé funkce tfidy C”. (Tuto vé&tu Ize nalézt v bodé
2.6 skripta “Uvod do globalni analyzy”, které je v seznamu literatury uvedeno
jako [5].) Tedy (¢, f(t),g(t)) je lokélné parametrické vyjadreni kfivky uréené
rovnicemi F' = 0, G = 0. Je-li jiny ze subdeterminantti 2. fadu nenulovy, miizeme
lokalne vyjadfit x a z jako funkce y nebo x ay jako funkce z. O

4.14. Zminéné uziti zobecnéné véty o implicitni funkci budeme ilustrovat na
nejjednodussim prikladu dvou linearnich rovnic

F(z,y,2) = a1z + agy + azz =0,
G(2,y,2) = b1z + by + b3z =0.
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V tomto pripadé
OF OF

oy 92| |a2 a3
oG 0G| —
oy os| |b2 D3

a nenulovost tohoto determinantu zaruCuje moznost uZziti Cramerova pravidla
k vypoCtu y a z.

4.15. Geometricky véta 13 Fika, Ze priinik dvou ploch S; a.Ss je lokalné kfivkou
v okoli takového bodu p € S1 N Sy, v némz tené roviny 7,51 a7, S2 jsou rizné.

Jednoduchy priklad dvou dotykajicich se sfér, jejichz prunik je jediny bod,
ukazuje, Ze tato podminka je nezbytna.

Zajimavym prikladem je tzv. Vivianiho kfivka, ktera je priinikem sféry aval-
cové plochy o poloviénim poloméru, ktery prochazi stfedem sféry, viz pohled
shora a). Teéné roviny obou ploch jsou rtizné s vyjimkou bodu A. Zde také prinik
obou ploch neni lokané kfivka v naSem pojeti, viz pohled zepfedu b) a celkovy
pohled c).

0@}
VGRS

7

|

4.16. Definice styku kFivky s plochou se redukuje na styk dvomj kFivek.

Definice. Rekneme, Ze k¥ivka C aplocha S maji ve spoletném bodé p styk k-tého
Fadu, jestlize na S existuje takova kfivka C, ze C a C magji v bodé p styk k-tého
fadu.

Snadno se nahlédne, Ze C' a S maji styk 1. fadu, pravé kdyz teCna kfivky lezi
v te€né roviné plochy.
4,17. Nasedujici jednoduché pocetni kritérium pro vysetfovani styku kfivky splo-
chou je podobné vété 2.5. Necht S je dana rovnici F(z,y,z) = 0 aC je dana
parametriCky (fl (t)’ f2(t)’ f3(t)) .
Véta. Necht f(to) = (0, Yo, 20) je spolecny bod kfivky C' aplochy S. Sestrojme
funkci ®(t) = F(fi(t), f2(t), f3(t)). Pak C a.S maji v bodé f(to) styk Fadu k,
prave kdyz plati
d'®(tg)

© dt

=0, i=1,...,k.
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Dlkaz. Necht f(t) je parametrizace kfivky C naploge S takova, Ze derivace f (t)
af(t) prot =ty plyvai az do fadu k. Protoze C' 1eZi na S, plati

(10) F(f1(t), f2(t), f3(t)) =0,

takze vSechny derivace levé strany podle ¢ jsou nulové. Funkce ®(¢) a (10) maji
stejnou vng 3l dozku F'(z,y, z) aderivace vnitfnich slozek az do fadu k splyvaji
podle podminky styku. Plati tedy (9).

Obracend, necht  trebas 2170w020) o, Podle véty o implicitni funkdi,
rovnice

F(fl(t)7 fa(1), z) =0

uréuje lokalné funkci z = g(t) akfivkaC' = (f1(t), f2(t), g(t)) leZi na S. Staki
dokéazat
d'f(to)  d'g(to)

11 — = A =1,...,k.
( ) dtl dtz ) ? ) )

Oznakme G(t, z) = F(f1(t), f2(t), z). To je funkce definovana na jistém okoli
V bodu (g, z0). NaV x R uvazujme funkci 3 proménnych

(12) H(t,z,w) =G(t, z) —w.

Podle véty o implicitni funkci Ize z rovnice H(t,z,w) = 0 loké@lné spotitat
z = K(t,w). Protoze G(t,g(t)) = 0aG(t, f3(t)) = ®(t), plati

g(t) = K(t,0) a f3(t)=K(t, ®(t)).

Stejné jako v dilkazu véty 2.5 odtud plyne (11). O
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5 Frenetlv repér prostorovekrivky

Uvazujeme kfivku C' C Ej.

5.1 Véta. V neinflexnim bodé p € C existuje jedinarovinaw, kteramas C' styk
2. fadu. Nazyvame ji oskulacni rovina kfivky C' v bodé p.

Dilkaz. Vezméme parametricke vyjadreni f(t) = (f1(t), f2(t), f3(t)) kfivky C
alibovolnou rovinu ax + by + cz + d = 0. Podle 4.17 sestrojime funkci

O(t) = afi(t) +bf2(t) +cfs(t) +d.
Pro styk 2. fadu mame podminky ®(¢y) = 0 a
d®(ty) adfl(to) dfa(to) +Cdf3(to) B

. dt +b dt a
d?®(tg) d?fi1(to)  d%fato) . d®fs(to)
= b == 0 .
a2 Yar TUTaz T ae

Tyto podminky znamengji, Ze normé8ovy vektor (a, b, ¢) hledané roviny je kolmy
o 2 ~ - - ’ ~ ’ . ’ .

k vektortim (o) g ©°7 (o) "protoze tyto dva vektory jsou linearng nezavislé, je

uvazovana rovina urcena jednoznacné. O

Podobné jako u askulatni kruznice rovinné kfivky, podminka styku 2. fadu
oskula€ni roviny s prostorovou kfivkou znameng, Ze oskula€ni rovina se ze véech
rovin nejvice priblizuje uvazované kfivce.

5.2 Disledek. V neinflexnim bodé f(to) je zaméfeni oskulani roviny uréeno

vektory & c(liO) a—d2£g°).

Jgji rovnici |ze tedy psét ve tvaru

z— fi(to), y— falto), z— f3(to)
f{(tO)’ fé(tO)a fé(tO) =0.
1 (to), 3 (o), 7 (to)

5.3. Nyni mtizeme v neinflexnim bodé p € C' definovat tyto objekty:

(i) Rovinu v bodem p kolmou k tecné nazyvame nor ma- b
lovarovina.
(ii) Prlsetnici n = v N w norméalové roviny s oskulatni v
rovinou nazyvame hlavni normala. P
(iii) Pfimku b bodem p kolmou k oskulatni roviné nazy-

vame binorméla. -
. . v v . . o, w
(iv) Rovinu o urCenou teCnou a binormaou nazyvame |~

rektifikacni rovina. f




5.4 Definice. Neinflexni bod p € C nazyvame planarni bod, jestlize oskulaCni
rovinav ném mastyk 3. fadu s kfivkou C.

5.5 Véta. Neinflexni bod f(to) je planarni prave kdyz vektor ¢4 (o) je linearné

dt3
zavidly navektorech 4lio) 5 %.

Dlkaz. Uvazujme funkci ®(¢) z diikazu véty 1. Pro styk 3. fadu vedle dvou tam
uvedenych podminek dostavame jesté

d3®(to) _ ad?’fl(to) d3 f2(to) Cd3f3(to)
dt3 dt3 dt3 dt3

(1) —0.

Tedy vektor < gg‘)) leZi v zam&Feni oskulagni roviny a proto je linearné zavisly

na L) g £1(0)  Opracens, plati-li uvazovana lineami zavislost, pak rovnice
(1) je diisledkem rovnic z dilkazu véty 1, takze C ma s oskulatni rovinou styk
3. fadu. O

5.6. Déle uvazujeme jako parametr oblouk s. PiSeme e (s) =
jednotkovy vektor. V neinflexnim bodé f(s) oznatme ex(s) Jednotkovy vektor

souhlasné rovnobézny s del( ) . Tedy
deq (s)

2 e x(s)ea(s), (s)>0.

Vektor es(s) leZi v oskulatni roving, nebot je kolinearni s & f(s) . Podle 1.26 je
vektor es(s) kolmy navektor e; (s). Tedy es(s) je smérovy vektor hlavni normaly
v bodé f(s).

5.7. Predpokladegme dale, Ze prostor E3 je orientovany. Jako es(s) oznaCime
jednotkovy vektor kolmy k e1(s) aea(s) takovy, Ze baze (e1(s), e2(s), es(s)) je
kladn& Tedy es(s) je smérovy vektor binormély.

Definice. Repér (f(s),e1(s), ea(s), es(s)) nazgyvame Frenetdv repér kiivky C
v neinflexnim bodé f (s).

V dal&im zpravidla nebudeme argument s explicitné vypisovat.

5.8. ProtoZe e, jejednotkovy vektor, derivovanim vztahu (e, e2) = 1 dostavame
(62, Cf;;) = 0. Tedy
deg

— =ce; +Te3.
ds
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Derivovanim vztahu (e1,e2) = 0 dostavame (91, ey) + (e, £2) = 0, takze

» + ¢ = 0. Plati tedy

des(s)
ds

©) = —x(s)er(s) + 7(s)es(s) .
Derivovanim vztahu (es,e3) = 1 dostavame, Ze vektor ‘ili; je kolmy na es.
Derivovani vztahu (eq, e3) = 0 dava

(1)« (2 0

Ale %1 = 5ce,, takze prvni skalami soutin je nulovy. Tedy 92 = ke,. Derivo-
vanim vztahu (es, e3) = 0 dostavame (22, e3) + (e2,%2) = 0. Odtud plyne

T+ k =0, takze

des(s)
4

(4) s

Dokazali jsme tedy
Vétu (Frenetovy rovnice). Pro kfivku f(s) bez inflexnich bodu plati

= —7(s)ea(s).

d
d_é = €1,

der
( 5) ds

de
o= —xe +Tes,

des _ —
ds = TEY .

- ney,

5.9 Definice. Ciglo »(sg) > 0 nazyvame kFivost a &islo 7(s) nazyvame torze
prostorové kfivky f(s) v neinflexnim bodé f ().

5.10. Frenetovy rovnice kfivky f(s) davaji

df a2 f BFf  dx

ST g =R, o5 = E€2+%(—%61+T63).
Predpokladejme, Ze 0 patfi do definicniho oboru f(s). Tedy pro s = 0 mame

vektorovy Taylorliv rozvoj

(6)

» 82 83 4
£(5) = £0) + s e10) + XD 0) + [P, 0) — s2(0)er 0
™ +54(0) 7(0) e3(0)] + (s).

kde v(s) je vektorova funkce, jgjiz hodnota a prvni 3 derivace v pocéatku jsou
nulové. Jinak Feceno, plati
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Véta. Necht x, y, z jsou soufadnice vzhledem k Frenetovu repéru (f(o), e1(0),
e2(0), e3(0)). Pak kfivka f(s) je v okoli bodu f(0) danavyrazy

»*(0)

x:s—Ts3+£(s),
® y="D 1 200 4,
zzws?’—i—qs),

kde Ciselné funkce £(s), n(s) a ¢(s) mai v pocéatku funkéni hodnotu a prvni
3 derivace nulové.

Vyrazy (8) predstavuji tzv. loké&lni rozvoje kfivky f(s) vzhledem k je-
jimu Frenetovu repéru. Probereme jgjich vyuziti ke studiu pravothlych primétl
kfivky do tfi z&kladnich rovin jejiho Frenetova repéru.

5.11. Geometricky vyznam kfivosti rovinné kfivky je dan definici 2.10. Pro kfivku
C = f(s) v E5 plati

Véta. V neinflexnim bodé p € C jekfivost kfivky C rovna kfivosti jegjiho pravo-
Uhlého primétu C,, do oskulatni roviny.

Dlkaz. MUzeme predpokladat p = f(0). Podle (8) maC,, parametrické vyjadreni

%0)32 +8(s),

kde a(s) a3(s) jsou funkce, které maji v pocatku funkeni hodnotu a prvni 2 de-
rivace nulové. Kruznice

(10) ﬂc2+< —L>2:(L)2, tj. w2+y2—i =0

) r=s+as), y=

#(0) #(0) #(0)
mas C), styk 2. fadu v pocéatku. Opravdu, dosazeni (9) do Yy
(10) dava
st =57 +(s) = 0, |
~(0)
kde v(s) je funkce, kterd ma v pocatku funkeni hodnotu
aprvni 2 derivace nulové. T

5.12. Podobng, parametricke vyjadieni priimétu kiivky C' do normalové roviny je
z
#(0) o 1dx(0) 5 #(0)7(0)

_ \M) - 2m\M) :73
y=2s S s), 2= T ().

Oznatime-i tuto vektorovou funkdi g(s), plati 449 = o.
Pocéatek jetedy v jistém smyslu bod vratu typu semikubické paraboly.
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5.13. Pro primét C do jeji rektifikatni roviny plati
%2(0) 3 #(0)7(0) 5

T=s— —o8 +&(s), z= — +¢(s).
OznaCime-li h(s ) tuto vektorovou funkci, plati ZT/
df;(s) (1,0), d? h(O) = (0,0). Potétek je tedy / >
inflexni bod. ‘

Srovnani viech tfi primétll dava nazornou predstavu o tom, jakym zplisobem
kfivka C prochazi svym Frenetovym repérem.

5.14. Z Frenetovych rovnic dale vyplyva, Ze planarni bod prostorové kfivky C
Ize jednoduse charakterizovat pomoci torze.

Véta. Bod f(sg) je planarni, pravé kdyz 7(sg) = 0.

Dikaz. Podle (6) je vektor ©40) |ineami kombinaci vektorii e; (so) a ea(so),
pravé kdyz (sg) = 0. O

5.15. Kfivku C C FE5 nazyvame rovinna, jestlize leZi v ngjaké roviné o C Fjs.
ProtoZze C' v ¢ |€Zi, je kazdy jeji bod planarni, takZe torze rovinné kfivky je nulova
Z Frenetovych rovnic vyplyvai obracené tvrzeni.

Véta. Jednoducha kfivka, jejiz kazdy bod je planarni, je rovinna

Dikaz. Podminka 7 = 0 dava % = o, takZe ez je kongtantni vektor. Uva-
zujme rovinu, kteréa jde bodem f(so) aje kolma na vektor es(sg). Jgji rovnice
je (es(s0),w — f(s0)) = 0, kde w = (z,y, 2) je libovolny bod prostoru E.
Uvazujme funkci ¢(s) = (es(so), f(s) — f(s0)). Plati %‘g = (es(s0),€e1(s)) =0,
protoze e3(sp) = es(s). Tedy ¢ je konstantni funkce. Da8e ¢(sg) = 0, takze ¢ je
funkce identicky nulova. Celakrivkatedy leZi v uvazované rovine. O

5.16. Z&kladni geometricky vyzman torze plyne pfimo z (5).
Véta. Plati || = ||| O

Lzetedy fici, zetorzejerychlost otéaCeni vektoru binormay. Nulovému otéceni
logicky odpovidaji rovinné kfivky. Obecné Ffeceno, €im vétsi je absolutni hodnota
torze, tim vice se uvazovana kfivka odchyluje od rovinné kfivky.

5.17. Nalezneme vzorec pro vypoCet kfivosti s pfi libovolné parametrizaci f(t)
Kivky C. Z (6) plyne » = |4 x £L||. Pisme ¢ = ¢(s). Pravidio pro derivovani
sloZené funkce dava

df  df dt d2f_d2f(dt)2 df d*t

11 CT_ T (AN d et
(11) ds dtds’ ds? dt? \ds dt ds?
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Déevime |4 | = 1/||4||. Protoze vektorovy soutin dvou kolinearnich vektorti
je nulovy, plati

2 2

g (ra) G @) i) = () ()
Dokazali jsme tedy

Vétu. Plati

_ I =< #l
(12) dt2

I

5.18. Odvodime rovnéz vzorec pro vypoCet torze r pfi libovolné parametrizaci
f () kfivky C'. Pfipominame, Zetfi vektory u = (uq, ug, u3),v = (v1,v2,v3),w =
(w1, we, ws) orientovaného trojrozmérného euklidovského vektorového prostoru
urcuji vngjsi soucin

(75} U2 U3

[u,v,w] = v V2 U3

wy w2 w3
Véta. Plati
[ﬁ 2f dg_f]
dt) dt2 dt3

NEEY-1i

(13)

Dikaz. Uvédomnéme si nejprve, Ze pro vngsi soucin plati
[u,v + au,w + bu + cv] = [u, v, w].
Z (6) dostavame

4 EF P
ds’ ds?’ ds?

nebot ey, eo, e3 je kladna orientovana baze. Pri diikazu véty 17 jsme odvodili (11).
To nyni pfepiSeme ve tvaru

da _dfdt d2_f_d2_f<ﬂ>2 af
ds _ditds’ ds®  di2\ds) " Yar

Tle1, ea,e3] = 7T,

(14)

kdesicevime, ze g = d— ale to nas nezgjima. DalSim derivovanim dostavame

(15) d3f_d3f(dt) af df

e _cJrer it
ds3 dt3 \ds dt? +kjdt
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kde koeficienty h a k nas rovnéz nezajimaji. Mame tedy

2 [df df d3f} _ [dtdf (dt)def <dt)3d3_f] _

ds’ ds?’ ds® dsdt’ \ds/ dt2’\ds/) a3
_jtyordr 5 o
N <ds> [dt’ dt?”’ dt3} '
UZitim vzorce (12) pro > avztahu |£| = 1/||% || dostavame (13). O

5.19 Priklad. Nalezneme kfivost a torzi Sroubovice. Tato kfivka vznika jako
trgjektorie rovnomérného Sroubového pohybu. Jgji parametrické vyjadreni tedy je

f(t) = (acost,asint, bt), t € (—o00,00), a>0.

Cisloa jepolomér rotaéniho val ce, nanémz uvazovanaroubovice
lezi, Cido b se nazyva zdvih (té€z vySka zavitu) Sroubovice. N
Postupnym derivovanim dostavame

f' = (—asint,acost,b),

f" = (—acost,—asint,0),

" = (asint,—acost,0).
Tedy f' x f" = (absint, —abcost, a?), Hf’ X f”H = ava? + b2. Dée ||f|| =
Va? +b2. Podle (12) mame e = % . Kestanoveni torze spocitame determinant

—asint acost b
[f/’f”af”,] = |—acost —asint 0| = ba,2‘
asint —acost 0

Podle (13) mame r = b = b

Sroubovice matedy konstantni kivost i torzi.

5.20. Pfipominame, Ze pfima shodnost v orientovaném prostoru Ej3 je takové
shodné zobrazeni ¢: F3 — FE3, které zachovava orientaci. Podobné jako v roviné
nazveme dvé kiivky C, C' C E3 shodng, jestliZe existuje takova prima shodnost
o, Ze plati p(C) = C. Stgjné jako v roviné budeme predpokladat, ze C a C
jsou jednoduché a ze mame danu jgjich parametrizaci obloukem na spolecném
intervalu I.

Véta. Necht kiivky C aC jsou bez inflexnich bodi, necht f: I — Esaf: I —
Es5 jsou jgich parametrizace obloukem na spoleCném intervalu I a s«(s), (s)
resp. 7(s), 7(s) jsou jejich kfivosti resp. torze. Pak kfivky C' a C jsou shodné,
pravekdyznal plati »c = xar = 7.



Dikaz. Na jedné strang, z geometricnosti konstrukce Frenetova repéru pfimo
plyne, Ze u dvou shodnych k¥ivek jsou kfivosti a torze stejnou funkci oblouku.
Obraceng, uvazujme C resp. C' s Frenetovym repérem (f(s), e1(s), ea(s), es(s))
resp. (f(s), e1(s), ea(s), ég(s)) . Vedle (5) plati také

(16) %:él, %:%52, %:—%él—i—Tég, %
stymz s a7. Tedy (5) a (16) je tatdZz soustava diferencialnich rovnic pro dva
néct Ciselnych funkci, které jsou slozkami f, eq, es aes. Pro s € I je f(so),
61(80), 62(80), 63(80) stejnéjako f(SO), €1 (80), éQ(SQ), é3(80) bod akladny orto-
normani repér. Existuje tedy jedina pfima shodnost ¢: E3 — Ej3, ktera prevadi
prvni z téchto Gtvefic do druhé z nich. Pak parametrizace f: I — E5 kiivky C
spolu s vektorovymi funkcemi ey, é; aes aparametrizace p o f: I — Es3 kfivky
©(C) spolu s vektorovymi funkcemi o e, p o e3 @ o eg spINUjT tutéz soustavu
diferencianich rovnic se stejnymi pocatetnimi podminkami. Podle véty o jedno-
znatnosti feSeni soustavy diferencialnich rovnic plati zgména f = ¢ o f. Odtud
plyne C = ¢(C). O

= —Téy

5.21. Stejnéjako v roving se dokaze i obracené tvrzeni.

Véta. Necht s, 7: I — R jsou funkce, > > 0. Pak lok&lné existuje takova
kfivka C parametrizovana obloukem na I, Ze s jejgji kfivost a T je j€i torze.

5.22 Priklad. UkaZeme, Ze Sroubovice jsou jeding kfivky s konstantni kfivosti
atorzi. (Pfipadu nulové torze odpovida kruznice jako Sroubovice s nulovym zdvi-
hem.) Opravdu, pro Sroubovici jsme v bodé 19 spocitali

a b

(17 TEre T adre

Nechtjedano s > 0ar.Pakz(17) spottemenejprve Z = 2 tedy a = ks, b = kr

pro ngaké k > 0. Dosazenim do vzorce pro » dostavame » = % tedy
k= %Q#JFTQ Z vét 20 a 21 vyplyva, Ze Casti Sroubovice s hodnotami a = P

b= 57 jsou jedi né kfivky se zadanym konstantnim sz a .

5.23 Poznamka. Dalsim zajimavym, i kdyz prakticky méné vyznamnym, geo-
metrickym objektem urenym kfivkou C' = f(s) je jgii oskulacni sféra. Plati,
Ze v neplanérnim bodé f(sg) existuje jedina sféra S, kterd ma s kfivkou C' styk
3. fadu. Zplisob jejiho nalezeni pouze naznatime. Ze styku 1. fadu vyplyva, ze
teCna kfivky v bodé f(s¢) je souCasné tetnou .S, takZe stfed oskulatni sféry musi
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lezet v normalové roviné. Necht je to bod f(sg) + aez(sg) + bes(sp). Rovnici
sféry S zapiSeme ve tvaru skalarniho soucinu

(w — f(s0) — aea(s0) — bes(so), w — f(s0) — ae2(so) + bes(so)) = a® + b?,

kdew = (z,y, z) jelibovolny bod v E5. K vySetfovani styku C a.S uZijeme tedy
funkci

A
—~
N

I
—~
=

®
N~—

|
-

(s0) — aea(s ) — bes(so),
(s0) — aez(so) — bes(so)) — a® — b2

~5
D
~—
|
~

Vztahy ®(sg) %

0a = 0 jsou splnény podle konstrukce. Podminky

Lo0) = 0 aL200) = ¢ davai

1 ' (80) dsx
18 = b = - / = —.
(18) @ »#(s0) #2(s0)7(s0) #(s) ds

Polomér r = v/a? + b2 oskulatni sféry tedy je

1 dx\?2
1 = /22 (—) .
(19) " 7|7 o +(ds)

VE&mnémesi, ze vzorce (18) a (19) ilustruji zajimavy obecny poznatek. Podle
vét 20 a 21 je kfivka C' geometricky urena svou kFivosti atorzi. Tedy také dalsi
geometrické objekty kFivkou urcené ajgji Ciselné invarianty se vyjadfuji pomoci
» aT ajgich derivaci podle oblouku.
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6 Prvni zakladni forma plochy

Zaciname se systematicky zabyvat studiem ploch v E3.

6.1. Uvazujme plochu S s lok&lnim parametrickym vyjadrenim f(uq, us),
(u1,uz) € D, viz 4.4. Pri delSich vypoctech budeme uZivat zkracené oznaCeni
fi=01f, fa = 0o f. Tedy fi(uo), f2(uo) tvori bazi tetného prostoru 7,,S plochy
S vbodép = f(up).

Uvaiujme dvavektory A, B e TpS, A= a1f1 + azfg, B = blfl + bzfz.
Jgjich skalarni soucin je dan vyrazem

1 (A, B) = (a1f1 + azf2,b1f1 + bafa).
Oznatme
%) gu = (f1, f1), g12 = (f1,f2), go2 = (fo, fo).

Tedy g,5, 4,7 = 1,2 jsou funkce na D. Pak (1) mlizeme zapsat ve tvaru
(©) (A, B) = g11a1b1 + g12(a1ba + azby) + gazaszbs .

Tojebilineéarni formanaT,S. Pfislusna kvadraticka formaurcuje velikost vektoru
A,

Al = \/glla% + 2g12a1a2 + g22a3 .
Pro odchylku ¢ vektorli A, B plati

g11a1b1 + gi2(a1be + azby) + ga2azbs
Vai1a} + 2g12a1as + g22a3 /91107 + 2g12b1b2 + gaz b3

4 cosp=

6.2. Na S uvazujme kfivku u(t) = (u1(t), uz(t)). Pro jeji tetny vektor mame,

viza.d), 4 = 4 4 g dv takze

] = o (22" 5 2y, B ez, 2

Ze vzorce pro vypocet oblouku prostorové kfivky dostavame

Vétu. Délka s oblouku kFivky w(t) naploSe f(u) mezi body o parametrech t; ats
je

t2 du1 duy dus dug\ 2
5 = —_— —= ) dt.
(5) s = /tl \/911 20912 7 +922(dt>




Diferencid ds jetedy roven vyrazu za symbolem integralu. Jeho Ctverec
(6) (ds)? = g1 (dur)? + 2g1adurdus + goo(dus)?
je kvadraticka forma urcena bilinearni formou (3).

6.3 Definice. Kvadratickou formu (6) nazyvame prvni zakladni forma plochy.
Znatimeji ®; nebo (ds)?.

Stejnym symbolem &, budeme znaCit i poléarni bilinearni formu, kterajetouto
kvadratickou formou urcena.

6.4 Priklad. Uvazujme sféru S se stfedem v pocéatku a polomérem r. Pro bod
p € S neleZici na ose » oznatime ¢ jeho primét do roviny (z,y). Jako parametr
u1 zvolime Uhel priivodice bodu ¢ s kladnou poloosou z, tedy u; € [0, 27), jako
parametr u, zvolime Uhel priivodice bodu p srovinou (z, y), takzeus € (-5, 5).
Tedy z = rsinuo a velikost privo-
dice bodu ¢ je r cos us. V roviné (z, y)
mame situaci odpovidajici polarnim
soufadnicim, takze x = r cos ug cos u1,
9 = T COS Ug Sin uj.

Celkoveé tedy dostavame

(7)  f(ug,u2) = (rcosuy cosug, sinu; cos ug, rsinusy),
uy € (0,27), up € (- %,5).
Sféra neni jednoducha plocha, takZe naSe parametrizace nezahrnuje polokruznici,
ktera je prlinikem sféry s polorovinou x > 0 v roviné (z, z). Pfi béznych praktic-
kych Uvahach se v&ak s touto drobnou neliplnosti dovedeme snadno vyrovnat.
Nalezneme prvni z&kladni formu sféry. Mame

f1 = r(—sinw; cos ug, cos u; cos ug, 0),
fa = r(— cosuq sin ug, — sin uq sin ug, cos uz) .

Tedy g11 = (fl,fl) = 7“2 COS2 u2, g12 = (fl,fg) =0, g22 = 7’2. Prvni zakladni
forma sfery matvar

(8) ;= r? [cos2 ug(dup)? + (du2)2] .

6.5. Spocteme prvni zakladni formu plochy dané explicitné z = f(z,vy), (z,y) €
D, viz 45. Jgi parametrické vyjadteni je f(z,y) = (z,y, f(z,y)). Tedy f1 =
(1,0, fz), f2 = (0,1, f,), kde f, resp. f, je parcidni derivace funkce f podle x
resp. y. Spoctenim skalarnich soucinli (2) dostavame

(9) Oy = (1+ f2) (do)* + 2fu fy dudy + (1 + f2) (dy)?.
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6.6 Definice. Vrstvou kfivek najednoduché plo3e S nazyvame takovou jednopa-
rametrickou soustavu .Z kfivek na S, Ze kazdym bodem plochy S prochéazi pravé
jedna kfivka soustavy .Z.

Uvazujme nejprve vrstvu . v oblasti D roviny (uq,us). Predpokladejme, Ze
teCny kfivek vrstvy nejsou rovnob&zné s osou uq. Pak pro smérnice L(uq,us)
teCen vrstvy £ plati

dUQ

(10) du

= L(ul, UQ) .
Rikame, 7e (10) je diferencialni rovnice vrstvy %,

Vektorovym polem naoblasti D rozumime pravidlo, které kazdému bodu p
D pritazuje vektor v teCném prostoru 7, D. Mame-li na D ngaké vSude nenulové
vektorové pole (Fy(u1, uz), Fa(u1,uz)) teéné k vrstvé .Z, nerovnobéznost tegen
S0S0U ug jerovnocenna Fy (uy, ug) # 0. Pak diferenci@lni rovnice vrstvy % je

duy  Fy(uyi,ug)

11 dug _ _
(1) du;  Fi(ug,ug)

Nalibovolné plose S vrstvu kfivek . zpravidlazadavamev oblasti parametrd.
Vektorové pole na ploSe S serovnéz definuje jako pravidlo, které kazdému bodu
p € S prifazuje vektor v tetném prostoru 7),S.

6.7 Definice. Ortogonanimi trajektoriemi vrstvy .Z na plose S nazyvame
takovou vrstvu .’ na S, ze kfivky vrstev .Z a %’ jsou kolmé v kazdém bodé.

Véta. Jerli (Fi(uq,u2), Fo(ur,uz)) soufadné vyjadreni néakého vektorového
pole teCného k vrstve %, pak diferenciélni rovnice jejich ortogonénich trajektorii
je

duy _ gukFi+giaky

duy g12F1 + gooFo

Dlkaz. Necht (duy, dus)jeteny vektor k hledanévrstvé.#”. Podle(3), podminka
kolmosti obou vrstev zni

(12)

gr1 Frduy + g12(Fidug + Faduy) + goFadugy = 0.
Algebraickou Upravou dostaneme (12). O

Poznamka. Pokud se v ngakém bodé plochy objevi na pravé strangé (12) nulovy
jmenovatel, znamena to, Ze ortogonani trajektorie timto bodem ma, uvazovano
v oblasti parametrll, teCnu rovnob&Znou s osou u.. Pak je tieba uvazovat diferen-
cidni rovnici vrstvy se zaménénim u; aus.
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6.8 Priklad. Nasféfez bodu 4 nalezneme ortogonalni trgjektorie vrstvy uy +us =
konst. Diferencovanim dostavame du; + dug = 0, takze diferenciani rovnice
uvazované vrstvy je 242 = —1. Miizemetedy vzit napf. Fy = 1, F, = —1.V bodé
4djsmendezli 11 = 2 cos® us, g12 = 0, g2 = 2. Podle (2), diferenciéni rovnice
ortogonalnich tragjektorii je

d
(13 e RN U .

du1
Separaci proménnych v (13) aintegraci dostavame rovnici ortogonalnich trajek-
torii uvaZzované vrstvy ve tvaru

tgus = uq + konst.

6.9 Definice. Siti naploSe S nazyvame dvévrstvy .41, %, jejichz kFivky svirgji
nenulovy Uhel v kazdem bodé. Sit se nazyva ortogonalni, jestlize tento Ghel je
v kazdém bodé pravy.

Jednoduchym prikladem je parametricka ¢i soufadnicova sit, ktera je tvofena
kfivkami u; = konst. aus = konst. dané parametrizace f(uq, ug) plochy S. Ne-
nulovost Uhlu sviraného obé&ma parametrickymi vrstvami je zarucena podminkou

Jix fa #o.

Nasledujici tvrzeni vyuzijeme v mnoha konkrétnich situacich.
Véta. Parametricka sit je ortogonani, pravé kdyz g5 = 0.
Dlkaz. Vektory f; a fo jsouteCnék parametrickym vrstvamagis = (f1, f2). O
6.10 Lemma. Plati g11g22 — 925 > 0.

Dlkaz. Znama Cauchyho nerovnost pro dva vektory a, b fika, ze |(a,b)] <
llall.]|6]], neboli (a, b)? < ||al|?.]|b]|?, pficemZ rovnost plati pouze pro kolinearni
vektory. Vezmeme-li ¢ = fl, b= fQ, mé\meHaHz = 0g11, Hb”2 = §22, (a, b) = 3§12,
pficemz vektory f1 a fo nejsou kolinearni. Odtud plyne nase lemma. O

6.11. V anayze se ukazuje, Ze obsah plochy vyjadfené explicitné ve tvaru z =
f(z,y), (z,y) € D, kde f je ohrani¢ena funkce na ohranicené oblasti D, je dan
dvojnym integralem

(14) //,/1+f§+f5dmdy.
D

6.12. O zobrazeni f: D — FEs5fekneme, Zeje ohraniCeng, jestlize mnoZina f (D)
celalezi uvnitf ngaké koule.
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Véta. Necht plocha S je dana ohraniCenym zobrazenim f(u1, ue) na ohraniené
oblasti D c R2. Pak jeji obsah je roven

(15) // \/ 911922 — 97, duy dusy .
D

Dikaz. Vime, Ze plochu miizeme v okoli kazdého jejiho bodu zadat explicitng,
tfebasvetvaru z = f(z,y). V pfikladu 5jsmenaezli g11 = 1 + f2, g12 = fofy,
ga2 = 1+ f7 takZe g11g22 — g3y = 1+ f7 + f2. Lokélné setedy (15) redukuje na
klasicky vyraz (14). Globané nase tvrzeni plyne z aditivnosti obsahu plochy. O

Vyraz dV :=/g11922 — g5 duy dusy setaké nazyva objemovy element plo-
chy S. Vzorec pro obsah plochy |ze tedy pséat vetvaru V = [[ dV.
D

6.13 Priklad. Stanovime obsah V' tzv. vrchliku na sféfe o poloméru r uréeného

(hlem « podle obrazku. Tedy D = (0,27) x (5 —a, 5). V pFikladu 4 jsme nalezli
g11 = 12 cos® ug, gia = 0, gao = 7. Tedy

= // r2 cos uy duy dus
2T
=r / dul/ cos usdus
7r/2—a

= 2772 [ sin u2] e = = 277%(1 — cos ) .

V pripadé o = 7 dostavame plosny obsah 272 poloviny sféry.

6.14. Zavérem muzeme shrnout, Ze prvni zakladni forma &, ktera je urtena
skalarnim soucinem v kazdem tecném prostoru plochy, slouzi predevaim k vypoctu
délky krivek naplo3e, odchylek téchto k¥ivek aobsahu plochy. Zasadni teoreticky
vyznam formy ®; pozname pozdgi.
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7 Druha zakladni forma plochy

7.1. Uvazuimenormélu N,,S plochy S v bodép. Nanorméemamedvajednotkové
vektory, vybér jednoho z nich predstavuje orientaci prfimky N,S.

Definice. Orientaci plochy S nazyvame vybeér orientaci jejich normd, ktery je
proveden spojitym zplisobem.

Jednoduchou plochu |ze vzdy orientovat. Mame-li dano jeji parametrické vy-
jadreni f(uq,us2), mlizeme za orientaci normaly vzit smér vektorového soucinu
J1 X fa.

7.2. Priklad Mobiovallistu ukazuje, ze existuji plochy, které globané nelze orien-
tovat.

Definice. Plochu S, kterou |ze orientovat, nazyvame orientovatelna. Orientova-
telnou plochu spolu s vybérem jedné z jejich orientaci nazyvame orientovana.

Jednotkovy vektor orientované normaly znacime n. Chceme-li vyjéadrit jeho
zavidost na parametrech plochy, piseme n(uq, us). V pripadé orientace normaly
uréené parametrizaci f(u) mame

f1 x fo
1) = T
If1x fo
Podminka kolmosti norméaly na teCnou rovinu je charakterizovana rovnicemi
(2) (n7f1):07 (n7f2):0

7.3. Déle uvazujeme orientovanou plochu S.

Pro libovolny pohyb ~(t) v prostoru Ej, vektor & dt2 nazyvame jeho zrych-
lenim. Uvazujme pohyb na ploge S s lokélni parametrizaci f(u), ktery je za-
dan v oblasti parametrli D jako (u1(t),u2(t)), takze v E3 jde o pohyb ~(t) =
f(u1(t), ua(t)). Spotteme jeho zrychleni. Prvni derivovani této slozené funkce
dava znamy vyraz

df)/ dU1 du?
T fl(ul(t),u2(t))ﬁ + f2(u1(t),u2(t))ﬁ .
Pfi vypoctu druhé derivace pouzijeme zkracené oznaceni
3) fii=0uf, fiz=01f, fao=0xf.
Mame tedy
dz du1 du1 du2 dUQ d u9
4 ) f11( ) +2fi2—— 7 dt f22< ) f1 dt2 + fo—s- 2

Podle (2) skalarni soutin vektorll n a & dtQ zavisl jen na
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Deflnlce Skalarnl soucin (n, Cét;) nazyvame normalové zrychleni pfifazené

vektoru 9 € T,,S. V pripade | & |=1 hovofime o normalové kfivosti oriento-
vané plochy S ve sméru tohoto vektoru.

Znaménko normalového zrychleni tedy zavisi naorientaci plochy.
7.4. Uvazujme skalarni souciny
®) hir = (n, f11), hi2 = (n, f12), haa = (n, f22),

které jsou funkcemi na oblasti D. Ze (4) vyplyva, ze pravidlo, které ke kazdému
vektoru (duy, dug) € T,S pfifazuje pfisluSné normélové zrychleni, je kvadraticka
formanaT,S tvaru

(6) hll(du1)2 + 2hi1oduq dug + hQQ(dUg)Z .

Definice. Kvadratickou formu (6) nazyvame druha zakladni forma plochy S
aznaCimeji ®,.

Druha z&kladni forma orientované plochy S je tedy pravidlo, které kazdemu
vektoru A € T,S prifazuje Ciso ®,(A), které jsme ziskali takto. Na plose S
uvazujeme pohyb ~(¢) takovy, ze A = dw(to . Spocteme jeho zrychleni dtjg‘)).

Cislo ®,(A) je pak rovno skalarmimu souginu (n(y(to)), & gg‘))), kde n(y(to))
je orientovany vektor normaly v bodé ~(ty).

7.5. V teCném prostoru 7},S uvazujme smér uréeny nenulovym vektorem A. Rez
plochy .S rovinou urCenou normalou V,,.S asmérem A jekfivka, kterou nazyvame
normalovy fez plochy ve sméru A.

Zakladni geometricky vyznam formy @, podava

Véta. Absolutni hodnota normalove k¥ivosti ve sméru vektoru A jerovnakfivosti
normal ového fezu v tomto sméru.
Dlkaz. Uvazujme parametrizaci -y(s) tohoto fezu obloukem, (sg) = p. Pak dl Lje

jednotkovy vektor a @ ”(50) je vektor k nému kolmy, o némz z teorie kfivek vime,
ze jeho velikost je rovna kfivosti uvazovaného norméalového fezu. Vektory n(p)

a%jsou tedy kolineérni. Protoze vektor n(p) jejednotkovy, absolutni hodnota
skalarniho souginu (n(p), & 'Y(SO)) jerovnavelikosti druhého vektoru. O

7.6. Pro normé&ovou kfivost s« ve sméru vektoru A = (duy, dus) plati

_ hll(du1)2 + 2h12duy dug + h22(du2)2

-
U g11(du1)? + 2g12duy dug + gao(dusg)?
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Opravdu, jednotkovy vektor v tomto sméru je m(dul, dus), pricemz | Al]? =
gu(dul)z + 2g12dug dus + goa (dU,Q)2. Dosazenim do (6) dostavame (7)

7.7 Definice. Bod f(ug) € S nazyvame planéarni bod, jestlize ®5(ug) je nulova
forma, tj. plat'l hll(uo) =0, hlg(uO) =0, hQQ(UQ) =0.

7.8 Definice. Plocha S se nazyva souvida, jestlize kazdée dvajegji body 1ze spojit
drahou, kteracelana S |ezi.

7.9 Vé&a. Jednoducha souvidéa plocha S, jgiz kazdy bod je planarni, je Casti
roviny.

Dikaz. Pidmen; = 01n, ny = don. Derivaci (2) podle u; aus dostavame

(n1, f1) + (n, f11) =0, (n1, f2) + (n, f12) =0,

(n2, f1) + (n, fi2) =0, (n2, fo) + (n, f22) = 0.

Zde predevSim vidime, Ze v pripadé roviny, jejiz normaovy vektor je konstantni,
je kazdy bod planarni. Dale vyuZijeme skutenost, ze n je jednotkovy vektor.
Derivovanim vztahu (n,n) = 1 dostavame

(8)

9) (n,n1) =0, (n,ng)=0.

Je-li kazdy bod plochy S planarni, anuluji se podle (5) druhé cleny v (8). Pak prvni
dvé rovnice (8) aprvni rovnice (9) fikaji, Ze vektor n; je kolmy ke tfem linearné
nezavisym vektorlim n, f1, f». Je to tedy nulovy vektor. Ze zbyvajicich rovnic
(8) a (9) stgjnym zplisobem plyne, Ze n je nulovy vektor. Normalovy vektor je
tedy konstantni, n = a. Uvazujme funkci

p(ur,u2) = (a, flur,us) — f(ul, u)).

Mame 22 = (a, f1) = 0, 52 (a, f2) = 0, takZe ¢ je konstantni funkce. Pfitom
o(uf,ul) = 0, tedy p(u) = 0 pro véechna u. To znamend, Ze cela plocha S |eZi
na své tecné roviné jdouci bodem f (ug). O

7.10 Definice. Bod f(ug) € S nazyvame sféricky bod, jestlize forma ®2(ug) je
nenulovym konstantnim nasobkem formy @ (uy).

Sféricky bod f(ug) je tedy charakterizovan podminkami
(10) h11(uo) = cg11(uo) , hi2(uo) = cgi2(uo) , haz(uo) = cg22(uo),
kde0 # c € R.

Pro normaovy vektor n(u) sféry se stfedem v poCatku a polomérem r plati
n(u) = L f(u). Rovnice (8) pak ukazuji, ze kazdy bod sféry je sféricky.

o
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7.11 Vé&a. Jednoducha souvida plocha S, jgiz kazdy bod je sféricky, je Casti
sféry.

Dtkaz Necht (10) plati v kazdém bodg. Tedy
(1Y) (n, fu) =clfi, f1), (0 fi2) =c(fr, fa),  (n, faz) = c(fo, f2) -
Z (8) a(11) plyne

(fi,mi+cf1) =0, (f2,n1+cf1) =0,
(f1,m2 +cf2) =0, (fa,n2+cfz)=0.

Podle (2) a(9) plati také

(12)

(13) (n,n1+cf1) =0, (n,ne+cfs)=0.
Stejné jako v diikazu véty (9) odtud plyne
14 ni+cfi=o0, na+cfa=o.

Derivavanim prvni rovnice podle u, adruhé podle u; dostavame

dc Oc
(15) nie+ 5—fi+cfie=0, nip+-—fo+cfiz=0,
Bug 8u1
kdenis = %. Nulovy je tedy i rozdil
dc dc
% fi— 8—u1 fa=o0
Protoze vektory f1 a f, jsou linearné nezavislé, musi platit 2 = 0, 2= = 0,
takze c je konstanta. Podle (14) jebod f + % n pevny. Kazdy bod plochy S maod

tohoto bodu konstantni vzdalenost -

Ek

takZe S je Casti prislusné sféry. O
7.12 Definice. Smé&r v teCnéroviné plochy nazyvame asymptoticky smér, jestlize
normalovakfivost v ném je nulova. Tenu v tomto sméru nazyvame asymptoticka
teCna.

Rovnice asymptotickych smérii tedy je
(16) hll(du1)2 + 2h12duq dug + haoo (dUQ)2 =0.

V planarnim bodé je kazdy smér asymptaticky.
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Predpokladame-li, ze smé& dus = 0 neni asymptoticky, tedy hi; # 0, polo-
Zime o = % a (16) dava kvadratickou rovnici pro asymptotické sméry

17) h110® + 2h120 + hag = 0.

Pro jeji koreny plati g1 = —2=Y2=m1lz2 | ozngzme

(18) h = i Mz _ hithas — i, .
hia  hao

Dva (redlné) asymptotické sméry mame tedy pfi i < 0, oba sméry splyvaji pri
h = 0 aimaginarni kofeny dostavame pfi A > 0. Jeli hy; = 0 ahgs # 0, (16)
dava kvadratickou rovnici pro podil j—;ﬁ amame stejnou situaci. Pokud h1; = 0
ahge = 0, v neplanarnim bodé musi byt k12 # 0, takZe asymptotické sméry jsou
du; = 0 adus = 0.

7.13 Definice. Neplanarni bod se nazyva hyperbolicky resp. parabolicky resp.
elipticky, jestlize h < 0 resp. h = 0resp. h > 0.

Ve sférickém bodé z nerovnosti 6.10 plyne h > 0, takZe jde o specidni pfipad
eliptického bodu.

7.14 Definice. Kfivka C' naploSe S se nazyva asymptoticka, jestlize jgi teCna
v kazdém bodé je asymptoticka tetna.

Na ploSe s pouze hyperbolickymi body mametedy dvé vrstvy asymptotickych
kfivek. Na plo3e jen s parabolickymi body mame jednu vrstvu asymptotickych
kfivek. Na ploSe jen s eliptickymi body asymptotické kfivky neexistuii.

7.15 Véta. Pfimka v tetné roviné 7,5 je asymptoticka teCna, pravé kdyz ma
s plochou styk 2. fadu.

Dikaz. Je-li smér asymptoticky, pak normaovy fez v tomto sméru mav bodé p
nulovou kfivost. Tedy p je inflexni bod normalového fezu, takze tetna ma s nim
styk 2. fadu. Obraceng, mali néjaka teCna v bodé p € S styk 2. fadu s néjakou
Kfivkou y(t) na S, v(to) = p, jde oinflexni bod této kivky. Tedy vektor £1(1) je
kolinearni s vektorem %, ktery je kolmy nanormélovy vektor n(p), takze

2
(19) (n). d ;ff")) = 0.
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7.16. Pfipominame, Ze oskula€ni rovina prostorové kfivky neni uréena v jegich
inflexnich bodech.

Véta. Kfivka C na plo%e S je asymptoticka, pravé kdyz v kazdém bodé jgji
oskula€ni rovina splyva s tetnou rovinou plochy nebo neni uréena.

Dlkaz. Oskulagni rovina kfivky C' = ~(t) v bodé p = ~(t() je urtena vektory
dilto) (o) | pokud jsou lineame nezavisle. Pritom 1140) |e7i v tetné roving
plochy. Tedy tetna rovina plochy S splyva s oskulatni rovinou kfivky C', pravé

kdyz normalovy vektor n(s) je kolmy na #y(to) . plati (19). Jde-li o inflexni
bod, je vektor dgT(QtO) kolinearni s %, a rovnéz plati (19). Obraceng, je-li
%(%) = 0, plati (19) a stejné jako v prvni Casti dilkazu nahlédneme, Ze
nastava jeden z obou uvazovanych pripadt. O

7.17. Z 1.28 vime, ze pfimka nebo jgji ¢ast je charakterizovana tim, ze kazdy jgi
bod je inflexni. Pokud tedy |€Zi na ploSe pfimka nebo jgji ¢ast, je to asymptoticka
kfivka. Tim mame napr. stanoveny asymptotické sméry a kfivky na regularnich
primkovych kvadrikach, tj. na jednodilnem hyperboloidu a hyperbolickém para-
boloidu.

7.18. V hyperbolickém bodé asymptotické sméry rozdéluji sméry v tecné roviné
na dvé Casti. V jedné z nich maji norméové kfivosti kladné zna-
ménko, v druhé znaménko zaporné. V kladné ¢asti tedy lokané lezi
norméalové fezy nad teCnou rovinou ve sméru orientované normaly,
v zaporné ¢asti lokalné lezi normalové fezy na druhé strané tetné
roviny. Plocha tedy leZi po obou stanach své tetné roviny. Vyraznym prikladem
jeplocha z = zy. Osy x ay nani lezi, takZe to jsou asymptotické kfivky, atetna
rovinav pocétku je z = 0. Proxz > 0,y > 0 nebo = < 0, y < 0 plocha lezi nad
teCnou rovinou, proz > 0, y < 0 nebo = < 0, y > 0 leZi plocha pod teCnou
rovinou.

V €liptickém bodé je znaménko kfivosti ve vsech smérech stejng, takze cela
plocha lokalné lezi po jedné strané tetné roviny. NejjednoduSsSimi priklady jsou
sféra nebo lipsoid.

Dalsim péknym prikladem je anuloid. Na “vng§i strané pneumatiky” lezi
plocha cela po jedné strané tecné roviny, jsou tam vesmeés dliptické body. Na
celé vnitfni Casti anuloid lokalné lezi po obou stranach kazdé tecné roviny, jsou
tam vesmeés hyperbolické body. “Horni a dolni” kruznice jsou pak tvoreny body
parabolickymi.

7.19 Poznamka. Zavérem jesté ukazeme, jak |ze planarni asférické body charak-
terizovat pomoci obecného pojmu styk ploch.
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Necht p je spoleény bod ploch S a. 5. Rekneme, Ze plochy S a5 maji v bodé
p styk fadu k, jestlize ke kazdé kfivce C' C S jdouci bodem p existuje takova
kiivka C' C S, zekfivky C aC maji v bodé p styk k-tého Fadu. Ve skriptu [5] se
ukazuje, Ze takto vznika relace ekvivalence, a odvozuje se toto pocetni kritérium
pro styk ploch, které je podobné 2.5 a4.7.

Jestlize plocha S je zadana parametrickym vyjadienim f(u) a plocha S je
danarovnici F(z,y, z) = 0, pak vytvorime funkci dvou proménnych

D(uy, up) = F(f1(u1,u2), falur, ug), f3(u1,ug)) .

Plati, ze plochy S a.S maji ve spoletném bodé p = f(ug) styk k-tého Fadu, pravé
kdyZz vSechny parcialni derivace funkce @ v bodé vy = (u?,uy) az do Fadu k
vCetné jsou nulové. Pro k = 1 takto dostavame, ze dvé plochy maji ve spoletném
bodé styk 1. Fadu, praveé kdyz v ném maji spolecnou teCnou rovinu.

Uvazujeme-li jako plochu S rovinu

ar+by+cz+d=0,
méame
@ (u1,u2) = afi(ur,uz) + bfz(ur, uz) + cfs(ur, uz) +d.
Podminky pro styk 1. fadu
a0 f1(uo)+boh fa(uo)+cor f3(uo) = 0, ads f1(uo)+b02 f2(uo)+ca f3(uo) = 0

znamengji, ze vektor (a, b, ) je kolinearni s norméaovym vektorem n(ug) plochy
S v bodé f(ug). Podminka pro styk 2. fadu pak zni

(n(uo), 011 f(w0)) =0, (n(ug),d2f(uo)) =0, (n(uo),d22f(ug)) =0.

Tedy bod p € S jeplanarni, pravé kdyz tenarovinaplochy S v ném mas plochou
styk 2. fadul.

Podobnym vypoCtem dokaZzeme, Ze bod f(ug) € S je sféricky, pravé kdyz
existuje sféera () takovg, Ze S a @ maji v bodé f(ug) styk 2. Fadu.



8 Hlavni krivky

8.1. RozloZeni normalové kfivosti plochy S = f(u) v jgfim neplanarnim bodé
p lze vizualizovat nasedujicim zplisobem. Na tetnu v neasymptotickém sméru
naneseme, v obou smérech, hodnotu \/L_ kde ¢ je normalova kfivost v tomto

|24l
sméru. Je-li a; f1(p) + aa f2(p) vektor odpovidajici takovému bodu, je Ctverec jeho
velikosti roven L, j.

m!
2 9 1
@) gi11a1 + 2g12a1a2 + ga2as = m .

Ale 5 je dano vyrazem 7.(7), takZe (1) je rovnocenné rovnici
2 |h11af + 2hiza1as + hopas| = 1.
Definice. Kfivka (2) se nazyva Dupinovaindikatrix v neplanarnim bodé plochy.

8.2. V dliptickém bodé je (2) dipsa. Uvédomime-li s, Ze rovnice jednotkové
kruznice v nasi afinni soufadné soustaveé v teCné roving je

glla% + 2¢g12a1a9 + 9220,% =1

pak z 7.(10) plyne, ze uvazovana €lipsa je kruznici pravé ve sférickych bodech
plochy.
V hyperbolickém bodé miizeme rovnici hi1a? + 2hiaaias + hagas = 1 pre-
vést zménou soufadné soustavy natvar
Y

1.2 2

3) g—%zy i
Tedy (2) pfedstavuje dvojici tzv. sdruzenych hyperbol, kteravedle (3) sestavajesté
Z hyperboly ﬁ—i — Z—i =—1.

V parabolickém bodé pfedstavuje (2) rovnici dvojice rovnobéznych primek
v teCné roving, ktera je soumérna podlie bodu dotyku. Opravdu, v tomto pfipadé
plat'l hi1hos = h%z. UvaZujme pﬁpad hi1 > 0, h1a > 0. Pak hiy = :t\/h_n\/h_Qg
Zatnéme pripadem kladného znaménka. Tedy rovnice (2) matvar

@ 1= huai+2vhivVheaas + hasa3 = (Vhiiar + h22a2)2 .

To jerovnice dvojice rovnobéznych primek
(5) 1 =+/hiiar +haaz, —1=+/hi1a1++/ haas.
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Tato dvojice je soumérna podle pocatku. Stejny vysedek dostaneme v pripadé
zaporného znaménka. Pokud je hi; < 0, hee < 0, déva podobny vypocet tyz
vysledek.

8.3. V nesférickém bodé definujeme osy Dupinovy indikatrix A

jako osy elipsy nebo jako spoletné osy dvojice sdruzenych hy- — T
perbol nebo jako osu dvojice rovnob&znych pfimek apfimkuna +;_ 7
ni kolmou jdouci potatkem. !
Definice. Sméry osDupinovy indikatrix nazyvame hlavni sméry plochy S v uva
Zzovaném bodé. Kfivku na S, ktera se v kazdem svém bodé dotyka hlavniho sméru,
nazyvame hlavni kfivka.

V planarnich a sférickych bodech nejsou hlavni sméry definovany.
Na ploge bez planarnich a sférickych bodli mame tedy sit’ hlavnich kfivek.
Tato sit je ortogonalni.

8.4. Protoze @, je kvadraticka forma, urcuje polarni bilinearni formu, kterou
budeme znatit stejnym symbolem. Pro dvavektory A = (a1, a2), B = (b1, b2) €
T,S tedy plati

(6) ®y(A, B) = hi1(p)aibr + hi2(p)(aiba + a2b1) + hoa(p)azbs .

Podminka ®2(A, B) = 0 zéavisi jen na smérech urCenych vektory A, B. Je to
podminka polarni sdruzenosti vzhledem k @4 (p).

Definice. Sméry v tené roviné plochy urcené nenulovymi vektory A, B € T,S
nazyvame sdruzeng, jsou-li polarné sdruzené vzhledem k @5 (p).

Pocetné je podminka sdruzenosti dana anulovanim vyrazu (6).
8.5 Vé&a. Hlavni sméry plochy jsou sméry, které jsou souCasné sdruzené akolmeé.

Dikaz. Z analytické geometrie vime, Ze takto jsou charakterizovany osy dipsy
a hyperboly. Pripad dvojice rovnobéznych pfimek se snadno spotita samostatné.
]

8.6. Vedle anulovani (6) tedy hlavni sméry splnuji i podminku kolmosti
(7 ®1(A, B) = gr1a1b1 + gi2(aibz + agb1) + gazazby = 0.

Je-li (b1, b2) nenulovy smér, ktery splfuje (7) aanuluje (6), mame soustavu dvou
homogennich linearnich rovnic s nenulovym feSenim. Determinant soustavy je
tedy nulovy, tj.

@8) gi1a1 + gi12a2, gi2a1 + g22a2 _

0.
hii1ar + hi2a2, hi2a1 + hazas

Prejdeme-li k diferencidllim du, = a1, dus = as, dostavame
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Vétu. Diferencidlni rovnice sité hlavnich kfivek je

© guduy + gradug,  graduy + gaaduz | _
hiiduy + hiadug, higduy + hoodus

Uvédomnéme s, ze (9) je v obecném pripadé kvadraticka rovnice pro podil
j%f.Jeji dvéregeni j—gj = Fy(u1,ug), j—gj = Fy(u1,us) jsoudiferenciélni rovnice
obou vrstev hlavnich kfivek.

8.7 Definice. Normalové kfivosti 1, »c9 v hlavnich smérech nazyvame hlavni
kFivosti plochy. SouCet H = »¢1 + 55 hlavnich kfivosti se nazyvastfedni kfivost,
soucin K = 1209 Se Nazyva Gaussova (Ci totalni) krivost.

Ve sférickém bodé ma normalova kfivost ve vdech smérech stejnou hodnotu
2. Zde definujeme H = 2, K = »?.V planarnim bodg jsou véechny normaové
kfivosti nulové. Zdeklademe H = 0, K = 0.

PFi zméné orientace plochy S norméoveé kfivosti méni znaménko. Znaménko
stfedni kfivosti H tedy zavisi naorientaci plochy, znaménko Gaussovy kfivosti K
vSak naorientaci plochy nezévisi.

8.8. Na Dupinové indikatrix vidime, Ze normaova kfivost ma v hlavnich smé-
rech extrém. Toho vyuzijeme k odvozeni vzorce pro stanoveni hlavnich kfivosti.
Nasledujici prehledny vypocet se bude tykat jen “obecného” pFipadu, ale laskavy
Ctendf s prodiskutuje sam, ze vydedek plati ve vdech pfipadech. Uvazujeme-li
smér o = 44 pak pro normalovou kfivost () v tomto sméru podle 7. (7) plati

dua
_ h110* 4+ 2h120 + hay
9110% + 29120 + g22
K uleheni vypoctu to zapiSeme ve tvaru

(10) #(9110% + 29120 + g22) — (h110° + 2h120 + hoa) = 0.
Derivavanim podle ¢ a dosazenim podminky pro extrém Cé—’g‘ = 0 dostavame
(11) »#(g110+ g12) — (h11o + h12) = 0.

Nasobime-li to — o a pficteme k (10), dostavame

12) »#(g120 + g22) — (h120 + ha2) = 0.

Po zpétnem dosazeni ¢ = 24 a Upravé ma (11) a(12) tvar

(13) (22911 — h11) dui + (2912 — hi2) dug = 0,
(2912 — h12) duq + (32922 — haz) dugs = 0.

Zde (duq, dus) je nenulovy smér, v némz extrem nastava. Tedy determinant sou-
stavy dvou linearnich rovnic (13) musi byt nulovy. Odtud plyne
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Véta. Hlavni kfivosti »¢1, 2z5 jsou kofeny kvadratické rovnice

xg11 — hit, #g12 — hi2
14 =0.
(14) %g12 — h12, 3922 — ha2

8.9. Jednoduchym diisledkem (14) je
Véta. Pro stfedni a Gaussovu kFivost plati

_ g11haa — 2g12h12 + g22h11 K hi1has — h3,
g11922 — 9%2 ’ gi11922 — 9%2

(15) H

Dilkaz. Upravou rovnice (14) dostavame

2 (g11920 — Gig) — #(g11haz — 2912h12 + gaohi1) + (Ri1has — hiy) = 0.

Soubet H = 211 + 0 resp. soutin K = 3179 kofenll matvar (15) podle znamée
vlastnosti korenll kvadratické rovnice. O

Ukéazeme jesté, ze (15) plati i ve sférickém a planarnim bodé. Ve sférickém
bodépodle?. (7) mameh;; = sg;j,i = 1,2, kde » je spoletna hodnotanormalovée
kiivosti ve vdech smérech. Pak z (15) dostavame H = 2s¢, K = 2.V planarnim
bodé mame h;; = 0,tekze H = 0a K = 0.

8.10. Protoze g11922 — g3 > 0 @hy1hoe — h, je vyraz pouZity v definici 7.13,
Ziskali jsmei jiny pohled natuto definici.

Dlsledek. Elipticky resp. parabolicky resp. hyperbolicky bod je charakterizovan
podminkou K > 0 resp. K = 0resp. K < 0.

Poznamka. V planarnim bodé rovnéz plati K = 0. Proto se planarni body nékdy
také zarazuji mezi body parabolické.

8.11 Priklad. Gaussova kfivost sféry o poloméru r je %2 Opravdu, vsechny jgi
body jsou sférické a norméalovy fez v kazdém sméru je kruznice o poloméru r.
Tedy K = 5.

8.12. Nadledujici formule prehledné vyjadifuje normalovou kfivost v libovolném
sméru pomoci hlavnich kFivosti.

Véta (EulerGiv vzorec). Necht oy aos jsou hlavni sméry v bodé p plochy S, necht
21 @9 SOU PFidudné hlavni kfivosti a s je smér, ktery se smérem o svira thel
. Pak pro normalovou kfivost s, v tomto sméru plati

(16) sy = 21 €082 @ + spsin’ .
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Dilkaz. Necht e, ez jsou jednotkové vektory ve smérech o1, 02. Na .S miizeme
uvazovat takové parametry uq, us, 2€ e a ey jSOU teCné vektory k parametrické
siti, §j. e1 = (du1,0), e2 = (0,duz). Pak g11(p) = g22(p) = 1, g12(p) = 0
a sdruzenost smérll o a o2 dava hia(p) = 0. Z obecného vzorce 7.(7) pro
s pak plyne 34 = hi1(p), 22 = haa(p). Jednotkovy vektor ve sméru s ma
tvar e cos ¢ + egsin . Dosazenim tohoto vektoru do 7.(7) dostavame s, =
51 €082 p + 329 5in? . ]

8.13. Probereme je&té jednu geometrickou vlastnost, které pfimo charakterizuje
hlavni kfivky. Pro kfivku ~(t) na ploSe S oznaCime n., jednoparametrickou sou-
stavu normalovych vektorli podél +.

dnﬂ,

Véta. Kfivka~y(t) je hlavni kfivka plochy S, pravé kdyz vektor je kolinearni

svektorem 4! pro véechnat.

Dlkaz. Necht S jezadanaparametrizaci f(u) a~y jev oblasti parametrli vyjadiena
jako (u1 (t), UQ(t)) . Tedy

d7 du1 du2

(17) = fi— f2
Oznatme
(18) arfi+azfe

vektor kolmy k (17). Podobné mame n., (t) = n(u1(t), ua(t)), takze

dn du1 dUQ
19 — =y — .
(19) a  Ma "o
Tento vektor leZi v teCné roving, protoze vektory nq any jsou kolmé nan, viz
7.(9). Vektory (17) a (19) jsou kolinearni, pravé kdyz vektory (18) a (19) jsou
kolmé. S uzitim vzorcli 7.(8) dostavame

duy du
<f1a1+f2a2,n1 7 + ng dt2)
duy duy dus dus
(20) [hnal 7 + hi2 (CL2 o +ar—- 7 ) + hogsas—— 7 ]

Sméry (441 du2) 3 (qy, as) jsou tedy ortogonalni asdruzeng, takZe to jsou hlavni
sméry. Tedy ~(t) je hlavni kfivka. Obraceng, je-li v(t) hlavni kfivka, je vektor fl—z
sdruzen s kolmym vektorem takze plati druha rovnice v (20). Pak z prvni rovnice

v (20) plyne, ze vektor ;- jekolinearni s vektorem 7 pro vsechnart. O
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8.14 Priklad. Uvazujme rotacni plochu S vznikgjici rotaci rovinné kfivky C
podle osy, kteralezi v té€ze roviné a kfivku neprotind. Podobné jako na zemékouli,
rovnobézky na.S jsou kruznice, které vznikaji rotaci jednotlivych bodl kfivky C,
zatimco poledniky na S jsou polohy kfivky C' v jednotlivych okamZzicich rotace.
Uké&zeme, Ze rovnobé&zky a poledniky jsou hlavni kfivky narotacni plose S.

n G
. &3

Uvazujme libovolny polednik plochy S, ktery ztotoZznime s kfivkou C. Tedy
normay nc(t) rovinné kfivky C' jsou soucasné norméami plochy. VSechny vek-
tory nc(t) jsou jednotkové. Derivaci vztahu (nc(t), nc(t)) = 1 dostavame, ze
vektory d”st(t) jsoukolménan(t) atedy kolinearni steCnym vektorem kfivky C'.
Tedy poledniky jsou hlavni kfivky podle véty 13. Rovnobézky jsou na né kolmé,

takZe jsou to rovnéz hlavni kFivky, protoze sit hlavnich kfivek je ortogonani sit.

8.15. Jako uziteCnou ilustraci odvodime predchozi vysledek také pocetné. KFivku
C' zadame v roviné (z, z) lokani parametrizaci = = ¢(t), z = h(t), t € I, takze
dvourozmérny vektor (¢'(t), #'(t)) je nenulovy pro kazdé t € I. Pfitom mtizeme
predpokladat, Ze hodnoty parametru ¢ jsou kladné.

Rotaci provedeme kolem osy z a poZadavek, aby C' ne- z
protinala osu rotace, zgjistime predpokladem, ze C' l€Zi v po-
loroviné = > 0, tedy g(¢) > 0 pro vechna t € I. Jako [3\ .
v oznatime odchylku, kterou prlimét rotujiciho bodu do ro- =
viny (z,y) svira s kladnou poloosou x. Oblast parametri g)
D miizeme nazirat jako mezikruzi v R?, které je v polér-
nich souradnicich charakterizovano tim, Ze velikost prlivodice leZi v intervalu I
apolarni Uhel jelibovolny. V tomto smyslu miizeme psét v € [0, 27).

Bod o z-ové soufadnici g(t) opisujeVv roviné z = h(t) kruznici z = g(t) cos v,
y = g(t) sin v. Parametrické vyjadfeni naSi rotatni plochy tedy je

f(t,v) = (g(t)cosv,g(t)sinv, h(t)), tel,vel02r).

Z hlediska abecné teorie hrgje ¢ resp. v roli parametru uq resp. us.
Parcialni derivovani podle t av dava

fl = (g,COS’Ujg/siIli%h,)7 f2 :g(_SinU,COSU7O).
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Koeficienty prvni za&kladni formy tedy jsou

g1 =9g%+h?% gi2=0, gn=4g>.
Dae mame

1
fixfa = g(—h'cosv,—h sinv,g'), n=————=(—h'cosv,—h sinv,g’).

V druhém Fadu dostéavame parciélni derivace
f11 = (¢" cosw, g" sinv, h"),
f12 = ¢'(—sinv, cos v, 0),
fag2 = g(—cosv, —sinv,0).
Podle 7. (5) koeficienty druhé zakladni formy jsou
_ Mg

Obecné jiz samy podminky gi2 = 0, h12 = 0 zjednoduduji diferencialni
rovnici hlavnich kfivek (9) natvar

hit = —F/——=, hi2=0, hyp=

gi11 922

duy dug = 0.
hip hge| &t

Anulovani determinantu znamena hi1 = cgi1, hos = cgas, takze se jedna o sfé-
ricky nebo planarni bod, kteréjsou z Gvah o hlavnich kfivkach vylouCeny. Rovnice
duydus = 0 pak charakterizuje parametrickou sit u; = konst. auy = konst. V na
Sem pripadé rotacni plochy to jsou rovnobézky a poledniky.

8.16. PopiSeme vztah kfivosti libovolného rovinného fezu plochy S a kfivosti
normalového fezu ve stejném sméru. Necht' o je libovolna rovina jdouci bodem
p € S rliznaod tetné roviny 7,S.

Véta (Meusnierova). Necht s, je normaova kfivost plochy S ve sméru primky
oNT,Sal < a < 3 jeodchylka, kterou normala N, S svirasrovinou g. Pak pro
kFivost s, fezu plochy S rovinou o v bodé p plati

My = #,CO8 .
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Dlkaz. Necht ~v(s) je parametrizace prisetné kfivky obloukem, v(0) = p. Podle
véty 7.5 plati

=] ()|

Z teorie rovinnych kfivek vime, Ze di;g” = e, Kde ez je jednotkovy vektor
V roviné p. V nadi situaci |(n, e2)| = cos a. O

8.17.
P Uvazujmeneasymptoticky smér A v teCnéroving.
Oznalme c,, stied kivosti norméaového fezu ac,

. o stfed kfivosti fezu rovinou o, viz obrazek, na

3. némz je znazornén fez rovinou kolmou na smer
c 0 A. Z Meusnierovy véty plyne cos o = ﬁ—z takze

o trojuhelnik p ¢,, ¢, mapii vrcholu ¢, pravy thel.

Geometricky to znameng, ze stiedy kfivosti vsech rovin-

nych fezli plochy S ve sméru A leZi nakruznici, pronizje

Usecka pc,, primérem. Pfi daném A matedy norméalovy

fez nggmendi kfivost akfivost ostatnich rovinnych fezll se

zvétsuje zplisobem popsanym v Meusnierové vété. Jako

priklad uvadime sféru, kde tyto fezy jsou kruznice s po-

lomérem, ktery se zmen3uje uvedenym zplisobem.

8.18. Zavérem se zminime o jedné tfidé ploch, které jsou zajimave jak z ryze
geometrického, tak i aplikatniho hlediska.

Definice. Plocha S se nazyva minimalni, jestlize jgi stfedni kfivost H je nulova
ve vSech bodech.

Netrividlnim pfikladem minimani plochy je helikoid, kterym se budeme za
byvat v bodech 10.7 a 10.9.

Privliastek “minimalni” ma kofeny ve variatnim pottu. Jednim z dlleZitych
variatnich problémt je tloha “ natdhnout” na zadanou hrani¢ni kfivku v E3 plochu
s minimalnim plodnym obsahem. Za dosti obecnych predpokladi je feSenim této
Ulohy plocha s nulovou stfedni kFivosti.
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9 Obalky soustav ploch

V pripadé ploch miizeme uvazovat obalku jednoparametrické i dvouparametrické
soustavy. Probereme nejprve dvouparametricky pripad, ktery je jednodussi.

9.1. Uvazujme dvouparametrickou soustavu ploch uréenych rovnici
(1) F(x7y7z7u7v):07

(u,v) € D, kde F je funkce tfidy C! definovana na oteviené mnoziné U C R5.
Plochu o rovnici F(z,y, z, ug, vo) = 0 zna€ime Sy, v, (10, vo) € D, takze 0 (1)
hovorime také jako o soustavé ploch (S,,.).

9.2. Spoletné body ploch Sy ., Savs Sups @ # u, b # v jsou urCeny soustavou
rovnic

F(x7y7z7u7v):07 F(‘T?y7z7a’7v):0? F(‘T?y7’z7u?b):0'
Taje ekvivalentni soustavé

F(z,y,z,a,v) — F(x,y,z,u,v)

F(w,y,z,u,u)zo, :07

a—Uu
F(Sﬂ,y,Z,Uab) _F('T’y,'z’u’v)

b—wv =0

Uvazujeme-li pevné (u, v), pak v limitéproa — v ab — v dostavéamerovnice

oF oF
(2) F(x7 y7 Z? u? U) = 07 (x, y, Z, u, U) - 07 (x, y, Z, u, U)
ou ov
Definice. Body urcené rovnicemi (2) nazyvame charakteristické body na plose
Su.- MnoZzinu téchto bodli pro v8echna (u,v) € D nazyvame charakteristicka
mnozina soustavy (Sy.y)-

=0.

Stejné jako v 3.2 mame dve zékladni poCetni moznosti vyjadreni charakteris-
tické mnoziny. Kdyz v (2) vylou€ime parametry u a v, dostavame popis charakte-
ristické mnoziny rovnici tvaru G(z, y, z) = 0. Jestlize z (2) spoCteme z, y, z jako
funkce v av, dostavame parametrické vyjadreni charakteristické mnoziny.

9.3. Podobnéjako v 3.3 Fekneme, Ze dvé plochy se ve spoleném bodé dotykaji,
jestlize v ném maji spolecnou tetnou rovinu. (Ve smyslu poznamky 7.19 jde o styk
1. fadu.)
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Definice. Plochu E danou parametrizaci f(u,v), (u,v) € D, nazyvame obélka
soustavy (1), jestlize E' sev bodé f(u, v) dotyk&plochy S,, ,, pro vSechna (u, v) €
D.

9.4 Véta. Kazda obalka soustavy (.S,,,) je podmnoZzinou jeji charakteristickée
mnoZziny. Obraceng, je-li f(u,v) plocha, ktera spliujerovnice (2), pak jeto obaka
soustavy (Sy.v)-

Dlkaz. Podminka, aby bod obaky f(u,v) lezel naploge S, ,, zni
(3) F(fl(uvv)vfQ(u7U)7f3(uvv)7u7v) =0.

Tecnarovinak plose S, , v bodé f(u,v) je kolméana vektor
OF OF OF
<£7 8_y7 E) (fl(uvv)vfQ(u7v)7f3(u7U)7uvv) .
TeCnarovinak ploe f(u,v) jeurCenavektory 9, f, d- f . Podminka splyvani obou
tecnych rovin tedy zni
OF 0fy | OF9fy  OFOf; _
or du Oy Ou 0z du
OF 0fy | OF0f;  OF0fs _
dr Ov 0y Ov 0z ov
Derivavanim rovnice (3) podle v av dostavame
OF0fy  OF0f OFOfs OF
or ou Oy Ou Oz Ou  Ou
OF0f | OF0f  OF0f;  OF _
or Ov oy Ov 0z Ov ov

07
(4)
0.

©)
0.

Jestlize tetné roviny splyvaji, pak z (4) a(5) plyne 4£ = 0, 2L = 0. Tedy obdlka
je podmnozinou charakteristické mnoziny. Obracené, mame-li plochu E danou
parametricky f(u,v), které spliiuje rovnice (2), pak z (5) plyne (4). Tedy F je

obaka O

9.5. Jako ilustraci potetniho postupu probereme nejjednodussi priklad dvoupa:
rametrické soustavy sfér se stfedy v roviné z = 0 a konstantnim polomérem r.
Mame tedy rovnice

F(z,y, 2z, u,0) = (x —u)?+(y—v)2+22—r2 =0,
or OF

%——2(56—11):0, %:—2@—@):0.
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Dosazenim z druhé a tieti rovnice do prvni dostavame 22 = 2. Samozigmg,
obéka sestava z dvojice rovin z = +r.

9.6. Uvazujme jednoparametrickou soustavu ploch uréenych rovnici
(6) F(w7y7z7t):07

t € I, kde F jefunkce tfidy C? definovana na oteviené mnoziné U c R*. Plochu
o rovnici F(x,y,z,ty) = 0 znalime Sy, to € I, a 0 (6) hovofime také jako
0 soustavé ploch (S;).

Spoletné body ploch S; a S5, s # t jsou ureny soustavou rovnic
F(z,y,2,t)=0, F(z,y,2,8) =0,
ktera je ekvivalentni soustave

F(CE,Z,y,S) - F(‘T?y"z’t)

F t)=0 =0.
(x7 y? Z? ) Y S —t
V limité pro s — t dostavame
OF t
) Fleyzn =0, 820 _,

Definice. Mnozinu uréenou rovnicemi (7) nazyvame char akteristikou na plose
S¢. Sjednoceni téchto mnozin pro vechna t € I nazyvame charakteristicka
mnozina soustavy (.S¢).

Rovnici charakteristické mnoziny ziskame vyloucenim ¢ z rovnic (7).
Je-li charakteristika na S; kfivka (jsou-li tedy spinény kvalitativni podminky
definice 1.14), mluvime o char akteristické kfivce naplose S;.

9.7. Situace u jednoparametrické soustavy ploch je takova, Ze po jeji obélce F se
pozaduje, aby se dotykala kazdé plochy Sy, podél kfivky.

Definice. Plochu E s parametrickym vyjadienim f(¢,7), (t,7) € D C R2,
nazyvame obalka soustavy (S;), jestlize E se dotyka kazdé plochy S;, podé
KFivky f(to, 7).

Nakfivce f(to, 7), kterou znatime Cy,, je parametrem 7.
9.8 Véta. Kazda obdka soustavy (.S;) je podmnozinou jei charakteristické mno-

Ziny.
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Dlkaz. Necht f(t,7) je parametrické vyjadreni obaky E v souladu s definici 7.
Protoze C; |eZi na S, plati

F(fi(t,7), fa(t, ), f3(t,7),t) = 0.
Derivaci podle ¢ dostavame
OFOf  OFOfy OFOf OF
Ox Ot dy Ot 0z Ot ot
Anulovani souctu prvnich tfi ¢lenli znamenakolmost normaly plochy S; navektor

f . ProtoZze £ a S; maji podél kfivky C; stejné tecné roviny, tato podminka je
spl néna Plati tedy 4 = 0. O

Z predchoziho diikazu vidime, Zeplati i toto obracenétvrzeni. Jestlize plocha £/
sparametrickym vyjadfenim f (¢, 7) splfiuje rovnice (7), pak E je obalka soustavy
(St).

9.9. Probereme opét jen ngjjednodussi priklad (} }\ AN )

/T\

jednoparametrické soustavy sfér konstantniho 7*\"" 4\/
poloméru r se stfedy na ose x. Mame tedy

F(z,y,2,t) = (x —t)2 + 92 + 22 — 1% = 0, %I;:—Qac—t = (. Dosazeni
x = t do prvni rovnice dava y? + 2% = r2. Samozigimg, tato valcova plocha je

obalkou uvazované soustavy.

[/

9.10. Uvazujme priinik charakteristiky (7) s plochou S o rovnici F(z,y, 2, s) =
0, s # t. Misto ni mlizeme ekvivalentné pripojit k (7) rovnici

2
(s =)

Limitu levé strany pro s — ¢ spocteme tak, ze dvakrat pouzijeme I’ Hospitalovo
pravidlo. Tim dostavame

OF (x,y,2,1)

[F(ac,y,z,s)—F(m,y,z,t)—(s—t) Y

O?F(x,y, z,1)
8 b bl b — .
(8) — oz 0
Definice. Mnozinu H o rovnicich
OF O*F
9 F = —_— = —_— =
9 0, T 0, BT

nazyvame hrana vratu soustavy (S;).
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9.11 Poznamka. Priklad 9 je z hlediska konstrukce hrany vratu nezgjimavy. Zde
. 2 - . . . .-
mame %75 = 2, takZe hrana vratu je prazdna mnoZzina.

Parametrické vyjadreni hrany vratu ziskame vypoctem z, v, z jako funkce ¢
Z téchto rovnic.

Nazev hrana vratu vysvétlime v bodech 4 a 19 nasledujici kapitoly o pfimko-
vych plochéach, kdyZ budeme hovofit o ploSe teCen prostorové kivky.

9.12. Déle predpokladame, Ze charakteristiky C; jsou kFivky, které jsou priisetni-

cemi dvou ploch F' = 0 a 2L = 0 ve smyslu 4.13.

Definice. Kfivku I' s parametrickym vyjédfenim f(¢), t € I, nazyvame obalka
soustavy charakteristik (Cy), jestlize I" se v bodé f(t,) dotyka kfivky Cy, pro
kazdé ty € I.

9.13 Vé&ta. Kazdaobalkasoustavy charakteristickych kfivek (C) je podmnozinou
hrany vratu. Obrécené, jestlize kfivka f(t) splhuje rovnice (9), tak je to obaka
soustavy charakteristickych kfivek.

Dlkaz. Necht f(t) je obalka. Protoze f(t) € C;, plati
F(fl(t)vf2(t)af3(t)vt) =0,
%_f(fl(t)7f2(t)7f3(t)7t) =0.

Derivovanim druhé rovnice dostavame

O*F dfy OFdfy O°F dfs O*F

1 i o s L I8
(10) Gzdt dt T oyot dt "ozt dt T o O

Pro pevné ¢t uvazujme plochu

OF (x,y,z,1)

(12) 5

=0.

Jgji normalovy vektor je

<$F O*F WF)
Oxot’ Oyot’ 9z ot/ -

Tento vektor je kolmy k £ podie podminky obalky, protoze & IeZi v tené roving
= ‘o 1 Slent ; A O2F _

ploc,hy (,11). Soucet p,rvnlch '[,I’I cI(,enu v (10) se te@y apulu;e azbyva 5z = 0.

Obréacené tvrzeni Ziskame obracenym postupem v této Gvaze. O
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9.14. Poznamenavame je&té, ze libovolna jednoparametricka soustava prostoro-
vych kfivek nemusi mit obalku. Podobné jako dfive nalezneme, Ze obalka soustavy
prostorovych kFivek

F(x7y7z7t):07 G(l‘?y7z7t):0
musi splhovat také rovnice

OF (x,y, z,1) 0G(x,y, z,1)
Ot Ot

To jsou 4 rovnice pro stanoveni z, y, z jako funkci ¢, coz obecné je prilis mnoho.

=0, =0.
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10 Primkové plochy

10.1. Jednoparametrickou soustavou primek v E3 rozumime zobrazeni, které
kazdému ¢ € I prifazuje pfimku p(t), kde I je otevieny interval. Pfimka p(t) se
nazyva tvorici pfimka soustavy. Tuto pfimku uréujeme pomoci jednoho bodu
g(t) € p(t) anenulového smérového vektoru h(t). Libovolny bod pfimky p(t)
pak matvar

@) f(t,v) = g(t) + vh(t), veR.

Podobnéjako v Umluvé1.15 nebo 4.7 budeme dél e predpokladat, Ze g(t) ah(t) jsou
funkce tfidy C", kde fad r je dostatecné vysoky pro naSe Gvahy. Pak f: I x R —
E3 je zobrazeni tfidy C”. Jde tedy v jistem smyslu o dvouparametricky pohyb.
Podminka z definice plochy vyZaduje vedle injektivnosti f jesté to, Ze vektory
9 = f, = ¢ +vh' adl = f, = hjsou v kazdem bodg lineamné nezavisié.
Budeme to negjprve ilustrovat na prikladech.

10.2. Necht bod g(¢t) = a je pevny. Tuto jednoparametrickou soustavu primek

nazyvame obecny kuzel
2 f(t,v) =a+vh(t).

V tomto pfipadé f; = v b/, f, = h, ft X f, = v(h x h). Prov = 0 dost&
vame vrchol kuzele, ktery je zfggmeé singularni. Pro v = 0 musi platit A’ x h # o
pro véechnat € I. Je-li to spInéno, pak pfi injektivnosti f jde o plochu. Plati-li
h' x h = o v8ude, mame

Oh
) 5 =
kde k(t) je realna funkce. Pokud misto h(t) uvazujeme redlnou funkci z(t), pak
separaci proménnych nalezneme, Ze naSe diferencialni rovnice ma obecné feSeni
z = I(t)c, kde I(t) = e/ ¥t Tuto situaci mame na kazdé slozce vektorove
funkce h(t), takze h(t) = I(t)b, kde b je konstantni vektor. V tomto pripadé tedy
jde o dvouparametricky pohyb po pfimce, ne o plochu.

k(t) h(t),

10.3. Necht h(t) = a je pevny nenulovy vektor. Pak dostavame jednoparametric-
kou soustavu primek, ktera se nazyva obecny valec

4 f(t,v) = g(t) + va, tel,veR.

Zde fy = ¢/, f, = a. Pokud je ¢'(t) x a # o provSechnat a f jeinjektivni,
jde o plochu. Je-li teny vektor ¢'(t) v n&akém bodé kolinearni s vektorem a, jde
o singularni pripad.
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10.4. Uvazujme kfivku C' = ¢(t) zadanou parametricky a v kazdem bodé g(t)
sestrojme jgi teCnu. Tato jednoparametricka soustava primek se nazyva plocha
teCen kfivky C'. Jgji parametrické vyjadfeni matvar

(5) ft,v) =g(t) +vg'(t).
Mame f, = ¢'(t) + v g"(t), fo = ¢'(t), takZe
(6) fex fo=—v(g'(t) x g" (1)) -

Dale budeme predpokladat, ze C nemainflexni body. Pak vektor (6) je nulovy,
pravé kdyz v = 0, coz je bod vychozi kFivky.

V bodé ¢ (ty) vezméme normaovou rovinu v (tg) kfivky C' azkoumejme j&ii
priinik s plochou teen. Rovnici v(tg) zapiseme ve tvaru skalarniho soucinu

(7) (g,(t())aw—g(t())) =0, w= (‘Tay’z) GE?)-
TeCna v bodeé ¢(t) méa parametrické vyjadreni

9(t) +vg'(t).
Oznatme v(t) parametr jejiho pruseciku s v(tg). Pro ng plati

8 (d'(t0), g(t) + v(t) g'(t) — g(to)) = 0.
Uvazovany prinik je pohyb v normaovérovingv (t, ) sparametrickym vyjadrenim
(9) h(t) = g(t) +v(t)g'(t),  w(to) =0.

Ukéazeme, Ze plati b/ (tg) = 0. Mame

W (to) = g'(to) + v'(to) g (to) + v(to) 9" (to) -
Protoze v(ty) = 0, stati dokézat v'(tp) = —1. Derivovanim (8) dostavame

(9'(to). g'(t) +2'(t) g'(t) +v(t) g"(£)) = 0.
Dosazeni t = ty dava

(9'(to), g (to)) +v'(to) (¢ (t0), 9’ (to)) = 0.
Protoze (g'(to), ¢'(to)) # 0, musi byt v/ (to) = —1.
Pro pohyb A(t) podminka h/(tg) = o znamena, ze h(ty) je
singularni bod. Obecné je to bod vratu, viz 1.9. Je uziteCné si
to predstavit na ploSe teGen Sroubovice, j€jiz primét ve sméru
osy Sroubovice je na obrazku. Takto jsme geometricky objas-

nili, Ze plocha teCen neni v okoli vytvargjici kfivky plochou
ve smyslu definice 4.6.
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10.5. Chceme-li, abychom i v pripadé jednoparametrické soustavy primek uvazo-
vali plochu ve smyslu definice 4.6, miizeme pouZit tento pristup.

Definice. Plochu S C FE5 nazyvame primkova plocha, jestlize je asti jednopa
rametrické soustavy primek.

Také v tomto pripadé hovofime o tvorici pfimce plochy S, i kdyZ to mlize byt
jen Cast primky.

10.6. Proberemejeté dvapriklady. Nejprve uvazujme 3 mi- A

mMob&zky ¢1, g2, q3. Kazdym bodem p € g3 vedeme pricku @

mimobézek ¢, g2, kteraje priisetnici rovin uréenych bodem @
q1

p aprimkou g1 resp. go. V projektivni geometrii se ukazuije,
Ze takto vznika regularni pfimkovéa kvadrika. Vezmeme-li
3 pfimky nami vytvofené soustavy a opakujeme konstrukci, dostavame druhou
jednoparametrickou soustavu pfimek natéze regularni pfimkové kvadrice.

10.7. Na prfimkové ploSe, ktera neni regularni pfimkovou kvadrikou ani Casti

roviny, mohou tedy vedle tvoFicich pfimek Iezet nejvyse dvé c
dalsi pfimky. S tim souvisi nasledujici obecna konstrukce.

Vezmeme dvé mimobézky q1, g2 akFivku C'. Kazdym bodem &
kfivky C' vedeme pritku obou mimobézek. Tim dostavame @

jednoparametrickou soustavu primek.
Vyznamny pro technickou praxi je pfipad, kdy jednaz mimobézek je nevlastni

pfimka n&jaké roviny o. Mame tedy danu rovinu g, pfimku q C
q akfivku C. Kazdym bodem kfivky C' pak vedeme pfimku,
ktera protina ¢ a je rovnobézna s . Takto vznikla jednopa-

rametrické soustava pfimek se nazyva konoid. Je-li pfimka g
kolmanarovinu g, hovori se o primém konoidu. D

Priklad. Je-li C Sroubovice, g jej€ji osaajako o zvolime rovinu kolmou hag, pak
prislusny primy konoid se také nazyva primy Sroubovy konoid neboli hedlikoid.
O této ploSe jsme se zminovali v 8.18. Vezmeme ¢ za osu z a o C' budeme

predpokladat, Ze leZi narotatnim valci s jednotkovym polomérem. Pa-
rametrické vyjadreni C' tedy je (cost,sint,bt), b # 0, t € R. Pronad

Sroubovou plochu pak dostavame

(20) f(t,v) = (vcost,vsint,bt), b#0,veR.

Snadno se nahlédne, Ze kinematicky tato plocha vznika Sroubovanim tvorici
primky, ktera kolmo protina osu ¢, ve sméru této osy.
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10.8 Definice. Primkovaplochasenazyvarozvinutelna, jestlizevevsech bodech
libovolné tvorici pfimky je teCnarovina plochy stejna

Rikame téz, 7e tenarovina je pevna podél tvoricich primek.

Geometricky je jasné (a poCetné se to snadno ovéri), Ze tuto viastnost maji
obecné kuzely a obecné vélce. Ukézeme, Ze také pro plochu tecen kiivky C je
tetna rovina plochy ve vdech bodech tvofici pfimky stejna. Podle bodu 4, tetna
rovina plochy ¢(t) + vg'(t) v bodé g(to) + vog'(to), vo # 0, je urCena timto
bodem a vektory ¢'(t9) a g’ (to). Pro pevné ¢y akazde vy # 0 tato rovina splyva
s oskulagni rovinou kfivky C' v bodé g(t¢), takze je pevna podé celé primky
9(to) + vg(to).

Na druhé strang, tetna rovina podé tvorici pfimky regularni kvadriky neni
pevna. TeCnarovina je totiZ ur€ena danou tvorici pfimkou a pfimkou druhé sou-
stavy, kterauvazovanym bodem prochéazi. Druhasoustavaje vsak tvorenaprickami
mimobézek, které nemohou lezet v jedné roviné. Také u Srouboveé plochy z bodu 7
se teCnarovina podé tvorici pfimky meéni. Z (10) totiz dostavame

1D ft = (—vsint,v cost,b), f, = (cost,sint,0),
takze jednotkovy vektor normaly plochy je

ftva _ 1
Ife < foll - Vo2 4 b2

aten se pfi pevném ¢ = tg méni v zavidosti nawv.

(—bsint,bcost, —v),

10.9. Pro das Gvahy s vyjadiime koeficienty druhé za&kladni formy pomoci
vngsiho soutinu. Vime, Ze vngj&i soutin [a, b, ¢] tfi vektorll orientovaného eu-
klidovského trojrozmérného prostoru je roven skalarnimu soucinu vektorového
soucinu prvnich dvou z nich s tfetim vektorem, tj.

[a,b,c] = (a x b,c).

Pouzijeme-li tuto formuli navzorce 7.(1) a7.(5), dostavame

1

hll — ||f1 < fZH [flaf%fll],
1

(12) hia = T < fl [f1, f2, f12] s
1

hag = T <Al [f1, f2, fa2] .
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Priklad. Ukazeme, Ze helikoid z bodu 8 je minimalni plocha ve smyslu 8.18, j.
plati H = 0. Derivovanim (11) dostavame fi; = (—vcost,—wvsint,0), fi, =
(—sint,cost,0), fyy = 0. Tedy hy; = 0, hee = 0. ProtozZe také g5 = 0, vzorec
8.(15) dava H = 0.

10.10. Protoze kazda primka na ploSe je asymptoticka kfivka, na pfimkové plose
mame jen body hyperbolické, v nichz pro Gaussovu kfivost plati K < 0, nebo
body parabolické ¢i planarni, v nichz plati K = 0.

Véta. Rozvinutelna prfimkova plocha S manulovou Gaussovu kfivost.

Dlkaz. Pfi parametrickém vyjadfeni f(t,v) = g(t) + v h(t) plochy S mame
fi =4 (t) +vh'(t), fo = h(t). Pro pevné t v zaméfeni tetné roviny lezi vektor
h(t) atetnarovina je stejna pro vsechna v, pravé kdyz pro kazdé v; # vq jsou
vektory h(t), ¢'(t) + vih'(t), ¢'(t) + vah/(t) komplanarni. Linearni kombinace
dvou podlednich vektorli davaji ¢'(t) a i’ (t), takze podminka pro pevnou tetnou
rovinu zni

(13) [4'(t), h(t), W' (t)] =0.

Dal&im vypottem dostavame f11 = ¢”(t) + vh"(t), fio = KW' (t), foo = o.
Podle (12) nalezneme nejprve hoe = 0, dale

B 1
A % Sl

takze h1o = 0 podle (13). Zevzorce 8.(15) pak plyne K = 0 nezévidenahy;. O

h12 [g'(t) + v ' (t), h(t), K (1)] ,

10.11. V obraceném sméru plati toto tvrzeni.

Véta. Jestlize kazdy bod plochy S je parabolicky, pak S lokalné je rozvinutelna
primkova plocha

Dikaz. Na parabolické ploSe zvolme lokalni parametry tak, aby vrstva asympto-
tICkS/Ch KFivek byIa u; = konst.. Tedy 0=h = (TL, flg) a0 = hoy = (n, f22).
Vime, Ze plati (n, f1) = 0, (n, f2) = 0, (n,n) = 1. Derivovanim podle uy
dostavame, podobné jako v 7.(8),

(n2, f1) =0, (n2,f2) =0, (n2,n)=0.

Odtud plyne ny = o, takze normalovy vektor podle kfivky u; = konst. je pevny.
Podle 7.(8) z h1a = 0 plyne (n1, f2) = 0. Derivovanim tohoto vztahu podie u,
auzitim ni2 = o dostavame (nq, fa2) = 0. Vektory fo a fao jsou tedy kolmé na
vektory n anq, které jsou linearné nezavislé. Opravdu, vektor n; je kolmy nan
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aje nenulovy. Prvni z rovnic 7.(8) totiz fika (n1, f1) + (n, f11) = 0. V pfipadé
ny = otedy plati h;; = 0. Spolushis = 0 ahyy = 0toznamena, Zeby sejednalo
o planarni bod, ale tyto body neuvazujeme. Protoze vektory fo a foo jSOU kolmé
na dvalinearné nezévislé vektory, jsou kolinearni. Kazdy bod kfivky u; = konst.
jetedy inflexni, takZe jde o Cast pfimky. TeCnarovina podéd této tvorici pfimky je
pevng, tedy S lokané je rozvinutelna pfimkova plocha. O
10.12 Definice. Tvorici primka g(tg) + vh(to) pfimkové plochy (1) se nazyva
cylindricka, jestlize vektor 1'(tg) je kolinearni s h(tp).

Véta. Pfimkovaplocha, jgiz kazdatvorici pfimkaje cylindrickd, je obecny valec.

Dlkaz. V bodé 2 jsme ukézali, ze ze vztahu % = k(t) h(t) plyne h(t) = I(t)b,
kde b je konstantni vektor. MUizeme tedy psat

f(tv) =g(t) +vl(t),
coZ je obecny valec sjinou parametrizaci tvoricich pfimek. O

10.13. Podame pfimou geometrickou charakterizaci cylindrické pfimky. Pfi para-
metrickém vyjadfeni p(t) = g(t) + v h(t) mlzeme predpokladat, Ze vektor h(t)
jejednotkovy. Pak h(t) je pohyb po jednotkové sféfe, ktery nazyvame sférickym
obrazem primkové plochy.

Derivovani vztahu (h,h) = 1 dava (h,h') = 0, tedy vektor /(t) je kolmy
na h(t) pro kazde t. Pozadujeme-li je&t&, ze h/(ty) je kolinearni s h(ty), musi byt
h'(ty) = o. Odtud plyne

Véta. Tvorici pfimka p(tg) pfimkové plochy S je cylindrickd, prave kdyz ¢, je
singularni bod sférického obrazu plochy S.

10.14. Vyznam dova “obecn&’ v nasledujicim tvrzeni bude definovan béhem
dbkazu.

Véta. Rozvinutelna primkova plocha bez cylindrickych pfimek je obecné bud
plocha teCen nebo obecny kuzel.

Dlkaz. Pevnost tecnéroviny znamenalg’, h, '] = 0. Vektor ¢’ (¢) jetedy linearni
kombinaci

(14) g'(t) = k() h(t) + 1(t) b (1),
kde k(t) al(t) jsou funkce. Probod g(t) = g(t) — I(t) h(t) natvorici pfimce plati

§() = g'(t) ~ V(O h(t) — WO W (1) = (R() — (1)) h(0).
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Za obecny pripad budeme povazovat bud to, ze k(t) — I’ (t) # 0 pro kazdé ¢ nebo
k(t) —U'(t) = 0 pro vdechnat. V prvém pripadé je vektor h(t) kolinearni s g’ (t),
takze jde o plochu teen. VV druhém pfipadé je ' (t) = o pro viechnat, takze g(t)
je pevny bod a mame pripad obecného kuzele. O

10.15. Nadevydedky z bodill 12 a 14 se nékdy shrnuji slovy, Ze plocha s nulovou
Gaussovou kFivosti je obecné plocha tefen nebo obecny kuzel nebo obecny
vélec.

10.16. Nyni se budeme zabyvat obakou jednoparametrické soustavy rovin (.S;),
t € I. Jgi rovnice tedy jsou

(15) F(z,y,z,t) = a(t)r + b(t)y + c(t)z + d(t) =

Zde n(t) = (a(t),b(t),c(t)) je smérovy vektor normaly roviny S;. Rovnici
(15) tedy mlizeme psat ve tvaru

(16) (n(t),w) +d(t) =0, w=(x,y,2) € E3.

Podle 9.6 je charakteristika uréena jesté rovnici aF =0, tj.

(17) (n'(t),w) +d'(t)=0
Jestlize
(18) n(t) x n'(t) # o,

pak (16) a (17) pro kazdé ¢ urcuji pfimku. Protoze (16) a (17) je soustava dvou
nezavidych linearnich rovnic pro tfi veliciny z, y, z, jgi FeSeni je tvaru

(19) k(t) +vh(t),

kde k(t) je jedno FeSeni nehomogenni soustavy a v h(t) je obecné FeSené ho-
mogenizované soustavy. Za predpokladu (18) je tedy charakteristicka mnozina
jednoparametricka soustava pfimek (19).

10.17. Pro hranu vratu H mame jesté rovnici atQ =0,1.

(20) (n"(8),w) +d"(t) =

Predpokladejme, Ze vektory n(t), n’(t) an’(t) jsou linearné nezavisé. Pak sou-
stava(16), (17), (20) mapro kazdét Jedlne reSeni, které oznacime f(t). Tedy f(t),
t € I, jepohyb.
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Definice. Rekneme, e jednoparametricka soustava rovin (St) je reguléarni,
jestlize [n(t),n/(t),n”"(t)] # 0 pro véechnat € I afeSeni soustavy (16), (17),
(20) je kfivka bez inflexnich bodd.

Hrana vratu regularni soustavy rovin je tedy kfivka, ktera odpovida situaci
z bodu 4.

10.18 Vé&ta. Charakteristicka mnozinaregularni jednoparametrické soustavy rovin
je plochateCen jgi hrany vratu.

Dikaz. Parametrické vyjadieni (19) charakteristické mnoziny miizeme volit tak,
Zzek(t) = f(t) jebod hrany vratu. Podle (16) plati

(21) (n(t), f(t)) +d(t) =0.
Derivovani dava

(22) (n(6), f'(1)) + (0 (1), f(1)) +d'(t) = 0.
Soutet druhého atietiho &lenu je nulovy podle (17), takze plati
(23) (n(), f'(t)) =0.
Derivovanim vztahu (n’(t), f(t)) + d'(t) = 0 dostavame

(24) (n' (@), f'(t)) + (n"(t), F(t)) + d"(t) = 0.

Soucet druhého a tfetiho ¢lenu je nulovy podie (20). Vektor f/(t) tedy spliuje
rovnice

(25) (n(®), f'(t)) =0, (7'(t).f'(t)) =0.

Tojehomogenizovanasoustavak (16) a(17). Stejnou soustavu spliujevektor h(t).
Tedy f/(t) ah(t) jsou kolinearni vektory, takzev (19) miizeme vektor h(t) nahradit
vektorem f’(t). Protoze jsme valili k(t) = f(t), (19) matvar f(t) + v f'(t). To
je plocha tefen hrany vratu. O

10.19. V pripadé obalky regularni jednoparametrické soustavy rovin vznika situ-
ace, kteraje popsanav bodé 4. Nazev hranavratu mazdetedy jasnou geometrickou
motivaci. Podobné geometrickée diivody jsou i pro rozsifeni nazvu hrana vratu na
obecng 8 situaci z bodu 9.10.
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11 Isometricka zobrazeni

11.1. Necht D, D C R? jsou oteviené mnoziny. Zobrazeni ¢: D — D je uréeno
dvgjici Ciselnych funkci o1, po: D — R, které nazyvame slozky zobrazeni
. Oznatime-li w1, uy soufadnice v D a vy, vo Soufadnice v D, mame v; =
p1(u1,u2), v2 = p2(u1, uz).

Definice. Rekneme, Ze ¢ je zobrazeni t¥idy C”, jestlize o1 i - jsou funkce
tfidy C.

V&ude déle predpokladame, ze ¢ je zobrazeni tfidy C", r > 1.

9p1 g1
11.2 Definice. Determinant J(p) = |§41" §u2| nazyvame Jacobian zobra-
8_u1’ Ousg

zeni .

11.3. Budeme studovat zobrazeni ¢g: S — S mezi dvéma jednoduchymi plo-
chami tfidy C". Pfedpokladejme, Ze S a S jsou zadany parametricky f(u1,us),
(u1,u2) € D a f(vi,v9), (v1,v9) € D. Zobrazeni g uruje jediné zobrazeni
W: D — D takove, ze go f = f o). Tedy v vyjadiuje g v oblasti parametri.
Obracengé, mame-li zadano 1, je tim uréeno g.

(>

e

Definice. Rekneme, 7e g: S — S je zobrazeni tridy C”, jestlize jim uréené
zobrazeni ¢: D — D jetiidy CT.

11.4. V predchozi definici sevyuZivaparametrizaci ploch S aS. Ukazeme, Zetfida
diferencovatelnosti zobrazeni g nezéavisi na volbé parametrizaci f a f. Nejprve
probereme zménu parametrizace f(uy,ug) plochy S, (u1,us) € D.

Uvazujme bijektivni zobrazeni ¢: D — D ftfidy C", ¢ = (p1(v1,v2),
©a(v1,v2)), (v1,v2) € D.Pak f = f o ¢ je opét zobrazeni tfidy C". U parame-
trizace plochy mame je&té podminku f1 x fo # o. Oznatime-li fi = 01(f o ),
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fa = O2(f o ), dostavame podle pravidla pro derivovani slozené funkce
0 0 0 0
(2) fi=hige t byt h=hy o+ g ?.

Tedy

= 7 (0p10ps  Opa Dpy B
flez_(avlaw avlaw)flez_‘](@)flez'

Definice. Bijektivni zobrazeni p: D — D tfidy C™ nazyvame repar ametrizace,
jestlize J () # 0 pro véechna (v1,v2) € D.

11.5. Nyni jejasng, ze definice 3 nezavisi navolbé parametrizaci. Na S provedme
reparametrizaci p: D1 — D anas reparametrizaci ¢: D1 — D.Pak g~ !: D —
D, je také zobrazeni tfidy C™ (to pfimo plyne ze zobecnéné véty o implicitni
funkci, viz skriptum [5]). V definici 3 pak misto zobrazeni 1) mame @1 o 1) o ¢,
COZ je rovnéz zobrazeni tfidy C.

11.6. Pro pohyb na plo3e budeme dale systematicky uzivat nazev draha, ktery je
v této oblasti diferenciadlni geometrie obvykly.

Zkoumejmenejprvezobrazenivy: D — D, vy = 91 (u1, uz),va = o (uz, uz).
Samo D jako Cast roviny je plocha, takze pro kazdy bod v € D mame tetny pro-
stor T, D, ktery splyvasR2. Jeho prvky jsou tetné vektory v nule ke draham h(t),
h: I — D, h(0) = u, kde predpokladame 0 € I. Soufadnice tetného vektoru
jsou dhl(o), th( ) . Uvazujme drahu ¢ o h: I — D. Soufadnice jejiho tetného

vektoru prot = 0 které Ziskame derivovanim slozenych funkci 11 (hy(t), ha(t))
arhy (ha(t), ho(t)), jsou

OY1 dhi(0)  OY1dhe(0)  Otp2 dhi(0) | Otpo dha(0)
6u1 dt 6u2 dt ’ 6u1 dt 6u2 dt '

2

Odttud plyne, Ze tegny vektor 44210 je urgen pouze vektorem 949 s prinled-
nutim k linearnosti vyrazti (2) dostavame

Vétu. Pravidio 20, 4WomO) yrgyjielineami zobrazeni T, : T, D — Ty D

pro kazdé u € D.

Definice. Toto zobrazeni nazyvame tetné zobrazeni k zobrazeni ¢ v bodé w.
Oznatime-li (duy, dus) soufednice v T, D a (dvy, dvy) soufadnice v Ty, D,

pak (2) 1ze psét vetvaru

oYn oYn 02 0o
3 dvy = auld 1+8ud2’ dvg = 6u1d 1+8u2d2

Jde tedy o diferencidly funkci ¢, as.
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11.7. Uvazujme plivodni zobrazeni g: S — S aoznatme p = f(u) € S. Uva
zujme tecny prostor 7,5 av ném vektor A, ktery je tetny ke dréze ~(t) na S,
A= d%@. Pak g o v jedrahana S atetny vektor % k této draze zavisi jen
na A. Opravdu, v parametrizacich jde praveé o vyraz (2). Tim jsme dokazali

Vétu. Pravidio 24, 4O yrgyjje lineami zobrazeni Tp,g: T,,S — Ty, S.
Definice. Zobrazeni T,,g nazyvame tetné zobrazeni k zobrazeni g v bodé p.

11.8 Definice. Rekneme, Ze zobrazeni ¢g: S — S je isometrické, jestlize kazde
tecné zobrazeni T,9: T,,S — 1,5, p € S, zachovava skalarni soucin.

To znamena (A, B) = (T,9(A),T,g(B)) prokazde A, B € T,S.
Je-li g bijektivni, pak hovorime o isometrii ploch S a S.

11.9. Bijektivni zobrazeni g: S — S SO AN @S
mUzeme realizovat tak, Ze vezmeme spo-

le€nou oblast parametrti D aodpovidgjici

s body jsou f(u1,u2) € Saf(ug,us) € J\ ﬁc

S. V tomto pripadé fikame, Ze zobrazeni
g jedano rovnosti parametr . D

Véta. Bijekce g: S — S danarovnosti parametrll je isometrie, pravé kdyZz prvni
zékladni formy ®; a®; ploch S a S jsou stejné.

Dikaz. Bazev T},S je danavektory fi, fo, bazev T, S je danavektory fi, fa
aT,g matvar du; = duy, duz = dus. Podle 6.1 skalarni soutiny teénych vektorl
k S'i S jsoudany prvni zakladni formou. O

Podminka ®; = (i)l explicitné znamenélgu = 011, 912 = G12, 922 = G922, kde
pruhované veliginy jsou spotteny naploSe S v tychZ parametrech (uq, us).

11.10. Nasledujici tvrzeni zdlivodiuje nazev isometrie.
Véta. Bijekce g: S — S jeisometrie, pravé kdyz zachovava délky kfivek.

Dikaz. Bijekci g miizeme zadat rovnosti parametr{. Protoze délkakFivky (u1(t),
us(t)),t € [a,b] je

b 2 2
dul du1 dUQ du2
4 pu— —_— 2 —_— —_—
(4) s /a \/911<dt> + 2012 T +922<dt> dt,
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zvéty 9plyne, Zepri isometrii jsou délky odpovidajicich si kfivek stejné. Obraceng,
jsou-li délky kFivek s tymz parametrickym vyjadfenim stejné, pak i délky jejich
tecnych vektorll jsou stejné podie (4). Tedy linearni zobrazeni 7,9 pro kazdée
p € S zachovava velikosti vektor{l. Z linearni algebry vime, Ze takové zobrazeni
zachovavai skaarni soucin. O

11.11. Geometricky je evidentni, Ze rotafni vélcova plocha f(u) =
(rcosuy, rsinug,ug), up € (0,27), ug € R je isometricka rovinnému pruhu
(0,27) x R. Fyziké@lné tato isometrie vznika rozvinutim valcové plochy do ro-
viny. Ovéfime to i poCetné uzitim vé&y 9. Pro valcovou plochu mame f; =
(—rsinug,rcosug,0), f2 = (0,0,1), takze g11 = 2, g12 = 0, g2o = 1. Rovinu
z = 0 |ze parametricky vyjadiit ve tvaru f(u) = (ruy, ug,0). Tedy f1 = (r,0,0),
f2=1(0,1,0) agiy =%, g12 = 0, goo = 1 Stejnéjako u valcové plochy.

11.12 Definice. Vniti'ni geometrii plochy S rozumimety jei vlastnosti, které se
zachovavaji pfi isometriich.

Podle véty 9 patfi tedy do vnitfni geometrie plochy ty jgi vlastnosti, které
Ize odvodit z prvni z&kladni formy. O téch vlastnostech plochy S, které podstatné
zévisgi nadruhé z&kladni formé, setakéfiké, Ze patfi do vnéjsi geometrie plochy.

11.13. Pojem vnitfni geometrie plochy vznikl nad Gaussovymi pracemi. On od-
vodil jgi ngvyznamngdi tvrzeni. Je to hluboky vydedek, ktery dokaZzeme v na
sledujici kapitole ve 12.14. Gauss sam si ho latinsky nazval Theorema egregium
(v prekladu: znamenitavéta). Necht K g znaci totani kfivost plochy S a K g totalni
kFivost plochy S.

Teoréma egregium (Gauss). Je-li g: S — S isometrie, pak Ks(p) = K5(9(p))
pro vechnap € S.

Je tfeba zdliraznit, Ze obé hlavni kfivosti nepatfi do vnitfni geometrie plochy
(pfi jejich vypoCtu se podstatné uziva druha zakladni forma), jgich soucin vsak
ano.

11.14 Priklad. Oteviena mnoZina v rovingé nemtize byt isometricka oteviené
mnoziné na sféfe. Opravdu, totalni kfivost roviny je nulova atotani kfivost sféry
o poloméru r je .

11.15. Pfipominame, Ze okolim na plode S bodu p € S rozumime prinik okoli
bodu p v E5 splochou S.

Definice. Plocha S se nazyva rozvinutelna, jestlize kazdy bod p € S maokoali,
které je isometrické oteviené mnoziné v roviné.
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Tato isometrie se chape jako rozvinuti pfislusné ¢asti plochy do roviny, viz
priklad 11, coz zdlvodnuje pouZzity nazev. Na druhé strang, v 10.8 jsem zavedli
pojem rozvinutelna primkova plocha. Shoda nazvll je zaloZzena na tom, Ze oba
pojmy temer splyvaji, jak nyni ukaZzeme. Pri potfebé rozliseni budeme v pfipadé
prave zavedené definice hovofit o rozvinutelnosti v metrickém smyslu.

11.16. Uvazujme obecny valec. Osu z zvolme rovnobé&zné s tvoricimi pfimkami
vélce, zakfivku g vezmémertez valcerovinou z = 0 aparametrizujmeji obloukem.
Parametrické vyjadieni naseho vélce je

f(s,0) = (91(5),92(5),v) -

Tedy f1 = (91, 95,0), f2 = (0,0,1), g11 = 1, g12 = 0, goo = 1. P¥i parametrizeci
roviny f(s,v) = (s,v,0) dostavame steiné g1 = 1, gi12 = 0, goo = 1. Rovnost
parametrll tedy dava lokani isometrii obou ploch.

11.17. Uvazujme obecny kuzel s vrcholem v poCéatku, takze f(t,v) = g(t)v.
Pritom miizeme jeté predpokladat, Ze kfivka ¢ je parametrizovana obloukem s
allg(s)| = 1 pro véechna s. Tedy f1 = ¢'(s)v, fa = g(s), tekze g = v,
g22 = 1 agi2 = 0, nebot vektory g(s) ag’(s) jsou kolmé.
JestliZze v roviné zvolime za g jednotkovou kruznici k&(s),
miizemerovinulokalnéparametrizovat vetvaru f (s, v) =

k(s)v. Tedy g11 = v2, g12 = 0, oo = 1, coz dokazuje )
lok&lni isometrii obecného kuzele aroviny. \

k(s)

11.18. Uvazujme plochu te€en ¢(t) + vg'(t) kfivky C. Jako parametr na C' vez-
meme oblouk. Z hlediska Frenetovych rovnic miizeme psat parametrické vyjadreni
nasSi plochy ve tvaru

f(s,0) = g(s) + vei(s).

Tedy f1 = e1(s) + vse(s) ea(s), fo = e1(s), takze g11 = 1 + v2 32(s), g12 = 1,
g22 = 1.V roviné uvazujme kfivku g(s), ktera lokalné méa stejnou kfivost jako
prostorova kfivka C, a zavedme lokani parametrizaci roviny f(s,v) = g(s) +
v§'(s). Tolze také psét ve tvaru

fs,0) = g(s) +ve(s).

Mame f1 = é1(s) + v x(s) éa(s), fo = €1(s). | zde plati g1; = 1 + v?s%(s),
g12 = 1, goo = 1. Sestrgjili jsme tedy lokani isometrii plochy teCen srovinou.

11.19. V 10.11 jsme dokazali, Ze plocha s nulovou Gaussovou kfivosti, na niz
nejsou planarni body, je lokalné rozvinutelna plocha pfimkova. Z 10.15 vime, ze
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rozvinutelna plocha pfimkova obecné je plocha teCen nebo obecny valec nebo
obecny kuzel. O téchto plochach jsme nyni dokazali, Ze jsou rozvinutelné v me-
trickém smydu. P¥i jiném pristupu, kterym se zde jiz nebudeme zabyvat, se da
dokézat nasledujici tvrzeni (viz t&€Z vétu 14.6).

Véta. Plocha S je lokané isometricka roving, pravé kdyz méa nulovou Gaussovu
kfivost.
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12 Paralelni prenaseni vektor po plose

12.1. Uvazuime plochu S C E3 adréhu~: I — S nani. Zaméfeni prostoru E3
znaCime V.

Definice. Zobrazeni A: I — V nazyvame tetné vektorové pole plochy S podé
drahy v, jestlize A(t) € TS pro vsechnat € 1.

Nulové tecné vektory podé ~ tvori pole, které znaCime 0,. Je-li A tetné
vektorové polepodé yag: I — R jefunkce, pak g(t)A(t) je opét tetné vektorové
pole podél ~. Jsou-li A; a A, dvétetnavektorovapole podél v, paki A (t)+ Aa(t)
je tecné vektorove pole podd ~.

12.2. Pripominame, ze N,,S znati norméu plochy S v bodé p. Nasledujici definice
ma pro diferenciani geometrii ploch zasadni vyznam.

Definice. Rekneme, Zetetnévektorovépole A podd drahy ~ jetvorenovektory
paraleinimi na S, jestlize % dd ¢ N (1S provsechnat € 1.

12.3. Vektor 4 se v kazdéem bodg dréhy ~(t) rozklada do sméru tetné roviny
TypS a normaly Ny S Tetné slozky predstavuji opét tecné vektorove pole
plochy S podél ~.

Definice. Tetné vektorové pole plochy S podd drahy ~, které je tvofeno
teénymi slozkami vektor{ ¢ dt , nazyvame kovariantni derivaci tetného vektoro-
vého pole A plachy S podél drahy ~.

Pole A je tedy tvofeno vektory paraelnimi na S, prave kdyz Je nulové
pole podél ~.

12.4. Naezneme soufadné vyjéadreni pro 4 Protozevektory f1, fa, njsouv kaz-
déem bodé plochy linearné nezavidlg, plati pro druhé parciani derivace rozklady

fi1 =T34 (u, ug) f1 + T3 (ur, uz) fo + hiy(ug,ug) n
1) fi2 = Tip(ur,ug) fi + Tly(ur, ug) fo + hia(ui, uz) n
foo = Tao(uy, ug) f1 + Do (1, uz) fo + hoo(ur, us) n

Skalarni nasobeni kazdé z rovnic jednotkovym vektorem n kolmym na f; a fo
ukazuje, Ze koeficienty pfi n jsou opravdu koeficienty druhé zakladni formy, jak
oznaCeni napovida

Definice. Funkce F;k i,j,k = 1,2, %, = I'l,, nazgvame Christoffelovy sym-
boly plochy S pfislusné parametrizaci f(uy,us2).
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12.5. Necht dréha ~(t) je dana parametricky (u1(t),u2(t)) a necht A(t) =
(UL(t), Ua(t)). Tedy

2 At) = Ur(t) fr(u(t), u2(t) + Uz(t) fa(ur(t), ua(t)) -
Odtud pfimo spocteme a upravime uzitim (1)
dA dU du dU. du
Ez—lfl U1<f11 + f12 2)+—2f2+U2(f12 + f22 2)
dUl d dUQ du1 dUQ
= [ Thon G (0 ) R
dUQ 2 du1 dUQ du1 dUQ
# G+ TG TR )+ TR e on.

kde vyraz u n nés nezgjima Oznagime-li ~01, ¥L2 soufadnice tegného vektoro-

vého pole podel ~, mame

VU1 dU1 d
— + Z T} t :
i,5=1
€)
VUQ dU2 duj
= F .

12.6. Pro prvni seznameni se svzorci (3) odvodime

Vétu. Pro teCnavektorova pole A, B plochy S podé dréhy v afunkci g: I — R
plati

V(A+B) VA VB V(gA) dg VA
DAL M =T py gl
dt o e Ta T a
Dikaz. To pfimo plyne z (3). O

(4)

12.7. Nadedujici tvrzeni ukazuje, Ze paralelni pfenaSeni podé zadané drahy ma
podobné vlastnosti jako paralelni prenadgeni vektorll v roving.

Véta. Pro kazdou drahu~: I — S, kazdé to € I akazdy vektor Ay € TS
existuje praveé jedno tetné vektorové pole podé ~ splfijict A(tg) = Ao, kteréje
tvoreno vektory paralelnimi na S.

Dlkaz. Pfi dané draze v podminka anulovani rovnic (3) tvofi soustavu dvou
obyceinych diferencialnich rovnic. Hodnota Ay predstavuje pocatetni podminku
pro tuto soustavu. TafeSeni jednoznatné urcuje. O
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12.8 Definice. Rikame, Ze teéné vektorove pole A z véty 7 predstavuje paralelni
prenaSeni vektoru A podé drahy v naplose S.

Predpokladejme, Ze dréha () je parametrizaci jednoduché kfivky C' na S.
Pri reparametrizaci ¢t = (1) kfivky C' dostavame jinou dréhu ~ o <p Kdyz tuto
Zménu parametrizace dosad ime do (3), derivace podle t se nasobi 42 4+ Protoze

vyrazy (3) jsou lineani v 4t a 44 = 1 2, diferenciélni rovnice VUZ =0,

1 = 1,2, pro paralelni prenasenl jSou rovnocenné s w 0. Geometrlcky
to znamena, Ze pri rliznych parametrizacich téze kiivky C na S dostavame totéz
paralelni prenaSeni vektorll. Hovorime tedy nejen o paralelnim prenaseni vektorl
podél drahy na S, ale také o paralelnim prenageni vektor 0l podé krivky na S.

12.9 Véta. Jestlize teCné vektorové pole A resp. B podé drahy ~ predstavuje
paralelni prenaseni vektoru Ag € T, ;,)S resp. Bo € T'y4,)S, pak pole k1 A +k2 B
predstavuje paraelni pfendSeni vektoru ky Ag + ko By, k1, ko € R.

Dukaz Veta6 pro konstantni g = k dava YEA) — VA Tedy Y(ATkE) _
k1 A 4 kz B Z anulovani pravé strany pIyne anulovanl strany levé. O

Geometricky FeCeno, paralelni pfenaseni zachovava linearni kombinace vek-
toru.

12.10 Priklad. Uvazujeme-li rovinu o jako plochu v Ej3, pak pro kazdé tecné
vektorov’epoIeA( ) = (Ur(t), Uz(t)) podé libovolnedrahy y(t) v o jenorméova
slozka vektoru nquva, takze A(t) se paraelné prenédsi podle -, pravé kdyz
E = 0, tedy Ul( ) a Ua(t) jsou konstanty. To je klasické paraelni prenédeni
v roviné. Toto prendSeni nezavisi na draze.

Ukazeme v&ak, Ze jiz na sféfe S pardelni prenadeni vektorll na draze za
visi. Uvazujme osminu sféry podle obrazku. Hlavni kruznice v roving z =
0 méa parametrické vyjadreni f(t) = (rcost,rsint). Jgi
teCny vektor je v(t) = % = (—rsint,rcost). Tedy & =
(—rcost,—rsint). Vektor norméy sféry v bodé f(t) je
(cost,sint), takze % € Ny, S. Tekné vektory k hlavni kruz- a
nici setedy podé ni paralelné pfenasgji. Oznatme a bod s pa-
rametrem ¢t = 0 ab bod s parametrem ¢ = 7.

PfenaSegime tentyz vektor v = v(0) podé hlavni kruznice v roviné kolmé na
v do bodu ¢ o parametru 7. Podél této kiivky mame konstantni vektor v, takze
fl—;’ = 0. Pokratujme v prenaSeni podle mensiho oblouku hlavni kruznice z bodu ¢
do b. Zde pfenéSime opét tetné vektory podé hlavni kruznice, takZe jde o paraeni
prenaseni. — Vysledkem preneseni vektoru v do bodu b po dvou rtiznych drahach
| all jsou tedy dvarlizné vektory, které dokonce jsou na sebe kolmé. Druha draha
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je sice jen po Castech diferencovatelng, ale jgi “zlom” v bodé ¢ neni pricinou
rtiznych vysledkil paraelniho prenosu vektoru v po drahach | all.

12.11. Rozklady (1) Ize pouzit i k vypottu Christoffelovych symbolll. Velmi
jednoduchou proceduru dostavame v pripadé, ze parametricka sit je ortogonalni,
tedy g12 = (f1, f2) = 0. Probereme pfipad sféry

f(u1,uz) = r(cosuj cos ug,sin u; cos ug, sin usg)
z 6.4. Tam jsme nalezli

fl = T'(— sinu1 COS U2, COS U1 COS U2, 0) )

(5) fa = r(— cosuq sin ug, — sin uy sin ug, cos uz) ,

gu = (fi,fi) =r*cos?uz, g2 =(f1,/2) =0, g2 = (fo, o) =7
DalSim derivovanim dostavame
f11 = r(— cos uy cos ug, — sinuj cos ug, 0),
(6) f12 = r(sinuy sin ug, — cos ug sin ug, 0) ,
fag = r(— cosuj cos ug, — sin uj cos ug, — sin uy) .
Rovnice (1) skalarné nasobime postupné vektory f1 a fo, pricemz skalarni souciny
na levé strané musime vycidlit. Takto dostavame
0 = I'1;72 cos® ug, r? sinug cos ug = T2, —r? sin ug cos ug = ['1yr? cos? us
0=T%r%, 0=Tlyr?cosuy, 0=TI%7r2%
Tedy
I'l, =0, T =sinugcosuy, Iy = —tguy, ' =0, sy =0, '3, =0.

12.12. Nadedujici véta je predevSim zasadni teoreticky vydedek. Rovnice (7)
ukazuiji, Ze Christoffelovy symboly Ize vyjadFit pomoci koeficientl prvni zakladni
formy. Paralelni prenaseni vektor po plose patfi tedy do vnitfni geometrie
plochy.

Protoze g11g22 — g3, > 0, Etvercova (2 x 2)-matice (g;;) jeregularni. Oznatme
(gx;) matici K ni inverzni.

Véta. Plati
2

1 - (9951  Ogu  O0gij
koL j _ 99ij
" I = 2 ;%z( Ou; * ou; Oy > '
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Dikaz. Derivovanim vztahu (f;, fj) = gi; podle v; dostavame

® 25— fy)+ i)

2
Podle (1) mame f;; = > L3 fm + hijn. Dosazenim dostavame

m=1

2
(fu, f5) = Z L7 gmj -
m=1

Tedy (8) mlizeme prepsat jako

892‘ j 2 m m
9) a—ulj = (T gmj + Tt gmi) -

m=1
Dalg dvé rovnice ziskame zaménou index

2

dgi
(10 9. = 2 (Cjam + Tijgm)
m=1
g1 2
(11) S = 2 (Tt +Tiigm)
m=1

Settenim (10) + (11) — (9) spfihlédnutim k symetrii g;; al“fj v dolnich indexech
dostavame
2

dga . Ogi;  0gij _ 23"y,
_ " Gt -
1

Ouj  Ou; oy

(12)

m=

Vydélime Cislem 2 apro pevné i, j uvazujeme (I'}}) jako dvourozmérny fadkovy
vektor. Pak maticovy tvar pravé strany (12) je (F;?) (gm1)- Neznamé I'7 spocteme
nasobenim inverzni matici (g;). To dava (7). O

12.13. Samozigimé, (7) miize slouZit i jako vzorec pro vypocet Christoffelovych
symbolt. Jednoduchym prikladem je obecny valec z 11.16. Tam jsme nalezli
g1 = 1, g12 = 0, goo = 1. VSechny parcidni derivace ve vzorci (7) jsou
tedy nulové, protoze jde o derivace konstant. V3echny Christoffelovy symboly
obecného valce jsou tedy nuloveé.
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12.14. Nyni dokazeme Gaussovu teorému egregium. Vyjdeme z rovnic (1), které
budeme psét ve tvaru

2
(13) fii =Y Thifi+ hin.
=1

a3f l 8Fl

& S _ Py o on g Ohy ;
Oznacime f;;, = D000 Lijk = Pup M= By hijr = D Raovnice 7.(8)

zapiSeme ve tvaru

(14) (nz‘,fj) = _hz’j-

Derivavanim (13) podle u;, dostavame

2 2
(15) fiie = T uhm+ > T fur + hijen + hijng .

m=1 n=1
Podle (13) pro druhy ¢len na pravé strangé plati

2

2
(16) S Ttk =Y THT fon + hnkn) -
n=1 m,n=1
Skalarnim nasobenim (15) vektorem f; dostavame, s uzitim (14),

17 (fijs 1) = Zfzjkgmz+ Z LTk gmt — hijhu -

m,n=1

Protoze ze symetrie tfetich parcialnich derivaci plyne fir; = fijx, musi (17) platit
i pfi vymeéné j a k. Odettenim obou vztahll ziskavame

2 2
(A8)  hughia — hiwhy = 3 g [V~ Tt + > (T - I3 -
m=1 n=1

Proi=1,7=1,k=2,1=2dostavame

Vétu (Gaussova rovnice). Plati

2
(19)  harhey — hiy = Z Gm?2 {Fﬁg —T5+ Z I — Pl )] :

m=1
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Podle véty 12 prava strana zavisi jen na koeficientech g;; prvni zékladni
formy ajejich parcidnich derivacich prvniho a druhého fadu. V 8.9 jsme naezli
K = (hll hog — h%2)/(g11922 — 9%2)' Tedy Gaussova kfivost K patF'l do vnitfni
geometrie plochy, jak tvrdi teoréma egregium.

Poznamenavame, Ze pri dosazeni jinych indext i, j, k, [ do (18) dostavame
bud stejnou rovnici (19) nebo identitu.

12.15. Informace. Jestlize podobné rozloZime vektory n;, i« = 1,2 do repéru
o ong _ Onj 52 "y :

fi, f?, n avyC|sI|,me vztahv BZ,- = B (= ﬁ) dostavame tzv. Codazziho

rovnice (podstatné jsou dve)

2
(20) hijk — hikj + Z(Féjhlk — Dlyphyy) =0.
=1

UZitim z&kladni techniky pro soustavy parciénich diferencianich rovnic (kte-
roujevéta7.8veskriptu[5]) sedokaZi tato dveétvrzeni o existenci ajednoznacnosti,
ktera se nékdy nazyvaji Zakladni véta teorie ploch.

. Jsou-li S resp. S dvé jednoduché plochy s parametrizaci f: D — Es resp.
f: D — Esnastgnéoblasti D, které maji stgjnou prvni adruhou zakladni formu,
pak existuje shodnost ¢: F3 — F3takova, zep o f = f.

Strucné feceno: Plochy, které maji stejnou prvni adruhou zakladni formu, jsou
shodné.

II. Uvazujme dvé kvadraticke formy &, a ®, na D C R?, piitemz &, je
pozitivnédefinitni ve vSech bodech. Jestlize &, a®- spliuji Gaussovu aCodazziho
rovnice, pak lokalné existuje plocha s parametrizaci f: D — FEs5 takova, ze
a®, jsou jei prvni adruha zakladni forma.
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13 Geodetické krivky

13.1. Na plose S miizeme podé kazdé drahy v: I — S uvazovat pole jejich
tecnych vektorl, které oznatime +.

Definice. Dréhu v: U — S nazyvame geodeticka draha, jestlize pole ¥ jgich
teCnych vektorll se podé ni paralelné prenasi.

V roviné p to znamena, Ze teny vektor 4 = « je konstantni, takze jde o rov-
nomérny pohyb p + ta po pfimee, p € o.

13.2. Podminka, aby dréha -y byla geodeticka, tedy zni 1 = o. Necht y(t) =
(u1(t), ua(t)). Do vzorch 12.(4) tedy musime dosadit U; = 44, i = 1,2 aanu-
lovat je. Geodeticka draha je tedy FfeSenim soustavy dvou diferencialnich rovnic
2. fadu

2

d?u; , du; duy
1 ! ey (u(t) =2 — =0, i=1,2.
( ) dt2 +J;1 jk;(u( )) At dt y ¢ )

Takovéto soustava se v mnoha smérech chova podobné jako jedna diferenciélni
rovnice 2. Fadu.

13.3. Jeznamo, ZeteSeni diferenciélni rovnice 2. fadu je ureno pocatetni hodno-
tou a pocatecni rychlosti (tj. hodnotou derivace). Analogicky v pFipadé soustavy
(1) plati

Véta. Prokazdy bod p € S akazdy vektor A € T,,S existujeinterval 0 € /4 C R
ajedina geodetickadréha~4: 14 — S takovg, Zzev(0) = pa~(0) = A.

Interval I, se obecné méni v zavislosti na A.
13.4. Je uZitetné si uvédomit tuto jednoduchou skutecnost.

Lemma. Je-li v(t) geodeticka draha, pak i dréhay(at+ b) je geodeticka pro kazda
a,beRR.

° - - , =, 25 2
Diikaz Oznatme 7(t) = ~(at + b). Mame G D, DD 2
Vynasobime-li rovnice (1) vyrazem a?, pak pro 5(t) = (@1 (t), @2(t)) rovnéz
plati

Pi; o~ o dil dig
7t 2 Tw(0) G G =0, =12
jk=1
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Toto lemmamayv roviné prirozenou kinematickou interpretaci: Jestlize u rov-
nomérného pfimocarého pohybu linearné zménime parametrizaci, dostavame opét
rovnomérny prfimocary pohyb.

13.5 Definice. Kfivka C € S se nazyva geodeticka kfivka, jestlize existuje
takova jeji parametrizace y(t), Ze v je geodeticka dréha.

Strucné se hovofi o geodetice. — Geodetické kfivky v roving jsou primky.
Z bodli 3 a4 ihned plyne

Véta. Pro kazdy bod p € S akazdy smér v T),S existuje jedina geodetika na S,
ktera se v bodé p tohoto sméru dotyka.

13.6. Z vlastnosti FeSeni soustav diferenciélnich rovnic 2. fadu, které zde podrob-
ngji nebudeme uvadét, dale plyne

Véta. Pro kazdy bod p € S existuje takové jeho okoli Z C S, Ze pro kazdé dva
body ¢1 # ¢2 v Z existuje jedina geodetika v Z, ktera prochazi body ¢; ags.

Tato vlastnost je anal ogicka tomu, Ze kazdé dvariizné body v roving Ize spojit
jedinou pfimkou. Jednoduchy priklad vsak ukazuje, Ze na ploSe je poZadavek
lokalnosti v tomto tvrzeni podstatny. Hned v nasledujicim bodé dokazeme, ze
geodetiky na sféfe S jsou hlavni kruznice. Kazdym bodem ¢; € S a kazdym
bodem ¢, rliznym od “opatného polu” prochazi jedina hlavni kruznice. Jestlize
v&ak za ¢, vezmeme bod soumérny s ¢; vzhledem ke stfedu sféry, pak body ¢
a g, prochézi nekonecné mnoho hlavnich kruznic.

13.7. Pfipominame, Ze oskulatni rovina kfivky neni definovana v inflexnich bo-
dech. Nasledyjici véta podava “vngsi” charakteristiku geodetik.

Véta. Kfivka C' C S je geodetickd, prave kdyz jei oskulatni rovina v kazdem
bodé obsahuje normalu plochy nebo oskulatni rovina neni definovana.

Dlkaz. Podminka % = 0 Znamena, ze vektor ‘fl—j lezi v zaméfeni normaly. Je-li
fl—j # o, Vektory 4 a fl—j urcuji oskula€ni rovinu, ktera tedy obsahuje normalu
plochy. Je-li ‘fl—j = o, jde o inflexni bod. Obracené, uvazujme kfivku C para
metrizovanou obloukem ~(s) . Pak ((s),7(s)) = 1. Derivovanim dostavame
(%, 9) = 0. Jeli & + o, vektory 4 a 4 uréuji oskulatni rovinu, o niz predpo-
kladame, Ze obsahuje normalu plochy. Protoze vektor fl—z jekolmy navektor +(s),

je rovnob&zny s normélou. Tedy Y = o. Je-li & = o, pak teké ¥ = o. O

91



Priklad. Hlavni kruznice C nasféfe S je kruznice, j€iz stfed splyva se stfedem
sféry. Jgji oskulatni rovina v kazdém bodé splyva s rovinou, v niz tato kruznice
leZi, a v této roviné také leZi normaly sféery podé C. Kazda hlavni kruznice je
tedy geodetika. Na druhé strang, kazdym bodem p € S v kazdem sméru v 7,5
prochézi jedina hlavni kruznice. Podle véty 5 jiné geodetiky na S neexistuji.

13.8 Dldedek. Je-li C geodeticka kfivkaa~(s) jejeji parametrizace obloukem,
pak ~y(s) je geodeticka draha

Dlkaz Podle véty 7 prochazi oskulatni rovinakfivky C' normalou plochy. Podle
druhé césti dikazu této véty je Y1 = o. O

13.9. Necht Z C S jengaké okoli bodu p € S svlastnosti véty 6.

Vé&ta. Pro kazde q € Z, q # p, geodetika prochazejici body p a g je ngkratsi
kfivkav Z, ktera spojuje body p aq.

Dikaz. . . L
Oznatme C' geodetiku spojujici body p a q. Bodem

p vedme ngakou kfivku C' kolmou na C. Kazdym
bodem kfivky C' vedme geodetiku kolmou na ni. To
B dava jednu vrstvu parametrickych krivek. Jako dru-
C hou vrstvu zvolme ortogonélni trajektorie. Vezmeme-
li na C ngaky parametr v; ana C ngaky parametr
D C q U1 us9,dostavame tak soufadnou soustavu najistém okoli
U geodetiky C'. Mlizeme valit p = (0,0), ¢ = (a,0),
a > 0.
Parametrizujeme-li kfivku us = c obloukem s, tedy u; = s, je to geodeticka
dréha. Splfiuje tedy rovnice (1). Mame %2 = o, €% — 0, nebot uy = ¢, adde

dui _ 1 (parametr je oblouk) a &4t = 0. Kdy? to dosadime do (1), dostavame

ds?2

U2

F%lzov F%lzo

ProtoZe parametricka sit' je ortogonani, mame gi12 = (f1, f2) = 0. UZitim roz-
kladl 12.(1) dostavame
dgir  9(f1, f1)

duy 0w =2(f1, fu) = 2011 (f1, 1) = 0.

Derivovani (f1, f2) = 0 dava pomocny vztah

a(f1, f2)

0= T Ouy (f11, f2) + (f1, fi2) = TTi(fa, f2) + (f1, f12) = 0,
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takze (f1, f12) = 0. Nyni dostavame

dgun  O(f1, f1) B
Duy ~  Ouy = 2(f1, f12) =

Tedy ¢11 je konstanta k& > 0.
Vezméme kfivku z p do ¢ danou parametricky u; = ¢, us = f(t), f(0) =0,
f(a) = 0. Jgi délkajerovna

) / \/k‘+922tf (di)

Délka geodetiky C je fO“ VEdt = avk. Protoze gy > 0, integrél (2) je V&S
nebo roven av/k arovnost plati jeding pro 4 = 0. Spolu's f(0) = 0 to znamena
f(t) = 0 pro vsechnat. O

13.10 Poznamka. Nejstarsi pristup k pojmu geodetika vychazel pravé z toho,
Ze jde o ngikratsi spojnici dvou bodl na plose. Diferencialni rovnice geodetik se
tehdy odvozovaly metodami variatniho poctu.

13.11. Kfivost > rovinnékfivky f(s) spliije s = || 92|, e; = 4. Analogie této
vlastnosti se berejako definice geodeti ckékfivosti kfivky C' C S. Predpokladejme,
Ze C' je parametrizovana obloukem ~(s). Pak 4 = ‘ZI—Z je jednotkovy vektor.

Definice. Geodetickou kFivost s, ki'ivky ~(s) na ploSe S definujeme vztahem
o
Mg = Hd_LZH
Geodetickéa kFivost tedy patfi do vnitfni geometrie plochy.

Poznamka. Existujei pojem geodetickator ze kFivky na plose, aleten jiz nepatfi
do vnitfni geometrie plochy.

13.12. Podame srovnani obycejné kfivosti s« a geodeticke kfivosti s, kfivky C
naplose S.

Véta. Necht « je Uhel, ktery svira norméla plochy s oskulatni rovinou kfivky
C C S.Pek s, = »xsina. V inflexnim bodeé kiivky C je s, = 0.

DUkaz.

w V neinflexnim bodg vektor 2t leZi v oskulagni
N| dy roviné. Z obréazku, na némz je nakreslen fez ro-
ds < . . . ..
| vinou kolmou na oskulagni rovinu w kfivky C,
~ plyne ||| = [|£|| sin . V inflexnim bodg je
o
Tz ‘fi—_otakzetaked =o.
]
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13.13 Dlsledek. KfivkaC naploSe S je geodeticka, pravé kdyz s, = 0 ve véech
jejich bodech.

Dikaz. To pfimo plynez vét 7 a12. O

V roviné jsou pfimky charakterizovany vlastnosti »c = 0. | toto ukazuje
analogii nékterych vlastnosti pfimek v roviné a geodetik na plose.

13.14. Pomoci geodetik miizeme na plochu prenaset nékteré konstrukce z rovinné
euklidovské geometrie. Negjjednodussi je pojem geodetické kruznice naplose S.

Z vlastnosti FeSeni soustavy diferencidnich rovnic 2. fadu plyne, Ze ke kaz-
dému bodu p € S existuje takové Cislo , > 0, ze pro kazdé 0 < r < r, nakazde
geodetice bodem p existuji pravé dvabody ¢; ags, v kazdem sméru jeden, takové,
Ze délka oblouku geodetiky mezi body p ag¢, stejnéjako mezi body p ag, jerovna
r amnoZzina K (p, r) vSech téchto bodli je kfivkana S.

Definice. KFivku K (p, r) nazyvame geodeticka kruZznice o poloméru r a stfedu
pnaplo%e S.

Na prikladé sféery S o poloméru o ukézeme, Ze uvazovana konstrukce ma
obecné jen lokalni charakter. Je-li r < 7o, pak K (p, ) je obyCejnakruznice na.S,
coz jekfivka. Pror = 7o se po geodetikach ve vSech smérech dostavame do bodu
protilenlého k p na S. V jistem smyslu Izefici, Ze pro r = 7o kruznice K (p, )
“kolabuje’ v jediny bod.

13.15. V roving mgji kruznice konstantni kfivost apravé jsmeviddi, zei nasféfe
maji geodetické kruznice konstantni geodetickou kFivost. Obecné to vsak neplati.
Jiz natrojosem elipsoidu (tj. elipsoidu s rliznymi délkami os) geodeticke kruznice
nemaji konstantni geodetickou kfivost. — Jedno obecné tvrzeni v tomto sméru
uvedeme jesté v 14.7.
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14 Plochy skonstantni Gaussovou kFivosti

V této kapitole chceme predevdim ukazat souvidosti vnitfni geometrie ploch
s neeuklidovskou geometrii. Tyto poznatky jsou nejen geometricky krasné, ae
hraly i vyznamnou roli v historii matematiky. Byly to hlavné nové vysedky
z vnitfni geometrie ploch, které zaCatkem druhé poloviny 19. stoleti vedly predni
geometry té doby k presvédteni, Ze neeuklidovska geometrie tvori matematickou
teorii ve stejném smyslu jako geometrie euklidovska. — Dukazy nékterych tvrzeni
v této kapitole vyzaduji bud pfilis rozsahlé vypotty nebo pouZiti jinych prostiedkdl,
nez mame k dispozici. Tyto dikazy budeme vypoustét — jde nam vice o celkovy
pohled nez o detailni zvladnuti technickych zaleZitosti.

14.1. Nejprve budeme zkoumat lokani isometrie plochy S do sebe. V prFipadé
libovolnéplachy je predpoklad |okal nosti isometrienatol ik prirozeny, ze privlastek
“lokani” budeme dale vynechavat. Uvazujme rotatni plochu S z bodu 8.15,
parametr ¢ v&ak pfejmenujeme nau. Parametrické vyjadreni plochy S tedy je

(1) f(u,v) = (g(u) cosv, g(u) sinv, h(u)) .

V 8.15jsmendezli g11 = g2 + h/?, g1o = 0, g2o = g°. Rotatni plocha ziggmé ma
jednoparametrickou soustavu isometrii, ktera je uréena rotacemi. To vidime i na
1. z&kladni formé

@) P = g11(u) du® + goo(u) dv*, g1 = g + B2, go2 = ¢*.
Zobrazeni uw = @, v = v + ¢ tuto formu zachovava, nebot du = du, dv = db.

14.2. Predpokladejme obraceng, Ze plocha S ma jednoparametrickou soustavu
isometrii takovou, Ze jgi trajektorie tvori vrstvu . kfivek. Uvazujme ortogonalni
trjektorie . této vrstvy. KFivky vrstvy ¢ prechazeji pfi isometriich jedna
na druhou, protoZe isometrie zachovava Uhly. Zvolme ¢ za soufadné kFivky
u = konst. a .’ za soufadné kfivky v = konst. NaSe isometrie pak maji tvar
i =u,?9 = v+ c Forma®; sepfi nich zachovava a mame g;» = 0 podle
ortogonalnosti soufadné sitg, takze

(3) d, :Al(u)du2+A2(u)dv2, A1 >0,4,>0.

Zménime parametr v na @ tak, ze plati du = /Ay du, tedy u = [+/A; du,
pficemz ponechavame v = v. Pak mame

®; = du® + B(a)dv>, B>0.

To je 1. z&ladni forma rotatni plochy vytvorené grafem funkce x = /B(z),
pricemz tuto kFivku parametrizujeme obloukem. Dokazali jsme tedy
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Vétu. Pokud plocha S majednoparametrickou soustavu isometrii, pak je lokalné
isometricka rotatni plose.

14.3. Vime, ze Gaussova kfivost se zachovava pri isometriich. Pokud tedy plocha
S mavicenez jednoparametrickou soustavu isometrii, musi mit konstantni Gausso-
vu kfivost. Z 11.19 vime, Ze plocha je lokalngé isometricka roving, pravé kdyz ma
nulovou Gaussovu kfivost. Plati vsak i obecngji, Ze kazdé dvé plochy s touz
konstantni Gaussovou kfivosti K jsou lokalné isometrické, viz bod 14.6 dale.

Zakladni priklad plochy s nulovym K je rovina. Zakladni priklad plochy
skonstantni kladnou kfivosti K = TLQ jesférao poloméru r, viz 8.11. Sprikladem
plochy o konstantni zaporné kfivosti K = —a% se nyni seznamime.

14.4. Budeme potfebovat vzorec pro Gaussovu kfivost rotacni plochy (1). Koefi-
cienty 1. a2. zakladni formy jsme spocetli v 8.15. Tedy

_ h11h22 _ h%z _ hl(g/h/l _ h/g/l)
911922 — 9o 9(g” + h'?)?

(4) K

Protoze rotace jsou isometriemi, K nezavisi narotatnim parametru v.

14.5. Rovinnakfivka s parametrickym vyjadienim

(B5) z=asinu=gu), z :a[ln(tgg) + cosu] = h(u),

se nazyvatraktrix s parametrem a > 0, viz ob-
razek. (Prou = 3 jexr = a a lim h(u) =0. 2
U— 5

2
Bod (a, 0) vSak nakfivce neleZi, zdejde o jisty
druhsingularity.) Rotaci kolemosy z vznikaplo-  —
chatrubkovitého tvaru, ktera se nazyva pseudo-
sféra. Jgji Gaussovu kfivost spocteme podle (4).
Mame ¢ = acosu, ¢’ = —asinu,

I :a(;-l—sinu) :a( ,1 —sinu)7 n’ :a<—
tg 4 cos?y 2 sinu i

Dosazeni do (4) dava K = — .

Pseudosféra s parametrem o ma tedy zapornou konstantni Gaussovu kFivost
—-L. V tomto sméru je protipblem sféry, pro niz K = <. Odtud také pochézi
,a T
nazev plochy.
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14.6. O roving, jgiz isometrie jsou klasicka shodna zobrazeni, dobfe vime, ze
matroj parametrickou soustavu isometrii. Isometrie sféry S vznikaji zUZenim téch
shodnych zobrazeni v E3, ktera S zachovavaji. Geometricky snadno nahlédneme,
Ze pro kazdé dva body p, p € S a kazdé dvé dvgjice jednotkovych kolmych
vektorll ey, e2 € T,,S aey, &3 € T;S existuje jedinaisometrie g: S — S takova,
ze g(p) = p, Tpg(e1) = €1, Tpg(ez) = é2. Podobné tvrzeni plati i pro libovolné
plochy s konstantni Gaussovou kfivosti. Uvadime je bez diikazu.

Véta (Mindingova). Necht S a S jsou plochy s touz konstantni Gaussovou kfi-
vosti. Pak pro kazdé body p € S ap € S akazdé dvojice jednotkovych kolmych
vektorll ey, ex € T,,S aéy, 2 € T;S existuje jedinalokalni isometrie g z S do S
takova, ze g(p) = p, Tpg(er) = €1, Tpg(ea) = éa. O

Lokani isometrie kazdé plochy s konstantni Gaussovou kfivosti tvori tedy
trojparametrickou soustavu, stejné jako shodnosti v roviné.

14.7. Uvazujme geodetickou kruznici K (p, ) naploSe S skonstantni Gaussovou
kfivosti. Z véty 6 plyne, Ze na S existuje jednoparametricka soustava lokanich
isometrii, kter& zachovava bod p (v jistém smyslu jde o rotace kolem bodu p).
Pro mala r odtud plyne, Ze geodeticka kFivost geodetické kruznice je ve vsech
bodech stejna. Pripad sféry byl jiz zminén v 13.15. Da se ukazat, Ze toto tvrzeni
plati i globalng, jak fika

Véta. Na ploSe s konstantni Gaussovou kfivosti maji geodetické kruznice kon-
stantni geodetickou kfivost.

14.8. Dasim nadim nastrojem bude Gaussova-Bonnetova véta. VyloZime nejprve
potfebné pojmy.

Necht C' je kfivka s parametrizaci f(t),t € 1.
Definice. Usekem U kFivky C' odpovidajicim uzavienému intervalu [a,b] C I
rozumime mnozinu f(t), t € [a, bl.

14.9. Necht D C R? je oteviena mnozina. Jednoduchou

oblasti Q ¢ D rozumime takovou otevienou, konvexni @
aohraniCenou podmnozinu, Zei jeji uzavér 2 leziv D ajei

hranice 992 je tvofena konecnym pottem Usekl kfivek.

D

Definice. PodmnozinuTW C S nazyvamejednoduchaoblast naplo3e.S, existuje-
li takovaparametrizace f: D — Esplochy S,ZeW = f(Q), kde(2 jejednoducha
oblastv D.

Uvédomnéme si, Ze je tfeba jasné rozlisovat mezi jednoduchou plochou ajed-
noduchou oblasti na ploSe.
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14.10. Necht h jefunkce definovananakfivce C'. Pfi dané parametrizaci f: I —
Es5 kfivky C' jde o funkci h(t): I — R. Uvazujme Usek U kfivky C, ktery
odpovidaintervalu [a, b] C I. Pakintegral [ hds definujeme vyrazem

U

b

©) [ s = [+ 12+ (e

U a

Tato definice nezévisi na volbé parametrizace kfivky.

Integral [ h ds se definuje pomoci rozkladu kfivky C' na (seky.
c

14.11. Necht h je funkce definovana na plose S. Pri dané parametrizaci f: D —

Es5 jde o funkci h(uq,us): D — R. Necht Q@ C D je ohraniCena oblast takova,

e Q C D.Pisme W = f(£2). Pfipominame, Ze v 6.12 jsme zavedli objemovy

element plochy dV = \/g11922 — g3, duy dus. Integral [[ hdV definujeme vy-
w

razem
(7) //th = // h(uy, uz)\/ 911922 — g3o duy dus .
W Q

Také tato definice nezavisi na volbé parametrizace plochy.

14.12. Bez dikazu uvadime jeden z nejzajimavéjSich vysedkd vnitini geometrie
ploch.

Véta (Gaussova-Bonnetova). Necht T je jednoducha oblast na plose S, jgiz
hranici je kfivka C tfidy C2. Necht s, je geodeticka kfivost kfivky C' a K je
Gaussova kfivost plochy S. Pak plati

(8) / KdV:27r—C/%gds.

w

Priklad. Pro prvni seznameni se s touto vétou probereme pfipad jednoduché
oblasti © v roving, j€iz hranici je kfivka C tfidy C?. Jgji geodeticka kfivost je
obycejna kfivost a pro rovinu mame K = 0. Tedy (8) dava

9 /m:%.

C
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Na pfipadé kruznice f(t) = (r cost,rsint), t € [0,27) S to ov&fimei vypo-
¢tem. Mame » = %, ds = \/12cos2t + r2sin® tdt = rdt. Tedy

27
1
/%ds:/—rdt:27r.
T
C 0

t
VEmnéme s jesté, ze v tomto pFipadeé plati f%ds =19 — 1.

t1
14.13. Gaussovu-Bonnetovu vétu lze rozSifit i na nékteré jednoduché oblasti,
jelichz hranice neni diferencovatelng, ae jsou na ni “zlomy”. Budeme se zaby-
vat pouze pripadem kfivocarého trojuhelnika na ploSe S. V nasledujici definici
chapeme trojuhelnik v R? jako uzavienou mnoZzinu, do niz se potitai cely jeho
vnitfek.
Definice. Mnozinu W C S nazveme kiivoCary
trojuhelnik na plo%e S, jestlize existuje takova
lokalni parametrizace f: D — E3 plochy S atar
kovy trojuhelnik A € D, zeW = f(A).

KFivoCary trojuhelnik je tedy jednoducha oblast
na S. Jeho strany jsou Useky Uy, Us, Us kFivek
na.S. Oznatme (31, (B2, B3 vNESi Ghly jgich teCen
ve vrcholech p1, ps, p3 podle obrazku.

Véta (Zobecnéna Gaussova-Bonnetova). Plati

10 [[5av=2m-3"5-3 [
W =1

i=1 U

Idea dikazu: V okoli vrcholu p; “vyhladime” hranici W
pomoci geodetické kruznice C; o malém poloméru r podle \ N
obrézku. Pek Ize dokézat, e lim [ #gds = ;.

A
To miizeme fici i tak, Ze v limité mame situaci podobnou
roving, o niz jsme se zminili na konci prikladu 12. Podle

(8) v limité dostavame formuli (10). ~

14.14 Definice. KFivotary trojuhelnik T nazyvame geodeticky trojahenik na
plo%e S, jestlize vSechny jeho strany jsou Useky geodetickych kfivek.
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Tento pojem je tedy pfimym prenesenim pojmu trojuhelnika do vnitfni geo-
metrie ploch.
V tomto pfipadé v (10) mame s, = 0. To dokazuje

Dlsledek. Pro geodeticky trojuhelnik W naplose S plati

(11) / KdV =27 — By — By — By

w

14.15. Z (11) pfimo plyne toto geometricky velmi zajimavé tvrzeni.

Véta (Specialni Gaussova-Bonnetova). Je-li W geodeticky trojUhelnik naplose
s konstantni Gaussovou kfivosti K o obsahu V' aaq, s, a3 jsou jeho vnitfni Ghly,
pak plati

(12 a1 +ast+az=m+ KV.

Dlkaz. Prokonstantni K jeintegral v (11) roven K'V avnitni hly jsou svng&imi
svazany vztahem 6; = m — o, 1 = 1,2, 3. O

14.16. Priklady. a) Narozvinutelné plose mame stejnéjako v rovingé K = 0. Pak
(12) dava dobre znamou vétu o souctu Ghll v trojuhelniku o + as + ag = .

b) Nasféfe S opolomérur mame K = %2 Soudet (hl &I v geodetickém trojihel niku
je tedy V&S nez 7. Z (12) dokonce plyne, Ze soutet Uhll zmenseny o 7 je
Umérny obsahu geodetického trojuhelnika. Je zabavné si uvédomit, ze z (12) Ize
spocitat plodny obsah sféry. ProtoZe geodetické kFivky na .S jsou hlavni kruznice,
osmina koule je geodeticky trojuhelnik, jehoz vsechny Ghly jsou pravé. Oznatme
V' jeho obsah. ProtoZze Gaussova kfivost sféry o poloméru r je %2 z (12) plyne
37” =m+ T%V, tedy V = %7‘1’7‘2.

14.17. Obsahem Euklidova 5. postulatu je tvrzeni, Ze k pfimce p v roviné lze
kazdym bodem A ¢ p vést jedinou pfimku, kterap neprotina Z dnedniho pohledu
hovorime o Euklidové axiomu o rovnobézkach. Toto tvrzeni jetak zasadne odlisné
od ostatnich Euklidovych axiomt, Ze po fadu staleti se mnoho matematik{l snazilo
ukazat, ze 5. postulat je diisledkem ostatnich Euklidovych axioml. Nepodarilo
se v&ak dokéazat, pfes mnoho chybnych pokusil, Ze z negace Euklidova axiomu
o rovnobézkéach plyne spor.

Jednim z diisledktl negace 5. postulatu, tedy predpokladu o existenci alespon
dvou primek bodem A neprotingjich p, je tvrzeni, Ze soucet X Ghll v trojuhelniku
je mensi nez m arozdil w — X, tzv. Ghlovy defekt uvazovaného trojuhelnika, je
Umérny velikosti plochy trojuhelnika. Mnoha matematikiim se toto tvrzeni zdalo
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byt absurdni. Specialni Gaussova-Bonnetova véta vsak jasné ukazuje, Ze tato
Situace nastava ve vnitfni geometrii plochy se zapornou konstantni Gaussovou
kfivosti. Rovnéz nade véta 6 o trojparametrické soustave lokanich isometrii na
plo%e s konstantni Gaussovou kFivosti odpovida shodnostem v klasické geometrii
roviny, a' s platnosti Euklidova axiomu o rovnobézkéach, nebo pfi jeho negaci.
— Presné konstrukce neeuklidovskych geometrii byly pak podany v 2. polovingé
19. stoleti v podstaté prostfedky projektivni geometrie.

14.18. Negace 5. postulatu vede pouze k jednomu druhu neeuklidovskych geo-
metrii, ktery se nazyva geometrie L obacevského ¢i hyperboalicka. Ji odpovidaji
plochy se zapornou konstantni Gaussovou kfivosti. Pfitom D. Hilbert v r. 1901
dokéazal, Ze Lobatevského rovinu nelze globalné realizovat naplosev Es. (Toje
zésadni vysvétleni k tomu, Ze v bodé 5 mame natraktrix, j€jiz rotaci pseudosféra
vznikd, singularni bod.)

Vyznamné analogie mezi vlastnostmi ploch s kladnou a zapornou konstantni
Gaussovou kfivosti, uvedené zefména ve vétach 6 a 15, vedly k tomu, Ze se mezi
neeuklidovské geometrie zaCaly Fadit i tzv. diptické geometrie, nékdy spojo-
vané se jménem B. Riemanna. Jgjich geometrie odpovida vnitfni geometrii ploch
s kladnou konstantni Gaussovou kfivosti. (Upozoriujeme, Ze nazev Riemannova
geometrie se b&zné uzivav jiném vyznamu nez pro diptické geometrie. Oznatuje
se tak mnohem vyznamngjSi teorie, jejimz otcem také B. Riemann byl aktera je
jednou z nejdllezitgSich casti dnedni diferencialni geometrie, viz napf. skriptum
[5] pro prvni informaci.)

101



Reference k Casti | .

[1] J.Bures, K. Hrubtik, Diferencialni geometrie kfivek aploch, Skriptum, UK
Praha, 1998.

[2] M. P. Do Carmo, Differential Geometry of Curves and Surfaces, Prentice-
Hall, New Jersey, 1976.

[3] M. Doupovec, Diferencialni geometrie a tenzorovy pocet, Skriptum, VUT
Brno, 1999.

[4] W.KIlingenberg, A Coursein Differential Geometry, Springer-Verlag, 1978.
[5] I. Kolar, Uvod do globalni analyzy, Skriptum, MU Brno, 2003.

[6] A.VanZurova, Diferenciélni geometrie kfivek a ploch, Skriptum, UP Olo-
mouc, 1996.

102



Cast I
Cviceni

103



Predmluva k druhé ¢asti

Druha ¢ast skripta bude zvefejnéna do konce Unora 2008.
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