Typy prikladli na pisemnou cast zkousky 2NU a
vzorova reseni (doc. MartiSek — 2017)

1. Vhodnou itera¢ni metodou (tj. metodou se zaruc¢enou konvergenci)
feste soustavu:

—2X1 +xZ +4‘x3 - 135
Xy —3x, +x3 =-25
2x1 -I-XZ +2x3 - 125

Provedte alespon dvé iterace a odhadnéte chybu.
Redeni
Méné premyslivi a pilni vyuZziji pozitivné definitni matici:

A-x=b=>AT-A-x=AT-b

2 1 4\ /X 13.5

<1 i 1)-<x2)=<_2.5)

2 1 2/ \x; 12.5
—2 1 2\/=2 1 4\ /X% —2 1 2\ /135
(1 —3 1)(1 -3 1 (xz>=(1 ~3 1)(—2.5)
4 1 2/\2 1 2/\x; 4 1 2/\125

9 -3 1\/% —45

—3 11 1])[x]={335
1 1 9/ \x; 495

Matice soustavy je pozitivné definitni = Gauss-Seidelova metoda bude

konvergovat. V tomto pripadé je matice i ostfe diagonalné dominantni =
konvergovat bude i Jacobiho metoda.

1 1 1

xl == §X2 _§x3 _E
3 1 335
2= o1 117 11
1 1 49.5

x3 - __x1 __xz e

9 9 9



Jacobiho m.: Gauss-Seidel. m.:

x(® = (-0.5;3;5.5) x(®) = (0;0;0)
xM = (-0.11; 2.41;5.22) xM = (-0.5;2.91;5.23)
x® = (-0.28;2.54;5.24) x® = (-0.11; 2.45;5.24)

Chyba: E = max |x® —x{V| = 0.16: E = max|x? - x| = 0.46

Pro pfemyslivéjsi a linéjsi

_le +x2 +4‘x3 - 13.5 I 4x1 _ZX3 == _1 III _I

X1  —3x, +x3 =-25 II>= x;, —-3x, +x3 =-25
2X1 +X2 +2X3 == 125 III _le +x2 +4x3 - 135

Matice je ostfe diagonalné dominantni = Jacobiho i Gauss-Seidlova metoda
budou konvergovat.

1 1
X1 - Ex:g _Z
1 1 2.5
x2 == —x1 +§X3 ?
1 1 13.5
X3 X1 X2 )
Jacobiho m.: Gauss-Seidel. m.:
x(®) = (-0.25;0.8;3.4) x(® = (0;0;0)
xM) = (1.45;1.88;3.05) x = (-0.25;0.75; 3.06)
x® = (1.27;2.33;3.63) x®) = (1.28;2.28;3.45)

Chyba: E = max

xi(z) — xi(l)| = (0.58: E = max |xl.(2) — xi(l)| = 1.53



2 Pomoci vhodného interpolacniho polynomu se tfemi uzly urcete pfibliznou

hodnotu V0.4 a odhadnéte chybu interpolace (Pozor! Pfesnou hodnotu
nemate k dispozici!)

Redeni:
MUGZeme interpolovat napiiklad hodnoty funkce vx

Vx: 025 0.36 0.49 Pozor! Tabulka 0 1 4
05 06 0.7 0 1 2 nenivhodna (proc?)
Napf. Lagrangeova metoda:

(x — 0.36)(x — 0.49) (x — 0.25)(x — 0.49)
(0.25 — 0.36)(0.25 — 0.49) | " (036 —0.25)(0.36 — 0.49)
(x —0.25)(x — 0.36)
+0-6° 1029 -0.25)(049 — 0.36)

~ _ . (04-0.36)(0.4 - 0.49)
V04 = 1,(04) = 05 (oo e G 6o 0.49)

0. (04— 025)(04 - 0.49)
™ (0.36 — 0.25)(0.36 — 0.49)

L,(x) =0.5"-

~ (0.6136

flll(x)
< — 0. — 0. — 0.
E < xe(gg%.w) 3l (x —0.25)(x — 0.36)(x — 0.49)
< max =k Gc=0.25)(x — 0.36)(x — 0.49))|
" x€(0.25;0.49) 3! x€(0.25;0.49)
1 _1 144
flll(x) (\/})HI <§x 2)
max = _—] = max _— =
x€(0.25;0.49) | 3! x€(0.25;0.49) 3! x€(0.25;0.49) 3!
1 .3\, 5
(-3 5x 1
max ——> | = max =  max
x€(0.25;0.49) 3! x€(0.25;0.49) | 3! x€(0.25;0.49) 5
16x2
Funkce je klesajici =
1 1 )
max 5| < 14 25
x€(0.25;0.49) 163 16-0.25
xe(ggg;)(()Ag)l(x — 0.25)(x — 0.36)(x — 0.49)| = xe(ggg;)(().w)g(x)

0.25 + 0.36
o7

y ) — 4(0.305) =



= 1(0.305 — 0.25)(0.305 — 0.36)(0.305 — 049)| ~ 0.15

0.36 + 0.49
07—

- ) — 9(0.425) =

= |(0.425 — 0.25)(0.425 — 0.36)(0.425 — 049)| ~ 0.55

max g(x) =055 E<2-055=1.1
x€(0.25;0.49)

Dalsi moznosti je interpolace hodnot funkce 0.4*: -1 0 1
25 1 04
Napf. Newtonova metoda:

-1 25
0 1 -15
1 04 -0.6 0.45
Ny(x) =25—-15-(x+1)+045-x-(x+ 1)
V0.4 ~ N,(0.4) =2.5—15-(04+1) + 0.45-0.4- (0.4 + 1) = 0.652

1224 x
E < max [
x€(0.25;0.49) | 3!

flll(x)
3!

(x—l)-x-(x+1)‘

< max

~ x€(0.25:0.49) max |(x—1)-x-(x+ 1)

x€(0.25;0.49)

flll(x)
3!

P PG RS

(0.4%)™"
3!

max
x€(0.25;0.49)
@)
3!
Funkce je klesajici =

= max
x€(0.25;0.49)

= max
x€(0.25;0.49)

0.4x1n30.4‘

max
x€(0.25;0.49) 3!

max

0.4*In30.4 _ 0.4%25]n30.4
x€(0.25:0.49) -

3! B 3! 0.1

-1 . 1 =
re@i8 4| Fm DX (A Dl= | max | 9()

g(=0.5) = g(0.5) = [(=0.5 — 1)(=0.5)(=0.5 + 1)| = 0.375
E <0.1-0.375 = 0.0375



2 (Alternativa): Kotel s horkou vodou chladne pfi stalé venkovni teploté. Byly
zméreny nasledujici hodnoty:

T (min) 0 15 30 45 60 75
t (°C) 96 73 58 45 37 30

Uréete, pfi jaké teploté kotel chladne a &as, kdy se ochladi na 18°C. Zavislost

teploty na ¢ase predpokladejte ve tvaru t(7) = t, + k - e 0027

Redeni:
Pouzijeme metodu nejmensich ¢tvercl. Funkci predpokladame ve tvaru
t(t) = to@o(r) + k- 91(7)
kde @0 (1) = 1; @4 (1) = e700%" .
(Po;0o) =(LLLLLD-(L1L,1L1L,1;1)=6
(@o; @1) = (@1, 90) =
~ (1.000;0.741;0.549;0.407;0.301;0.223) - (1;1; 1;1;1; 1) = 3.221
(@; @1) ~ (1.000; 0.741; 0.549; 0.407; 0.301; 0.223) -
- (1.000; 0.741; 0.549; 0.407;0.301; 0.223) = 0.223
(pe;t) = (1;1;1;1;1;1) - (96; 73;58;45;37;30) = 339
(@1 t) ~ (1.000; 0.741; 0.549; 0.407; 0.301; 0.223) - (96; 73; 58; 45 37; 30)
~ 218
((‘POJ‘PO) (@o; ‘P1)) _ (to) _ ((tpo; t))
(@1 90) (@1;91) k (1 t)11
6 3.221 t 339 ty =
(3201 0223) (&) =(1g)= k ~ 845
Kotel chladne asi pfi 11°C.

t(r) = to@o(r) + k- 91 (1) = 11 + 845 - 700
18 = 11 + 84.5 - ¢ 0:027

7
— p—0.021
84.5
e0.0Z’L’ — 8475 ~ 12

0.027 =~ In12
T~50-1n12 =~ 124

Na 18°C se ochladi asi za 124 minut.



3 Urcete hodnotu integralu

s chybou mensi nez 5.10°.
Redeni:
Chyba integrace slozené obdélnikové resp. lichobéznikové metody:

E<l max le=*|"-(1-0)-h2 < 5-1073
— C x€(0;1) -

1
E < — max |—2xe‘x2|' +h?<5-1073
C x€(0;1)

ma'x>|—2e"‘2 + 4x2e‘x2|’ -h?<5-1073

E< 1 max |(4x% — 2)e™"| - h? = 1 max g(x)-h?<5-1073
— C x€(0;1) C x€(0;1) -

Maximum funkce g(x) odhadneme pomoci tfi funkénich hodnot:
g(0)=2; g(0.5) =e%% = 0.77; g(1) = 2e™! ~ 0.74;
Tedy
l-g(O)-h2 =1-2-h2 <5-1073
C C -

Pro slozenou obdélnikovou metodu je C = 24, tedy

1
ﬁ-z-h2£5-10‘3=>h<0.245

Volime tedy h = 0.2 (n=5):

f e~ dx ~ 0.2+ (£(0.1) + £(0.3) + £(0.5) + £(0.7) + £(0.9)) ~

~ 0.2-(0.990 + 0913 + 0.779 + 0.613 + 0.445) =~ 0.748

Pro sloZzenou lichobéZznikovou metodu je C = 12, tedy



1
E-Z-h235-10‘3=>h<0.17

Volime tedy h = 0.16: (n=6):

1

A2
Jexdxz

0
O'Zﬁ. (F(0) + 2£(0.16) + 2£(0.3) + 2£(0.5) + 2£(0.6) + 2£(0.83) + £(1))
~0.083 - (1+2-0.973 +2-0.895+2-0.779 + 2 - 0.641 + 2 - 0.499

+0.368) ~ 0.745

3. Separujte koreny rovnice
X
27 14+2sinx=0

Jeden z nich (kterykoliv) uréete na dvé desetinna mista

Re3eni:
Separace
x; € (0; 1)
X, € (3;4)
x, € (5;6)
Zpresnovani: 2

x; € (0; 1) —napfr. regula falsi

. 1 Xi+1 xi f(xiZq) f(xi41) f(x) k= f(xp) — f(xi—1)
X; — Xj_q

1 0 0.458 1 - 4+ + 2.183

2 0 0.411 0.458 -+ + 2.430

3 0 0.409 0411 -+ + 2 444

4 O 0.409 0.409



X, € (3;4) — napt. bisekce

Xi-1 Xiv1  Xi fOiz1) f(xign) f(x)
3 3.5 4 + + -
3.5 3.75 4
3.5 3.625 3.75
3.5 3.562 3.625
3.5 3.531 3.562
3.531 3.547 3.562
3.531 3.539 3.547
3.531 3.535 3.539

0 N UA WN R
+ + o+ o+ + o+

X3 € (5; 6) — napf. Newton
X 1
f(x)=§—1+25inx; f’(x)=§+2cosx; f'"(x) =—2sinx

Start. bod x, = 5.5; f(5.5) = 0.34>0; f""(5.5) = 0.71

Fourierova podm. je splnéna

i Xi flx)  k=f"(x)
0 5.5 0.339 1.917

1 5.323 0.023  1.647

2 5.309 0.000

Pisemna prace se sklada ze tii piiklad (max. 3 X 20 bod(). Cas na vypracovani
cca 60 minut. Povolena kalkulacka (nikoliv notebook ¢i tablet), list papiru
formatu A5 (¢imkoliv) ru¢né popsany po obou stranach



Okruhy teoretickych otazek

Chyby a jejich Siteni (chyby modelu a metody, chyby vstupnich dat,
zaokrouhlovaci chyby, absolutni a relativni chyba, chyba souctu, rozdilu,
soucinu, podilu)

Numerické reSeni soustav linearnich rovnic (GEM — vybér hlavniho prvku,
podminénost, Cislo podminénosti, norma matice, pozitivné definitni
matice, Jacobiho a Gauss-Seidelova metoda)

Aproximace funkci (interpolace a aproximace, Lagrangeova a Newtonova
interpolace a jejich chyba, Hermitlv interpolaéni polynom, splajny,
aproximace metodou nejmensich ¢tverca)

Numerickd derivace a integrace (dGvody numerické derivace a integrace,
dopredna, zpétna a centradlni diference, Richardsonova extrapolace,
obdélnikova, lichobéznikova a Simpsonova formule — zakladni a slozené
formy a jejich chyby, metoda polovi¢niho kroku, Rombergrova integrace)

Numerické reSeni nelinearnich rovnic a jejich soustav (separace korend,
plleni intervalu, Newtonova metoda, metoda secen, regula falsi, obecnd
iteraCni metoda, stop-kriteria, reSeni soustav nelinearnich rovnic —
Newtonova metoda, obecna iteracni metoda)

Uvod do optimalizace (formulace optimalizaéni Glohy, uU&elova funkce.
Jednorozmérna minimalizace — ,puleni” intervalu, trisekce, zlaty rez,
metoda kvadratické minimalizace. Vicerozmérna minimalizace — princip
simplexové metody, metody soufadnicovych smérd a gradientni
metody).

Odpovéd na jednu ustné poloZenou teoretickou otdzku hodnocena max 10.

body.



