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Neékolik slov na uvod

Tento text je doplikovym studijnim materialem k predmétu Funkcionalni analyza 1 pro
obor Matematické inzenyrstvi na FSI VUT. V kombinaci s poznamkami z prednasek a
cviceni (kde zejména podrobnéji komentujeme vybrané pasaze, dopliujeme latku, uvadime
ilustrativni a motivaéni piiklady, fesime néktera cviceni a diskutujeme) a s pripadnymi ex-
plicitnimi odkazy na dalsi literaturu by mél tvorit postacujici zdroj k pripravé na zkousku.
Samostatné aktivité studentu se pochopitelné meze nekladou: muzete pouzit dalsi vhodné
zdroje, je jich dost. Symbol ,©“ na okrajich upozornuje na ruzna cviceni a vybizi k sa-
mostatné praci. Néktera z témat ¢i jednotlivych vysledku uvedenych v tomto textu budou
do prednasky (resp. predmétu) zafazena pouze okrajové. Jsou zde vSak uvedena pro lepsi
pochopeni souvislosti.

Je prakticky jisté, ze tento doplinkovy text bude opakované upravovan a patrné nebude
nikdy prohlasen za definitivné dokonceny. Budu vdéény kazdému, kdo mne upozorni na
nepresnosti ¢i chyby v textu, a napomuze tak k jeho vylepseni; vitany jsou rovnéz dalsi
komentare k jeho obsahu. Nékteré neptresnosti — jde vlastné spis o zjednoduseni — jsou
ovSem zameérné, vzhledem k tvodnimu charakteru celého kurzu.

Brno, 6. brezna 2020, Pavel Rehak
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Kapitola

Motivaéni uvahy a historické poznamky

Co vlastné je funkcionalni analyza a k ¢emu je dobra? Funkcionalni analyza je velmi Siroké
oblast matematiky, kterd se prolind s mnoha jinymi partiemi. Je nutné zduraznit, ze my
se této discipliny v podstaté jen dotkneme. Mezi predméty jejitho zajmu patii napt. —
zhruba fe¢eno — linedrni prostory, které jsou vybaveny dodatecnou strukturou (skaldrnim
soucinem, normou, topologii, atd.), tedy tfeba normované linedrni prostory (zejména ne-
konecénérozmérné) a linedrni zobrazeni mezi témito prostory (operdtory, funkciondly), nor-
mované linedrni prostory s dalsi dodatecnou strukturou (napft. algebraickou, tedy napf.
Banachovy algebry, Banachovy svazy atp.), prostory abstraktnéjsi nez normované pro-
story (metrické prostory, linearni topologické prostory atp.) a jesté mnoho jiného. K ¢emu
to je dobré? Muzeme Tici, ze je to pékné a zajimavé, ostatné jako celd matematika. Pod-
statné ovsem je, ze tato teorie dava nové pohledy na matematické problémy ruzného druhu,
umoznuje problémy jinak formulovat a je zdrojem uc¢innych metod feseni.

( Topologické prostorﬁ

( Metrické prostorm

( Normované linearni prostory\

Unitarni prostory

N Y,
- .

Obrézek 1.1: Kam byste v tomto diagramu umistili linedrni{ prostory? Viz téz diagram na &0
strané [I0.
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Vyhodou funkciondlni analyzy je skutecnost, ze i s dost slozitymi objekty (jako jsou
posloupnosti, funkce i jind rozlicnd zobrazeni) umoznuje pracovat tfeba jako s body v
prostoru s geometrickou ¢i jinou strukturou (¢i ,kombinaci“ struktur). Toho pak lze vyuzit
napiiklad v nasledujicich situacich:

e Hledéni feseni néjaké diferencidlni rovnice (¢i rovnice jiného typu) lze pojmout jako
hledani vhodného bodu ve vhodném prostoru.

e Problém aproximace slozité funkce jednodussi funkei lze interpretovat jako hledani v
jistém smyslu nejblizsitho bodu ve vhodné mnozineé.

-

- J

Ziskané poznatky se uplatni i v dalsich disciplinach a tim zdaleka nemame na mysli
jen Funkciondlni analyzu II, ale téZz napt. oblast (parcidlnich) diferencidlnich rovnic ¢i
numerickych metod.

Zhruba teceno, v naSem kurzu budeme zkoumat tyto objekty:

e prostory (predevsim funkei a posloupnosti),

e operatory (v nasem pripadé zejména funkciondly), tedy zobrazeni mezi prostory.

Znovu zduraznéme, ze kurz je skutecné spis uvodem do funkcionédlni analyzy, nez hlubsim
studiem predmétu zajmu této discipliny, coz lze ostatné rychle zjistit pohledem do béznych
ucebnic funkciondlni analyzy. Tam navic zjistime, ze piistupy k vybéru zakladnich témat
pii vykladu funkcionélni analyzy se mohou znaé¢né lisit (v zavislosti na potirebdch dalsiho
vyuziti, ale pochopitelné tieba i v zavislosti na vkusu autora).

Budeme mj. vyuzivat znalost diferencialniho poctu, integralniho poctu, teorie dife-
rencialnich rovnic a linearni algebry.

Termin ,funkcionalni* analyza je historicky spojen s pojmem ,funkcional“, coz je v
nasem pojeti zobrazeni z normovaného (resp. topologického) linedrniho prostoru do pro-
storu skalaru. Typickym prikladem jsou funkciondly ve variatnim poctu, s ¢imz souvisi
Hadamardova publikace z r. 1910 vénovana této discipliné, kde se pravé slovo funkcional
poprvé objevuje. Avsak obecny pojem funkcionalu byl zaveden jiz diive, v r. 1887, italskym
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matematikem Volterrou. Teorie nelinearnich funkcionali pak byla déle studovéana Hada-
mardovymi studenty, zejména Fréchetem a Lévym. Hadamard také v jistém smyslu stél
u zrodu nové discipliny, linedrni funkciondlni analyzy, ktera byla dale rozvijena Rieszem
a skupinou polskych matematiku soustfedénou kolem Banacha. Par dalsich historickych
poznamek je rozptyleno v textu. Zajemce o hlubsi poznani historie funkcionalni analyzy
muzeme odkazat na monografii [8]. Puvod, vyvoj a vyznam nékterych zikladnich pojmu
a tvrzeni je diskutovan napft. i v [46].
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Hilbertdv prostor
(skalarni soucin a
uplnost)

Banachuv prostor
(norma a uplnost)

Normovany Unitarni prostor

linearni prostor
(norma)

(skalarni soucin)

Lokalné konvexni

Metricky prostor
(vzdalenost)

prostor
(seminorma)

Topologicky Linearni prostor
prostor (linedrni kombinace)

(otevrena mnozina)

Obrazek 1.2: Prehled nékterych zakladnich typu abstraktnich prostoru. Topologické a
lokdlné konvexni prostory zminime v kurzu jen velmi okrajové. Ostatnim se budeme
vénovat podrobnéji. Sipka z prostoru A do prostoru B znamend, ze prostor A je také
prostorem B; naptiklad normovany linearni prostor je také metricky prostor.
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Obréazek 1.3: Prevzato z J. Dieudonné, History of functional analysis, North-Holland 1981.
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Kapitola

Metrické prostory

Pojem metriky lze chapat jako zobecnéni ¢i abstrakci pojmu vzdéalenosti. Tento pojem byl
zaveden M. Fréchetem (1878-1973). Déle jej rozvinul F. Hausdorff v monografii z r. 1914.
Za touto teorii je vSak pochopitelné daleko bohatsi historie. Jednou z prvnich ¢eskych
monografii, které byly vénovany metrickym prostortum, jsou Bodové mnoziny z r. 1936 od

E. Cecha.

2.1 Zakladni pojmy

Metrika a metricky prostor

Je nékolik duvodu, proc¢ se o vyse zminéné zobecnéni pojmu vzdélenosti pokouset. Umime
mérit vzdalenosti dvou realnych ¢ komplexnich ¢éisel, dvou bodu v roviné ¢ v prostoru.
Ovsem chtéli bychom umét mérit vzdélenosti i mezi jinymi (matematickymi) objekty (mati-
cemi, funkcemi, posloupnostmi atd., ale tfeba i slovy). Je vSak nutno zminit, ze i vzdalenosti
dvou bodu v roviné ¢i v prostoru lze z ruznych diuvodu chapat (méfit) vice nez jednim
zpusobem a my pak muzeme studovat vztahy mezi ruzné definovanymi vzdédlenostmi. Dale
si uvédomme, 7Ze napf. se samotnym pojmem (obecného) linedrniho prostoru v aplikacich
nevystacime. Tam totiz Casto pracujeme s pribliznymi metodami, ale operace scitani a
nasobeni Cislem nam jesté nic nefikaji o vzdjemné poloze dvou prvku, o tom, zda lezi
,blizko*“ ¢i ,,daleko“ od sebe. Tento vztah muzeme popsat pomoci tzv. metriky, umoznujici
definovat ,,vzdélenost* dvou prvku.

Linearni strukturu pti zavadéni metriky ovSem nepotiebujeme a vychazime z obecné
mnoziny.

Definice 2.1 (Metricky prostor). Necht M je neprdzdnd mnozina. Tzv. metrika na M se
definuje jako zobrazeni o : M x M — [0, 00), které spliuje pro kazdé x,y, z € M néasledujici
tTi axiomy:

(M1) o(x,y) =0, prave kdyz = y (axiom totoznosti; metrika rozlisuje body);

13



14 Kapitola 2

(M2) o(x,y) = o(y, x) (axiom symetrie);
(M3) o(x,y) + oy, 2) > oz, z) (trojihelnikova nerovnost).
Dvojici (M, o) nazyvame metrickym prostorem.

Poznamka 2.2. (i) Metriku lze ekvivalentné definovat ,ispornéjsim* systémem axiomu —
jako libovolnou redlnou funkei spliujici pro kazdé z,y, 2 € M podminku (M1) a podminku
o(y, ) + oy, z) > o(x, z). Jako cviceni muzete ukazat, ze tyto definice jsou opravdu ekvi-
valentni. My v8ak budeme pouzivat axiomatiku z prvni definice, nebot je ndzornéjsi a vice
vynikd analogie se vzdalenosti v eukleidovském prostoru.

(ii) Jak uvidime, tak linedrni prostory opatfené normou jsou zaroven metrické prostory,
jejichz metrika je definovana pomoci této normy. Jde o strukturu méné obecnou, nez je
metricky prostor. Naproti tomu systém vsech otevienych mnozin metrického prostoru tvori
tzv. topologit v tomto prostoru, a tak jsou metrické prostory specialnim ptipadem topolo-
gickych prostori. U této struktury se vSsak seznamime prakticky jen s jeji definici.

(iii) Mnohé z definic (a argumentu v dukazech) v této kapitole je mozné formulovat jak
pomoci okoli, tak pomoci limit posloupnosti. Zobecnéni téchto znamych pojmu na metrické
prostory uvedeme dale v textu.

(iii) Jak uvidime, lze mit ruzné metriky na stejné nosné mnoziné ¢ stejné metriky na
ruznych nosnych mnozinach.

(iv) Obsahuje-li mnozina M aspon dva prvky, 1ze na ni sestrojit nekoneé¢né mnoho ruznych
o(z,y)
1+ o(z,y)
od p). Trojuhelnikovd nerovnost plyne z faktu, ze pro nezdporna ¢isla a, b, ¢ s vlastnosti

a < b+ c plati

metrik. Totiz, napt. je-li p metrika na M, je o(z,y) = téz metrika (a je ruznd

a b_'_c.
l14a - 1+b 14¢

toto lze overit (proved'te) vynasobenim sou¢inem jmenovateli a ndslednym rozndsobenim.

(2.1)

Jako cviceni ukazte, ze mnoziny (se zavedenou konkrétni strukturou) uvazované v
nasledujicich piikladech jsou skuteéné metrické prostory. Ukazte toto pfedev§sim pro uve-
dené prostory konec¢nych i nekonecnych posloupnosti a prostory funkci. Ty totiz budou
hrat v nasem kurzu velmi dilezitou ilohu.

Piiklad 2.3 (Diskrétni metricky prostor). Na kazdé mnoziné M # ) je mozné zavést tzv.
diskrétni metriku op predpisem

o) =1 T (22)
1, z#uy.

Dvojice (M, op) se potom nazyvé diskrétni (¢i trividlni) metricky prostor.
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Priklad 2.4 (Metriky na R™, eukleidovsky prostor). Pro dané n € N necht M := R" a
necht p € [1,00) je pevné realné ¢islo. Funkce

op(z,y) := (Z |y — yk|p> ,ori= (2, %), Y= (Y1, .-, Yn) € R, (2.3)
k=1

je potom metrikou na mnoziné M a dvojice (M, g,) je metricky prostor. Trojihelnikova
nerovnost plyne z Minkowského nerovnosti (viz Véta 9.3). Specidlné, pro p = 1 obdrzime
tzv. souctovou metriku

Ql(mﬁy):Z|xk_yk|a T = (l’l,...,l‘n), Yy = (y17"'ayn)€Rn' (24)
k=1

V pripadé p = 2 dostavame tzv. eukleidovskou metriku oo, tj.

02(x,y) == Z |z — yel?, == (21,...,20), v :=(y1,...,yn) € R, (2.5)
k=1

Metricky prostor (M, o) nazyvame eukleidovsky prostor a oznacujeme jej jako E™. Dalsi
dulezitou metrikou na mnoziné M je tzv. maximdlni metrika (¢i maximovd metrika) 0s
definovana predpisem

0oo(T,y) = 19;?<Xn|x’f — |, = (r1,.. 7)), yi= (Y1, .., Yyn) €ER™ (2.6)

Poznamenejme, ze v piipadé n = 1 vSechny metriky o,(x,y), p € [1,00), a 0o sPLyvaji,
pricemz pro kazdé x,y € R plati

0p(7,Y) = 00o(T,y) = |7 — Y. (2.7)

Pro n = 2 se souc¢tové metrice g1 v (2.4) tikd téz taxikdrskd (pro¢ asi?) ¢i manhattanskd.
Na mnoziné M = R? lze zavést i tzv. pampeliskovou & hvézdicovou metriku o* predpisem

Va?+xi+ i+ 2, jestlize body x = [11, 2], y = [y1,y2]
lezi na ruznych poloptimkach

o' (z,y) == vychdazejicich z bodu [0, 0]

\/(961 — 1) + (22 — y2)?, v opacném piipadé.

Tato metrika nas muze zajimat napft. ve meésté, kde ulice vychazeji paprskovité z jednoho
mista a nejsou navzajem pospojovany.

Cviceni 2.5. Inspirujte se predchozim prikladem a sestrojte néjakou ,rozumnou® metriku
na mnoziné vSech matic typu m x n.
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Priklad 2.6 (Metriky na mnoziné posloupnosti). Pro dané redlné ¢islo p € [1, 00) uvazujme
nasledujici mnozinu

M := {x = {zp}o, CR, Z |k |? < oo} : (2.8)

k=1

tj. mnozinu redalnych posloupnosti {x;}, pro které je fada > |zx|? konvergentni. Zobrazeni
0p :+ M x M — [0, 00) definované pfedpisem

0 v

op(2,y) == (Z |TK — yklp> , z={z}, y={y} € M, (2.9)
k=1

je potom metrikou na mnoziné M. Trojihelnikova nerovnost plyne z Minkowského nerov-

nosti (viz Véta 9.3). Metricky prostor (M, g,) se standardné oznacuje symbolem ¢*. Kromé

M v (2.8) maji vyznamné postaveni i mnoziny

N :={z ={z}32, CR, {x} je ohranicend}, (2.10)

N :={z = {z,}3>, C R, {z:} konverguje}, (2.11)

Ny = {x ={zr}2; CR, klggo T = 0} : (2.12)
na kterych lze zavést metriku p ve tvaru

ofw,y) =suplze —wil, = ={z} y = {m}. (2.13)

Pro odpovidajici metrické prostory (N, o), resp. (Kf , 0), Tesp. (]%, 0) se v literatufe pouziva
oznaceni >, resp. ¢, resp. ¢o.

Priklad 2.7 (Jesté jedna metrika na mnoziné posloupnosti). Necht s je mnozina posloup-
nosti redlnych ¢isel. Pro kazdé dva jeji elementy x = {x}, v = {yx} polozme

o0

- Tk — Yk
o(w,y) = 27" | |

P 1—|—]xk—yk]'

Potom o je metrika na s. Poznamenejme, Ze fada vpravo konverguje (najdéte jeji konver-
gentn{ majorantu) a trojihelnikovou nerovnost lze ovéfit pomoci (2.1). Jak uvidime v
kapitole o normovanych linedrnich prostorech, zajimavou vlastnosti této metriky je, ze
neni generovana zadnou normou.

Priklad 2.8 (Metriky na mnoziné ohrani¢enych resp. spojitych funkci). Necht I je ne-
degenerovany realny interval. Symbolem B(/) budeme oznac¢ovat mnozinu vsech redlnych
(pfip. komplexnich) funkei, které jsou ohrani¢ené na I; pouziva se téz oznaceni B(I,R),
resp. B(I,C). Zobrazeni g definované predpisem

es(f,9) = Sléglf(x)—g(l‘)la fr9 € B(I), (2.14)
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je metrika na mnoziné B([), tuto metriku oznacujeme tézZ jako 0.; nékdy hovoiime o tzv.
suprémové metrice. V pripadé uzavieného intervalu I, tj. I = [a,b] pro néjaké a,b € R, a <
b, oznac¢me vyrazem Cla,b] (piip. C([a,b])) mnozinu vsech redlnych (pfip. komplexnich)
funkci, které jsou spojité na [a, b]. Na této mnoziné je mozné uvazovat napt. metriky oc a
or s predpisy

oc(f.g) = 52[3}2’ (z) — g(=)], (2.15)
or(f,g) = / f(@) — g(x)| de, (2.16)

pro kazdé f,g € Cla,b]. Metrika oc (ozn. téz jako o) se standardné oznacuje pojmem
metrika stejnomérné konvergence (pozdéji uvidime proc¢), kdezto pro metriku o; se pouziva
privlastek integrdlni (pouzivé se téz oznaceni o1). Na Cfa,b] lze téz obecnéji uvazovat

metriku
1/p
0= / ) - )P da

pro p € [1,00); oznacujeme ji jako LP-metriku (pozdéji uvidime proc¢). Trojihelnikova
nerovnost plyne z Minkowského nerovnosti (viz Véta 9.3).

Cviceni 2.9. Necht Rla,b] (ozn. téz R([a,b])) je mnozina Riemannovsky integrovatelnych
funkei na intervalu [a, b]. Zdavodnéte, pro¢ (R|a, b], or) neni metricky prostor. Ve skute¢nosti =0
jde o tzv. pseudometricky prostor, viz Sekce 8.1.

Poznamka 2.10. (i) V piisti kapitole (a to v kontextu normovanych linedrnich prostoru)
zavedeme tzv. Lebesgueovy prostory (prostory Lebesgueovsky integrovatelnych funkei),
ozn. LP které jsou i metrickymi prostory a to s vyse zminénou LP-metrikou. Zde se uvazuje
nejen p € [1,00), ale i p = 0o, kde metrika je v jistém smyslu analogickd metrice gp.

(ii) Ctenai moznd zaznamenal, ze jak LP-metrika, tak i metrika na mnoziné posloup-
nosti (¢i na R™) jsou oznacovany stejné, totiz p,. Tato shoda v oznaceni dava dobry smysl,
nebot — jak pozdéji uvidime — diskrétni ptipad (tj. /) ma v jistych ohledech velmi blizko
LP-prostoru, ptresnéji, je v jistém smyslu jeho specialnim piipadem.

(iii) Oznaceni g, resp. £, resp. L maji svuj duvod. Lze je totiz chépat jako limitni
pifpady (pro p — 00) objektl g,, resp. 7, resp. LP, viz Poznamka kde je tento fakt
diskutovan v kontextu normovanych linearnich prostoru a Lebesgueovych prostori. V tento
moment ukazte, ze lim, o 0,(%,y) = 0s0(, y) plati alespoil ve specidlnim piipadé prostoru
R2; mélo by k tomu stacit L'Hospitalovo pravidlo.

Priklad 2.11 (Metrika na mnoziné slov). Necht M je mnozina vsech slov sklddajicich se
z n pismen; neprihlizime nyni k tomu, zda dané slovo ma nebo nema vyznam v ceském
jazyce. Vzdalenosti dvou slov A, B je pocet pozic, na kteych maji tato slova ruzné pismena.
Napf. pro n = 5 je o (mlady, slaby) = 2. Tato funkce je pak metrikou. Prostory tohoto
typu maji siroké pouziti v chemii a biologii.
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Priklad 2.12 (Baireuv metricky prostor). Necht M je mnozina posloupnosti, x = {z},
y = {yr} jeji dva elementy. Definujme

(2.9) 1/¢  kde ¢ je nejmensi index takovy, ze x¢ # ye pro x # y,
xT,y) =
oy 0 pro xz =y.

Potom (M, p) je metricky prostor.

Priklad 2.13 (Jaccardova metrika). Necht S je libovolnd konetna neprdzdnd mnozina.
Necht M := P(S), kde P(S) je mnozina vSech podmnozin mnoziny S (potenéni mnozina
mnoziny S). Zobrazeni o : M x M — Ny definované predpisem

o(A,B):=|AAB|, A BeM, (2.17)

potom dava metriku na mnoziné M. Pfipomenme, ze symbol A oznacuje symetricky rozdil
mmnozin, tj.

AAB:=(AUB)\(ANB)=(A\B)U(B\ A), (2.18)
a | - | oznaCuje mohutnost dané mnoziny. Platnost axiomu (M3) v definici metrického
prostoru vyplyva z inkluze

AABC (AAC)U(CAB), A B,C€M. (2.19)

Poznamenejme, Ze misto metriky o zavedené v ([2.17)) se ¢astéji pouziva tzv. Jaccardova
metrika 0 dand vztahem

AAB
i(A,B) = ;AUB:’

A, Be M. (2.20)
Metrika ¢ nachazi, kromé jinych aplikaci, uplatnéni ve statistice a botanice. Zajemci jisté
uspéji, pokud budou hledat napt. podle klicového souslovi ‘Jaccard index’ ¢i napt. ‘diverzita
spolecenstev’.

Dalsi zakladni pojmy

Definice 2.14 (Vnoifen{ metrickych prostori). Necht (M, o) je metricky prostor a N C M.
Definujeme-li na N metriku o jako o(x,y) = o(x,y) pro kazdé x,y € N, pak tikdme, ze
metricky prostor (N, o) je vnoren do prostoru (M, p) a metrika o je indukovand metrikou
0. Metricky prostor (IV, o) s vyse uvedenymi vlastnostmi se nazyva podprostor metrického
prostoru (M, o).

Priklad 2.15. Metricky prostor (C|a, b], oc) je vnotreny do metrického prostoru (Bla, b, 05).
Skutecné, diky prvni Weierstrassové vété mame Cfa,b] C Bla,b], zatimco druhd Weier-
strassova véta zarucuje og(f,g) = oc(f,g) pro kazdé f,g € C[a, b]. Promyslete si detaily.
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Priklad 2.16. Metrika g, v eukleidovském prostoru E? zavedeném v Pifkladu [2.4| indukuje
na jednotkové kulové plose M := §([0,0,0],1) C R? (viz Definice [2.26)) metriku o, tj.

o(z,y) = oa2(x . V(@ —11)? + (22 — y2)2 + (23 — y3)?

pro kazdé dva body x = [xl, To, ZL‘3] a y = [y1, Y2, y3] mnoziny M. Metricky prostor (M, o)
je tedy vnofeny do eukleidovského prostoru E2. Poznamenejme, Ze indukovand metrika o
prakticky odpovida prokopani nejkratsiho tunelu mezi body na kulové plose M.

Intuitivné celkem zfejmé pojmy vzdalenosti mezi mnozinami, pruméru mnoziny a ome-
zenosti mnoziny v metrickém prostoru zavedeme takto:

Definice 2.17 (Vzdélenost a prumér mnozin). Necht (M, o) je metricky prostor a A, B C
M jsou neprazdné mnoziny. Definujme

o(A, B) .= inf{o(z,y), x € A, y € B}, (2.21)
d(A) :=sup{o(z,y), =,y € A}. (2.22)

Cislo o(A, B) (ozn. se téz jako dist (A, B)) se nazyva vzddlenost mnoZin A a B v metrickém
prostoru (M, o), zatimco d(A) (ozn. téz diam (A)) je tzv. priumér mnoziny A v (M, o).
Jestlize d(A) < oo, pak fikdme, zZe mnozina A je omezend v metrickém prostoru (M, o).
Je-li alespon jedna z mnozin prazdnd, je jejich vzdalenost co. Za prumér prazdné mnoziny
bereme nulu. Je-li jedna z mnozin jednobodové, napi. A = {z}, pak misto o({z}, B) ¢asto
piseme krétce o(x, B).

Piiklad 2.18. Najdéme prumér mnoziny A := {f,(z) = 2", = € [0,1], n € N} C
(0, 1] vzhledem k metrice stejnomérné konvergence oc. Ukdzeme, ze d(A) = 1. S pomoci

vhodného obrazku lehce zjistime, ze pro libovolné dvé funkce f,, fi, € Aje | fu(z)—fin(z)] <

1 pro kazdé z € [0, 1]. Podle (2.15) potom oc(fn, fm) < 1, coz nésledné v souladu s (2.22)
implikuje nerovnost d(A) < 1. Pro n > 2 nyni stanovime vzdéalenost funkci f; a f, v

metrickém prostoru (C10, 1], oc), tj.
&13)
- €3 _ _ 223
oc(fr fo) =" max |[i(w) = fu()] = max [z — " (2.23)
Ponévadz x — 2™ > 0 pro kazdé x € [0, 1], hleddme globdlni maximum vyrazu z — =" na
intervalu [0, 1]. Standardnimi metodami matematické analyzy zjistime, Ze toto maximum
1
je nabyto pro x = (%) "1 a tedy podle (2.23) dostdvame

pe(fi. f) = (1) o (1) " pro kazdé n € N\ {1}. (2.24)

n n

Podle (2.22)) v Definici je vsak hledany prumeér d(A) > pc(fi, fn) pro kazdé n > 2.
Limitnim pfechodem v této nerovnosti pro n — oo dostavame

d(A) > lim pc(fi, fn) = lim [(1) - (1) ] =1, atedy d(A)=

n—00 n n
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Cviceni 2.19. (i) Necht A = {[0,1]} a B je ptimka y = —z v M = R?. Urcete vzddlenost
mnozin A, B vzhledem k metrikdm s, 0o, 01.

(ii) Stanovte prumér reilné osy R v metrickém prostoru (R, o) s metrikou o tvaru

[z —y|
gy) = —— Iy eR. 2.25

Izometrie

Jednoduchym piikladem zobrazeni, se kterym se setkdvame uz ve stiedoskolské matema-
tice, je zobrazeni mezi eukleidovskymi prostory zachovavajici vzdalenost bodu. Zde je jeho
zobecnéni pro libovolné metrické prostory.

Definice 2.20 (Izometrické zobrazen{). Necht (M, ) a (N,o) jsou metrické prostory.
Zobrazeni f : N — M spliujici

o(z,y) = o(f(x), f(y)) prokazdé x,y € N

se nazyva izometrické zobrazeni. V piipadé, ze f je surjektivni zobrazeni, oznacujeme jej
pojmem izometrie a o metrickych prostorech (N, o) a (M, p) pak fikdme, ze jsou izomet-
rické.
Pozndmka 2.21. (i) Pifmo z Definice [2.20] vyplyvd, ze kazdé izometrické zobrazeni f mezi
metrickymi prostory (N,o) a (M, ) je nutné injektivni; dokazte tento fakt. Pokud f je
navic i surjektivni, existuje k nému inverzni zobrazeni f=!: M — N, které je téZ izome-
trické. Proto pomoci izometrickych zobrazeni 1ze objekty zkonstruované v jedné metrice
prendset do druhé metriky; viz i Pozndmku [2.25] Poznamenejme téz, ze skutecnost, ze
izometrické zobrazeni f je vzdy injektivni, umoznuje zobecnit pojem vnofreni metrickych
prostort zavedeny v Definici [2.14] Presnéji, fikdme, ze metricky prostor (N,o) v Defi-
nici je (izometricky) vnoreny do metrického prostoru (M, g). Je zfejmé, ze v tomto
pojeti je v Definici[2.14 metricky prostor (N, o) vnoreny do prostoru (M, p) prostrednictvim
identického zobrazeni f(z) = z pro kazdé x € N.

(ii) Nekde v literatutre se piimo v definici izometrického zobrazeni predpoklada, ze je
surjekei.

Piiklad 2.22. Eukleidovsky prostor E := E! je moZné izometricky vnofit do kazdého z
metrickych prostoru (R?, p1), E? a (R?, ps). Funkce f : R — R? definovana jako

f(x) = (z,0), z€R,

je totiz izometrické zobrazeni vzhledem ke viem tfem metrikdm o1, 02 a 05 na R?, jak se
lze snadno presvédcit.

Cviceni 2.23. (i) Necht M = C[—1,1] a definujme zobrazeni F' : M — M predpisem
F(f)(z) := f(—x) pro kazdé f € M a x € [—1,1]. Dokazte, ze F je izometrie kazdého z
prostoru (M, oc), (M, or) do sebe.

(ii) Ukazte, ze Gaussova rovina C je izometrickd s R?.
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Poznamka 2.24. Je-li f prosté zobrazeni mnoziny M do metrického prostoru (N, o), lze
jednoduse z M vytvorit metricky prostor tak, aby f byla izometrie mezi (M, o) a (f(M),0);
staci definovat na M metriku p predpisem

o(x,y) == o(f(x), f(y), w,yeM.

Toto je jedna z cest, pomoci niz lze definovat dalsi metrické prostory.

Poznamka 2.25 (Metrické pojmy, resp. vlastnosti). Pojmy invariantni vuéci izometric-
kym zobrazenim se nazyvaji metrické. Jsou-li (M, o), (N, o) izometrické prostory, maji
metrické pojmy v obou prostorech v podstaté zcela analogické vlastnosti. Kazdému vyroku
(definici, vété) v M odpovidd analogicky vyrok (definice, véta) v N. Znamena to napiiklad,
ze néktera tvrzeni staci dokazat v jednom prostoru a do ostatnich, s nim izometrickych, se
izometrii ,prenesou”. Vzhledem k tak velké podobnosti izometrickych prostoru se nékdy
k4, Ze jde o tentsjz prostor s jingm oznacenim bodi (srv. C a R?). Viz také Poznémka

2.2 Klasifikace bodu a nékteré vyznaécné mnoziny v
metrickych prostorech

Klasifikace bodu vzhledem k mnoziné, oteviené a uzaviené mno-
ziny

Dulezitou roli v teorii hraji mj. oteviené a uzaviené mnoziny, které lze chapat jako zo-
becnéni otevienych a uzavienych intervalii v E!. Zaénéme vsak se specidlnéjsim pojmem,
totiz s otevienymi a uzavienymi koulemi. Pozdéji pak zavedeme tzv. husté mnoziny a
separabilni prostory a uvidime jejich dulezitost.

Definice 2.26 (Oteviené a uzaviené koule, okoli, sféra). Necht (M, o) je metricky prostor
a necht xy € M a r € R jsou dané. Otevienou, resp. uzavienou kouli se stiedem v bodée
o a polomérem r rozumime mnozinu

B(xg,r) :=={x € M, o(x,xq) <r}, resp. Blzg,r] :={x € M, o(x,x¢) < r}.

Neékdy se uzaviend koule oznacuje jako K (zg, 7). Bude-li nutno vyjadrit zavislost na met-
rice, budeme psat B,(z, ) apod. Ptirozenym zpusobem zavadime i pojem sféry se sttedem
v bodé xg a polomérem r, totiz jako mnozinu

S(zg,7) :={z € M, o(x,z0) =1r}.

Pro B(zg, ) se pouziva i oznaceni O.(zo) a pojmenovani e-okoli bodu xy. V literatute
byva (v souladu s topologickou definici) pojem okoli bodu zaveden jako libovolna oteviena
mnozina obsahujici tento bod; pojem oteviené mnoziny vyjasnime zanedlouho. Okolim
bodu z 1ze téZ nazvat podmnozinu O C M (obvykle otevienou) takovou, ze néjaka koule
B(zg,r) je podmnozinou O. Tyto piistupy k zavedeni okoli vsak davaji v jistém smyslu
ekvivalentni pojmy.
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Cviceni 2.27. Jak vypadaji oteviené a uzaviené koule v diskrétnim metrickém prostoru?

Jaky tvar m4 koule v (R? 0..)?

Nasledujici definici lze chapat jako jistou klasifikaci bodu metrického prostoru vzhledem
k mnoziné. V literature lze nalézt i alternativni definice nékterych pojmu, coz je celkem

prirozené vzhledem k existenci ekvivalentnich charakteristik, viz téz nize.

Definice 2.28. Necht (M, o) je metricky prostor, N C M podmnozina a zo € M bod.

(i) Bod xy se nazyva bodem uzdvéru mnoziny N, pokud pro kazdé € > 0 plati O.(zq) N
N # (). Mnozina vSech bodu uzdvéru mnoziny N se nazyva wuzdvér mnoziny N a

znacf se N (nékdy téz cl V).

(ii) Bod ¢ se nazyvé hraniénim bodem mnoziny N, pokud pro kazdé e > 0 plati O.(z()N
N #£010(xo)N(M\N) # 0. Mnozina vSech hrani¢nich bodi mnoziny N se nazyva

hranice mnoziny N a znaci se h(N) (nékdy téz ON, ¢i fr N — frontier).

(iii) Bod zg se nazyva hromadngm bodem mnoziny N, pokud pro kazdé ¢ > 0 mnozina
O:(zo) obsahuje nekone¢né mnoho bodu z N. Mnozina vsech hromadnych bodu

mnoziny N se nazyva derivace mnoziny N a znaci se N'.

iv) Bod zq se nazyva vnitrnim bodem mnoziny N, pokud existuje € > 0 tak, ze O.(xq) C
Yy Yy p ]
N. Mnozina v8ech vnitinich bodu mnoziny N se nazyva vnitiek mnoziny N a znaci

se N° (nékdy téz int N — interior).

(v) Bod g se nazyva izolovangm bodem mnoziny N, pokud existuje e > 0 tak, ze O (x¢)N
N = {0 }. Mnozina vsech izolovanych bodu mnoziny N se nazyva adherence mnoziny

N.
Zde jsou nékteré vybrané vlastnosti pravé zavedenych pojmu.
Véta 2.29. Necht (M, o) je metricky prostor a A, B C M podmnoZiny.
(i) b=0, 0°=0, M=M, M°=M.
(i) ACA, A=A A CA (A=A
(iii) Jestlize A C B, potom A C B.
(iv) AUB=AUB, (ANB)°=A°nNB°.
(v) 0(A)=ANM\A, 09A)=A\A°.
(vi) O(OA(DA)) = 0A(DA) C DA.
> Cviceni 2.30. (i) Dokazte vlastnost (iii) z predchozi véty s vyuzitim (2.26).
(ii) Ukazte, ze A = AU A’
(iii) Plati AN B = AN B? Plati (AU B)° = A° U B°?
(iv) Necht A =1[0,1) N Q v E'. Urcete A° h(A), A, A",
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Poznamka 2.31. (i) Vsimnéme si, ze body metrického prostoru (M, g), kde N C M, jsou
vzhledem k N vlastné trojtho druhu: body z N° (vnitini body), body z (M \ N)° (,,vnéjsi“
body) a ostatni (tj. hraniéni body). Tyto tfi mnoziny (jsou-li neprazdné) tvoii rozklad na

M.

(i) Kazdy bod uzavéru mmnoziny N je bud hromadnym nebo izolovanym bodem této
mnoziny. Z toho plyne, ze se uzavér N sklada z bodu tif typi. Jsou to: izolované body
mnoziny N; hromadné body mnoziny N, které patii do mnoziny N; hromadné body
mnoziny NV, které nepatii do mnoziny N.

Poznamka 2.32. Necht (M, g) je metricky prostor a N C M podmnozina. Pfimo z De-
finice [2.28 (i) a rovnosti vyplyvé, ze uzavér N lze ekvivalentné charakterizovat ve
tvaru

N ={z €M, o(xz, N) = 0}. (2.26)

Zminme dale, ze podle Definice kazdy hrani¢ni bod mnoziny N, jakoz i kazdy hro-
madny bod N, je zaroven bodem uzavéru mnoziny V.

Nyni zavedeme pojem oteviené a uzaviené mnoziny v metrickém prostoru. Pozname-
nejme, ze — podobné jako pro mnohé dalsi ptipady — v literatute lze narazit i na odlisné
(avsak ekvivalentni) definice téchto pojmu, které vsak mohou byt takto vysloveny diky
jistym existujicim vztahum. Tyto vztahy zminime dale v textu.

Definice 2.33 (Oteviend a uzaviend mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor a N C M
podmnozina. Mnozina N se nazyva oteviend (v metrickém prostoru (M, p)), jestlize N =
N°, tj. kazdy bod mnoziny N je jejim vnitinim bodem. Mnozina N se nazyva uzaviend (v
metrickém prostoru (M, g)), jestlize N = N, tj. kazdy bod uzavéru mnoziny N patii do
N. Mnozinam, které jsou soucasné oteviené i uzaviené, se nékdy tika obojetné.

Poznamka 2.34. V obecném metrickém prostoru (M, o) je kazda jeho koneéna podmnozina
N uzaviend v (M, p). Navic kazdé = € N je izolovanym bodem mnoziny N.

Poznamka 2.35. (i) Z vlastnosti (ii) Véty ziejmé plyne, ze A° je vzdy oteviend a A
je vzdy uzaviena.

(ii) Lze ukazat, ze mnozina A° je nejvétsi (ve smyslu inkluze) otevienou podmnozinou
mnoziny A. Mnozina A je nejmensi (ve smyslu inkluze) uzavienou nadmnozinou mnoziny

A.

(iii) V kazdém metrickém prostoru (M, o) jsou M a () zdroven oteviené i uzavirené, nebot
kazdd z nich je uzaviend a jedna je komplementem druhé, viz Véta [2.37]

Priklad 2.36. (i) Jak lze ocekdvat, pro kazdé o € M a r > 0 je oteviend koule B(zg, 1)
otevienou mnozinou v (M, ). Skutecné, necht z € B(zg,r) a polozme ¢ := r — o(zg, ).
Potom podle Definice plati e > 0. Uvazujme okoli O, (x) bodu z. Potom pro y € O(x)
plati

o(zo,y) < o(zo, x) + o(z,y) < o(x0, ) + £ =1,
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a tedy y € B(zg,r). Proto O-(z) C B(zo,7), a tedy podle Definice [2.28}(iv) je = vnitinim
bodem mnoziny B(zg, 7). A ponévadz bod = € B(xg,r) byl vybrany libovolné, v souladu
s Definici to znamend, ze B(zo,r) je oteviend mnozina v (M, o). Pozdéji uvidime, ze
dukaz uvedeného faktu lze provést i jinak, a to pomoci konvergentnich posloupnosti.

Déle plati, ze uzaviend koule Blzg, ] je uzavienou mnozinou v (M, g). Poznamenejme,
ze vzdy plati inkluze B(xzq,r) C B[z, r]. Avsak pozor: obecné neplati(!) rovnost B(xq,r) =
B[zg,r]. Prozkoumejte v této souvislosti diskrétni metricky prostor obsahujici aspon dva
prvky a vezméte r = 1.

(ii) Mnozina {f € C[a,b] : 0c(f,0) < 1} je oteviend v metrickém prostoru (C|a, b], oc)-

Nésledujici véta nam dava moznost charakterizace oteviené mnoziny pomoci uzaviené
a naopak; nékdy se uziva piimo v definici.

Véta 2.37. Necht (M, o) je metricky prostor a N C M. Potom mnoZina N je oteviend v
(M, o) prdvé tehdy, kdyz M \ N je uzaviend v (M, p). Podobné, mnozina N je uzaviend v
(M, o) prdvé tehdy, kdyz M \ N je oteviend v (M, o).

Diikaz. Ptenechavame jako cviceni. [

Poznamka 2.38. Struktura otevienych a uzavienych mnozin v néjakém metrickém pro-
storu muze byt velmi slozita. To plati i pro oteviené a uzaviené mnoziny eukleidovského
prostoru o dvou nebo vice dimenzich. Avsak u jednorozmérného eukleidovského prostoru
(tj. u redlné osy) necini vycerpavajici popis obtize. Plati totiz (viz napf. [28]):

KazZdd otevrend mnozZina v redlné ose je disjunktni sjednoceni konecného poctu nebo
spocetné mnoha otevrenych intervalu.

Vzhledem k Véte pak kazdou uzavienou mnozinu v redlné ose dostaneme tak, ze
z realné osy vypustime konecny pocet nebo spocetné mnoho otevienych intervali.

Priklad 2.39. V diskrétnim metrickém prostoru je kazdd mnozina soucasné uzaviena
a oteviena. Pro¢? Které mnoziny v prostoru E" jsou obojetné? Zajimavym ptikladem
uzaviené mnoziny v E! je Cantorovo diskontinuum.

Priklad 2.40. V Pifkladu [2.6] jsme zavedli metrické prostory £°; ¢ a co. Plati, ze ¢ a ¢
jsou uzaviené metrické podprostory v prostoru £>°.

Véta 2.41. Necht (M, o) je metricky prostor.

(i) Prunik koneéného poctu otevrengjch mnozin v (M, p) a sjednoceni libovolného poctu
otevirengch mnozin v (M, o) je opét mnoZina oteviend

(i1) Sjednoceni konecného poctu uzavienych mnozin v (M, o) a prunik libovolného poctu
uzavrenych mnozin v (M, o) je opét mnozina uzaviend.

Diikaz. Pokuste se o dukaz sami. Zacnéte napf. ¢asti (ii), vyuzijte Vétu 2.29] V dukazu
¢asti (i) se mohou hodit de Morganova pravidla a Véta O

Cviceni 2.42. Na vhodnych prikladech ukazte, ze prunik nekoneéného poctu otevienych
mnozin nemusi byt oteviena mnozina a sjednoceni nekoneé¢ného poctu uzavienych mnozin
nemusi byt uzaviena mnozina.
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Husté a ridké mnoziny, separabilni prostory

Nyni zavedeme dalsi dulezité typy mnozin v metrickém prostoru.

Definice 2.43 (Hustd mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor a A, B C M podmno-
ziny. Rikdme, ze mnozina B je hustd v mnoziné (metrickém podprostoru) (A4, o), pokud
plati A C B. Specidlné mnozina B se nazyva hustd v metrickém prostoru (M, o), pokud
plati B = M.

Poznamka 2.44. Hustotu mnoziny B v prostoru M lze ekvivalentné charakterizovat na-
sledovné: Pro kazdé e > 0 a kazdé x € M existuje a € B takové, Ze o(x,a) < . Pokuste se
dokazat tento jednoduchy a uzitecny fakt.

Cviceni 2.45. Naleznéte dvé riizné mnoziny, které jsou husté v E!, pficemz aspon jedna
z nich ma mohutnost mensi nez mohutnost kontinua.

Definice 2.46 (Ridk4 mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor a N C M podmnozina.
Mnozina N se nazyva 7idkd v metrickém prostoru (M, g), pokud neexistuje oteviena koule
v M, v niz by mnozina N byla husta.

Poznémka 2.47. (i) Ridkost mnoziny N v prostoru M lze ekvivalentné charakterizovat
nasledovné: kazda oteviena koule B C M obsahuje otevienou kouli C' C B tak, ze NNC' =
0.

(ii) Jinou charakterizaci idkosti mnoziny N v prostoru M je, ze vnitiek jejtho uzavéru
je prazdny. Konecné, ekvivalentné lze vyjadrit, ze N je tidka v prostoru M, pravé kdyz
M\ N je (oteviena) husta.

Piiklad 2.48. MnozZina celych éisel je fidkd v E'. Dalsim piikladem fidké mnoZiny mtze
byt napiiklad Cantorovo diskontinuum, které je navic nespocetné. Naopak ridkou mnozinou
nenf mnozina raciondlnich ¢isel na redlné primce (nebot doplitkem jejtho uzdvéru je prazdnd
mnozina), ackoliv uzaveér vnitiku racionalnich éisel je také prazdnd mnozina.

Definice 2.49 (Separabilni metricky prostor). Metricky prostor (M, g) se nazyva separa-
bilni, jestlize existuje nejvyse spocetnd podmnozina N C M, kterd je husta v (M, p).

Dulezitost separability a hustych podmnozin v metrickych prostorech je demonstrovana
v nésledujicim piikladé. Ocenime ji zejména v teorii aproximace (potazmo v numerické
analyze). Totiz napt. z hustoty mnoziny racionalnich ¢isel v prostoru redlnych ¢isel plyne,
ze kazdé realné cislo 1ze s libovolnou pfesnosti aproximovat racionalnimi ¢isly. Z hustoty
mnoziny polynomu v prostoru spojitych funkci plyne, ze kazdou spojitou funkci muzeme
na daném uzavieném intervalu s libovolnou pfesnosti aproximovat vhodnym polynomem.

Piiklad 2.50 (Separabilita prostoru spojitych funkei). Pro libovolné a,b € R, a < b, je me-
tricky prostor (C|a, b], oc) separabilni. Tento vyznamny vysledek vyplyvé z Weierstrassovy
véty o aproximaci spojitych funkci, podle které je mnozina P vSech polynomu s redlnymi
koeficienty hustd v metrickém prostoru (C|a, b], oc); presnéji plati, ze jsou-li f € Cla,b] a
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e > 0 libovolné, existuje polynom R(z) takovy, ze maxX,ejap |f(2) — R(x)| < €, pro dikaz
viz napf. [25]. Podle Definice tedy plati C[a,b] = P. Z vlastnost{ mnoziny redlnych
¢isel R dale vime, ze mnozina vSech racionalnich ¢isel Q je husta v metrickém prostoru
E. To znamend, ze mnozina () vSech polynomu s racionalnimi koeficienty je hustd v P,
tj. plati P C Q opét podle Definice . Navic, vzhledem k faktu, ze zfejmé Q C P, v
souladu s Vétou M(ii),(iii) méme P = Q. V disledku toho C[a,b] = Q, coz ukazuje, ze
mnozina @ je hustd v metrickém prostoru (Cla, b], o). A ponévadz mnozina @) je spocetné
(diky spocetnosti mnoziny Q), je (Cla, b], oc) ve shodé s Definici separabilni metricky
prostor. Jinou moznosti dukazu separability prostoru (C|a,b], 0c) je sestrojeni mnoziny
spojitych po ¢astech linearnich funkei, které nabyvaji v uzlovych bodech racionédlnich hod-
not. Tato mnozina je spocetnd a diky stejnomérné spojitosti funkeci z Cla,b] lze ukézat,
ze je husta v Cla, b]. Alternativné lze téz vyuzit spocetné e-ové sité (viz Cviceni a
stejnomérné spojitosti (ktera je implikovdna spojitosti funkce na omezeném a uzavieném
intervalu). Nakonec poznamenejme, ze prostor spojitych omezenych funkei na intervalu [
se supremovou metrikou je separabilni, pravé kdyz interval I je omezeny a uzavieny.

Cviceni 2.51 (Separabilita diskrétniho prostoru). Udejte nutnou a postacujici podminku
pro to, aby byl separabilni diskrétni metricky prostor.

Piiklad 2.52 (Separabilita ¢/ prostoru). Pro kazdou redlnou hodnotu p > 1 je metricky
prostor P zavedeny v Prikladu separabilni, pricemz jeho prislusna spocetna husta
podmnozina je napiiklad

N = {{z}32; €Q, =z # 0 pouze pro konetné mnoho indexu k € N} . (2.27)

Podstatnou tlohu zde hraje skutecnost, ze mnozina Q je spocetna a hustd v metrickém
prostoru E. Doplinte detaily napt. pro piipad p = 2. Mj. si uvédomte, ze konvergence rady
> ore, @y implikuje limy, o0 Y oo 27 = 0.

Pro zjisténi neseparability muzeme vyuzit nasledujici kritérium.

Véta 2.53. Necht (M, o) je metricky prostor. Jestlize existuje 6 > 0 a nespocetnd mnoZina
N C M takovd, Ze o(xz,y) > § pro kazdé x,y € N, x # vy, pak (M, o) neni separabiln.

Diikaz. Necht A je libovolnd hustd podmnozina v M. Podle Pozndmky to znamena,
ze ke kazdému x € M a kazdému ¢ > 0, zejména k ¢ = 0/2, existuje a € A takové, ze
o(a,r) < e. Protoze N C M, totéz tvrzeni plati i pro z € N, coz je v8ak vzhledem k
nespocetnosti mnoziny N mozné jen tehdy, kdyz A je nespocetnd, tedy metricky prostor
(M, o) neni separabilni. ]

Piiklad 2.54 (Neseparabilita prostoru £>°). Prostor £*° vsech ohrani¢enych posloupnosti
redlnych éfsel neni separabilni. Skutecné, necht N je podmnozina (> sestdvajici z posloup-
nosti, v nichz se vyskytuji pouze ¢isla 0 a 1. Tato mnozina je nespocetnd. Navic, pro kazdé
x,y € N, z #y, plati o(z,y) = 1. Tedy podle Véty prostor £°° neni separabilni.
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Piiklad 2.55 (Separabilita LP prostoru). Lebesgueovy prostory LP(I) jsou separabilni
pro p € [1,00). Prostor L>°(I) separabilni neni. Detailni diikazy téchto faktu zde podrobné
uvadét nebudeme, Ctendi je nalezne napf. v [28] a mnoha dalsich zdrojich. Separabilita
prostoru L? je v naSem textu trochu podrobnéji diskutovdna pozdéji, a to v kontextu
Fourierovy analyzy v Sekci 5.5, presnéji viz (5.38). K separabilité LP(I) poznamenejme, Ze
mnozina jednoduchych (po édstech konstantnich) funkei nabyvajicich raciondlnich hodnot
a definovanych pomoci intervalu s raciondlnimi koneénymi body je spocetna a husta v

(D).

Piiklad 2.56 (Separabilita Baireova prostoru). Baireuv metricky prostor zavedeny v
Piikladu je separabilni, viz napt. [11].

2.3 Konvergence v metrickém prostoru

Konvergentni a cauchyovské posloupnosti

Z diferencialniho poctu zname pojem konvergentni posloupnosti. Obdobné muzeme tento
pojem definovat v libovolném metrickém prostoru.

Definice 2.57 (Konvergentni posloupnost). Necht (M, o) je metricky prostor a {x;}32, C
M posloupnost. Rikdme, ze posloupnost {x;} konverguje v metrickém prostoru (M, g) k
bodu x € M, jestlize

pro kazdé € > 0 existuje k. € N tak, ze pro kazdé k > k. plati z;, € O.(x). (2.28)

Jinak teceno, plati relace limg_,o o(xg, ) = 0 v obvyklém smyslu limity ¢iselné posloup-
nosti. Bod x € M se nazyva limita posloupnosti {xy}, pficemz piseme xy — z pro k — oo.
Bude-li nutno vyjadiit zdvislost na metrice, budeme psat zy — = pro k — oo; nékdy se
pise i limy_, 21 = x Vv metrice p.

Definice 2.58 (Cauchyovskd posloupnost). Necht (M, o) je metricky prostor a {x;}52, C
M posloupnost. Rikdme, ze posloupnost {xy} je cauchyovskd (téz fundamentalni) v (M, o),
jestlize

pro kazdé € > 0 existuje k. € N tak, ze pro kazdé m,n > k. plati o(z,,, x,) <e. (2.29)
Jinak feceno, plati relace o(zy,, z,) — 0 pro min{m,n} — oc.
Nasleduje nékolik zdkladnich vlastnosti nadefinovanych objektu.
Véta 2.59. Necht (M, o) je metricky prostor. Potom plati ndsledujici tvrzens.

(i) Kazdd posloupnost konvergentni v M i cauchyovskd posloupnost v M je omezend v

M.

(11) Kazdd posloupnost konvergentni v M md pravé jednu limitu.
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(111) Kazdd posloupnost konvergentni v M je cauchyovskd v M.

(iv) Jestlize posloupnost {x} C M konverguje k bodu x € M, potom kazdd podposloupnost
vybrand z této posloupnosti konverguje k x.

(v) Jestlize posloupnost {xy} C M je cauchyovskd a obsahuje konvergentni podposloup-
nost s limitou x € M, potom cela posloupnost je konvergentni s limitou x.

Diikaz. Dukazy jsou analogické dukazum v diferencidlnim poctu. Jako cviceni si dokazte
(iii). Vyuzijte nerovnost o(Zm, ) < 0(Tm,z) + o(x,z,), kterd plyne z trojihelnikové
nerovnosti. [

Cviceni 2.60. Je kazd4 posloupnost cauchyovska v M je konvergentni v M, tj. plati
opa¢nd implikace k (iii) v obecném metrickém prostoru?

Nésledujici véta charakterizuje uzaviené mnoziny pomoci konvergence a casto se pouziva
pri dukazu uzavienosti mnozin v konkrétnich metrickych prostorech. Zhruba feceno, uza-
vienost mnoziny znamend, ze konvergentni posloupnosti ,limitné nevypadnou“ z dané
mnoziny.

Véta 2.61. Necht A C M, kde (M, o) je metricky prostor. MnoZina A je uzaviend, prdvé
kdyz pro kaZdou konvergentni posloupnost {xy} C A takovou, Ze ), — x € M, plati x € A.

Diikaz. Dukaz prenechavame zajemcum jako cviceni. ]

Poznamka 2.62. Bod © € M je bodem uzavéru mnoziny A C M, pravé kdyz existuje
konvergentni posloupnost {x;} C A, kterd ma za limitu bod z. Uzavér mnoziny A se nékdy
proto definuje jako mnozina limit vSech posloupnosti bodu z A, které v M konverguji.

Piiklad 2.63 (Konvergence v diskrétnim metrickém prostoru). V diskrétnim metrickém
prostoru je posloupnost konvergentni, resp. cauchyovska praveé tehdy, kdyz je skorosta-
ciondrni, tj. od jistého indexu konstantni. Diky tomuto faktu a Véte snadno vidime,
ze kazda mnozina v diskrétnim metrickém prostoru je uzaviena.

Cviceni 2.64. (i) Uvazujte metricky prostor (Cla, b], oc) a {f.} C C|a,b]. Ukazte, ze
oo f e

na [a, b]. Poznamenejme, Ze z tohoto duvodu se metrika oo nékdy nazyva metrikou stej-
nomerné konveregence.

(ii) S prihlédnutim k charakterizaci uzaviené mnoziny pomoci konvergentnich posloup-
nosti a oteviené mnoziny jako komplementu uzaviené mnoziny znovu (a jinak nez v
Prikladu [2.36) dokazte, Ze oteviend koule je oteviend mnozina.

(iii) Ukazte, ze Cla,b] je uzaviend v Bla,b|] v suprémové metrice. (Suprémova metrika
ziejmé indukuje oo v Cla, b]).
Poznamka 2.65. Fakt, ze mnozina B C M je hustd v metrickém prostoru (M, o), lze

charakterizovat nésledujicim zpusobem: pro kazdé x € M existuje posloupnost {z,} C B
tak, ze x, — .
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Ekvivalentni metriky

Definice 2.66 (Ekvivalentn{ metriky). Necht (M, o) a (M,o) jsou metrické prostory.
Rekneme, ze metriky o a o jsou ekvivalentnd, jestlize pro kazdou posloupnost {zx} C M a
bod x € M plati

T~ = 1y . (2.30)

Poznamka 2.67. Upozornéme, ze v literature lze nalézt ruzné definice ekvivalence metrik
¢i velmi piibuznych pojmu (vyuzivajicich charakterizace okoli, zachovani otevienosti, ¢i ne-
rovnosti mezi ndsobky vzdalenosti s jemnymi modifikacemi v kvantifikdtorech). Ne vsechny
takové definice jsou navzdjem stejné silné. Zminme zde alespon pojem stejnomérné ekvi-
valentnich metrik o a 0 v M, ktery se zavadi takto: Existuji konstanty 0 < ¢; < ¢y tak, ze
pro vSechna x,y € M plati

cro(z,y) < o(z,y) < ca0(z, y).

Stejnomérné ekvivalentni metriky jsou ekvivalentni, obracené to neplati: Prozkoumejte
o(z,y) = |r —y| a o(x,y) = arctg|zr — y| na R. Poznamenejme, Ze v metrice o jsou
vSechny mnoziny omezené.

Pojem ekvivalence budeme pozdéji diskutovat i v kontextu normovanych linearnich
prostoru.

Poznamka 2.68. Ekvivalence metrik je relaci ekvivalence, tedy je reflexivni, symetricka
a tranzitivni. Lze tedy vSechny metriky na M rozlozit na tiidy ekvivalence.

Poznamka 2.69. Ekvivalentni metriky urcuji stejné konvergentni i cauchyovské posloup-
nosti, oteviené a uzaviené mnoziny, hranice, uplné mnoziny, kompaktni mnoziny, sepa-
rabilni mnoziny; pokud nékteré z uvedenych pojmu nejsou definovdny vyse, lze je nalézt
nize v textu. Neurcuji vSsak nutné stejné omezené mnoziny, na to je zapotiebi stejnomérné
ekvivalentni metriky.

Piiklad 2.70. Metriky oc a o7 na prostoru Cfa,b] nejsou ekvivalentni. Ozna¢me ¢ :=
(a+b)/2 a pro dostatecné velké indexy n € N uvazujme posloupnost funkei { f,} C C|a, b
s predpisy

0, :L’E[CL,C—%]U[C—!—%,()],

fa@):=¢ n(z—c+i), zelc—21, (2.31)

n(c—z+1), zelcet+i].
V integrélni metrice p; tato posloupnost konverguje k funkci f(z) = 0 na [a,b]. V me-
trice stejnomérné konvergence oo vsak posloupnost v (2.31) nemd limitu v Cf[a,b], ne-

bot bodova limita g(z) := lim, e fu(2z) je funkce nespojitd v [a,b]. Kromé toho plati
limy, 00 0¢(fn, f) = lim, oo 1 = 1, a tedy podle Definic a dané metriky nejsou

ekvivalentni na mnoziné C|a, b].

Cviceni 2.71. Dokazte, ze metriky o(x,y) = |z — y| a o(z,y) = In(1 + |z — y|) jsou
ekvivalentni na R.



30 Kapitola 2

2.4 Zobrazeni metrickych prostoru

Spojité zobrazeni

V této sekci zavedeme pojem spojitosti zobrazeni mezi dvéma metrickymi prostory a bu-
deme diskutovat ptibuzné (silnéjsi) pojmy. Pripomente si nejdiive definici spojitosti redlné
funkce realné proménné. Totiz definice spojitosti mezi libovolnymi metrickymi prostory je
v jistém smyslu analogicka.

Definice 2.72 (Spojité zobrazeni). Necht (M, ) a (N,o) jsou metrické prostory a f :
M — N. Zobrazeni f se nazyva spojité v bodé xy € M, jestlize pro kazdé € > 0 existuje
d > 0 tak, ze pro kazdé x € M takové, ze o(x,x) < 9, plati o(f(x), f(xg)) < €. Zobrazeni
f je spojité na mnozine M, pokud je spojité v kazdém bodé mnoziny M.

Definici 1ze prirozené naformulovat i v ,fec¢i* okoli. Existuji dalsi ekvivalentni vyjadieni.
Nejdiive uvedeme kritérium Heineova typu, které je velmi dulezitym nastrojem pii vysetio-
vani spojitosti ruznych zobrazeni mezi metrickymi prostory. V literatute se ¢asto objevuje
i jako definice spojitosti.

Véta 2.73. Necht (M, o) a (N, o) jsou metrické prostory a f : M — N zobrazeni. Potom
f je spojité v bodé xy € M prdvé tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost {x} C M takovou,
fe 1 — g, plati f(x) = f(xo).

Diikaz. Dukaz je nepiilis odlisny od klasického Heineova kritéria, viz napt. [11]. [

Piiklad 2.74. Uvazujme metrické prostory (M, o) := E a (N,0) := (R, 0p), kde pp je
diskrétni metrika. Potom zobrazeni f : M — N je spojité na M pravé tehdy, kdyz je
konstantni na M.

Nyni uvedeme dalsi ekvivalentni vyjadreni spojitosti. Formulace (iii) je typicka pro za-
vedeni spojitosti v topologickych prostorech, ovsem i formulace z predchozi definice (mo-
difikovana v feé¢i okoli) je v tomto kontextu mozna.

Véta 2.75. Necht (M, o) a (N,o) jsou metrické prostory a f : M — N zobrazeni. Nasle-
dugici vyroky jsou ekvivalentni.

(i) Zobrazeni f je spojité na M.
(it) Pro kaZdou podmnozinu A C M plati f (A) C F(A).
(i1i) Pro kazdou otevienou podmnozinu B C N je jeji (uplny) vzor
fYB):={r e M, f(z)€ B} (2.32)
otevirenou podmnozinou v metrickém prostoru (M, o).

(iv) Pro kazdou uzavienou podmnoZinu B C N je mnoZina f~'(B) uzavrenou podmnoZinou
v metrickém prostoru (M, o).
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Diikaz. Dukaz lze nalézt v mnoha textech, napf. [17] nebo [28]. O

Cviceni 2.76. Dokazte, ze kazdé zobrazeni f : M — N, kde M je metricky prostor s
diskrétni metrikou op a (N, o) je libovolny metricky prostor, je spojité. Najdéte dva dukazy,
a to jednak s vyuzitim véty Heineova typu (uvédomte si, ze v diskrétni metrice konverguji
pouze skorostacionarni posloupnosti) a ddle pouzijte charakteristiku (iii) z predchozi véty.

Poznamka 2.77. Jiz diive pfipomenuté tvrzeni o spojité funkci na omezeném uzavieném
intervalu pozdéji rozsitime na zobrazeni kompaktniho metrického prostoru (Véta [2.148)).

Nésledujici pojem zesiluje spojitost zobrazeni. Na rozdil od spojitosti, ktera je vlastnosti
lokalni, jde o vlastnost globédlni. VsSimnéme si, ze § v definici zavisi pouze na ¢, nikoliv na
x.

Definice 2.78 (Stejnomérné spojité zobrazeni). Necht (M, g) a (N, o) jsou metrické pro-
story a f : M — N. Rekneme, Ze zobrazeni f je stejnomérné spojité na M, jestlize pro
kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro vSechna z,y € M splaujici o(z,y) < J plati

o(f(z), f(y)) <e.

Priklad 2.79. Uvazujme redlné funkce jedné redlné proménné. Kazda stejnomérné spojita
funkce je spojita. Kazda spojita funkce na omezeném uzavieném intervalu je stejnomérné
spojitd (pozdéji toto tvrzeni rozsifime pro spojitd zobrazeni na kompaktnich metrickych
prostorech). Funkce f(z) = kz je stejnomérné spojitd na R. Funkce e je spojitd na R,
ale neni zde stejnomérné spojitd. Funkce tgz je spojitd na (—m/2,7/2), ale neni zde
stejnomeérné spojita.

Lipschitzovské zobrazeni a kontrakce

Definice 2.80 (Lipschitzovské zobrazeni a kontrakce). Necht (M, ¢) a (IV, o) jsou metrické
prostory a f : M — N. Zobrazeni f se nazyva lipschitzovské, jestlize existuje nezaporna
realnéd konstanta L s vlastnosti

o(f(x), fly)) < Lo(x,y) pro kazdé x,y € M. (2.33)

Cislo L je tzv. Lipschitzova konstanta zobrazeni f. V pifpadé, ze L € [0,1), zobrazeni f
nazyvame kontraktivni zobrazeni, resp. kontrakce.

Poznamka 2.81. (i) Lipschitzovské zobrazeni f : M — N je na M spojité. Dokazte tento
fakt. Lze ukazat, ze f je dokonce stejnomérné spojité na M. Lze vSak najit zobrazeni, které
je stejnomérné spojité, avsak neni lipschitzovské.

(il) Kazd4 izometrie je lipschitzovské zobrazeni. Je tedy i stejnomérné spojité, a proto i
Spojité.

Piiklad 2.82. Zobrazeni F' : C[a,b] — R definované predpisem

/f dz, f € Cla,b, (2.34)
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je lipschitzovské zobrazeni mezi metrickymi prostory (Cfa,b], oc) a E, kde Lipschitzova
konstanta L = b — a. Detaily si ukazeme na prednasce. VSimnéme si, ze tedy F' je i spojité
a ukazali jsme vlastné, ze stejnomérna konvergence funkéni posloupnosti umoznuje zaménu
limity a integralu.

Cviceni 2.83. Necht F je zobrazeni metrického prostoru (C0, 1], oc) do sebe definovdno
predpisem
F(f)(x) ::/ tf(t)dt, fecC|0,1], =ze€]0,1]. (2.35)
0
Ukazte, ze F' je kontrakce.

Pozndmka 2.84. Lze ukdzat ndsledujici uzitecny vztah. Necht a < b jsou dana redlnd
¢isla. Funkee f : [a,b] — R se spojitou derivaci na intervalu [a, b] je kontrakci z metrického
prostoru ([a, b], 02) do E prave tehdy, kdyz plati | f/(x)| < 1 pro kazdé x € [a,b]. S vyuzitim
Lagrangeovy véty ukazte implikaci ,<=“ v tomto vztahu.

Homeomorfni zobrazeni

Definice 2.85 (Homeomorfni zobrazeni). Necht (M, g) a (N, o) jsou metrické prostory a
f M — N je bijekce. Zobrazeni f se nazyva homeomorfni, resp. homeomorfismus, jestlize
obé zobrazen{ f a f~! jsou spojitd. V tomto pifpadé fikdme, ze metrické prostory (M, o)
a (N, o) jsou (vzdjemné) homeomorfn.

Poznamka 2.86. Poznamenejme, Ze je-li zobrazeni f spojité, inverzni zobrazeni f nemusi
byt spojité. Napt. identické zobrazeni na R, chdpané jako (R, op) — E!, je spojité, ale
inverzni zobrazen{ E! — (R, op) neni spojité.

Dulezitost homeomorfniho zobrazeni v teorii metrickych prostoru popisuje nasledujici
véta.

Véta 2.87. Necht (M, ) a (N,o) jsou metrické prostory a necht f: M — N je homeo-
morfni zobrazeni. Potom plati ndsledujici tvrzeni:

(i) MnozZina A C M je oteviend v M pravé tehdy, kdyz f(A) je oteviend v N.
(i) Mnozina A C M je uzaviend v M prdvé tehdy, kdyz f(A) je uzaviend v N.
Dikaz. Plyne z Véty [2.75] [

Poznamka 2.88. (i) Kazdd izometrie je homeomorfismus. Skutecné, bud f : M — N
izometrie. Potom f je injekci a surjekci, a tedy i bijekci. Pritom ziejmé plati, ze z, — z v
M pravée tehdy, kdyz f(zx) — f(z) v N, takZe obé zobrazen{ f a f~! jsou spojita.

(i) Necht o,0 jsou metriky na mnoziné M. Tyto metriky jsou ekvivalentni, prave kdyz
metrické prostory (M, o) a (M, o) jsou homeomorfni.
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Piiklad 2.89. Zobrazeni f : R — (—1,1) definované predpisem f(z) := %Ix\’ x € R, je
homeomorfismus metrickych prostoru E a ((—1,1), 02). Tento piiklad ukazuje, ze homeo-
morfni obraz tiplného prostoru nemusi byt uplny. O tplnych prostorech hovorime v ptisti
sekei.

Poznamka 2.90 (Topologické a metrické vlastnosti). Vlastnosti, resp. pojmy definované
v metrickych prostorech, které jsou invariantni vici homeomorfismum, se nazyvaji topolo-
gické. Ptipomenme, Ze vlastnosti a pojmy, které se zachovavaji pii izometrickém zobrazeni,
se nazyvaji metrické. D& se ukazat, ze pojmy okoli, uzaviena mnozina, oteviena mnozina,
bod uzavéru, uzaveér, vnitiek, vnéjsek, husta podmnozina, hranice a spojité zobrazeni jsou
topologické pojmy. Zejména tedy metrické prostory (M, o) a (M, o) s ekvivalentnimi met-
rikami maji stejné oteviené mnoziny, stejné uzaviené mnoziny a stejné uzavery.

2.5 ﬂplné metrické prostory

ijlny prostor

Z predchoziho vykladu vime, ze kazda konvergentni posloupnost je cauchyovska. Prirozenou
otazkou je, kdy je cauchyovska posloupnost konvergentni. Prostory, v nichz toto plati, se
nazyvaji uplné a — jak brzy uvidime — hraji v nasi teorii velmi dulezitou roli.

Ptipomenme, ze podle Cauchyova-Bolzanova kritéria je ,klasicka“ ¢iselna posloupnost
konvergentni pravé tehdy, kdyz je cauchyovskd (v nasem pojeti bychom fekli, ze prostor
E! je tplny). Dikaz lze najit ve standardnich ucebnicich a lze jej provést napt. pomoci
tzv. principu vlozenych intervalu (nékdy téz nazyvany Cantoruv-Dedekinduv axiom), ktery
fikd, ze mnozina intervalu I, = [a,,b,], pro néz plati I, 2 I,.; a lim(b, — a,) = 0, m4
neprazdny prunik.

Jak vsak uvidime, ne kazdy metricky prostor je iplny (a obecné tedy neplati analogie
Cauchyova-Bolzanova kritéria).

Shrnut{ informaci o puvodu, vyvoji a vyznamu pojmu tplnosti lze nalézt v [46].

Definice 2.91 (Upln}'f metricky prostor). Metricky prostor (M, o) se nazyva uplny, jestlize
v ném kazda cauchyovské posloupnost konverguje, tj. ma limitu (kterd do tohoto prostoru
patii).

Neékdy se zavadii pojem uplné mnoziny N C M v metrickém prostoru (M, o); vyzaduje
se, aby N s metrikou indukovanou metrikou ¢ byl iplny metricky prostor.

V 1uplnych metrickych prostorech konvergentni a cauchyovské posloupnosti splyvaji.
To piinasi vyhodu pii uréovani, zda posloupnost mé limitu, nebot staci ukdzat, Ze je
cauchyovska bez nutnosti samotnou limitu zjistovat. To je velmi dilezité napi. pii dikazech
existencnich vét.

Piiklad 2.92. Kazdy diskrétni metricky prostor je tplny, nebot kazdd je cauchyovska
posloupnost je skorostacionarni, a tedy nutné konvergentni.
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Piiklad 2.93. Dusledkem Cauchyova-Bolzanova kritéria (potazmo Cantorova-Dedekindova
principu) je uplnost prostoru E". Obecnéji, plati, ze (R, 0,), kde p € [1,00), je Uplny.

Piiklad 2.94. Prostory (Q, 1) a ((a,b), 01) nejsou uplné. Zduvodnéte.

Priklad 2.95 (Uplnost (P-prostoru). Pro kazdé p € [1,00) je prostor /P zavedeny v Pii-
kladu Uplnym metrickym prostorem. DokdZeme toto tvrzeni. Necht p > 1 je dané a
necht {zM}>° C P kde 2" = {xL’"‘]}g;l, je néjakd posloupnost cauchyovskd v prostoru
P, Tedy

&p (I[m]vx[n]) <§: ‘xgﬂm} - mgcn]
k=1

1/p
p) — 0 pro min{m,n} — oo, (2.36)

podle Definice [2.58, Ze vztahu (2.36]) zejména vyplyva, ze pro kazdy pevny index k € N je
posloupnost {z;"}5°; C R cauchyovskd v eukleidovském prostoru E, a tedy i konvergentn{
diky tplnosti prostoru E, viz Piiklad . Necht =z = {23}, C R oznacuje piislusnou
posloupnost limit, tj.

zp = lim 2z, keN (2.37)

n—o0

Ukazeme, ze posloupnost {x[”]} konverguje k = v metrice g, a ze x € {P. Zvolme ¢ > 0. Z
toho, ze {2} je cauchyovskd v 7, mame v souladu s (2.29)) zarucenu existenci n. € N s
vlastnosti g, (2™, 2" < 5 pro kazdé m,n > n., a tedy

1
| " @ m € o
Z xr, —T; < o, (2™ ™) < 5 Pbro kazdé k € N. (2.38)

=1

Limitnim pfechodem v (2.38)) pro m — oo s ohledem na ([2.37)) dostaneme

>

=1

T; — IE"]

1/p
p) < g pro kazdé k € N, (2.39)

z ¢ehoz naslednym limitnim pfechodem pro k — oo ziskame

op (,2") <i

i=1

[n]

1/p
p
T — T ) < g < e pro kazdé n > n.. (2.40)

Nerovnost (2.40) podle Definice znamend, ze posloupnost {z} konverguje k = v
metrice g,. Zejména, {z["} je ohranicend v (P, tj. existuje L > 0 tak, ze

>

i=1

p

" < L pro kazdé k,n € N. (2.41)

Limitnim ptfechodem této nerovnosti nejprve pro n — oo, a nasledné pro £ — oo, a
vyuzitim (2.37) odvodime } |z;|P < L, a tedy = € 7, viz Piiklad [2.6]
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Priklad 2.96 (Uplnost (>®-prostoru). Prostor ¢ zavedeny v Pifkladu [2.6 je tplny. Jeho
uplnost se ukéze obdobné jako tplnost metrického prostoru (Cfa,b], 0c). Vice detailu
zminime na prednésce.

Uzitecnym nastrojem pro ovérovani uplnosti muze byt nasledujici véta.

Véta 2.97. Necht (M, o) je tiplng metricky prostor a N C M uzaviend neprdzdnd mnoZina.
Potom (N, ) je uplnyg metricky prostor.

Diikaz. Bud {z,} C N cauchyovskd posloupnost. Ponévadz M je tplny, =, — xo € M.
Mnozina N je vsak uzaviend, a tedy xy € N, coz implikuje uplnost (V, ). O

Poznamka 2.98. (i) V piechozi vété plati i opacna implikace. Presnéji, plati: Necht (M, o)
je uplny metricky prostor a (IV, o) jeho podprostor. Potom (N, o) je uplny prostor, pravée
kdyz N je uzaviend mnozina v (M, o).

(ii) Uvedené tivahy by mohly svadét k domnénce, ze tplnost a uzavienost jsou v podstaté
totéz. Radéji tedy jesté uvedme upfesiiujici pozndmku. V kazdém metrickém prostoru
plati, ze uplna mnozina je uzaviend. Obracené tvrzeni vSak obecné neplati. Skutecné, napr.
mnoziny M = [0,1]NQ ¢ M = (0,1) jsou uzaviené v sobé, ale nejsou tuplné. Na rozdil od
uzavienosti mnoziny, kde vlastné zalezi na tom, ve kterém prostoru ji uvazujeme, iplnost
mnoziny N na prostoru nezavisi. Napt. M = [0, 1]NQ je uzaviend v Q, neni vsak uzaviend
v R. ijlnzi neni ani v Q ani v R s obvyklou metrikou.

Piiklad 2.99. Prostor ([a,b],01) je uplny. Tento fakt je dusledkem piedchozi véty a
uplnosti E.

Priklad 2.100 (Uplnost prostoru spojitych funkef). Metricky prostor (Cla, b], oc) je uplny.
Je mozno nalézt minimélné dva zpusoby dukazu. V jednom se ukaze existence limity, kterd
patii do uvazovaného prostoru a v druhém se vyuzije Véta , Cviceni (iii) a uplnost
metrického prostoru (Bla,b], 0p).

Piiklad 2.101. Metricky prostor (Cla,b], 0r), kde or je integralni metrika, neni tplny!
Pro n > 2/(b — a) uvazujeme napft. posloupnost funkei tvaru

0, x € |a, ],
folx) =< n(x—c) z€lc,c+1/n],
1, x € [c+1/n,b],

kde ¢ je stred intervalu [a, b]. Detaily doplnime, piipadné se o né muzete pokusit sami.

Poznamka 2.102 (Integralni metrika na dalsich prostorech a tplnost). S pfihlédnutim k
predchozimu piikladu muzeme konstatovat, ze zatim nemame rozumny prostor funkei s
integralni metrikou, ktery by byl uplny Nablzl' se prirozend volba, totiz uvazovat prostor
(R[a,b], 01), kde o;(f,9g) f |f(t) — g(t)| dt; R|a,b] znaci mnozinu vsech Riemannov-
sky integrovatelnych funk01 na [a,b] a plsmeno R u symbolu integrélu zduraznuje, ze jde o
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Riemannuv integral. Bohuzel ani touto volbou si moc nepomiuizeme. Pfedné poznamenejme,
ze (R[a, b], or) ve skutecnosti neni metricky prostor. Skutecné, 1ze lehce nalézt f, g € Rla, b]
takové, ze f # g, avsak (R) f; |f(t)—g(t)| dt = 0 (najdéte takové funkce!); neni tedy splnén
axiom (M1) a mame pouze pseudometriku. Tento problém lze odstranit jistou faktorizaci
spocCivajici ve ztotoznéni funkci, které se lisi pouze na ,malych mnozinach®, jinde jsou
si rovny. Pfesnéji, jsou si rovny skoro vsude (viz Poznamku pro tuto terminologii).
Jde potom o relaci ekvivalence. Dostavame tak prostor, jehoz prvky jsou tiidy navzajem
ekvivalentnich funkci. Z praktickych duvodu ovSsem misto o tfiddch hovoiime o funkcich.
Nedodrzeni formalismu je vSak v tomto ptipadé celkem bézné; v ramci Lebesgueova in-
tegrdlu o tom hovoiime podrobnéji, viz str. Bohuzel ani takto upraveny prostor stale
nespliuje nase pozadavky. Lze totiz ukazat (viz Piiklad , ze

prostor (R[a, b, (R) [*1£(t) — g(t)] dt) nenf tplny.

Problemati¢nost Riemannova integralu zminujeme i na jinych mistech; lze najit (cauchy-
ovskou — ve smyslu metriky g;) posloupnost Riemannovsky integrovatelnych funkei, kterd
na intervalu [a,b] bodové konverguje k Dirichletové funkei, jez neni Riemannovsky inte-
grovatelnd, viz Piiklad [3.17] Kyzenymi prostory jsou az Lebesgueovy prostory LP, které
diskutujeme od str. [74l Mj. ve Véte ukazujeme, ze

prostory P, p € [1,00) U {00}, jsou tplné.

To je ostatné jeden z duvodu, pro¢ zavadime Lebesgueuv integral. Jesté pro kompletnost
uvedme, 7e R[a,b] jako podprostor L![a,b] neni uzavieny. Co to znamen4 s piihlédnutim
k Poznamce O LP prostorech budeme ¢asto hovorit zejména v kontextu normovanych
linedrnich prostoru a navazujicich témat.

Priklad 2.103. Baireuv metricky prostor zavedeny v Ptikladu [2.12]je tplny.

Poznamka 2.104. Necht f je homeomorfn{ zobrazeni metrického prostoru (M, ¢) na pro-
stor (N, o). Je-li {x,} cauchyovska posloupnost v (M, o), nemusi byt posloupnost { f(z,)}
cauchyovska. Uvazme posloupnost a,, := 1 —1/n, n € N, v prostoru (0, 1) s eukleidovskou
metrikou a homeomorfismus f(x) = /(1 — z) intervalu (0,1) a (0, 00), rovnéz s eukleidov-
skou metrikou. Pak je f(a,) =n — 1, a tedy {f(a,)} neni cauchyovska posloupnost.

Dalsi vlastnosti iplnych prostort

Poznamka 2.105. Uplnost se zachovava pri izometrii.

Nésledujici véta udava nutnou a postacujici podminku pro iplnost metrického prostoru.
Lze ji chapat jako zobecnéni principu vloZenych intervali.

Véta 2.106. Metricky prostor (M, o) je uplny, prdvé kdyz kazdd posloupnost { Bx}2, do
sebe vnotenyjch uzavrenych kouli, jejichz poloméry konvergugi k nule, md neprdzdny prunik.
Navic v tomto pripadé je dany prunik pro kaZdou posloupnost { B}, jednoprvkovy.
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Diikaz. Necht (M, ) je tiplny metricky prostor a necht
M 2 Byxy, 1] 2 Balxg, 72| 2 Bs[ws,rs] 2 -+ 2 Bylwg, 1] 2 -+, (2.42)

kde limg_ oo 7z = 0, je néjakd posloupnost do sebe vlozenych uzavienych kouli v M s
poloméry konvergujicimi do nuly. Odpovidajici posloupnost sttedu {zx} je v souladu s
Definici cauchyovské, nebot plati o(z,,,z,) < r, pro kazdou dvojici indext m,n
spliujici n > m. Diky dplnosti prostoru (M, o) potom {zy} konverguje v M, tj. existuje
r € M takové, ze limy_,o x) = . Plati

2 € (1) Bilar, m]. (2.43)

keN

Skutecné, podle (2.42)) pro kazdé dané n € N mnozina B,[x,,r,] obsahuje vSechny body
posloupnosti {x;} od indexu k = n véetné. A ponévadz B,[z,,r,] je uzavienda v M a
x = limy_,o Tg, z Poznamky vyplyva, ze nutné x € B,|x,,r,]. Podle (2.43) je tedy

prunik posloupnosti { B} neprazdny.
Naopak predpokladejme, ze kazda posloupnost do sebe vlozenych uzavienych kouli v
M s poloméry konvergujicimi do nuly md neprazdny prunik. Necht {z;} C M je néjaka
posloupnost cauchyovska v metrickém prostoru (M, g). Dokazeme, Ze {x}} je i konvergentni
a jeji limita patif do M. V souladu s Definici ze skutecnosti, ze {xy} je cauchyovska,
vyplyva existence indexu n, s vlastnosti
1
o(Tm, ) < 5 bro kazdé m,n > n;. (2.44)
Zejména, nerovnost v (2.44) (s m := ny) implikuje relaci
1 .
Ty € B |2y, 5| pro kazdé n > n;. (2.45)
Dale existuje ny > n; s vlastnosti
1
o(Tm, ) < 5 bro kazdé m,n > no, (2.46)
coz nasledné (s m := ny) ukazuje, ze
1 .
Ty € B |xy,, 5| Pro kazdé n > na. (2.47)

Necht nyni z € B [:En2, %} Pouzitim trojihelnikové nerovnosti potom mame

, atedy z € Blz,,, 1]

} B ln,,1]. (2.48)
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Timto zpusobem muzeme induktivné sestrojit posloupnost indexu {nj}3>, a vybranou
podposloupnost {z,, }32,. Konkrétneé, jestlize

indexy n; <ng <mng <--- <nygabody T, Tny, Tng, - -, Tn,

jsou sestrojené jako vysSe, potom existuje index ng1 > ny s vlastnosti
1 o
(T, ) < Jkr Pro kazdé m,n > ng1, (2.49)

coz (s m := nyy1) ukazuje, ze pro kazdé n > ngy plati

1 o 1 1
r, €B {L%H, %} , anasledné B {L%H, ﬁ} CB {xnk, F} . (2.50)

Ziskali jsme tedy posloupnost do sebe vlozenych uzavienych kouli B [{tnk, %%1}, k e N,
jejichz poloméry ocividné konverguji do nuly. Tato posloupnost ma podle predpokladu
neprazny prunik, tj. existuje bod x € M tak, ze v € B [:cnk, %%1] pro kazdé k € N. To
v8ak znamena, ze limy o ©,, = x. Z Véty (V) vyplyva, ze i celd posloupnost {x} je
konvergentni s limitou z. To ukazuje tiplnost metrického prostoru (M, o). O

Poznamka 2.107. Poznamenejme, ze uzaviené koule ve vété mohou byt nahrazeny uza-
vienymi mnozinami A; 2 As D - -+, takovymi, ze lim,,_,o, d(A,) = 0.

Cviceni 2.108. V souvislosti s predpoklady a tvrzenim Véty [2.106| prozkoumejte systém
mnozin
1 n 1 n+1
(1 + —) , (1 + —) NnNQ
n n

Dusledkem nasledujici véty je pozorovani, ze neprazdny uplny metricky prostor neob-
sahujici izolované body neni spocetny (v takovém prostoru je kazdd jednobodové mnozina
fidka). Mnoho dalsich informaci o puvodu, vyvoji a vyznamu Baireovy véty lze nalézt v
46].

v metrickém prostoru (Q, o1).

Véta 2.109 (Baireova véta). Uplny metricky prostor (M, o) nelze vyjadrit jako sjednocent
spocetné mnoha mnozin tidkiych v prostoru (M, o).

Diikaz. Vétu dokazeme sporem. Predpokladejme, ze existuje neprazdny uplny metricky
prostor (M, o), pro ktery plati

M= |JAr, Ap C M jeridké v (M, o) pro kazdé k € N. (2.51)
keN

Zvolme néjaky bod xy € M. Ponévadz mnozina A; je fidka v (M, o), podle Poznamky
pro uzavienou kouli B[z, 2| existuje r; € (0,1) a bod z; € M tak, ze uzaviena koule
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Blz1, 1] C Blxg, 2] a Blz1,71]N A; = (. Podobné, mnozina A, je tidka v (M, o), proto pro
uzavienou kouli B[zq,r;] existuje ro € (O, %) a bod zy € M tak, ze Blxy, | C Blxy, 1]
a Blxg,ra) N Ay = (). Pokracujice v tomto procesu, sestrojime posloupnost {B[zg,7x]}
uzavienych kouli, které pro kazdy index k& € N splnuji vlastnosti

1
B[$k+1,7“k+1] - B[[Ek,Tk], B[Ilfk,’l"k} N Ak = (Z), 0<r < E (2.52)

Jedna se tedy o posloupnost do sebe vlozenych uzavienych kouli, jejichz poloméry konver-
guji do nuly. Diky uplnosti metrického prostoru (M, g) je potom podle Véty prunik
Miken BlTr+1, Tkt neprazdny, tj. existuje € oy Bl@rs1, Ths1). OCividne, x € M. Aviak
podle bod z neni prvkem zadné z mnozin Ax, k € N. zejména s ohledem na
tedy plati © ¢ (J,cyAx = M, coz je vsak ziejmy spor. Tedy mnozinu M neni mozné

vyjadiit ve tvaru (2.51)). O

Poznamka 2.110. Podmnozina metrického prostoru se nazyva mnozinou proni kategorie
nebo mnozinou pruvni Baireovy kategorie, je-li spocetnym sjednocenim fidkych mnozin.
Mnozina je druhé kategorie v metrickém prostoru, pokud neni mnozinou prvni kategorie.
MnozZina Q je prvni kategorie v E!.

ijlnjf obal

Protoze ve funkcionalni analyze maji velky vyznam predevsim uplné metrické prostory,
nabizi se otdzka, zda lze nedplny prostor néjak ,spravit®. Jak uvidime, neuplny prostor
lze vzdy néjakym (a v podstaté jedinym) zpusobem vnotit do iplného prostoru. K tomu
ucelu se zavadi pojem uplny obal metrického prostoru.

Definice 2.111 (Uplny obal metrického prostoru). Nechf (M, o) a (N, o) jsou metrické
prostory. Rekneme, ze metricky prostor (N, o) je ipiny obal metrického prostoru (M, o),
jestlize plati:

(i) (N, o) je iplny metricky prostor,
(i) M C N a 0= olyar (t. (M, o) je vaofeny do (N,a)),
(ili) mnozina M je husta v (N, o).
Veéta 2.112. Pro kazdy metricky prostor (M, o) existuje jeho iplny obal, ktery je urcen
jednoznacné v ndsledugicim smyslu. Jestlize (N1, 01) a (N, 09) jsou dva iplné obaly met-
rického prostoru (M, o), potom existuje izometrie ® : Ny — Ny takovd, Ze jeji zizeni ®|yy

je tdentické zobrazeni na M.

Diikaz. Exaktni dukaz tohoto tvrzeni je ponékud komplikovany a se vSemi prodrobnostmi
je mozno jej nalézt napi. v [17] nebo [28]. Ponévadz je vsak tento dukaz konstruktivni
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a pomérné dulezity, uvedeme zde alespon jeho hlavni myslenky. Uvazujme vsechny cau-
chyovské posloupnosti z prostoru (M, o) a na této mnoziné definujme relaci (o které lze
pomérné snadno dokazat, ze je relaci ekvivalence) nasledujicim zptsobem:

{zn} ~ {yn} pravée kdyz lim o(w,, y,) = 0.
n—oo

Nyni uvazujme tiidy rozkladu cauchyovskych posloupnosti v (M, o) definované touto ekvi-
valenci a mnoZinu téchto tiid oznaé¢me N. Necht X,Y jsou dvé ti{dy ekvivalence z N a
{z,},{yn} jsou néjaci reprezentanti téchto tiid (lze ukézat, ze na jejich vybéru nezalezi).
Definujme

o(X,Y) = lim o(x,, y,).
n—oo
Lze ukazat, 7Ze takto definovand funkce na N? je metrikou a Ze prostor (NN, o) je tuplny.
Pritadime-li nyni kazdému prvku x € M tiidu X € N tvofenou vSemi posloupnostmi
konvergujicimi k tomuto prvku, je timto zpusobem definovano izometrické zobrazeni M
na jistou podmnozinu v N. Zotoznime-li M s touto podmnozinou, dostavame platnost
podminky (ii) z definice tplného obalu. Z vlastnosti cauchyovskych posloupnosti plyne
platnost podminky (iii). Takto definovany metricky prostor je tedy hledanym tplnym oba-
lem prostoru (M, o). O

Poznamka 2.113. Necht (M, p) je tiplny metricky prostor a N C M neprédzdnd mnozina.
Potom (N, o) je uplny obal metrického prostoru (NN, o).

Priklad 2.114. Pro kazdé n € N je eukleidovsky prostor E" tplny obal metrického pro-
storu (Q", p2) a rovnéz i metrického prostoru (R™\ {[0,...,0]}, 02). Zejména, pro a,b € R,
a < b, je podle Véty metricky prostor ([a,b]™, p2), jako uzavieny podprostor v E™
uplny a je ziplnénim kazdého z metrickych prostoru ([a, b)", 02), ((a,b]™, 02) a ((a,b)", 02),
ve shodé s Pozndmkou 2.113

Poznamka 2.115. Véta 2.112] sice mj. iikd, ze E! je ziplnénim prostoru raciondlnich
¢isel. Nelze ji vSsak ptimo pouzit pro konstrukei realnych ¢isel, protoze definice potfebného
metrického prostoru predpoklada znalost mnoziny redlnych ¢isel. Cantorova konstrukce
realnych cisel je vSak podobna myslence iplného obalu aplikovaného na raciondlni ¢isla. V
literatute lze najit i jiné piistupy ke konstrukci oboru realnych ¢isel, napt. axiomaticky ¢i
pomoci metody tzv. Dedekindovych fezu.

Piiklad 2.116. Jiz vime, ze Cfa, b] vzhledem k integralni metrice neni iplny. Lze ukézat,

1/p
viz napf. [40], ze ziuplnénim C|a, b] vzhledem k LP-metrice, tj. metrice ( ff \f — g]pdu) ,
dostaneme prostor LP[a,b]; L,-prostory (Lebesgueovy prostory) diskutujeme v nasledujici

kapitole. Lze najit i jiné husté podmnoziny LP-prostorti. V Sekci 5.5 prokazujeme hustotu
Cla,b] v L*[a,b], a to v kontextu Fourierovy analyzy.
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2.6 Banachuv princip pevného bodu a jeho aplikace

vvvvvv

storu, tzv. Banachovu vétu o pevném bodu (¢i princip kontraktivnich zobrazent). Totiz fadu
problému souvisejicich s existenci a jednoznac¢nosti feseni rovnic ruzného typu (napt. dife-
rencidlnich rovnic) lze prevést na otdzku existence a jednoznac¢nosti pevného bodu néjakého
zobrazeni odpovidajictho metrického prostoru do sebe. Dilezitou roli hraje kontrakce a
uplnost, tedy pojmy, které jiz zname. Véta je nazvana podle polského matematika Stefana
Banacha (1892-1945), ktery ji uvefejnil okolo roku 1922.

Poznamenejme, ze v matematice existuje velké mnozstvi rozlicnych vét o pevném bodu.
Kazda z nich muze byt vhodna v urcité situaci. Pozdéji zminime jesté i Browerovu vétu
a Schauderovu vétu. Vyhodou Banachovy véty je jeji jednoduchost, sila a jista ,konstruk-
tivnost“. V literature lze nalézt i ruzné modifikace a zobecnéni Banachovy véty.

Definice 2.117 (Pevny bod zobrazen{). Necht M je libovolnd neprazdnd mnozina a F :
M — M zobrazeni. Bod x € M se nazyva pevny bod zobrazeni F', jestlize plati

F(z) =x. (2.53)

Piiklad 2.118. Necht M = R. Potom f(z) = 2? m4 dva pevné body 0,1 a f(z) = * ma
tfi pevné body —1,0, 1.

Cviceni 2.119. Necht M = C*[a, b], tj. mnozina funkci, které maji derivace vSech rdadu
na [a,b]. Uvazujte zobrazeni f : M — M definované jako f(y) = ¢’ a najdéte jeho pevné
body.

Banachuv princip ika, za jakych podminek existuje pravé jedno feseni rovnice .
Poznamenejme, ze dukaz tohoto tvrzeni je v jistém smyslu stejné dulezity jako samotné
tvrzeni. (Tuto zdanlivé zbytetnou poznamku uvddime, nebot dikazy matematickych tvr-
zeni jsou v ucebnich textech studenty vétsinou preskakovany a pii prednasce jsou neziidka
odpocinkovou chvilkou.) Z dikazu totiz plyne metoda — tzv. metoda postupnijch aproxi-
maci — kterou lze dané feSeni rovnice zkonstruovat. Nékdy se hovoii i o metodé
prosté iterace. Dokonce je udana i chyba, jiz se pii aproximaci dopoustime.

Véta 2.120 (Banachova véta o pevném bodu). Necht (M, o) je iplny metricky prostor.
Potom kazdd kontrakce F : M — M md prdve jeden pevny bod v M.

Diikaz. Dikaz si diikladnéji pfipomeneme na pfednasce. Zde jen uvedme, Ze se nadefinuje
posloupnost {z,} pFedpisem: z; € M je libovolny bod a z,, 41 = F(x,). O této posloupnosti
se ukédze, ze je cauchyovskd a mé tedy (diky uplnosti M) limitu v M, kterd je jedinym
pevnym bodem zobrazeni F'. ]

Poznamka 2.121. (i) Z dukazu Véty [2.120| vyplyva, Ze dany jediny pevny bod z* € M
zobrazeni F je limitou posloupnosti {F*(z)}32, pro libovolné pevné zvolené x € M; zde
FF(z) = F (F*(z)) je oznacuje iteraci.
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(ii) V dukazu Banachovy véty jsou odvozeny vztahy, které piimou vedou na odhad chyby
n-té iterace, a to
. Lnfl
Q(xnax ) S Q(th(xl)) 1 — La
kde x; je pocatecni aproximace. Odvod'te tento vztah. Tento odhad rychlosti je vak dosti
pesimisticky, casto byva chyba mnohem mensi. Vsimnéme si, ze kromé konstanty L odhad
chyby velmi zalezi na volbé pocateéni aproximace.

(iii) Podminky Banachovy véty jsou pouze postacujici, nikoliv nutné pro existenci pevného
bodu. Zobrazeni muze mit pevny bod i v pripadé, ze neni splnén néktery z predpokladu
véty (tj. kontrakce, zobrazeni prostoru do sebe, tplnost). Napf. otac¢eni v roviné, které ma
evidentné jeden pevny bod, neni kontrakei.

(iv) Podminku o(F(x), F(y) < Lo(x,y), L € [0, 1) nelze obecné nahradit slabsi podminkou
o(F(x), F(y)) < o(z,y); (2.54)

v tomto pripadé hovorime o tzv. neexpanzivnim zobrazeni. Prozkoumejte napt. situaci, kde
(M,0) =E!' a F(z) =2+ 7/2 — arctg x.

(v) Podminku uplnosti nelze vynechat. Prozkoumejte napi. situaci, kde M = (0,00) (s
metrikou indukovanou z E') a F(z) = z/2.

(vi) Pfipomenme, Ze pro posouzeni kontraktivity nékterych jednoduchych zobrazeni lze

vyuzit vztahu z Pozndmky [2.84]

Dusledek 2.122. Necht (M, o) je tiplny metricky prostor a F : M — M zobrazeni s
vlastnosti, Ze nejakd jeho iterace F™, n € N, je kontrakce. Potom zobrazeni F' md prdvé
jeden pevny bod v M.

Diikaz. Necht F an jsou jako v zadani tvrzeni. Oznacme T := F™. V souladu s Banachovou
vétou [2.120| mé potom kontraktivni zobrazeni{ T' : M — M prévé jeden pevny bod zq € M,
t.j. plati T'(z) = xo. Dokdzeme, ze xq je i pevnym bodem zobrazeni F. Polozme x := F(x).
Postupné dostavame

v = F(x) = F (T(w0)) = F (F"(wo)) = F""(xo)
= " (F(x0)) = T (F(x0)) = T(x), (2.55)

tedy z je téz pevny bod zobrazeni T. Proto nutné x = xg, a tedy F(zq) = o, tj. zobrazeni
F m3a aspon jeden pevny bod zy € M. Je vSak zaroven i jedinym pevnym bodem tohoto
zobrazeni v M, protoze kazdy pevny bod zobrazeni F' je zaroven i pevnym bodem zobrazeni
T = F", které ma v M jediny pevny bod xg. [
Poznamka 2.123. Uvedme si jesté variantu Véty pro kompaktni prostor (ktery
zavedeme v piisti podkapitole) a neexpanzivni zobrazeni. Necht (M, g) je kompaktn{ me-
tricky prostor a F': M — M splnuje podminku pro kazdé z,y € M, x # y. Potom
zobrazeni ' ma pravé jeden pevny bod v M. Pfipomenme, ze podminka je slabsi
nez kontrakce, zato kompaktnost je vic nez uplnost. Dikaz lze nalézt napt. v [11]. Zminme
pouze, ze se zavadi pomocné zobrazeni f(x) = o(x, F((x)), pficemz se vyuzije faktu, ze diky
spojitosti f a kompaktnosti M nabyva f na M své nejmensi hodnoty.
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Aplikace Banachovy véty

Existuje mnozstvi ruznorodych problému, jejichz feseni muze byt prevedeno na ulohu o
pevném bodu.

Piiklad 2.124. Jednou z nejjednodussich typickych aplikaci je zkouméni (nelinedrni) rov-
nice f(x) = 0, kde f je ,rozumna“ redlna funkce jedné realné proménné. Existuji ruzné
piistupy, jak problém pfevést na hleddni pevného bodu. Uvedme zde alespon nasledujici
jednoduchy postup. Reseni rovnice f(z) = 0 je jisté i feSenfm rovnice

F(x) =z — \f(z) =z,

kde A # 0, a naopak. Hleddme pak pevny bod zobrazeni F. Konstantu A volime s ohledem
na potrebu kontraktivnosti funkce F' ¢i rychlosti konvergence, velmi ndm pomuze napf.
omezenost derivace funkce f na uvazovaném intervalu (je-li splnéna).

Cviceni 2.125. Prozkoumejte uziti metody postupnych aproximaci pri hledani korenu
rovnice 22 +x — 1 = 0. Uvazujte rizné piistupy, napi. vySetiete vztah © = /1 — = a vztah
r = 1 — 23, Nakreslete si obrazky. Analyzujte téz zobrazeni F'(z) = z — M\(23 + 2 — 1), kde
A€ (0,1].

Piiklad 2.126 (Systém linearnich rovnic). Uvazujme systém Az = b, kde z, b jsou vektory
z R™ a A je realnd regularni n x n matice. PfepiSme tento systém do tvaru

F(z)=(E—-Az+b=ux,

kde F': E" — E" je zobrazeni. Za jistych predpokladu na koeficienty matice A je zobrazeni
F kontrakei a mé tedy podle Banachovy véty pevny bod. Lze téz disktutovat jiné metriky
na R” nez jen eukleidovské, coz ma za nasledek zménu tvaru podminky na prvky matice
A, viz napt. [11, 17, 28|.

Piiklad 2.127 (Cauchyova tloha, Picardova véta). Dukaz Picardovy véty o jednoznaéné
existenci Cauchyovy ulohy
/
y' = flz,y), y(xo) =yo

je klasickou aplikaci Banachova principu. Jednoznacnd existence feseni uvedené diferencialni
rovnice, které prochazi bodem [xg, yo], je zarucena spojitosti funkce f(x,y) a jeji lipschitzov-
skosti vzhledem k proménné y. Hlavni myslenka spoc¢iva v prepsani problému do integralni
rovnice

y() = o + / " F(ty(t) dt = F(y)(2):

zde pak uvazujeme prostor Czg— 0, xo+ 0] s dostatetné malym ¢ a pomoci Banachovy véty
se ukaze, ze zobrazeni F' ma pevny bod. V Podkapitole naznacime a v Podkapitole 4.7]
dokazeme, ze existenci feseni Cauchyovy tlohy lze zarucit i bez predpokladu lipschitzov-
skosti (tzv. Peanova véta, kterd v dukazu vyuziva Arzeldovu-Ascoliho vétu; jako hlavni
néastroj pouzijeme Schauderovu vétu o pevném bodu). Pro zobecnéni Picardovy véty na
systém diferencialnich rovnic, jejiz dikaz je rovnéz zalozen na pouziti Banachovy véty, viz
napft. [17].
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Cviceni 2.128. Metodou postupnych aproximaci najdéte feSeni problému 3y’ = —2zy,
y(0) = 1. V poslednim kroku vyuzijte teorie Taylorovych fad pro nalezeni explicitniho
vyjadreni feseni ve formé elementarni funkce.

Poznamka 2.129. Existuje mnozstvi dalsich typu aplikaci Banachovy véty. Nejsou to
jen problémy fesitelnosti ruznych rovnic (jako napf. integralni rovnice Fredholmova ¢i
Volterrova, viz [28]), ale tfeba i dukaz dulezité véty o implicitni funkei ¢ o inverzni funkei,
viz napf. [3, 13]. Pro dalsi moznosti pouziti Véty viz napf. [3, 19].

2.7 Kompaktni prostory

Definice a ekvivalentni charakterizace

Nize definovany pojem (sekvencidln{) kompaktnosti muzeme motivovat napf. pfipomenutim
jednoho notoricky znamého vysledku z diferencidlniho poctu funkce jedné proménné. Tzv.
prvni a druhd Weierstrassova véta tikaji, ze spojita funkce f definovanad na uzavieném a
omezeném intervalu je zde omezend a nabyva své nejmensi a nejvétsi hodnoty. Projdeme-li
posloupnosti bodu uzavieného intervalu lze vybrat konvergentni podposloupnost (toto tvr-
zeni je zndmo jako Bolzanova-Weierstrassova véta). Prave tato charakterizace se ukazuje
byt v jistém smyslu klicovou, pokud piejdeme od E! k obecnym metrickym prostortim.

Az budeme v prostorech, kde méd smysl mluvit o jejich dimenzi (Kapitola , bude
mozno o kompaktnosti mluvit zhruba jako o nekonecnédimenziondlni analogii podminky
L uzavrenost a omezenost”.

Shrnut{ informaci o puvodu, vyvoji a vyznamu pojmu kompaktnosti lze nalézt v [46].

Definice 2.130 (Kompaktnost (pomoci posloupnosti)). Metricky prostor (M, p) se nazyva
kompaktni (presnéji sekvencidlné kompaktn?), jestlize z kazdé posloupnosti jeho bodu lze
vybrat konvergentni podposloupnost. Mnozina N C M se nazyva kompaktni (v M), je-li
vnofeny metricky prostor (N, o|nxn) kompaktni.

V literatufe vénované metrickym prostorum lze Casto narazit i na nésledujici definici
kompaktnosti pomoci otevieného pokryti. Netieba se vSak znepokojovat. V metrickych
prostorech (na rozdil od obecnéjsich topologickych prostoru) jsou totiz obé definice ekvi-
valentni, viz Véta [2.133] Pokud nebude feceno jinak, budeme kompaktnim prostorem mit
na mysli prostor z Definice 2.130] Oteviengm pokrytim mnoziny M méme na mysli systém
libovolné mnoha otevienych mnozin, jejichz sjednoceni pokryva M (je jeho nadmnozinou).
Slovni spojeni oteviené podpokryti ma intuitivné ziejmy smysl.

Definice 2.131 (Kompaktnost (pomoci otevieného pokryti)). Metricky prostor (M, o) se
nazyva kompakitni, jestlize z kazdého otevieného pokryti mnoziny M lze vybrat konecné
podpokryti.
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Poznamka 2.132. Lze ukazat, ze v metrickych prostorech kompaktnost lze ekvivalentné
vyjadrit i pomoci jisté modifikace predchozi definice, totiz, ze z kazdého spocetného ote-
vieného pokryti mnoziny M lze vybrat koneéné podpokryti. Tato vlastnost byva nazyvana
jako spocetnd kompaktnost. V metrickych prostorech vsak kompaktnost a spocetna kom-
paktnost splyvaji.

A nyni uvedeme slibenou ekvivalenci mezi definicemi kompaktnosti pomoci posloup-
nosti a pomoci otevieného pokryti. V literatuie se nékdy uvadi pod nazvem Heineovo-
Borelovo lemma. V dukazu se ponékud prohfesime proti nalezitému didaktickému vykladu.

porucujeme proto se k tomuto dukazu po prostudovani prislusného tématu vratit.

Véta 2.133. Metricky prostor je kompaktni ve smyslu Definice [2.130, prdve kdyz je kom-
paktni ve smyslu Definice|2.151).

Driikaz. Necht (M, o) je kompaktn{ ve smyslu Definice 2.130l Bud’ G, a € A, jeho oteviené
pokryti. Protoze je (M, o) kompaktni, je i prekompaktni (viz Véta [2.165]) a existuje tedy
ke kazdému £, = 1/n, n € N, koneena e,-ovd sit M,{m{", ... m{{)}, takze plati

M=|]B|m, =|, neN.
U P% J n

Pripustme, Ze z pokryti G, o € A, nelze vybrat koneéné pokryti. Pak pro kazdé n € N
existuje uzaviena koule B [mg.n), 1/ n} , kterou nelze pokryt zadnym koneé¢nym podsystémem
vybranym z {G, : a € A}. Oznaéme tyto koule B, a jejich stfedy s,. Protoze je M
kompaktni, 1ze z posloupnosti {s,} vybrat konvergentni posloupnost s,, — £ € M. Bud
ap € A néktery z indexu, pro néz plati £ € G,,. Protoze je G,, oteviend, existuje r > 0
tak, ze B[{,r] C Ga,. Zvolme piirozené n tak, aby 1/n < r/2, o(,s,) < r/2. Pak je
B, = B[s,,1/n] C G,,, nebot pro libovolny bod = € B,, plati

+

M%OSM%%%HMm®§%+ 0

ror o r
25272
To je ale spor, nebot podle predpokladu kouli B,, nelze pokryt Zddnou mnozinou G,. Lze
tedy z pokryti {G,, : @ € A} vybrat koneéné pokryti.

Nyni dokéZeme opacnou implikaci. Necht z kazdého otevieného pokryti metrického
prostoru (M, o) lze vybrat konecné pokryti. Bud & > 0 libovolné. Pak systém otevienych
kouli B(z,¢), x € M, tvoii oteviené pokryti prostoru M a existuje tedy koneénd mnozina
P={xy,...,xn} C M takovd, ze M = |J;", B(z;,¢). Mnozina P pak ale tvoii kone¢nou e-
ovou sit v M, takze je prostor M prekompaktni. Podle Vétystaél' nyni pouze dokazat,
7e prostor M je uplny. Bud tedy {T,} nerostouci posloupnost neprazdnych uzavienych
mnozin v M, jejichz prumeér konverguje k nule. Podle Véty a Pozndmky staci
dokézat, ze (., T,, # 0. Pripustme tedy, ze (\,—, T, = 0. Oznac¢me Q,, = M\T,. Pak plat{
M\ T, =UZ(M\T,) =U,~, Q. = M. Ale mnoziny @Q,, jsou podle predpokladu
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oteviené. Z otevieného pokryti {Q, : n € N} prostoru M vsak nelze vybrat zadné konecéné
pokryti, nebot jinak by prunik vhodného koneéného poétu mnozin 7T, byl prazdny, coZ
neni mozné. My jsme vSak predpokladali, ze z kazdého otevieného pokryti prostoru M lze
vybrat koneéné pokryti, coz je spor. Je tedy (., T, # 0, takze prostor M je tuplny a tim
i kompaktni. O]

Priklad 2.134. (i) Diskrétni metricky prostor je kompaktni, pravé kdyz mé pouze konecéné
mnoho prvki.

(i) Interval [a,b] C R, kde a < b,a,b € R, je kompaktni v E!. Totiz kazd4 posloupnost bodu
z tohoto intervalu je ziejmé ohrani¢end a podle Bolzanovy-Weierstrassovy véty (zndmé z
diferencidlniho poctu) lze z této posloupnosti vybrat konvergentni podposloupnost. Protoze
je uvazovany interval uzavieny, lezi limita této podposloupnosti v tomto intervalu.

(iii) Polouzavieny interval (0,1] C R nenf kompaktni v E'. Oziejméte si tuto skutecnost
jak pomoci vhodné posloupnosti, tak i pomoci otevieného pokryti.

V nasi motivaéni ivaze jsme uvazovali uzavienou a ohrani¢enou mnozinu. Jeji vztah s
kompaktnosti v obecnych metrickych prostorech popisuje nasledujici véta.

Véta 2.135. Necht N C M je kompaktni mnoZina v metrickém prostoru (M, o). Potom
N je uzaviend a omezend.

Diikaz. Jak uzavienost, tak i omezenost se ukazuji sporem. Pokuste se o dukaz sami. [

Priklad 2.136. Uvazujme metrické prostory > a ¢y z Piikladu 2.6 Potom ¢ neni kom-
paktni podprostor v £*°. Skutecné, necht {x[”]}ffzo je systém realnych posloupnosti tvaru

[n] _{ n, k‘:n—l—l,

z, 0. ktnil pro kazdé n € Ny. (2.56)

Ziejmé " € ¢y pro kazdy index n € Ny. Soucasné podle (2.13) a (2.56) mame

o(al), 2%y B sup [ -

keN

xf}\ L n, n € Ny. (2.57)

Podprostor ¢y proto nenf ohrani¢eny v ¢>°, nebot pro jeho pramér plati d(cq) = co. Proto
podle Véty [2.135| podprostor ¢y nemuze byt ani kompaktni v £°°.

Vyvstavd prirozend otdzka, totiz zda tvrzeni Véty [2.135(1ze obratit. Odpoved je zdporna,
jak ukazuje nésledujici priklad.

Piiklad 2.137. (i) V prostoru £* vsech omezenych posloupnosti redlnych ¢isel se supre-
movou metrikou neni uzaviena jednotkova koule kompaktni. Pro¢? Uvazujte posloupnost
{ul"} ] kde
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a pokuste se z ni vybrat konvergentni podposloupnost.

(ii) Podobneé lze ukazat, ze v prostoru C[0, 1] se supremovou metrikou neni uzaviend jed-
notkova koule kompaktni.

(iii) Prozkoumejte uzavienost a omezenost vs. kompaktnost pro diskrétni metricky prostor
majici nekoneéné mnoho prvku.

V kompaktnich metrickych prostorech kompaktni a uzaviené mnoziny splyvaji.

Véta 2.138. Podmnozina kompaktniho metrického prostoru je kompaktni pravé tehdy, kdyz
je uzavrend.

Dukaz. Implikace zleva doprava je obsahem Véty . Naopak, necht {z,} C N, kde
N je uzaviena podmnozina kompaktniho prostoru M. Protoze M je kompaktni, existuje
vybrand konvergentni podposloupnost {zy, }, tj. ,, — o € M. Protoze vsak {z,, } C N
a N je uzaviena, plati xyp € N, tedy N je kompaktni. [

Omezime-li se na na eukleidovské prostory, pak tvrzeni Véty [2.135| 1ze obratit.

Véta 2.139 (Heineova-Borelova véta). Necht A je podmnoZina v E". MnoZina A je kom-
paktni, prave kdyz je uzavrend a ohranicend.

Dukaz. Implikace zleva doprava plati v obecnych prostorech a je obsahem Véty [2.135
Pro dukaz opa¢né implikace nejdrive uvedeme pomocné tvrzeni. Uvazujme dva metrické
prostory (M, ), (N, o). Na mnoziné M x N definujme funkci

op([z1, 11, [2,90]) = (P (21, 22) +Up(y17y2))1/p

pro p € [1,00) a g,([x1,y1], [2,y2]) = max{o(z1,22),0(y1,¥2)} pro p = oco. Potom g,
je metrika na M x N. Navic, plati, ze prostory (M, o), (N, o) jsou kompaktni, praveé kdyz
(M x N, o,) je kompaktni. Indukef 1ze toto tvrzeni rozsifit na soucin libovolného koneéného
poctu prostoru. Vzhledem k tomuto tvrzeni staci pozadovanou implikaci z véty dokézat
pro n = 1. Kazda uzaviend a omezena mnozina A je jisté podmnozinou néjakého intervalu
[a, b]. Tento interval je podle P¥fkladu [2.134}(ii) kompaktni v E'. Ponévadz A je uzavienou
podmnozinou kompaktni mnoziny |a, b], je podle Véty kompaktni i mnozina A. [

V pristi vété ukazeme dalsi charakterizaci kompaktnosti, tentokrat pomoci tzv. centro-
vanyjch systémai.

Definice 2.140 (Centrovany systém mnozin). Necht (M, o) je metricky prostor a I néjakd
neprazdnéd indexovd mnozina. Systém podmnozin {Ay}re; v M se nazyva centrovany,
jestlize pro kazdou koneénou podmnozinu J C I plati (., Ax # 0.

Véta 2.141 (Kompaktnost pomoci centrovanych systému). Metricky prostor (M, o) je
kompaktni prdve tehdy, kdyz kazdy centrovany systém uzavrenych podmnozin mnoziny M
md neprdzdny prunik.
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Nejdiive dokazeme pomocné tvrzeni.

Lemma 2.142. Necht (M, o) je metricky prostor a I libovolnd neprdzdnd indezovd mnoZina.
Necht {Ag}brer je systém uzaviengich podmnoZin mnoZiny M a poloime By := M \ Ay, pro
kazdé k € 1. Potom systém {By}rer je oteviené pokryti mnoziny M prdvé tehdy, kdyz
ﬂke[ Ay = 0.

Dikaz Lemmatu[2.143. Tvrzeni vyplyva jednak z faktu, ze kazdd z mnozin By, k € I, je
oteviena v M, a jednak z mnozinovych de Morganouvijch pravidel, konkrétné

UBk:M\<ﬂAk>, ﬂAk:M\(UBk>. (2.58)

kel kel kel kel

Jestlize { By} rer je oteviené pokryti mnoziny M, potom plati M = J,.; B, a tedy z druhé
identity v (2.58) mame (,.; Ar = 0. Naopak, jestlize (), .; Ar = 0, potom prvni rovnost v
(2.58) implikuje M = J,c; Br, a tedy {By}rer je oteviené pokryti mnoziny M. O

Diikaz Véty[2.141) Necht (M, ) je kompaktni metricky prostor a uvazujme néjaky cen-
trovany systém { A }res uzavienych podmnozin mnoziny M. Polozme By := M \ A;. V
souladu s Definici pro kazdou kone¢nou podmnozinu J C I je (., Ar # 0, coz podle
(2.58) znamend, ze | J,.; Bx © M, tj. systém {Bj}res neni otevienym pokrytim mnoziny
M. Predpoklad kompaktnosti (M, o) a Definice viak nésledné zaruci, ze ani { By }res
nemuze byt oteviené pokryti mnoziny M. Proto podle Lemmatu plati (e, Ar # 0.
Naopak predpokladejme, ze kazdy centrovany systém uzavienych podmnozin mnoziny M
m4 neprazdny prunik. Necht {Bj}rer je néjaké oteviené pokryti mnoziny M a polozme
Ay := M\ By, k € I. Kazda z mnozin Ay, je ziejmé uzaviena a v souladu s Lemmatem
plati (,c; Ar = 0. Proto {Aj}rer nemuze byt centrovany systém podmnozin v M. Podle
Definice tedy existuje koneénd mnozina indexu J C I takovd, ze (., Ax = 0.
Ve shodé s Lemmatem potom ale {By}res je oteviené pokryti mnoziny M, a tedy
konecéné podpokryti pokryti { By }rer. Podle Definice je tedy metricky prostor (M, o)
kompaktni. [

Priklad 2.143. (i) Necht M = [0,1]. Systém mnozin A,, = [0,1/n], n € N, je centrovany,
jeho prunikem je mnozina {0}.
(ii) Necht M = [0, 1]. Systém mnozin A, = (0,1/n), n € N, je centrovany, jeho prunikem

je vsak prazdnd mnozina.

Poznamka 2.144. Formulaci Véty [2.141]1ze pozmeénit ve smyslu vzeti spocetného centro-
vaného systému uzavienych mnozin, pricemz ekvivalence zustane zachovéna, viz [28].

Nésleduje dalsi charakterizace kompaktnosti.

Véta 2.145 (Kompaktnost pomoci hromadného bodu). Metricky prostor (M, o) je kom-
paktni prave tehdy, kdyz kaZdd nekonecnd podmnozZina N C M ma aspon jeden hromadny
bod v M (tj. N' #0).
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Diikaz. Dokazeme implikaci zleva doprava. Sporem predpokladejme, ze existuje nekonecné
podmnozina N C M, kterd nemd zadny hromadny bod. Ziejmé je mozné vybrat jeji
spocetnou podmnozinu

{z1, 3, 3, ..., Tp, ...} TN,

ktera téz nemd zadny hromadny bod. Uvazujme systém nekoneénych mnozin

A =k, Trat1, Thaoy ooy Ty ..}, kEN (2.59)
V souladu s Definici[2.140|je potom { Ay }ren centrovanym systémem uzavienych podmnozin
mnoziny M. Skute¢né, pro kazdou koneénou mnozinu indexu J = {ky, ..., k,}, n € N,
plati

ﬂAk={$1,$z+1,$z+2,...,xn,...}%@, kde I := max{ky, ..., k,}.

keJ

Na druhé strané ziejmé (), .y Ar = 0, a proto podle Véty [2.141| metricky prostor (M, o)
nemuze byt kompaktni, coz je vSak spor s predpokladem véty. Pro dikaz opa¢né implikace
odkazeme ¢tenafe napt. na [28]. O

Piiklad 2.146. Uvazujme prostor ¢2 a jeho podmnozinu N tvoienou posloupnostmi

2" = (0,0,...,0, 1 ,0,...),
~
n € N. Ziejmé plati go(zI™ zl") = V2 pro m # n. Nekonetnd mnozina N je ziejmé
uzaviend a ohrani¢end v 2. Neméa vSak zaddny hromadny bod a tedy podle Véty [2.145
nemuze byt kompaktni. Mame tak dalsi potvrzeni toho, ze tvrzeni Véty [2.135| nelze obratit.
Poznamenejme, Ze mnozina N leZf na jednotkové sféte S v £2.

Poznamka 2.147. Shrime si nékterd z vyse uvedenych pozorovani. Kompaktnost (v me-
trickych prostorech) je ,vic“ nez uzavienost & omezenost a lze ji ekvivalentné vyjadrit:

e pomoci posloupnosti;

e pomoci (spocetného) otevieného pokryti;

pomoci (spocetnych) centrovanych systému;

e pomoci existence hromadného bodu.

Upozornéme, ze v obecnych topologickych prostorech tyto charakteristiky nedavaji ekviva-
lentni pojmy. Zminéné (ekvivalentni) vlastnosti lze pak ¢asto uzit pfi teoretickych uvahéch
¢i pti zkoumani konkrétnich situaci v metrickych prostorech. Existuji jesté dalsi charakte-
rizace kompaktnosti; k této problematice se vratime pii studiu prekompaktnich a relativné
kompaktnich mnozin.
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Spojita zobrazeni kompaktnich prostori

Nésledujici tvrzeni lze chapat jako zobecnéni jiz diive zminéné Weierstrassovy véty (spojité
funkce na uzavieném a omezeném intervalu je omezena).

Véta 2.148. Necht (M, 9) a (N, o) jsou metrické prostory, f : M — N je spojité zobrazend
a A C M kompaktni. Potom f(A) je mnozZina kompaktni v (N, o).

Diikaz. Bud {u,} C f(A) libovolna posloupnost. Pak pro kazdé n € N existuje z,, € A tak,
ze f(x,) = uy, (tj. vzor pro u,). Ponévadz A je kompaktni, existuje vybrand podposloupnost
{z,,} tak, ze z,, — xy € A. Vzhledem ke spojitosti f dostdvame f(z,,) — f(z0) €
f(A). Proto {u,} C f(A) obsahuje konvergentni podposloupnost, ktera konverguje k prvku
z f(A). Je tedy f(A) kompaktni. ]

Lze nalézt i jiny pristup k dukazu, totiz pomoci otevienych pokryti, viz [28]. Z uvedené
véty zejména plyne, Ze spojity obraz kompaktni mnoziny je vzdy uzavieny a ohraniceny.
Jako specidlni piipad mame tuto variantu Weierstrassovy véty.

Dusledek 2.149 (Weierstrassova véta). Necht (M, o) je kompakini metricky prostor a
f spojité zobrazeni zobrazujici M do eukleidovského prostoru E'. Potom je zobrazeni f
omezené a nabyvd své maximum a minimum na M.

Vezmeme-li za M néjakou uzavienou a omezenou mnozinu v K", pak se predchozi
dusledek redukuje na znamé tvrzeni z diferencialniho poctu funkce vice proménnych.
Déle uvidime, ze v piipadé kompaktnich prostoru je spojitost automaticky stejnomérné.

Véta 2.150 (Cantorova-Heineova véta). Necht (M, o) je kompaktni metricky prostor,
(N, o) metricky prostor a f : M — N spojité zobrazeni. Pak f je stejnomérné spojité.

Diikaz. Tvrzeni dokazeme sporem. Predpoklddejme, ze zobrazeni f neni stejnomérné spo-
jité, tj. podle Definice existuje € > 0 tak, ze pro kazdé n € N existuji body z,,,z, € M
s vlastnosti

*

o) < a o(fla), fa) > < (2.60)

Vzhledem k Vétdm[2.145]a[2.135|obsahuje posloupnost {z, }3>, diky kompaktnosti mnoziny
M konvergentni vybranou podposloupnost {z,, }3°; s limitou z € M. Vyuzitim trojihelni-
kové nerovnosti a prvni nerovnosti v vybrana podposloupnost {x;k}zozl z posloup-
nosti {z} }7°, spliuje

.60) 1
lim Q(x;';k,x) < lim [g(:v:;k,xnk) + Q(ank,.iﬁ)] < lim {— + g(xnk,a:)} =0,

k—o0 T k—oo k—oo | My

coz podle Definice 2.57] znamen4, Ze i posloupnost {x 172, je konvergentni s limitou x.

Nasledné podle Véty [2.73] ze spojitosti zobrazeni f dostavame
2:60)
e < lim o(f(zy,), f(27,)) < lim [o(f(zn,). f(2)) + o(f(2), f(27,))] =0,

k—o0 k—o0

coz odporuje predpokladu o ¢isle €. Proto zobrazeni f je stejnomérné spojité. [
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Prekompaktnost a relativni kompaktnost

V této sekci se zabyvame mnozinami, které jsou v jistém smyslu blizko kompaktnim mno-
zindm. Jak uvidime, tyto uvahy se nam pozdéji budou velmi hodit pro praktické tcely.
Pozor, terminologie v této oblasti je dost nejednotna. Za¢neme s definici pomocného pojmu.

Definice 2.151 (c-ovéa sit). Necht (M, ) je metricky prostor, N C M podmnozina a €
kladné redlné ¢islo. Mnozina A C M se nazyva sit mnoZiny N s polomérem e, resp. -ovd
sit mnoZiny N, jestlize pro kazdy bod x € N existuje bod y € A tak, ze o(z,y) < €.

Poznamka 2.152. Mnozina A je e-ovou siti mnoziny NV, jestlize sjednoceni kouli o po-
loméru ¢ se stredy v bodech mnoziny A pokryje N v (M, o).

Piiklad 2.153. Sit vsech bodu v E", jejichz soutadnice jsou celoéiselnymi nasobky &fsla
g, tvoif e-ovou sit mnoziny R™. Tato sit je jisté nekonecnd a ziejmé neexistuje konecn e-
ové sit mnoziny R™. Na druhou stranu, pro libovolnou omezenou mnozinu v R™ kone¢nou
g-ovou sit najdeme.

Nyni zavedeme pojem prekompaktni mnoziny. Pfestoze to z definice neni na prvni
pohled patrné, pozdéji uvidime, ze prekompaktni mnozinu lze chéapat jako objekt, ktery
obdrzime, zaménime-li v definici kompaktnosti konvergentni posloupnost za cauchyovskou.
Pozdéji navic ukazeme, ze je za urcitych okolnosti v izkém vztahu s tzv. relativné kom-
paktni mnozinou. Lze se ovSem téz motivovat predchozim ptikladem.

Definice 2.154 (Prekompaktnif mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor. Rikdme, ze
mnozina N C M je prekompaktni, jestlize pro kazdé ¢ > 0 existuje koneénd e-ové sit
této mnoziny. Rikdme, ze metricky prostor (M, o) je prekompaktni, jestlize mnozina M je
prekompaktni.

Poznamka 2.155 (Terminologickd pozndmka). Zejména (ovSem nejen) ve starsi literatufe
se misto pojmu prekompaktni mnozina uziva pojmu totdlné omezend mnozina. Aby téch
zmatku nebylo malo, nékde v literature se vyraz prekompaktni mnozina pouziva pro tzv.
relativne kompaktni mnozinu, kterou také diskutujeme nize.

Pozniamka 2.156. A ted trocha ,legrace”. Pravé definovany pojem lze interpretovat
nésledujicim zpusobem (jde o dobrou pomucku k zapamatovani): Prekompaktni (¢i totélné
omezeny) prostor je mésto, které lze stezit koneénym poctem libovolné kratkozrakych
strazcu.

Uvazime-li konecnost e-ové sité, trojihelnikovou nerovnost a definici omezenosti, dos-
tavame nasledujici tvrzeni.

Veéta 2.157. Kazdy prekompaktni prostor je omezeny.

Poznamka 2.158. V prostorech E" prekompaktnost a omezenost splyvaji. V obecném
pripadé tomu tak neni. Napt. diskrétni metricky prostor je prekompaktni, pravé kdyz ma
koneéné mnoho prvku. Na druhé strané, kazdy, tedy i nekonecény, diskrétni prostor je
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evidentné omezeny. V této souvislosti prozkoumejte i mnozinu N C ¢2 z Piikladu [2.146 a
uvédomte si, 7Ze jednotkova sféra S v £2 (na niz mnozina N lezi) je zfejmé ohranicend, ale
nelze na ni najit koneénou e-ovou sit pro jista (mald) e.

Piiklad 2.159. V predchozim jsme vidéli, Ze jednotkova sféra S v 2, tj. mnozina takovych
bodu z = (z1,%,...), ze Y .o, a2 =1, je pifkladem ohranicené, ale nikoli prekompaktn{
mnoziny. Piikladem nekone¢nérozmérné prekompaktni mnoziny je tzv. Hilbertuv kvadr v
prostoru £2, tj. mnozina {x € (? : |z;| < 1/2*1 k € N}.

Veéta 2.160. Kazdy prekompaktni prostor je separabilni.

Diikaz. Necht (M, p) je prekompaktn{ metricky prostor. Ozna¢me A, kone¢nou 1/n-sit
mnoziny M. Potom je mnozina |J,, .y An nejvyse spocetnd a podle Poznamky hustd v
(M, o). O

Piiklad 2.161. Tvrzeni Véty [2.160| nelze obratit. Vhodné to ilustruje napt. podprostor

vime, Ze (% je separabilni. Tedy i podprostor (I, gy) je separabilni. AvSak neni prekom-
paktni v £2, nebot pro mnozinu N neexistuje koneéng e-ové sit s hodnotou e < /2 /2.

Cviceni 2.162. Promyslete si: Mnozina N v metrickém prostoru (M, ) je separabilni,
pravé kdyz pro kazdé e > 0 existuje spocetnd e-ovd sit této mnoziny.

Prekompaktnost lze charakterizovat pomoci cauchyovskych posloupnosti. Pravé proto
se nékde v literature nize uvedeny vztah pouziva jako definice prekompaktnosti.

Véta 2.163 (Prekompaktnost pomoci cauchyovskych posloupnosti). Metricky prostor (M, )
je prekompaktni prave tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti bodi mnoziny M lze vybrat posloup-
nost cauchyovskou.

Diikaz. Dokazeme implikaci zprava doleva. Necht (M, ) je metricky prostor takovy, Ze
z kazdé posloupnosti bodu mnoziny M lze vybrat posloupnost cauchyovskou a € > 0 je
libovolné. Zvolme bod z; € M libovolné. Je-li uzaviend koule B[z, e] = M, lze za e-ovou
sit v M zvolit mnozinu {z;}. Necht tedy B[z, e] C M. Potom existuje bod z, € M tak, ze
o(x1,z9) > €. Je-li nyn{ Blxy,e] U Blzg,e] = M, tvoi{ e-ovou sit mnozina {1, z2}. Pokud
je Blx1,e| U Blxg,e] C M, existuje bod x5 € M takovy, ze o(x1,x3) > ¢ a o(xg,x3) > €
atd. Takto lze ovéem sestrojit pouze konecnou posloupnost bodi z,,, nebot z nekoneéné
posloupnosti {z,} by nebylo mozné vybrat posloupnost cauchyovskou. Existuje tedy v M
konecnd e-ova sit.

Nyn{ dokdzeme opacnou implikaci. Necht v metrickém prostoru (M, o) ke kazdému
e > 0 existuje konetnd e-ovd sit A.. Oznacme e = 1/k, k € N, a misto A, piSme
strucné Ay. Bud {z,} libovolnd posloupnost v M. Protoze M = J,c,, Bly,1] a Ay je
kone¢nd mnozina, obsahuje aspon jedna uzaviena koule B[y, 1], y € Ay, nekoneéné mnoho

¢lenu posloupnosti {x,}, tedy v {x,} existuje vybrand podposloupnost {x,(ll)} takovd, ze

pro vhodné a; € A; je P e Blai, 1]. Analogicky v {xg)} existuje vybrand posloupnost
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{1:512)} takové, ze pro vhodné as € A, je 2 € Blas, 1/2] atd. Obecné tedy ke kazdému
er = 1/k existuje aspon jedna uzaviend koule Blay, 1/k], ar € Ag, takova, ze obsahuje
posloupnost {a:%k)} vybranou z {x%kil)}. Pak ale ,diagonalni“ posloupnost {x%")} vybrana
z {x,} je cauchyovskd, nebot k libovolnému ¢ > 0 existuje k € N tak, ze 2/k < ¢, tedy
d(Blag,1/k]) = 2/k < . Proto pro libovolné i, 7 > k plati Q(SEEi), :cg-j)) < 0. O

Nez uvedeme nasledujici dulezité tvrzeni, které dava do souvislosti kompaktnost, iplnost
a prekompaktnost, uvédomme si, ze jsme zatim nehovotili o vztahu mezi kompaktnosti a
uplnosti. Zkuste si nejdiive jako cviceni (bez poznatku této sekce a nahlédnuti do dukazu)
ukazat, ze kompaktnost implikuje tuplnost, ale nikoliv naopak. K neplatnosti opac¢né im-
plikace uved'me nésledujici piiklad.

Priiklad 2.164. Nekonecny diskrétni prostor je tplny, ale neni kompaktni. Uzaviena jed-
notkova koule v (Cla, b], o¢) je diky tuplnosti (Cla, b], oc) a Véte uplnym metricky pro-
storem, avsak nikoliv kompaktnim, viz Piiklad [2.137 Uvedli jsme piiklady pozadovanych
prostoru, které jsou dokonce omezené, coz ani nebylo potieba. Najit vhodny piiklad neo-
mezeného prostoru s pozadovanymi vlastnostmi je jesté jednodussi.

Véta 2.165 (Zobecnénd Heineova-Borelova véta). Metricky prostor (M, o) je kompaktni
pravé tehdy, kdyz je prekompakitni a zaroven uplny.

Diikaz. Necht (M, o) je kompaktni. Potom z definice kompaktnosti a z Veéty je ziejmé,
ze M je prekompaktni. Dokdzeme tplnost. Necht {z,} je libovoln4 cauchyovska posloup-
nost v M. Z kompaktnosti M plyne, zZe existuje vybrand podposloupnost {x,, } konvergujici
k néjakému x¢ € M. Necht € > 0 je libovolné. Z trojihelnikové nerovnosti mame

Q(ifn,fﬂo) S Q(xnaxnk) + Q(ﬂfnk7ﬂfo)-

Jsou-li nyni n a n; dostatecné velka, je kazdy ze sCitancu v posledni nerovnosti mensi nez
£/2. To tedy znamena, ze x, — xo.

Naopak, necht (M, ) je prekompaktn{ a tiplny. Vzhledem k Véte je kompaktnost
prostoru (M, p) ziejmé. Pfipomenime, ze v iplnych prostorech konvergentni a cauchyovské
posloupnosti splyvaji. O

Poznamka 2.166. Dikaz faktu, ze prekompaktnost (tj. existence koneéné e-ové sité)
a uplnost implikuji kompaktnost, byl jednoduchy diky Vété [2.163] Piimy dukaz této
skutecnosti lze zalozit i na kombinaci myslenek dukazu Véty a zobecnéném prin-
cipu vlozenych intervalii (Véta [2.106)), viz napt. [28].

Cviceni 2.167. Jaky je vztah mezi prekompaktnosti a plnosti?

Poznamka 2.168. Neékteré z nasledujicich faktu jsme diskutovali uz diive. Nicméné je
uzitecné poznamenat, ze jako dusledek predchozi véty (diky vlastnostem prekompaktnich
mnozin) okamzité dostavame, ze kazdy kompaktni prostor je uplny, omezeny a separabilni.
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Vyse jsme uvedli, ze o kompaktnosti lze hovorit zhruba jako o analogii podminky
,<uzavienost a omezenost* (zejména jde o v jistém smyslu jeji ,nekone¢nédimenziondlni*
analogii, viz normované linedrni prostory). Vynechdme-li — végné re¢eno — podminku
uzavienosti, dostavame nasledujici slabsi verzi kompaktnosti, zvanou relativni kompakt-
nost.

Definice 2.169 (Relativné kompaktn{ mnozina). Necht (M, g) je metricky prostor. Riké_me,
ze mnozina N C M je relativné kompaktni (v prostoru (M, p)), jestlize jeji uzéavér N v
(M, o) je kompaktni.

Poznamka 2.170. Jak uz jsme poznamenali diive, nékde v literatute se pravé definovany
pojem nazyva prekompaktni mnozina.

Duvodem, pro¢ jsou uvedené pojmy v literature zaménovany, muze byt nasledujici fakt.
Zduraznéme vsak, ze se tyka pouze tuplnych prostoru.

Véta 2.171. Necht (M, o) je tiplny metricky prostor. Potom neprdzdnd podmnozina N C
M je relativne kompaktni prdave tehdy, kdyz je prekompakini.

Dukaz. Nejprve poznamenejme, ze podle Poznamky [2.32) 2.32 je mnozina N prekompaktni,
pravé kdyz N je prekompaktni. Pfedpokladejme, ze N je prekompaktni. Podle Véty [2 -
dostavame, ze N je tplny metricky prostor. Z Véty [2 m 5 plyne, ze N je kompaktni a
tedy N je relativné kompaktni. Opacény smeér prenechavame jako cviceni. Muzete vyuzit
vyse zminéného vztahu mezi N a N (kde se prekompaktnost zachovava), nebo premyslet
o jiném zpusobu dukazu, a to s vyuzitim Véty a Vety 2.172] O

Véta 2.172 (Relativni kompaktnost pomoci konvergentnich posloupnosti). Necht (M, o)
je metricky prostor. Potom neprazdnd podmnozina N C M je relativné kompaktni pravé
tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti bodi mnoziny N lze vybrat konvergentni podposloupnost
(jejiz limita ovSem nemust jiz lezet v N ).

Diikaz. Implikace zleva doprava je jednoduchd; pokuste se o ni. Pro diikkaz opa¢né implikace
vezméme N C M takovou, ze z kazdé posloupnosti {y,} C N lze vybrat podposloupnost
konvergentni v M. Potom {y,} obsahuje konvergentni podposloupnost {y,, } takovou, ze
Yn, — Yo, DPFicemz ziejmé yo € N. Ponévadz N je hustd v N, pro kazdé n € N existuje
yn € N tak, ze o(x,,y,) < 1/n. Odtud, s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti, dostavame

1
(T, Y0) < 0(@ngs Yny ) + 0(Yngs Yo) < - + 0(Yny, o) = 0

pro k — oo. Tedy z,, — yo € N, a proto N je kompaktn. ]

Poznamka 2.173. Poznamenejme, ze nékde v literatuie se relativni kompaktnost defi-
nuje pravé pomoci charakterizace z Véty . Dobte si v§imnéte drobnych (ale velmi
podstatnych) rozdilu v definici kompaktni mnoziny, v charakterizaci prekompaktnosti z
Véty a v charakterizaci relativni kompaktnosti z Veéty 2.172]
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Cviceni 2.174. (i) Plati v obecném piipadé (tj. bez tplnosti) alespon jedna z implikaci
Vety

(ii) Najdéte priklad relativné kompaktni mnoziny, ktera neni kompaktni. Déle ukazte,
ze omezené mnoziny v E" jsou relativné kompaktni; pokuste se najit vic zpusobu (pomoci
vlastnosti uzavienych a omezenych mnozin v E"™ nebo pomoci e-ové sité nebo pomoci =0
posloupnosti).

Poznamka 2.175. Shriime néktera dulezitd fakta uvedend v této sekei:

e Prekompaktnost mnoziny znamen4, 7e v ni existuje kone¢nd e-sit, tzn., Ze prekom-
paktni mnozinu lze vzdy pokryt kone¢né mnoha koulemi o libovolné malém poloméru.
Prekompaktnim mnozinam se nékdy tika totalné omezené.

e Relativné kompaktni mnoziny jsou ty, jejichz uzavér je kompaktni. Relativné kom-
paktnim mnozinam se nékdy tiké prekompaktni.

e Mnozina je prekompaktni praveé tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti jejich prvku lze
vybrat cauchyovskou posloupnost.

e Mnozina je relativné kompaktni pravé tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti jejich prvku
lze vybrat konvergentni posloupnost (ptricemz limita nemusi lezet v této mnoziné).

e V uplnych metrickych prostorech prekompaktni mnoziny a relativné kompaktni mnoziny
splyvaji

e Kompaktni mnoziny jsou pravé ty, které jsou prekompaktni a tplné.

Jen na okraj zminme, ze v Poznamce diskutujeme zobrazeni, v nichz dulezitou roli
hraje relativni kompaktnost.

2.8 Kritéria (relativni) kompaktnosti a aplikace

Pro praktické tcely je potfeba mit k dispozici rozumné nastroje, kterymi zjistime, zda
je dand mnozina relativné kompaktni. Uvedeme kritéria pro nékteré specialni prostory.
Pro velmi casto vyuzivanou Arzeldovu-Ascoliho vétu, kterd popisuje situaci v prostoru
(Cla,b], 0c), pottebujeme néasledujici pojmy.

Definice 2.176 (Stejnomérna ohrani¢enost, rovnomocna spojitost). Pro dand a,b € R,
a < b, uvazujme (neprazdnou) mnozinu N funkei f : [a,b] — R.

(i) Rekneme, ze funkce z mnoziny N jsou stejnomérné ohranicené (téz stejné ohranicené)
na intervalu [a, 0], jestlize existuje kladné redlné ¢islo L s vlastnosti

|f(z)| < L prokazdé x € [a,b] a kazdé f € N. (2.61)

(ii) Rekneme, ze funkce z mnoziny N jsou rovnomocné spojité (téz stejné spojité) na
intervalu [a, b], jestlize pro kazdé e > 0 existuje § > 0 takové, ze
pro vsechna z, 2" € [a,b] s vlastnosti |z — 2*| < ¢

2.62
a pro vsechny funkce f € N plati |f(z) — f(z")] <e. (2.62)
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Poznamka 2.177. 7Z podminky je ziejmé, ze jestlize N je mnozina funkci stej-
nomérné ohrani¢enych na intervalu [a,b], potom nutné N C Bla,b]. Zejména plati, ze
mnozina N je ohrani¢end v metrickém prostoru (Bla, b], o). Jestlize N je mnozina funkef
rovnomocné spojitych na intervalu [a, b], potom podle Definice a podminky je
kazda funkce f € N stejnomérné spojita na |[a, b].

Cviceni 2.178. Dokazte, ze kazd4 koneénd mnozina funkei spojitych na [a, b] tvori mnozinu
rovnomocné spojitych funkei. Dale ukazte, ze systém {f.: 0 < ¢ < 1}, kde f.(x) = cx(1 —
x), tvoff mnozinu stejnomérné ohranicenych funkef na [0, 1], kdezto systém {f. : ¢ > 0} uz
takovou mnozinu netvori.

Véta 2.179 (Arzeldova-Ascoliho véta). Mnozina N C Cla,b] je relativné kompaktni v
prostoru (Cla,b|, 0c) prdavé tehdy, kdyz funkce z mnozZiny N jsou stejnomérné ohranicené
a rovnomocné spojité na [a,b].

Diikaz. Dukaz lze nalézt v mnoha zdrojich, napt. [20, 21, 28]. Nazna¢me alespon, jak se
konstruuje konecn4 e-sit (jeji existence ndm zaruci — diky tiplnosti uvazovaného prostoru
— relativni kompaktnost). Nejdiive se vhodné rozdéli definiéni obor a interval [—L, L] (kde
L je konstanta z ) a délicimi body vedeme piimky rovnobézné s osami. Pozadovand
e-sif je vytvorena z po ¢astech linedrnich funkei, které prochdzeji priseciky sestrojenych
piimek. Danou funkci f € N pak aproximujeme funkci z e-sité, ktera prochazi body nej-
blizsimi grafu funkce f. Dukaz relativni kompaktnosti 1ze ovSem zalozit i na jiné myslence,
kdy se prokazuje moznost nalezeni jisté vybrané (diagonélni) cauchyovské posloupnosti
funkci. O

Dusledek 2.180 (Kompaktnost v prostoru spojitych funkei). MnozZina N C Cla,b] je
kompaktni v prostoru (Cla, b], oc) prdvé tehdy, kdyz N je uzaviend v (Cla,b], 0c) a funkce
z mnoziny N jsou stejnomérné ohranicené a rovnomocné spojité na [a,b).

Dusledek 2.181. Necht {f,}°2, je posloupnost redlngjch funkci spojitych na kompaktnim
intervalu [a,b], a < b. Jestlize funkce f,, n € N, jsou stejnomérné ohranicené a rovno-
mocné spojité na |a,b], potom existuje vybrand podposloupnost { fn, }22,, kterd konverguje
stejnomérné na [a, b].

K ptredchozimu dusledku poznamenejme, ze je-li tedy F|a, b] systém stejnomérné ohrani-
¢enych a rovnomocné spojitych funkei na [a,b], 1ze z Fla,b] vybrat posloupnost konver-
gentni v C|a, b].

Klasickym vysledkem, ktery vyuziva Arzeldovu-Ascoliho vétu, je Peanova véta o Tesi-
telnosti Cauchyovy tlohy

Y = f(x,y), y(xo) =0

na néjakém intervalu. Peanova véta vyzaduje pouhou spojitost funkce f(x,y), na rozdil od
diive zminéné Picardovy véty, kterd potiebuje i Lipschitzovskost vzhledem k y. Ptipomen-
me, ze dukaz Picardovy véty je zalozen na Banachové vété o pevném bodu a zarucuje i
jednoznacnost feseni, které je navic zkonstruovano pomoci posloupnosti postupnych apro-
ximaci, viz Piiklad 2.127] Dukaz Peanovy véty zadny ndvod na nalezeni feseni neddvé.
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Predvedeme jej v Podkapitole 4.7, Poznamenejme, ze existuji riuzné verze dikazu Pea-
novy véty. Je mozné napft. provést konstrukei jistych pomocnych funkei, z nichz pak na
zakladé Arzeldovy-Ascoliho véty vybereme stejnomérné konvergentni posloupnost, jejiz
limitou je hledané feSeni, viz napf. [26, 28]. Jinou moznosti je dukaz prostfednictvim
Schauderovy véty o pevném bodu (viz Véta , avSak i v tomto ptripadé hraje dulezitou
roli Véta[2.179] Pravé takovy dukaz poddme v Podkapitole[d.7] Existuje vSak i dukaz, ktery
neni zalozen na pouziti Véty 2.179] Dals{ aplikaci Arzeldovy-Ascoliho véty v rdmci naseho
kurzu predvedeme v dukazu Véty [£.49] kde dokazujeme fesitelnost tzv. Hammersteinovy
integralni rovnice, a to opét pomoci Schauderovy véty o pevném bodu. Tento vysledek ndam
pak umozni prozkoumat jisty nelinedarni oscilator.

Existuji kritéria kompaktnosti v riznych dalsich specialnich prostorech. Pro zajimavost
zde uvedme tvrzeni pro prostory 7 a (Lebesgueovy) prostory LP. Pro jejich dukazy viz
napi. ¢ldnek [21], kde lze nalézt i hezky historicky pirehled této problematiky.

Véta 2.182 (Relativni kompaktnost v prostoru ). Pro dané p € [1,00) uvazujme met-
ricky prostor £P. Potom neprdzdnd podmnozina N C (P je relativné kompakini v (P prdve

tehdy, kdyz
(i) N je ohranicend v (7,
(i1) pro kazdé € > 0 existuje index n € N tak, Ze
Z lzk|? < e pro kazdé x = {x,}32, € N. (2.63)
k=n+1

V nasledujici vété uvazujeme Lebesgueovy prostory, které zavedeme az v pristi kapitole.

Véta 2.183 (Rieszova-Kolmogorova véta). Pro dané p € [1, 00) uvaZujme metricky prostor
LP(R™). Potom neprdzdnd podmnozina N C LP(R™) je relativné kompaktni v LP(R™) prdve
tehdy, kdyz

(i) N je ohranicend v LP(R™),

(i1) pro kazdé ¢ > 0 existuje R tak, Ze pro kazZdé f € N plati

(LbRM@W¢OUP<a

(11i) pro kazdé € > 0 existuje § > 0 tak, Ze pro kazdé f € N a kazdé y € R™ s vlastnosti

ly| < 0 plati
1/p
([ 1o+ - sapas) <=
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Kapitola

Lebesgueuv integral

Nyni z naseho vykladu trochu odbo¢ime a budeme se vénovat Lebesgueové mite a Lebesgue-
ovu integralu. Protoze se tohoto zajimavého tématu jen strucné dotkneme, zdjemce o hlubsi
studium odkazeme napt. na [4, 5, 18, 23, 24, 28, 32, 34, 37, 38, 41, 43, 44, 47, 52, 53, 56, 59].

Poznamenejme, ze zdroje se mohou lisit v hutnosti a hloubce vykladu, vybéru témat i
volbé pristupu.

H. L. Lebesgue (1875-1941) byl francouzsky matematik. Okolo roku 1901 zformuloval,
vychéazeje z myslenek Borelovych a Jordanovych, teorii miry a jesté v témze obdobi po-
dal definici Lebesgueova integralu zobecnujictho integral Riemannuv. Tim zpusobil jistou
yrevoluci® v integralnim poctu.

3.1 Motivacni tivahy

Pokud nejste ptiznivci upovidanych motiva¢nich tivah, muzete tuto ¢ast preskocit a prikrocit
rovnou k Podkapitole [3.2]

V prvé tadé zduraznéme, ze nize nenajdeme beze zbytku precizni zavedeni vsech pod-
vzhledem k néplni a rozsahu kurzu bohuzel neni mozné. Protoze se vsak ve funkcionalni
analyze tézko obejdeme bez Lebesgueova integralu, podame alespon jeho hrubé priblizeni.
Neodpustime si ovSsem napi. dukaz Leviho véty, dukaz véty o uplnosti prostoru LP a nékolika
dalsich vybranych tvrzeni, které maji tizkou vazbu na obsah kurzu. Néktera z nich jsou
hloubéji diskutovana i v jinych kapitolach, a to v kontextu prislusnych témat.

Je dobfe znamo, ze Jordanova mira ¢ Riemannuv integral (piip. Newtonuv integral)
nemuseji vyhovovat nasim potiebdm v fadé dulezitych situaci (nékteré z nich se objevuji
pravé v nasem kurzu, ale lze je nalézt v ruznych dalsich oblastech matematiky). Myslenka
Lebesgueovy miry a Lebesgueova integralu souvisi s hleddanim ,lepsi“ miry a ,lepsiho® in-
tegralu. V tento moment poznamenejme, ze Riemannuv integral je definovan pouze pro
takové funkce, které jsou bud spojité, nebo nemaji ,,piilis mnoho* bodt nespojitosti. Pro
tzv. méritelné funkce, které mohou byt nespojité vsude tam, kde jsou definovany (nebo

29
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mohou byt definovany v abstraktni mnoziné, takze pro né pojem spojitosti nema jed-
noduse vyznam; muzeme mit i prostory bez topologie), nelze Riemannovy (¢i Newtonovy)
konstrukce integralu pouzit. Zminme dale zejména problém s netplnosti prostoru Rieman-
novsky integrovatelnych funkci, problém s prilis striktnimi pozadavky, které jsou potieba
ve vétach o limitnim prechodu s Riemannovym integralem, ¢i s nutnosti popasovat se
s nékterymi tézkopadnymi manipulacemi s Riemannovym integrdlem (které mohou byt
nahrazeny ,elegantnéjsimi“ argumenty zahrnujicimi Lebesgueuv integral). Jak napft. pise
N. Wiener [61]: ,,An adequate theory of the Fourier series can only be established on the
basis of Lebesque integration. All those theorems which proceed from a given function to
its Fourier coefficients can indeed be established on the basis of any less ilusive concepts,
such as that of Riemann integral, but the fundamental theorem which proceeds from a set
of coefficients to the existence of a function having these Fourier coefficients, that of Riesz
and Fischer, is simply false for any definition narrower than that of Lebesgue.  Problémy
s Riemannovym integralem vznikly napt. i pii vypoctu délky rektifikace schopné kiivky.
Znacné siroks tifda Lebesgueovsky integrovatelnych funkei je jen jednou z vyhod, nebot
— jak jiz bylo vySe naznaceno — Lebesguetv integral lze uvazovat i v abstraktnim pojeti
(coz mé fadu aplikaci v ruznych oblastech matematiky). Duvodu k zavedeni obecnéjsiho
integralu je tedy vic nez dost.

Zékladni myslenka Lebesgueova integralu spociva v tom, zZe na rozdil od Riemannova
integrélu se body x seskupuji nikoli podle své blizkosti na ose z, nybrz podle blizkosti
funkénich hodnot v téchto bodech. Jinak feceno, rozdil mezi obycejnym ,riemannovskym*
délenim a lebesgueovskym délenim spociva hlavné v tom, ze riemannovské déleni je pouze
na intervaly, u lebesgueovského déleni se déli na libovolné mnoziny. To bezprostfedné
umoznuje rozsitit pojem integralu na velmi sirokou tfidu funkei. Kromé toho se Lebesguetv
integrdl muze definovat zcela stejné pro funkce v libovolnych prostorech s mirou, zatimco
Riemannuv integral se zavadi nejprve pro funkce jedné proménné a potom s piislusnymi
modifikacemi se zavede pro pripad nékolika proménnych. Pro funkce definované v abs-
traktnich prostorech s mirou vsak Riemannuv (ani Newtonuv) integral obecné nem4 smysl.

V literature se lze setkat s ruznymi pristupy pii konstrukei Lebesgueova integralu (¢i Le-
besgueovy miry). Pro ndzornost zde nejprve naznacime ,klasickou“ (v podstaté puvodni)
definici (a nékteré jeji modifikace), kde se postupuje v jistém smyslu analogicky k defi-
nici Riemannova integralu. Pfedtim hrubé popiseme konstrukei miry. Velmi struéné zde
uvedeme i castéjsi pristup zalozeny na aproximaci pomoci jednoduchych funkei.

Typicky se v teorii miry a integrélu resi néasledujici zdkladni problémy: Mame-li vybu-
dovan ,integral“, odvodit z néj pfislusnou ,miru®. Mame-li jiz zavedenu miru, zkonstruo-
vat z ni ,integral“. Mame-li vybudovéan ,integral® (¢i ,miru“), rozsitit tento na co nejveétsi
systém funkei (¢i mnozin) se zachovanim jeho (¢i jejich zdkladnich vlastnosti). Puvodni
(Lebesgueova) cesta spoc¢iva v zavedeni miry na méfitelnych podmnozindch prostoru R™.
Druhym zpusobem, Rieszovym, se nejdiive definuji integrovatelné funkce a jejich integral
a pomoci néj pak méfitelné mnoziny a jejich mira (zdkladem je prostor schodovitych (jed-
noduchych) funkei, ktery byva ¢asto nahrazen prostorem spojitych funkci s kompaktnim
nosicem). Teorie Lebesgueova integralu v R™ muze byt zasazena do ramce abstraktniho
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integralu (v abstraktnim prostoru bez topologie), kdy tento konkrétni integral vznikne z
abstraktniho specialni volbou prostoru a v ném zavedené miry.

V obecném pristupu k teorii miry (a integralu) jde o zavedeni siroké tiidy mnozin, tzv.
meéfitelnych mnozin. Na nich se pak zavadi mnozinové funkce (tzv. mira), kterd spliiuje ro-
zumné vlastnosti (zejména v elementéarnich piipadech odpovidd pojmum obsah, objem atd.
a musi se s ni dobfe zachédzet). Prirozenym pozadavkem napf. je, ze sjednoceni (spocetné
mnoha) méfitelnych mnozin je méfitelné a pokud jsou mnoziny disjunktni, mira jejich
sjednoceni je soucet mér. Pozadované vlastnosti jsou shrnuty do axiomu. Vybér axiomu
je vysledek prace matematiku, ktefi zjistili, co v§e mohou pozadovat a vzdali se naopak
nesplnitelnych pozadavku (napf. na méfitelnost kazdé mnoziny). Takova konstrukce Lebe-
sgueovy miry neni jedind aplikace této teorie, naopak, na pojmech, které se takto buduji,
je postavena napft. celd teorie pravdépodobnosti. Jak jsme jiz naznacili, nize Lebesgueovu
miru zkonstruujeme jistym nazornym zpusobem, nikoliv axiomaticky:.

Z historického a didaktického hlediska je dulezité rozsiteni elementarniho objemu na jiz
zminénou Jordanovu (¢i Jordanovu-Peanovu) miru (nebo spis tzv. Jordantuv objem, nebot
nejde o miru), kterou uz znéte z teorie Riemannova integralu. Neni tézké setrojit Jorda-
novsky neméfitelné mnoziny. Navic spocetné sjednoceni Jordanovsky méritelnych mnozin
nemusi byt métitelné. Jordantv objem tedy neni nase cilovd meta a smérujeme k lepsimu
rozsiteni elementarniho objemu.

V kontextu klasického kalkulu najdeme bezpocet piiznivci Riemannova integralu —
oduvodnuji to napt. jednoduchosti jeho definice. Uvédomme si vSak, ze jednoduchost de-
finice neni tim spradvnym kritériem. Totiz definici zavddime jen jednou, kdezto (nume-
rickych) prikladu a teoretickych tvah, v nichz vyuzivame vlastnosti integralu, je nepreberné

vvvvvv

vvvvvv

haté vyvazuje jeho obecnost, hezké vlastnosti a jednoduchost v teoretickych i praktickych
uvahach.

Zavérem poznamenejme, ze ani Lebesgueuv integral netfesi vSsechny problémy, pfi nichz
je Riemannuv integral nedostacujici. V souvislosti s tim zminme tzv. Kurzweiluv integral
(téz Henstockuv, Denjoyuv, ¢ Perronuv), ktery se v nékterych situacich ukédzal vhodnéjsi
nez integral Lebesgueuv. Totiz Lebesgueuv integral nepokryva tzv. neabsolutné konver-
gentn{ integrély (napf. [~ sinz/xdz), které v jednoduchych pifpadech zachycuje New-
tonuv integral. Pro hlubsi studium neabsolutné konvergentnich integralu se hodi prave
pojem Kurzweilova nebo Perronova integralu, které zde vsak blize diskutovat nebudeme.

3.2 Lebesgueova mira

Uvazujme mnozinu A C R. Nasim cilem je najit vhodny prostiedek, kterym tuto mnozinu
,zméiime”, a to v dosti obecnych situacich. Tzv. mirou omezeného intervalu I = (a,b)
méame na mysli jeho délku m(/) := b — a. Mnozinu A pokryjeme otevienou mnozinou,
kterou umime ,zméfit“. Predtim poznamenejme, ze kazdou otevienou mnozinu M v R
Ize napsat jako M = J, Ii, kde I}, jsou navzdjem disjunktni oteviené intervaly, kterych
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je konecné ¢i spocetné mnoho, viz Poznamka Miru oteviené mnoziny M zavedeme
takto:
m(M) := Zm([k), m(0) := 0.

k
Vypustime-li pozadavek disjunktnosti (pricemz posloupnost otevienych intervalu {7} po-
kryva mnozinu M), pak mame slabsi podminku m(M) < >°, m([y). I v takovém piipadé
lze definici ptirozené zavést; hodnota infima v definici nize tim neni ovlivnéna. Zduraznéme,
ze nepozadujeme omezenost mnoziny A.

Definice 3.1. Necht A C R je libovolnd mnozina. Tzv. vnéjsi Lebesqueovu miru mnoZiny
A definujeme jako

w (A) =inf{m(M): A C M, M je oteviend}.

Poznamka 3.2. (i) Vnéjsi mira je subaditivni, tj. p*(AU B) < u*(A) + p*(B) pro A, B
disjunktni.

(i) Vnéjsi mira je o-subaditivnd, tj. p* (U, Ar) < >, 1" (Ag) pro disjunktni posloupnost
mnozin {Ay}.

(iii) Obecné sice neexistuje nejmensi oteviena mnozina M obsahujici A, ale vzdy muzeme
vytvorit éislo inf{m(M) : A C M, M je oteviena}.

My vsak pozadujeme, aby nase mira byla o-aditivni (tj. aby nastdvala vzdy rovnost v ne-
rovnosti z predchozi pozndmky). Vnéjsi mira je definovana pro piilis sirokou t¥idu mnozin.
Zavedeme tedy striktnéjsi pozadavek, ktery nasim potrebam vyhovi. Smysl podminky z
nasledujici definice nemusi byt na prvni pohled ziejmy. Jde o Usporné vyjadreni, které je
vysledkem nasich potteb kladenych na miru; nize diskutujeme jind vyjadieni.

Definice 3.3. Mnozina A C R je méritelnd v Lebesqueove smyslu, je-li splnéna podminka
(X A) + (X A) = 7 (X) (3.1)
pro kazdou mnozinu X C R. Lebesqueovu miru mnoziny A definujeme jako pu(A) := p*(A).

Poznamka 3.4. (i) Intuitivni smysl definice bude moznd pro nékoho ziejméjsi, pokud
poznamename, Ze podminka je ekvivalentn{ podmince p*(X;)+p*(X2) = p* (X1 UXy)
pro kazdé X; C A, Xy C R\ A. Jinak feceno, jsou-li X7, X5 oddélené métitelnou mnozinou
A, je mira sjednoceni X; U X5 rovna souc¢tu mér X; a X,. Podmince se nekdy ikd
Caratheodoryho podminka.

(ii) Lze vyslovit i alternativni (pficemz ekvivalentni) definice, ¢i jejich ruzné modifi-
kace. Dukazy ekvivalenci a dalsich vztahu ani genezi zde podrobnéji diskutovat nebudeme.
Napf. Ize fici, ze systém A podmnozin mnoziny R je systémem Lebesgueovsky métitelnych
mnozin, pravé kdyz

VedGeT: ACGA P (G\ A) <e,
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kde A € A a 7 je systém vsech otevienych mnozin v R. Definici lze interpretovat tak,
ze mnozina je Lebesgueovsky méfitelna, pokud se ve smyslu vnéjsi miry ,libovolné malo®
lisi od oteviené mnoziny. Ekvivalentné lze brat misto otevienych nadmnozin uzaviené
podmnoziny F, které se libovolné malo lis{ ve smyslu p*(A\ F) < e.

Jind alternativni definice je zalozena na pojmu vnéjsi miry, kterou uz zname, a vnitini
Lebesgueovy miry definované jako p.(A) = sup{m(K) : K C A, K je kompaktni}; miru
uzaviené mnoziny K (lezici v otevieném intervalu J) lze urcit jako doplnék miry oteviené
mnoziny J \ K v J, tj. m(K) = m(J) — m(J \ K); zde se nejprve pracuje s mnozinami
omezenymi. Lze téz vzit . (A) = u(J) —p*(J\ A). Vzdy plati u.(A) < p*(A). Métitelnosti
mnoziny A mame na mysli splnéni podminky

kde vyraz napravo je oznaceni pro Lebesgueovu miru. Poznamenejme, ze v piipadé omezené
mnoziny ziejmé plati u*(A) < oo. Pro libovolnou mnozinu A (ne nutné kone¢né vnéjsi miry)
klademe p(A) := sup{u(ANM): M € My}, kde My oznacuje systém majicich kone¢nou
miru (¢i piimo bereme omezené méfitelné mnoziny, napi. intervaly), pficemz pozadujeme
ANM e Mg pro kazdou M € M.

(iii) Podobné lze postupovat pii konstrukei miry v R™. Poznamenejme, Ze oteviené mnoziny
(napf. v roviné) nelze napsat jako sjednoceni otevienych disjunktnich dvourozmeérnych in-
tervalt. Vnéjsi miru mnoziny A C R” zavadime takto. Pro objem n-rozmérného otevieného
kvadru K = (a1, by) X -+ X (an, b,) plati m(K) = (by —ay) - - - (b, — ay,). Mnozinu A pokry-
jeme nejvyse spocetné mnoha otevienymi n-rozmérnymi kvadry K; € IC, K znadi systém
vsech n-rozmérnych otevienych kvadru, a klademe

pw(A) = inf {im([(l) A C GKi’ K; e IC} :

=1

V této definici muze byt p*(A) = oo. Déle si vSimnéme, Ze nepozadujeme disjunktnost
mnozin K;. To vSak neovliviiuje hodnotu infima. Ostatné, jak jiz bylo naznaceno, i nase
jejdiive uvedend definice vnéjsi miry v R muze byt vyslovena bez predpokladu disjunktnosti
mnozin, které tvori pokryvajici otevienou mnozinu.

(iv) Existuji i jiné miry; vse lze zaclenit do obecné teorie miry.

(v) Existuji Lebesgueovsky nemétitelné mnoziny. Jejich ,konstrukce* vyzaduje axiom vy-
béru.

(vi) Lebesgueova mira je o-aditivni, tj. spocetné aditivnd, tj. plati podminka
(U] - s
k k

pro disjunktni posloupnost mnozin {A;}; zde predpokladdme métitelnost mnozin Ay.
Nejsou-li Ay disjunktni, pak rovnost je nahrazena nerovnosti <. Lebesgueova mira ma
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radu dalsich ocekavatelnych vlastnosti, napt. monotonii vzhledem k inkluzi, nezavislost na
posunuti atd. Poznamenejme, ze Jordanova-Peanova mira neni spocetné aditivni; vlastné
proto neni ani mirou v pravém slova smyslu.

(vii) Zde jsou nékteré duvody, pro¢ pozadujeme spocetnou aditivitu: (a) konecnd aditivita je
prilis slaba pro ospravedlnéni limitnich procesu; (b) nespocetna aditivita je ptilis ,silnd“,
napt. by implikovala, ze pokud mira jednobodové mnoziny je nula, pak by mira kazdé
pomnoziny mnoziny R" byla nula.

Shrnuti definice Lebesgueovy miry Vychéazeje z vySe uvedeného, shriime si struéné
jeden z moznych piistupu pii konstrukci Lebesgueovy miry (v prvnich krocich zvoleného
pristupu vyzadujeme omezenost mnoziny A C R):

e Vnéjsi Lebesgueovu miru (omezené) mnoziny A definujeme jako
p(A) =inf{m(M) : A C M, M je oteviena}.
Otevienou mnozinu ,zmérit“ umime; pokryti nemusi byt nutné disjunktni.
e Vnitini Lebesgueovu miru (omezené) mnoziny A definujeme jako
ps(A) = sup{m(N) : N C A,/ N je uzaviena}.

Miru uzaviené (omezené) mnoziny N lze urcit pomoci vnéjsi miry a doplaku (ktery je
otevienou mnozinou) jako m(N) = m(J) — m(J \ N), kde J je otevieny (omezeny)
interval obsahujici N.

e (Omezend) mnozina A je Lebesgueovsky méritelna, jestlize

pix(A) = p*(A).
V tom piipadé definujeme Lebesgueovu miru mnoziny A jako u(A) := p.(A) = p*(A).

e Libovolnou mnozinu A (ne nutné omezenou, ne nutné kone¢né vnéjsi miry) nazveme Le-
besgueovsky meéritelnou, je-li métitelny prunik AN(—k, k) pro kazdé k € N. Lebesgueovu
miru definujeme jako

p(A) = lim p(AN(=k,k)).
k—00

Poznamka 3.5. Kazdd mnozina méritelnd v Jordanové smyslu je také méritelna v Lebe-

sgueové smyslu (ale nikoliv obracené), pricemz Jordanova mira a Lebesgueova mira jsou si

pak rovny.

Piiklad 3.6. (i) Mnozina A = [0,1] N Q neni Jordanovsky méfitelnd (proc?), je vsak
Lebesgueovsky méfitelna. Plati u(A) = 0. Pokuste se odvodit, ze u*(A) = 0. Napovézme,
ze mnozinu A lze chépat jako posloupnost (proc¢?); kazdy bod této posloupnosti necht se
nachézi v intervalu K; délky 2¢/e, i € N, kde £ > 0 je libovolné. Ukaze se pak, ze pu*(A) < e.

(ii) Cantorovo diskontinuum je pfikladem nespoc¢etné mnoziny majici nulovou Lebesgueovu
miru. Podotknéme, ze tato mnozina je uzaviena.
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Stejny argument jako v ¢dsti (i) predchoziho prikladu ukazuje, ze libovolna spocetnd
mnozina ma vnéjsi miru nulovou a je tedy jeji mira nulova. Dalsi — avsak pomeérné ob-
dobnou — moznosti je vyuzit pfimo c-aditivity miry a faktu, ze jednobodové mmnoziny
maji miru nula. Promyslete si detaily. Poznamenejme, ze pokud A pokryjeme konecnym
systémem intervalu, pak sjednoceni intervalu by obsahovalo [0,1] (pfipomenme, ze A je
hustd v [0, 1]) a soucet jejich délek by byl alesponi 1. To mj. ukazuje, pro¢ je dulezité uzit
spocetny systém intervalu (¢i kvadru) a ne jen kone¢ny. ,,Spocetny e-trik* se typicky uziva
v ruznych formach v teorii miry.

Poznamka 3.7. (Terminologickd pozndmka) Rekneme, ze vlastnost nebo tvrzeni plati
skoro vsude v A nebo pro skoro vsechna x € A, jestlize plati pro vSechna x € A s vyjimkou
bodu z mnoziny majici miru nula (pozivame zkratku s.v.). Napi. f(z) = g(z) pro s.v.
x € A znamend f(z) = g(x) pro kazdé z € A\ B, kde p(B) = 0. V angli¢tiné se pouziva
zkratka a.e. (almost everywhere ¢i for almost each).

Na zavér poznamenejme, ze kromé Lebesgueovy (a Jordanovy) miry se v matematice
vyskytuje cela fada dalsich mér, napt. mira pravdépodobnostni, ¢itaci, Borelova, Diracova,
Lebesgueova-Stieltjesova, Radonova, Hausdorffova a dalsi. Definuje se i obecny prostor s
mirou, kde dulezitou roli hraje tzv. o-algebra podmnozin zékladniho prostoru. Jde o systém
mnozin, ktery obsahuje prazdnou mnozinu, je uzavien na dopliky a na spocetna sjednoceni.
Na tomto systému se pak zavadi redlna mnozinova funkce, zvand mira, u které se pozaduje
nezapornost, o-aditivita a jeji nulovost pro prazdnou mnozinu.

Systém Lebesgueovsky méftitelnych mnozin je o-algebrou a Lebesgueova mira je mirou
v pravé uvedeném smyslu. Jordanova ,mira“ takovou mirou neni.

3.3 Lebesguenv integral v R

Nejprve pripomenme jednu z moznych definic Riemannova integralu:

b n
JRLCE I SRR

kde v = maxg(ry — 1), Tp_1 < & < xg; limita zde musi existovat nezavisle na déleni
a vybéru. U Riemannova integrélu provadime déleni definicniho oboru [a,b]. Myslenka
Lebesgueova integralu je odlisna: provadime déleni oboru hodnot!

Poznamka 3.8. Aproximace fabf(:c) de = 7, f(&)(xr — xx_1) je nevhodnd, pokud
se funkce f ,rychle méni“. Je pak tcelné pocitat obsah jejiho subgrafu (tj. obrazce pod
nezapornou funkei f) jinak.

Lebesgueuv integrdl se v moderni literatufe ¢asto zavadi pomoci tzv. jednoduchych
funkei (nebo tfeba i pomoci axiomu). Totiz po Lebesgueovi se rozvijel piistup k Lebesgue-
ovu integralu tim, ze se rozpracovavaly nové definice, které byly v ptipadé realnych funkci
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ekvivalentni puvodni Lebesgueové definici. Byly vsak soucasné takové, ze je bylo mozné
prevadét do slozitéjsich abstraktnich situaci.

My zde vs8ak — kvuli ndzornosti — nejdrive naznac¢ime jemnou modifikaci ,klasické®
definice, kterd je v jistém smyslu analogicka konstrukci Riemannova integralu; nize zminime
i onu klasickou verzi. Rozdil ptistupu (tedy v porovnéni s definici pres jednoduché funkce) je
viak pouze formdlni, nebot i v sou¢tu v prvni definici budou vlastné vystupovat jednoduché
funkce.

Casto se srovnani Riemannova a Lebesgueova pifstupu pripodobiiuje k dvojimu mozné-
mu séitani vétsitho poctu minci ruznych hodnot. Riemannovu integralu odpovidd bézné
sCitani minci po tadé. Lebesgueovu integralu odpovida roztiidéni minci podle hodnoty;
poté pocet minci stejné hodnoty vynasobime jejich hodnotou a ziskané souciny secteme.

»INazorna* konstrukce

Nejprve uvazujme ohranic¢enou nezédpornou funkeci f(z) na (omezeném) uzavieném inter-
valu [a,b]. Oznactme o = infiefp) f(2), B = SuD,e(e) f(2). Interval [a, 5] nynf rozdélime
pomoci délicich bodu @ = yo < y1 < -+ < y, = f. Oznac¢me E; = {z : f(z) > y;} a
jejil miru p(E;). Zduraznéme, ze je predpokladana méfitelnost této mnoziny pro libovol-
nou hodnotu y; (jak pozdéji uvidime, predpokladame vlastné tzv. méritelnost funkce f).
Uvazme nyni obrazec, ktery se nachazi v horizontalnich pasech mezi piimkami y = y;_; a
Yy = y;, pi¢emz je zaroven obsazen v subgrafu funkce f. Tento obrazec pripomina obdélniky
s malymi vyskami. Za zakladny obdélniku volime napt. jejich strany lezici na horni strané
pasu. Plosny obsah takového obrazce je priblizné roven u(E;)(y; —yi—1). Tedy plosny obsah
celého subgrafu 1ze aproximovat ¢islem

1(Eo)yo + Z 1(E:) (yi — yie1)-

Je zajimavé, ze presnost této hodnoty maélo zavisi na tom, zda je f(z) spojita ¢i nespojité.

Definice 3.9. Lebesgueovym integrdlem z ohranicené funkce f na intervalu [a, b] nazyvame
limitu

lim {M(Eo)yo - z; (B (yi — yi—l)} :

kde A = max(y; — y;—1).

Poznamka 3.10. (i) Lebesgueuv integrédl z funkce f se ¢asto v literatufe znaéi fabfd,u
pifp. [ ; Jdu, kde I znaci integracni obor. My budeme ovsem casto pouzivat i ,tradicni®
znaceni, typické pro Riemannuv integral, totiz f; f(z)dz, ptipadné budeme stru¢né psét
) ; f- Jak uvidime pozdéji, Lebesgueuv integrdl z Riemannovsky integrovatelné funkce vzdy
existuje a ma stejnou hodnotu jako Riemannuv inte%rél. Pokud budeme potiebovat rozlisit,
se kterym integralem pracujeme, budeme psat (L) [’ f(z) dz pro Lebesguetv integral, resp.
(R) fab f(x)dz pro Riemannuv integral.
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(ii) Analogicky lze pii definici postupovat pro funkce vice proménnych.

(iii) Mame-li zkonstruovan f; fdu, v dalsich krocich je pak potifeba postupné odstra-
nit omezenost funkce, omezenost integracniho oboru a nezapornost funkce. To lze ucinit
vice zpusoby Lze téz ziejmym zpusobem zavést napi. Lebesgueuv integral z komplexni
funkce. Vybrané detaily nékterych téchto rozsiteni naznacime az po konstrukei pomoci
jednoduchych funkeci.

Modifikované definice

Nejdiive strucné popisme puvodni Lebesgueuv piistup, ktery je velmi podobny predchozi
konstrukei. Opét zaénéme s nezépornou ohrani¢enou funkei f na [a,b], o které predpo-
kldddme, ze je méfitelnd. Necht £, L jsou takové, ze £ < f(x) < L pro x € [a,b]. Uvazme
déleni { = yg <1y < -+ <y, = L a definujme M; = {x € [a,b] : y;-1 < f(x) < y;}; je
tedy M; ,vzor® intervalu [y;_1,y;). Nyni definujme integrélni soucet v Lebesgueové smyslu
rovnosti predpisem

> mp(M),
=1

kde n € [y;—1,¥;] je libovolné. Funkce f se nazyva integrovatelnd v Lebesgueové smyslu
na |[a,b], pokud existuje limita téchto souc¢tu pfi max(y; — y;—1) jdoucim k nule. Opét
lze definici rozsitit na integral z neohranicené nezaporné funkce, integral pres neomezeny
obor a integral z funkce libovolného znaménka. Vyse zminény piistup lze modifikovat ve
smyslu zavedeni hornich souctu Y, y;uu(M;) a dolnich souctu > | y;—1p(M;) Je-li infi-
mum hornich sou¢ti rovno suprému dolnich souctu (kde inf a sup bereme ptes vsechna
mozné déleni intervalu [¢, L]), prohldsime funkci za Lebesgueovsky integrovatelnou.

Velmi struéné zde jesté zminme Younguv piistup, ktery zavadi tzv. horni a dolni Le-
besgueovy soucty, pricemz se vychazi z déleni intervalu [a, b] na kone¢ny pocet métitelnych
mnozin Fy, které se neprekryvaji (tzv. méritelné déleni intervalu [a,b]). Opét se pak po-
rovnava jisté supremum s infimem a v pripadé rovnosti dostavame Lebesgueovskou integro-
vatelnost. Lze zde tedy najit paralelu s Darbouxovym pristupem konstrukce Riemannova
integralu pomoci hornich a dolnich Riemannovych souctu.

Konstrukce pomoci jednoduchych funkci, méritelné funkce

Stejné jako ne vSechny mnoziny jsou méritelné, nelze ocekavat, ze vsechny funkce mohou
byt integrovatelné. Nasledujici funkce lze chapat jako ,kandidaty“ na integraci.

Definice 3.11. Uvazujme funkci f : R — R U {£oo}. Funkce f se nazyva meéritelnd,
jestlize je mnozina {z € R : f(z) > a} méfitelnd pro vsechna o € R.

Necht M C R je méfitelnd. f: M — R U {£oo} nazyvame méritelnou na M, pokud
jejl rozsiteni nulou na celé R je funkce méritelna.

Poznamka 3.12. (i) Ekvivalentné lze nerovnost > v pfedchozi definici nahradit kterou-
koliv z nerovnosti <, <, >.
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(il) Kazda spojita funkce je métitelnd. Dirichletova funkce je méfitelna.

(iii) Lze ukdzat, ze pro métitelné funkce plati fada vlastnosti, jako napf. uzavienost na
operace +, —, -, /, pokud pro s.v. x € R je vysledek operace definovén.

(iv) Pro méfitelné funkce déle plati
uzavienost na bodovou konvergenci,

pokud limita existuje. Toto je velmi vyznamna vlastnost. Pfipomenme, ze odpovidajici tvr-
zeni pro spojité funkce (¢i Riemannovsky integrovatelné funkce) vyzaduje silnéjsi podminku,
totiz stejnomérnou konvergenci. V praktickych tlohach vsak typicky posloupnost funkci
nekonverguje stejnomeérné, ale pouze bodové. Vezméme nyni systém vsech funkei spojitych
a omezenych na intervalu I a vSechny funkce, které dostaneme jako bodové litmity téchto
funkci. Systém takovych funkci byva nazyvan jako funkce pruni Baireovy tridy. Kromé
spojitych funkci obsahuje i nékteré nespojité funkce. Vezméme funkce prvni Baireovy tiidy
a opét uvazme jejich bodové limity. Dostaneme tak funkce druhé Baireovy tridy, coz je
mnozina vétsi nez funkce prvni Baireovy tiidy; napt. Dirichletova funkce je druhé Baire-
ovy tiidy, ale ne prvni. Takto muzeme pokracovat déle a obdrzime funkce k-té Baireovy
tridy, které tvori mnozinu vétsi nez funkce Baireovy tiidy k — 1. Ve svétle téchto ivah tedy
o to vice ocenime uzavienost métitelnych funkei na bodovou limitu.

Konstrukei integralu provedeme pomoci jednoduchych funkci, které se definuji takto:

Definice 3.13. Nezaporna funkce f definovana na R se nazyva jednoduchd, jestlize je
meéfitelna a nabyva koneé¢né mnoha hodnot.

Poznamka 3.14. (i) Zejména po castech konstantni funkce (kde ¢ésti je koneéné mnoho)
je jednoduché.

(i) Je-li f jednoduchd, pak ji lze napsat ve tvaru f(z) = Zle cixa,(x), kde ¢1,...,¢, €
(0,00), Ag,..., A, jsou méfitelné mnoziny a x4, je charakteristicka funkce mnoziny A;.

Definice 3.15 (Konstrukce/definice Lebesgueova integralu).
Lebesgueuv integral zavadime pomoci nasledujicich krok:

e Je-li ¢ jednoduché funkce, pak klademe [, ¢(z)dz = Zle cii(A;); soucet muze byt i
nekonecny.

e Je-li f nezdpornd méritelnd funkce, pak polozime [, f(x)de = lim, o [; fo(x) dz, kde
{fn} je neklesajici posloupnost jednoduchych funkei konvergujici k f. Poznamenejme, ze
nékde v literatufe se definuje (pro nezapornou funkei f):

/f(:z:) dz = sup {/ o(z)dz : ¢ je jednoduchd, 0 < ¢ < f} : (3.2)
R R

Definice pomoci litmity je vSak také korektni, nebot lze dokéazat, Ze kazdou nezédpornou
funkci f muzeme obdrzet jako ¢,(x) — f(x) pro n — oo, kde {p,} je neklesajici
posloupnost jednoduchych nezépornych funkei (jeji existence je zarucena); definice in-
tegralu navic nezavisi na volbé takové posloupnosti.
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o Je-li f méfitelnd funkce, pak polozime [p f(x)dz = [p fT(z)de — [, f~(x)dx, kde
f@) = (I[f @) + f(2))/2, f~(x) = (If(2)] = f(x))/2. Zde predpokladdme, Ze aspon
jeden z integrélu je konec¢ny; hodnota integralu muze byt cokoliv z mnoziny R U {+o0}.
(Integrél z métitelné funkce neexistuje vlastné v jediném piipadé, a to kdyz oba integraly
z kladné i zaporné ¢asti funkce jsou nekonecéné.)

e Je-li f : M — R méritelnd funkce na M, kde M C R je méfitelna mnozina, pak
definujeme

(= ~ o Jf(x) prozxze M,
/Mf(»’v)dx/Rf(m)d% kde f(z) = {0 pro & M.

e [Integrovatelngmi funkcemi (na M) na mame na mysli (méfitelné) funkce f takové, ze
Sy 1f ()] dz < oo.

e Je-li f komplexni, definujeme [, f(z)dz = [, Re f(z)dz + i [ Im f(z) dz, pokud oba

integraly na pravé strané jsou konecné.

3.4 Neékteré vlastnosti Lebesgueova integralu

Srovnani Riemannova a Lebesgueova integralu

Ma-li funkce f Riemannuv integrél na intervalu [a,b], ma i Lebesgueuv integral na [a, b] a
plati

(R) / ) dr = (1) / ) d.

kde R resp. L zna¢i Riemannuv resp. Lebesgueuv integral. Opacna implikace vSak ne-
plati; prozkoumejte Dirichletovu funkci. Pfipomenme, ze Riemannuv integrédl se definuje
pro omezené funkce na omezeném intervalu. V ptripadé neomezenosti funkce ¢i oboru pak
zavadime nevlastni Riemannuv integral. Tzv. Newtonuv integral zavddime pomoci primi-
tivni funkce (v podstaté formélné vychazime z Newtonovy-Leibnizovy formule), kde hod-
noty v krajnich bodech integra¢niho oboru dosazujeme ve smyslu jednostrannych limit.
Daji se nalézt priklady (nijak exotickych) funkei, pro které existuje (nevlastni) Riemannuv
integral a/nebo Newtonuv integral, avsak nejsou Lebesgueovsky integrovatelné (tj. nemaji
koneény integral). Napt. (L) [*_|sinz/z|dz = oo, a proto funkce sinz/z neni Lebesgu-
covsky integrovatelnd, avsak Newtonuv integrdl [ |[sinz/z|dz je koneény. Omezime-li
se ovSem na ohranicené funkce na ohraniceném intervalu, je zde Lebesgueuv integral vzdy
,mocnéjsi“ nez zminéné dva integrély.

Na tomto misté je vhodné zminit Lebesgueovu nutnou a postacujici podminku Rieman-
nouvské integrovatelnosti pro omezené funkce f na intervalu [a,b], totiz: f je spojita s.v.
na [a,b]. V dusledku toho si vSimnéme, ze Riemannovské integrovatelnost vyzaduje, aby
integrovana funkce neméla , pfili§ mnoho“ bodu nespojitosti.
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V souvislosti s nize uvedenym vztahem mezi integrovatelnosti funkce f a integrova-
telnosti funkce |f| se v nasledujicim cviceni jesté chvili vénujme srovnéni Lebesgueova a
Riemannova integralu.

Cviceni 3.16. Uvazujte funkci f takovou, ze f(x) = 1 pro z € Q a f(x) = —1 pro
r € R\ Q. Ukazte, ze integréaly (L) fol fal(L) fol |f] existuji a vypoctéte je. Dale ukazte,

ze (R

)fol |f| =1, aviak (R) fol f neexistuje.

Dalsi vlastnosti Lebesgueova integralu

Lebesgueuv integral je tzv. absolutné konvergentn, tj. mé-li f (konecny) integral,
pak ma i |f| (kone¢ny) integral. Plati i opacnd implikace.

Lebesgueovsky integrovatelné funkce na méfritelné mnoziné M jsou s.v. na M konecné.
Lebesgueuv integral je vzhledem k integrandu linedrni.

Lebesgueuv integrél je vzhledem k integracnimu oboru aditivni (o-aditivni).
Lebesgueuv integral je vzhledem k integrandu monotonni.

Jestlize se zméni hodnota funkce na mnoziné nulové miry, pak se hodnota integralu
nezmeéni. Navic, Lebesgueuv integral ma smysl, i pokud hodnoty funkce nejsou de-
finovany na mnoziné nulové miry. Odtud plyne, ze fab fdu = 0, jestlize f = 0 s.v.
(plati i opak). Déle zejména plati: Je-li f = g s.v. na méfitelné mnoziné M a g je
Lebesgueovsky integrovatelna na M, potom i f je Lebesgueovsky integrovatelna na
Iaplati [,, f = [,,9- Poznamejme, ze neni-li funkce definovand na mnoziné miry
nula, lze ji na ni libovolné dodefinovat (aniz se zméni hodnota integralu) — typicky
to mohou byt napt. body, kde je limita funkce rovna 400, nebo kde hodnota funkce
neni definovana kvuli déleni nulou apod.

Ukazte, Ze fol f=1/2, jestlize

(@) T pro x racionalni, 0 <z <1
) =
1 —2x pro zx iracionalni, 0 < x < 1.

Je-li f lebesgueovsky integrovatelnd na [a,b], je funkce F(x) = (L) [ f(t) dt abso-
lutné spojitd na [a,b] a F' = f s.v. na [a,b]. Pfipomenme, ze funkce f definovand
na intervalu [a,b] se nazyva absolutné spojitd na intervalu [a,b], jestlize pro kazdé
e > 0 existuje § > 0 takové, ze pro kterykoliv disjunktni systém intervalu (ag, by),
k =1,2,...,n, patiicich do [a,b] a spliujicich Y ,_ (by — a;) < 9, plati nerovnost
Sor_i [f(bg) — f(ag)| < e. VSimnéme si, ze tento pojem zesiluje stejnomérnou spoji-
tost.
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e Je-li F' absolutné spojita na [a, b], je funkce F’' Lebesgueovsky integrovatelnd a plati

(L) / "P)dt = F(z) - Fla) (3.3)

pro x € [a,b]. Lze ukdzat jesté vic: Funkce F' je absolutné spojitd na [a, b, prave
kdyz F m4 derivaci F’ skoro viude na [a, b, pficemz tato derivace je Lebesgueovsky
integrovatelnd a plati . Dalsi ekvivalentni podminkou absolutni spojitosti F' je
existence Lebesgueovsky integrovatelné funkce g takové, ze

pro x € [a,b]. Plati pak nutné, ze g = F’ s.v. Tato ekvivalence byvé nazyvana jako
zdkladni véta (Lebesqueova) integrdlniho poctu.

e Pomoci Lebesgueova integralu lze zpétné vyjadrit miru métitelné mnoziny M jako
integral z jeji charakteristické funkce. Funkce x5, je jednoducha, proto

u() = [ o) e

Neékteré druhy konvergenci

Na ruznych mistech tohoto textu zminujeme stejnomérnou konvergenci, bodovou konver-
genci, bodovou konvergenci s.v. a konvergenci v normé LP; o norméach a LP prostorech
budeme hovotit zanedlouho. Je zajimavé se podivat na srovnani téchto a dalsich kon-
vergenci. Uvazujeme zde posloupnost méfitelnych funkei {f,} na omezeném intervalu I,
ktera néjakym zpusobem konverguje k (méfitelné) funkei f. Necht 1 < p < ¢ < oo. Pro
zajimavost zde zafad'me i tzv. konvergenci podle miry, kterd znamen4, Ze pro kazdé € > 0
je splnéno p{z € I : |f,(z) — f(z)] > €} — 0 pro n — oco. Potom plati (a implikace nelze
obrétit), viz napt. [18, 28]

(a) Stejnomérnd konvergence = bodova konvergence = bodova konvergence s.v. = kon-
vergence podle miry.

(b) Stejnomérna konvergence = konvergence v normé L = konvergence v normé L4
= konvergence v normé LP = konvergence podle miry.

(c) Konvergence v normé L = bodova konvergence s.v.

3.5 Veéty o limitnim prechodu

Nésledujicim vétam o limitnim pfechodu bychom méli vénovat mimoradnou pozornost, ne-
bot jsou velmi uziteéné v aplikacich a ukazuji silu Lebesgueova integralu. Vlastné jednim
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z hlavnich duvodu zavedeni Lebesgueova integralu je pozadavek vétsi ,flexibility” konver-
gence integralu konvergentnich funkénich posloupnosti (¢i fad).

Pripomenme, Ze pro rovnost lim, . (R) [; fu = (R) [; f potfebujeme stejnomérnou
konvergenci. Takova podminka je vSak v mnoha aplikacich piili§ restriktivni. Podobny
problém muze nastat z pochopitelnych duvodu i u funkénich fad. Uvedeme nékteré vysledky;,
kde pozadavek stejnomérné konvergence je zeslaben, avsak stale je garantovana konver-
gence integralu a pozadovand rovnost. Musime ale prikrocit k Lebesgueovu integralu, ktery
dava vice Sanci integrovat limitni funkci.

Piiklad 3.17. (i) Pisme [0,1] N Q jako {g, : n € N} (pro¢ si to muzeme dovolit?).
Necht koneénd mnozina @y obsahuje prvnich & prvka mnoziny {q, : n € N}. Definujme
posloupnost funkci

fr(x) =

1 prox € Qg
0 jinak.

Plati f, € R[0,1] pro kazdé k € N (proc¢?), kde RJ0, 1] oznac¢uje mnozinu Riemannovsky
integrovatelnych funkef na [0, 1]. Poznamenejme, Ze posloupnost je cauchyovskd (ve smyslu
metriky o;). Bodovou limitou f(x) = limy_,« fx(z) je Dirichletova funkce, pro kterou vsak
plati f ¢ R0, 1]. Tedy prostor R[0,1] neni uzavieny na bodovou konvergenci (na rozdil
od stejnomérné). Zejména nelze zaménit operaci limity a integrovani. Pro Lebesgueovy
integraly ovsem v tomto pifpadé plati limg_, (L) fol fr=0=(L) fol I

(ii) Prozkoumejte posloupnost
n prox € (0,1/n
fux) = P (0,1/n)
0 jinak

a jeji bodovou limitu. Jak lze snadno zjistit, neplati lim, o (R) [; fn = (R) [5 f, avsak ani
limy, o0 (L) fg fr = (L) [ f- Lebesgueuv integrél tedy neni vSemocny.

Véta 3.18 (Beppo Leviho (¢i — méné casto — Lebesgueova) véta o monotonni konver-
genci). Predpokladejme, Ze f, : I — R je neklesajici posloupnost nezdapornijch méritelnijch
funkci, tj. pro kazdé n € N plati 0 < fu(z) < fop(x) pro x € I. Necht f(z) =
limy, o0 fu(z) pro x € 1. Potom lze zaménit limitu a integral (pricemz f je méritelnd),
tj. limy, o0 [; frndp = [; fdp.

Diikaz. (Bez pouziti Fatouova lemmatu, viz pozndmku nize.) Z vlastnosti métitelnych
funkei vime, Ze jsou uzavieny na bodovou limitu, proto f je métitelna. Z monotonie { f,}
dostavéme fi(x) < f(z) pro kazdé k € N a kazdé = € I, proto [, fiu(x)dpu < [, fdp, a

tedy
1m/ﬁ®§/ﬂm

poznamenejme, ze limita existuje (konecnd ¢i nekoneénd) diky monotonii. Nyni ukdzeme
opacnou nerovnost. Necht ¢ je dand (zafixovand) jednoducha funkce takova, ze 0 < p < f.
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Necht A € (0,1). Definujme A, = {z € I : fi(z) > Ap(x)}. Potom A, C Ay, nebot
fe(x) < fiqa(x) pro kazdé k € N a kazdé = € I. Déle tvrdime, ze I = |J, Ay. Ziejmeé
U, Ar € I. Ukazeme, ze I C |J, Ag. Sporem piedpokladejme, Ze existuje o € 1\ J, Ax =
(I \ Ax). Potom pro kazdé k plati fi(zo) < Ap(xg). Pro k — oo pak dostavame f(zy) <
Ap(xg) < @(xg), coz je spor s ¢ < f. Nyni ukdzeme, ze pro kazdou jednoduchou funkci
@, 0< o< f,plati [, pdu < limg,o [; fo dp. Skuteéné, mame fAk Apdu < fAk frdu <
f[ frdu, z éehoz pro k — oo dostavame )\flgod,u < limy o f[ frdp. Odtud pro A — 1

plyne
/sodu < lim /fk dp. (3.4)
I o Jr

Konecné ukazeme pozadovanou nerovnost. Z definiéniho vztahu (3.2)) a nerovnosti (3.4)

obdrzime
/fduz SUP/SOdMS lim /fkdu,
I peSr JT k—oo J1
kde S je mnozina jednoduchych funkei ¢ s vlastnosti 0 < ¢ < f. [

Poznamka 3.19. (i) Pro obecnéjsi posloupnosti mame k dispozici Fatouovo lemma, které
je dalsim dulezitym tvrzenim ve sbirce vét o limitnim prechodu: Predpokladejme, ze f,, :
I — R je posloupnost nezdpornych méfitelnych funkef. Necht f(z) = liminf, . f.(z) pro
x € I. Potom f je méfitelnd a plati [, fdu < liminf, . [; f, dp.

(ii) V literature lze najit typicky dvoji pristup k dukazu. Nékde se Fatouovo lemma dokazuje

pomoci véty o monotonni konvergenci. Jinde se nejprve dokaze Fatouovo lemma a teprve
poté pomoci néj Leviho véta.

Véta 3.20 (Lebesgueova véta o dominantni (¢i majorizované) konvergenci). Predpoklddej-
me, Ze fn, : I — R je posloupnost meéritelnych funkci a f(x) = lim, o fu(x) pro x € I.
Necht g je Lebesgueovsky integrovatelnd funkce na I (tj. [, |gldp < oo, tj. g € L'(1))
takovd, Ze pro viechna n € N plati |f,(z)] < g(z) pro x € I. Potom f € L'(I) a f,
konverguje k f v normé L', tj. lim,_,« f[ |f — foldp =lim, oo | f — fullzr = 0; v dusledku
toho lim,, fI frndu = f] fdu.

Diikaz. Pomoci Fatouova lemmatu. O

Poznamka 3.21. (i) Vsechna tvrzeni lze vylepsit ve smyslu, ze staci, aby predpoklady
platily pouze s.v. na uvedené mnoziné. Misto bodové konvergence uvazujeme bodovou
konvergenci s.v.

(ii) Predpoklady ve vSech tvrzenich nemohou byt beztrestné vynechény.
(iii) Analogické tvrzeni lze formulovat i pro funkéni Fady.

(iv) Jako dusledek Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci lze obdrzet jeji verzi pro
LP prostory, kde 1 < p < o0.

Cviceni 3.22. Alespon dvéma ruznymi zpusoby ukazte, ze
1
kx
lim

————dx =0.
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3.6 Prostory integrovatelnych funkci, Lebesgueovy pro-
story

,Rozumné“ funkéni prostory, jejichz prvky tvoii integrovatelné funkce a maji néjakou do-
datecnou strukturu, jsou v nasi teorii nepostradatelné. Ruzna fakta o tzv. LP-prostorech
jsou rozptylena v textu. Zde nékterd z nich pro pirehlednost shrneme a podrobnéji budeme
diskutovat zejména tplnost.

Dtive nez zavedeme Lebesgueovy prostory, pripomenme problemati¢nost prostoru Rie-
mannovsky integrovatelnych funkei — viz treba Ptiklad [3.17} Prozkoumejte té7 nasledujici
priklad.

Piiklad 3.23. Uvazujme posloupnost funkei definovanou na [0, 1] takto:

n 0<t<1/n?
fult) = {1/\/¥ 1/n2<t<1.

Lze ukazat, ze (R) fol |fu(t) — fr(t)| dt < 2/n pro m > n. Déle si uvédomte, ze Rieman-
novsky integrovatelné funkce jsou omezené. Co z toho lze usoudit?

Priklad si promyslete i v kontextu Poznamky pricemz si uvédomte, ze prostor
(Rla,b], or) jako podprostor prostoru L'[a,b] neni uzavieny. Jak napovidaji tyto tvahy,
jednim ze zakladnich nedostatki Riemannova integralu je netplnost prostoru

(R[a, . () [ 150 - st ar) Up) ,

p € [1,00); zde se predpokldda ztotoznéni funkei z R[a,b] rovnych s.v., aby vibec §lo o
metricky prostor (viz téz Pozndmka[2.102)). Nahradime-li vsak ,Riemanna“ ,Lebesguem*,
tedy vezmeme-li metrické prostory

(Lp[a,b], (@) [ 17 gpan) W) (35)

(a to opét ve smyslu faktorprostori — viz nize) piip. odpovidajici normované linedrni
prostory, dostaneme pozitivnejsi zpravu, viz Véta |3.24]

Ptestoze pojem linedarniho normovaného prostoru a normy zavadime az v ptisti kapitole,
povazujeme za vhodné jej pro zkoumani Lebesgueovsky integrovatelnych funkci pouzivat
jiz nyni; ivahy v Tec¢i norem lze snadno prevést do fec¢i metrik, které jsou témito normami
generovany. Ctendf se pozdéji — poucen — miuze, nebo spis by mél, k této pasdzi vratit.
Upfesnéme tedy, co mame Lebesgueovgmi prostory LP(I) pro p € [1,00) U {oo} na mysli.
Prostor LP(I), kde p € [1,00), je tvofen méfitelnymi funkcemi f na intervalu I, piicemsz
predpokladdme konecnost piislusnych integralu funkef |f[?, které nasledné definuji normu

1/p
£l = ( i du) .
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V piipadé prostoru L°°(I) uvazujeme mnozinu funkci omezenych s.v. v I a definujeme
normu jako

| flloo :=inf{C >0:|f| < C s.v.na I} (3.6)

Na pravé strané (3.6)) je tzv. esencidlni suprémum, ozn. ess sup; takto definovand norma (na
prostoru skoro vsude omezenych funkei) odpovida suprémové normé, kde vsak vylucujeme
vliv hodnot funkci na podmnozinach miry nula; lze téz psat

flloo = esssup,e; |f(t)] =  inf sup |f(t)] ] -
I aalf0 = int (s 1700

Zobrazeni (jde vlastné o funkciondly) || - ||, spliuji vlastnosti normy az na jednu: || f|| =
0 znamend, ze f = 0 s.v., coz oviem nemusi implikovat f = 0 (tj. uplné vsude). Pro
p € [1,00) U {0} zavedme docasné prostor L£P(I) vsech méfitelnych funkei na I, pro néz
| fll, < oo. Na £P(I) uvazujme ekvivalenci

f~g, jestlize f =g s.v.

Abychom vyhoveéli v§em axiomtum normovaného linearntho prostoru, méli bychom definovat
prostor LP(I) jako ,faktorprostor®

LP(I) = LP(I)] ~ .

Znamena to, ze prvky prostoru LP(I) jsou tiidy navzijem ekvivalentnich prvku. Je-li f €
LP oznacme

f1={9€ L) g~ f},
potom

L) = {[f1: f e £2(D)}.

Na prostorech L” je zapotiebi zavést algebraické operace, normu a usporadéani, neboli napf.

T+ 1gl == 1F + gl Ml = (£l

[f] < [g], kdyz existuji f € [f]l a g€ g tak, ze f <g.

V matematické literature se tento formalismus prakticky nepouziva a dava se prednost
méné presnému, ale prehlednéjsimu vyjadiovani. Toho se budeme drzet i my. Namisto
dvou prostoru £P a LP budeme pouzivat jen jeden prostor znaceny LP, jehoz prvky budou
funkce. Budeme mluvit o LP-normé funkci, i kdyz to norma neni. Dulezité je, ze ,,vime, jak
to spravit“, pokud bychom se chtéli odvolavat na obecnou teorii normovanych prostoru.

LP-norma spliiuje véechny axiomy normy (piijmeme-li vyse zavedenou konvenci). Oveé-
feni je trividlni s vyjimkou trojihelnikové nerovnosti pro 1 < p < co. Ta vSak neni ni¢im
jnym nez Minkowského nerovnosti (9.6).

LP-norma indukuje pifislusnou metriku, srv. (3.5). Zejména tedy méame o,(f,9) =

(L) f,1f = gPdu) """ pro p € [1,00) a 0wl f, g) = esssupes | £() — g(t)]-
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Vyse jsme naznacili, ze — co se tyka uplnosti prostoru integrovatelnych funkci — jsou

Lebesgueovy prostory, na rozdil od Riemannovsky integrovatelnych funkei, tou pravou
ingredienci. Lze odvodit dalsi jejich zajimavé a uzitecné vlastnosti. Zejména plati:

Lebesgueovy prostory LP(I) pro vsechna p € [1,00) U {oo} jsou Banachovy prostory, viz
Definice [£.5] Pro detaily viz Vétu [3.24]

Lebesguetv prostor L?(I) je Hilbertiv prostor, viz Definice 5.19.

Lebesgueovy prostory LP(I) jsou separabilni pro p € [1,00). Prostor L>°(I) separabilni
neni. Separabilita prostoru L? je diskutovéna v kontextu Fourierovy analyzy v Sekci 5.5,
presnéji viz (5.38). K separabilité LP(I) poznamenejme, ze mnozina jednoduchych (po
¢astech konstantnich) funkei nabyvajicich raciondlnich hodnot a definovanych pomoci
intervalu s raciondlnimi konecnymi body je spocetnd a husta v LP(I).

Necht pu(I) < oo al < p; < py < oco. Potom platf
BC(I) c L=(I) C L™(I) ¢ L' (I) € LM1), (3.7)

kde BC(I) je mnozina funkci omezenych a spojitych na intervalu 7. Inkluze jsou ostré.
Viz Véta [3.25] pro detaily k jednomu z pripadu. Je-li I mnozina nekonecné miry, jsou
tyto vztahy naruseny (obecné neplati inkluze ani jednim smérem). Poznamenejme, ze
u prostoru posloupnosti /7 jsou inkluze presné opa¢né nez u prostoru LP(I), kde I ma
kone¢nou miru. Presnéji plati

Cop C 0L COPY C P2 C ¢y C e C U,

kde 1 < p; < py < oo. Pripomenime, Ze ¢y je mnozina posloupnosti majicich konecné
mnoho nenulovych ¢lenu a prostory P, ¢y, ¢ jsou definovany v Prikladu .

Podprostory spojitych i nekoneéné hladkych funkei v LP(I), tj. C(I)NLP(I) resp. C*°(I)N
LP(I) jsou husté v LP(I) pro p € [1,00). V prostoru L>(/) husté nejsou. Pruniky C'(I)N
LP(I) resp. C*°(I) N LP(I) zde piSeme proto, ze spojité ani hladké funkce nemusi byt v
LP(I); napt. pro I = (0,00) vezméme f(t) = 1 nebo pro I = (0, 1) vezméme f(t) = 1/t.

Prostory LP?, p € (1,00), jsou reflexivni, viz Pifklad 6.94. Prostory L', L> nejsou refle-
xivni, viz Piiklad 6.95.

Pro p > 1 je dudl k L? izometricky izomorfni s prostorem L4, kde ¢ > 1 je ¢islo konju-
gované s p. Prostory (L')* a L™ jsou izometricky izomorfni. Prostor (L>)* je mnohem
,vetsi“ nez LY. Viz Pifklad 6.80, kde je uvedena i reprezentace prvku z (LP)*, p € [1, 00),
pomoci prvku z L9.

V dukazu nasledujici véty o uplnosti uvidime vyuziti vét o limitnim prechodu (Leviho

véty a véty o dominantni konvergenci) a téz Minkowského nerovnosti. Nékdy se v literatufe
oznacuje jako Rieszova-Fischerova (¢i Rieszova) véta o dplnosti (pozor: nezaménovat s
Rieszovou-Fischerovou vétou, Véta 5.60, z teorie Fourierovych fad, jejiz je v jistém smyslu
tvrzeni o iplnosti malou ¢asti).
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Véta 3.24 (Uplnost prostortt LP, p € [1,00) U {oo}). Necht {f,} je posloupnost proki
prostoru LP(I), cauchyovskd v normé || -||,. Pak existuje f € LP(I) tak, Ze ||fn — fl|l, — 0.
Ddle (jako vedlejsi produkt dikazu) je zarucena existence posloupnosti {g,} vybrané z {f,}
tak, ze g, — f s.v.

Diikaz. Dukaz provedeme pro p < oo. Piipad p = oo je odlisny a snadnéjsi; princip je
podobny dukazu tplnosti prostoru Cla, b] (Piiklad ¢i prostoru £ (Ptiklad —
zejména plati, Ze limita posloupnosti funkci omezenych s.v. je funkce omezend s.v. Dukaz
pripadu p < oo (presnéji, modifikaci dukazu) zminime i v pristi kapitole, a to jako ilustraci
pouziti testu uplnosti pomoci nekonecnych tad, viz zejména Poznamka [4.39,

Jelikoz {f,} je cauchyovska posloupnost, lze z ni vybrat posloupnost {g,} tak, ze pro
vSechna n =1,2,... plati

[gn+1 — gnll, < 27" (3.8)
Polozme
hi. = g1 + g2 — qu| + -+ |lgx — gral, h= Jim fo,.

Z trojihelnikové nerovnosti pro LP-normu a dostaneme

k—1

ellp < llgrlly + D llgser = gsllp < llgallp + 1.
j=1

Podle Leviho véty a predchoziho odhadu je
[ =t [ 4 a =t il < (o] + 17
I I

Funkce h? je tedy integrovatelnd a tim spis s.v. konecnd (viz vlastnosti Lebesgueova in-
tegrélu). Uvazujme bod z, v némz h(z) < co. Potom tada

g1+ Z(Qﬁl(@ — g;(7))

konverguje, nebot konverguje fada absolutnich hodnot. Tim jsme dokézali existenci limity

f(z) := lim g,(x)

n—oo

v kazdém takovém bodé. Lebesgueova véta o dominantni konvergenci s majorantou A? dava

i [ 1f = gl = [l |f — guP i = 0.

n—oo

Znovu pouzijeme, ze {f,} je cauchyovska posloupnost, a dostaviame

1f = fallp < 1 = gnllp + llgn = fullp = 0.

Tvrzeni o konvergenci s.v. jsme dokazali v prubéhu. ]
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Véta 3.25. Necht I je interval takovy, Ze u(I) < oo. Jestlize 1 < p; < py < 00, potom
L7 (I) ¢ L (I).

Diikaz. Ziejmé nam pro dukaz vztahu LP>(I) C LP(I) staci ukdzat, ze ||ull,, < cllullp,
pro néjaké ¢ > 0. Skutecné, u € LP?>(I) znamend |ju|,, < oo, coz spolu s nerovnosti
ullp, < cl|ullp, déva w € LP*(I). Nyni vyuzijeme Hélderovy nerovnosti (9.3), kde zvolime
f(t) = |u®)|P?, g(t) =1, p=po/p1 > 1 (a tedy nutné 1/q¢ = 1 — p;/ps). Dostavame pak

1/p1 p1/p2 1—p1/p2 1/p1
P1 = —
Jul (/ﬁmum) < (/UMMWme) (/mﬂ
I I I

= ||l (pe(1)) /P20 01,

Ostrost inkluze ukazte jako cviceni. Uvazujte napi. I = (0,1) a u(t) = 7 pro vhodné .
Pokuste se i o dukaz ostatnich vztahu v (3.7).
]

Poznamka 3.26. Jak uz bylo naznaceno diive, prostor LP[a,b] muze byt chapan i jako

zuplnéni prostoru
b 1/p
(cmmL(@y/|f—m%m) ),

¢i jinych prostort. Mame tak alternativni moznost zavedeni téchto prostori. Ve skutecnosti
je vsak potfeba opét ztotoznit funkce, které jsou rovny s.v. Tedy nelze se pii této definici
zcela vyhnout pojmu miry. Avsak stac¢i nam pouze védét, co znamena nulovd mira. Pojem
nulové miry vsak lze zavést mnohem snadnéji nez pojem obecné miry. V Sekci 5.5 uvedeme
vice detaili k pifpadu L?, a to kontextu teorie klasickych Fourierovych fad.

Poznamka 3.27. Lze ukazat, ze jestlize f € L” pro néjaké r < oo, potom
T |l = 1/

Tento fakt ospravedliuje pouzivani symbolu L*°. Jako specidlni piipad pak dostaneme
ozfejmeni pouzivani symbolu ¢*° (jako limitniho piipadu 7).



Kapitola

Normované linearni prostory

Na rozdil od druhé kapitoly, kde jsme pti zavadéni metriky pracovali s obecnou mnozinou,
nyni se budeme zabyvat linearnimi prostory. Na nich lze zavést pojem normy, ktery zo-
becriuje pojem délky (délky ve smyslu ,stiedoskolsky“ chapaného vektoru). Jak uvidime,
kazda norma jistym zpusobem generuje metriku. Metricky prostor je tedy obecnéjsi struk-
turou nez normovany linearni prostor.

Pojem normovaného linedrniho prostoru se objevuje poprvé patrné v praci, kterou
napsal v r. 1910 F. Riesz, a v nékolika dalsich pracich z let 1920-1922, které napsali E. Helly,
H. Hahn, N. Wiener a S. Banach.

Pro pripomenuti nékterych pojmu z teorie linearnich prostoru, které budeme casto
pouzivat, viz Sekci 8.2.

4.1 Zakladni pojmy a vlastnosti

V naésledujici definici 1ze uvazovat linearni (tj. vektorovy) prostor X nad télesem skaldru
K. My se vsak nyni omezime na linedrni prostor nad R.

Definice 4.1 (Normovany linearni prostor). Necht X je linedrni prostor nad R a || - || :
X — [0,00) zobrazeni, které pro kazdou dvojici prvku z,y € X a kazdy skalar A € R
spliiuje podminky

(N1) ||z|| = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0 (norma rozlisuje body),
(N2) [|Az|| = |All|z]] (absolutni homogenita),
(N3) [z +y| < |lz|| + lly|]] (trojihelnikovéa nerovnost).

Zobrazeni || - || se nazyva norma na prostoru X a dvojici (X, | - ||) nazyvame normovany
linedarni prostor (nad R).

79
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Poznamka 4.2. (i) Snadno se ovéii, ze pro kazdy normovany prostor X s normou || - || je
zobrazeni

Q(fﬁ,y) = ||l‘—y||, ZL‘,yGX, (41)
metrikou na mnoziné X, a tedy dvojice (X, o) je metricky prostor. Tento fakt umoznuje
prenést a aplikovat na normovany linearni prostor vsechny pojmy a vysledky z teorie
metrickych prostoru (konvergence, otevienost /uzavienost mnoziny, iplnost, kompaktnost,
ziplnéni atd.). O vySe uvedené metrice ¢ zpravidla fikdme, ze je generovdna (¢i indu-
kovdna) normou || - ||.

(ii) Uvahu z predchoziho odstavce nelze obrétit. Pfedné, na linedrnim prostoru definovana
metrika nemusi s jeho linearni strukturou vubec souviset. Lze vSak zjistit vice. Je-li metrika
o0 generovana normou || - ||, plati pro viechna z,y,z € X a vSechna A € R identity

oz +z,y+2)=o0(y), oz, \y)=|No(z,y); (4.2)

ovérte! Mé-li metrika o na linearnim prostoru X tyto dveé vlastnosti, lze ji vytvofit pomoci
normy, polozime ||z|| = o(x,0). Viz téz Pozndmku 8.17 pro souvisejici uvahy v 8irsim
kontextu. Ukazte, ze zobrazeni ||z|| = o(x, 0) spliuje vlastnosti normy za predpokladu (4.2)).
Déle prozkoumejte metricky prostor z Piikladu a ukazte, ze metrika neni generovana
zadnou normou na mnoziné vSech posloupnosti.

Poznamka 4.3. Prenesenim prislusného pojmu z metrického prostoru mame definovan
jisty zdkladni typ konvergence, tzv. silnou konvergenci (nebo téz konvergenci v normé):

T, = <= oz, x) =]z, — 2| =0,

kde z,, je posloupnost v normovaném linearnim prostoru X a x € X. PiSeme téz limy_, o, ) =

- o -l .y . 1o . . . . .
x vnormé |||, ¢ z, —> x (zejména chceme-li zduraznit, ze se jedné o konvergenci v dané
norme).

Poznamka 4.4 (Ohranicenost podmnozin normovaného linedrntho prostoru). Necht X
je normovany linedrni prostor s normou || - ||. Podmnozinu A C X budeme povazovat za
ohranicenou v normovaném prostoru X, jestlize existuje takova nezaporna realna konstanta
K, 7e ||z|]| < K pro kazdé x € A. Je nutné zduraznit, ze takto chdpany pojem ohranic¢enosti
koresponduje s pojmem ohrani¢enosti zavedenym v kontextu metrickych prostoru. Presnéji,
mnozina A C X je ohrani¢end v normovaném prostoru X pravé tehdy, kdyz je ohranicend
v metrickém prostoru (X, ¢) s metrikou ¢ z Pozndmky [4.2}(i). Skutecné, jestlize existuje
K > 0 takové, ze ||z|| < K pro kazdy vektor z € A, potom

o(@,y) = [le =yl < llzll + [lyll < 2K pro kazdé z,y € A,

a tedy prumeér d(A) < 2K. Naopak, jestlize mnozina A mé (v metrickém prostoru (X, o))
konecény prumeér d(A) a zvolime néjaky prvek xy € A, potom

[ 2]l = llz — 2o + @oll < [l — ol| + [[zo]| = o(x — 20) + |20l < d(A) + [0l

pre kazdy vektor x € A. Mnozina A je tedy ohrani¢end i v normovaném prostoru X, kde
muzeme polozit napi. K := d(A) + ||zl
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Nasleduje definice velmi vyznamného pojmu.

Definice 4.5 (Banachuv prostor). Normovany linearni prostor X nad R, ktery je uplny
vzhledem k metrice v (4.1)) indukované danou normou na X, se nazyva (rediny) Banachiv
prostor.

Priklad 4.6. Pro dané n € N polozme X := R™ a necht p € [1,00). Potom obé zobrazen{

n 1/p
nw@:(gynw> el = g el (1.3

kde = := (z1,...,7,) € R", jsou normy na linearnim prostoru X, které v kontextu
Poznamky indukuji metriky o, a 0. Navic, z teorie metrickych prostoru vyplyva,
ze kazdy z normovanych prostoru (X, | - |l,), (X,| - [ls) je n-rozmérnym Banachovym
prostorem.

Piiklad 4.7. Pro pevné zvolené p € [1,00) je prostor posloupnosti ¢ zavedeny v teorii
metrickych prostortu zaroven normovanym linedrnim prostorem s normou

-~ 1/p
|z, == (Z|xk|p> o x={x} € P (4.4)

k=1

Podobné i1 prostory £°°, ¢ a ¢y jsou normované linearni prostory s normou
) 0

|]|co :=sup |zx|, x:= {zx} je ohrani¢end posloupnost. (4.5)
keN

Kazdy z prostoru (P, £*°, ¢ a ¢y je nekonec¢nérozmérny Banachuv prostor.

Priklad 4.8. Necht a,b, kde a < b, jsou dand redlnd ¢isla. Mnozina Bla, b] vSech redlnych
funkei ohrani¢enych na [a, b] ziejmé tvoii linedarni prostor nad R. Zobrazeni

Iflls := sup [f(z)], f € Bla,b], (4.6)

z€[a,b]

je normou na prostoru Bla, b]. Specidlné, mnozina C|a, b] vSech funkei spojitych na [a, b]
tvori (algebraicky) linedrni podprostor prostoru Bla, b]. Navic kazdé ze zobrazeni

b
Ifllo = max | f@l fl= [ 1f@lde. feClad, (4.7

je normou na prostoru C/a, b]. Z kapitoly o metrickych prostorech vyplyva, Ze normovany
prostor (Cla,bl,| - ||¢) je nekoneénérozmérny Banachuv prostor, zatimco (Cla,b], || - ||1)
neni Banachuv prostor. Déle plati, ze i samotny prostor (B[a,b],| - ||5) je Banachuv, tj.
je uplny vzhledem k metrice gp. Prostor (R[a,bl,|| - ||7), kde R|a,b] jsou Riemannovsky
integrovatelné funkce na [a,b], je (po piislusné faktorizaci) normovany linedrni prostor,
avSak neni Banachuv.
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Piiklad 4.9. Lebesgueovy prostory LP(I), p € [1,00) U{o0}, definované v predchozi kapi-
tole, jsou nekonecnérozmérnymi Banachovymi prostory. Pripomenme, ze jde o ,faktorpro-
story“ meéritelnych funkci f na I, jejichz LP-normy jsou konecné. Tyto normy definujeme

nasledujicim zpusobem:
1/p
161 = (15170 )

| flloo :=esssup,e; | f(¢)| =inf{C > 0:|f] < C s.v.naI}.

prop € [1,00) a

Existuje nepreberné mnozstvi dalsich prikladi Banachovych prostoru zavedenych k ruz-
nym ucelum, viz napft. [35].

Definice 4.10 (Podprostor normovaného linedrniho prostoru). Necht X je normovany
linedrn{ prostor s normou ||| a A C X je podmnozina. Rikéme, ze A je podprostor normo-
vaného prostoru X, jestlize A je algebraicky linearni podprostor v X, ktery je uzavieny v
X vzhledem k metrice indukované normou || - || (tj. obsahuje vSechny své hromadné body).

Piiklad 4.11. V Piikladu 4.8 jsme poznamenali, ze mnozina C|a, b] je algebraicky linedrni
podprostor prostoru Bla,b]. Diky tplnosti metrického prostoru (C|a,b], o) je mnozina
Cla, b] uzaviend v metrickém prostoru (Bla,b|, 0g), a tedy C|[a,b] je i podprostor normo-
vaného prostoru (Ba,b], | - ||5) ve smyslu Definice [4.10]

Priklad 4.12. Je potieba zduraznit, ze algebraicky linedrni podprostor obecného normo-
vaného prostoru X nemusi byjt uzavieny v X. Naptiklad pro X := ¢! mnozina A := {x €
¢, z mé jen konetné mnoho nenulovych ¢lenii} je ziejmé vlastnim algebraickym linedrnim
podprostorem v X, ktery viak nenf uzavieny v X, nebot A = ¢'. Zejména tedy A neni pod-
prostor normovaného prostoru X. Prozkoumejte v této souvislosti i prostor (Cla,b], || - ||c)
a mnozinu Pla, b] vSech polynomu.

Nyni dokdzeme tzv. Rieszovo lemma, kterému se nékdy tikd lemma o skorokolmici.
Zhruba teceno tvrdi, ze i v normovaném linedrnim prostoru bez skaldrniho sou¢inu (kde
nemame pojem kolmosti) existuji k danému podprostoru jakési ,skorokolmé* vektory, které
v jistém smyslu aproximuji kolmy vektor s libovolnou presnosti. Zkuste si nakreslit obrézek
v R2. Pozdéji toto lemma vyuZjeme zejména pii dikazu charakterizace koneénédimenzi-
onalnich prostoru. Poznamenejme, ze alternativné vedle myslenky v nize uvedeném ,kla-
sickém* dukazu Rieszova lemmatu lze pouzit i Hahnovu-Banachovu vétu (tuto vétu dis-
kutujeme v kapitole o linearnich funkciondlech).

Lemma 4.13 (Rieszovo lemma). Necht X je normovany linedrni prostor s normou || - || a
) # A C X jeho vlastni (uzavieny) podprostor. Potom pro kazdé n € [0,1) existuje vektor
x, € X s ||x,|| =1 takovy, Ze dist (z,, A) > n, kde prislusnd metrika na X je indukovand
normou || - ||
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Diikaz. Uvazovany podprostor A je ruzny jednak od nulového prostoru a jednak od celého
prostoru X. Mnozina X \ A je proto neprazdnd. Zvolme libovolné z € X \ A. Z uzavienosti
mnoziny A v X vyplyvéd, ze vzdéalenost bodu z od A je kladn4, tj. d := o(z, A) > 0. Zejména
plati

d=inf{o(z,y), y € A}, atedy o(z,y) > d pro kazdé y € A. (4.8)

Zafixujme nyni néjaké n € (0,1). Ponévadz % > d, podle (4.8) z vlastnosti infima

d
existuje g € A takové, ze 0 < d < o(z,79) < —. (4.9)
n
Polozme z,, := Hz:gll' Potom ziejmé ||z, | =1 a pro kazdé y € A plati
— 7 z—g—llz—dly
ol = ey =yl = | 20 | = :
! ! Iz =gl Iz = gll
€A
Iz =@+ 1z —glly) || E3.ED d
e — = > E e ,
=gl z
z ¢ehoz vyplyva, ze o(z,, A) > 1. Piipad n = 0 je trividln{, nebot metrika o je nezdporna.
[
Poznamka 4.14. Poznamenejme, ze pro kazdy vektor z € X s normou ||z| = 1 plati

nerovnost o(x, A) < 1. Vyplyva to z odhadu
o(z, A) = inf{o(x,y), y € A} < o(z,0) = |z =1 pro kazdé z € §(0,1),
kde symbol S§(0,1) oznacuje jednotkovou sféru v normovaném prostoru X, tj.
S§00,1) ={z € X, ||z| = 1}.

Déle je nutné zduraznit, ze v Rieszové lemmatu v obecném piipadé neni mozno uvazovat
hodnotu 1 = 1. Tuto skutecnost lze ilustrovat na vhodném piikladu. Napt se vezme

X:={feco1], f0)=0}, [f]:= max |f(z)],

z€[0,1]

A::{feX, /Olf(x)dxzo}.

Nésledné se ukéze, ze pro g € B[0, 1], kde BJ0, 1] je uzaviend jednotkové koule v uvazovaném
prostoru (tedy mame ||g|| < 1), plati (g, A) < 1.

Spojitost normy, o které hovori nasledujici tvrzeni, v budoucnu nékolikrat vyuzijeme.

Véta 4.15. Necht (X, |- ||) je normovany linedrni prostor. Potom ||| je spojité zobrazend
prostoru X do eukleidovského prostoru IE.
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Diikaz. Nejdiive si vsimnéme, ze kazda norma || - || spliuje nerovnost
el = Iyl < llz = 9]l pro kaadé .y € X. (4.10)
Skutecné, pro libovolné vektory x,y € X plati

[zl = Iz =y) +yll < llz =yl + Myl = Nzl = [lyl] < [l =yl
Iyl =iy = 2) +zll < lly =zl + =l = [yl = ll=]] < l= =yl

z ¢ehoz ihned vyplyvd nerovnost (4.10)). Nyni necht z € X je libovolny vektor a {x;}32, C

X je ngjakd posloupnost, kterd ma v dané normeé limitu z, tj. plati limy_, ||zx — z|| = 0.
Z (4.10) potom dostavame, ze limy_,o ||2k]] = |||, coz dokazuje spojitost zobrazeni || - ||
v bodé z. A ponévadz prvek x € X byl vybrany libovolné, plati tento vysledek na celém
prostoru X. O

Poznamka 4.16. Nejen norma, ale i operace linedarniho prostoru (tj. soucet a nasobeni
skaldrem) jsou spojité.

4.2 Ekvivalence norem

Pred pristi definici pripomenme, ze v Definici jsme zavedli pojem ekvivalence metrik
a v Poznamce zminili silngjsi verzi (tzv. stejnomérnou ekvivalenci). Jak brzy uvidime
(v fe¢i norem), v normovanych linedrnich prostorech tyto pojmy splyvaji

Definice 4.17 (Ekvivalence norem). Necht X je linedrni prostor a || - ||y, || - ||2 jeho dvé
normy. Rekneme, ze normy || - ||1, || - ||2 jsou ekvivalentni, jestlize pro kazdou posloupnost
{zx}72, prvku v X a kazdy bod x € X plati vztah

lim 2y =z vnormé || - |y <= lim z; =2 v normé || - ||2. (4.11)
k—o00 k—o00
Nasledujici véta udava ekvivalentni charakterizaci pravé definovaného pojmu. Tato
byva nékde v literatutie uzita jako definice.

Véta 4.18. Necht X je linedrni prostor a || - ||1, || - ||z jeho dvé normy. Potom tyto normy
jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuji kladnd redlnd c¢isla m a M s vlastnosti

m||zly < ||zl < M ||x||1  pro kazdy vektor x € X. (4.12)

Diikaz. Oznacme gy, 0o metriky indukované normami || - [|1, || - ||z podle Pozndmky
Predpoklddejme, Ze normy ||-||1, || - ||2 jsou ekvivalentni a necht {z;}?2, C X je posloupnost
spliujici limy o z = 0 v normé || - ||;. V souladu s potom limy_,o x5 = 0 i v normé
| - ||2, coz znamend, ze identické zobrazeni z metrického prostoru (X, ;) do metrického
prostoru (X, g2) je spojité v bodé z = 0. Tedy

pro kazdé £ > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé x € X s ||z][y < je ||z]a <e. (4.13)
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Polozme v (4.13) ¢ = 1. To znamena, ze existuje 6 > 0 s vlastnosti, ze pro kazdé = € X
splﬁujici |z|ly < ¢ plati ||zl < 1. Necht z je libovolny nenulovy vektor a oznacme 7 :=
I L Ztejmé T € X a pro normu |Z|ly méme

2||x
B
&l = H = By, =
ol I, = 2kl
Potom ||Z]]2 < 1, odkud
] 5 B 5 2l )
1>||x||2=H—a: = Bl =2 a tedy [lz]l2 < 2 [lz].
el N, = 2l 2 [zl 5

Tim jsme dokazali druhou nerovnost v s volbou M := % > (0. Analogicky se dokaze
i platnost prvni nerovnosti v (v predchézejicich tvahdch zaménime roli norem || - ||,
| - |l2). Naopak, jestlize normy || - |1, || - ||2 spliuji pro néjakd m, M > 0, potom pro
kazdou posloupnost {z;}?2, € X a bod z € X mdme

ml||zk — 2|1 < ||lzg — |2 < M ||zg — x||1  pro kazdy index k € N.

Tyto nerovnosti bezprostiedné implikuji ekvivalenci norem || - ||y, || - ||2 v souladu s Defi-

nici L.17 O

Poznamka 4.19. Poznamenejme, ze normy || - ||1, || - |2 na X splaujici relaci (4.12)) jsou
skutecné v ekvivalentnim vztahu, nebot ziejmé plati

1 1
i lzl2 < ||=]|: < - ||l pro kazdy vektor z € X. (4.14)

Priklad 4.20. Pro dané n € N necht X := R™. Potom normy || - ||; a || - ||2 na X 2
Prikladu pro p =1 a p = 2 jsou podle Véty ekvivalentni. Skutec¢né, s vyuzitim
nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym (zde kvadratickym) prumeérem lze dokézat,
ze jestlize

3
ol & 3" (4.15)
k=1
potom plati
1
7 |zl < |lzll2 < ||z]i pro kazdy vektor z € X. (4.16)

Prozkoumejte nerovnosti (4.16) pro n = 2. Tvrzeni o ekvivalenci plati i pro libovolné
normy tvaru || - ||,. Nenf vSak tfeba vysetfovat tyto piipady zvldst, nebot brzy uvidime, ze
v prostorech konecné dimenze jsou vSechny normy ekvivalentni.
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Piiklad 4.21. Necht X je linedrni prostor tvaru

X :={fec'0,7], f(0)=0=f(m)}, (4.17)

tj. prostor vsech realnych funkei se spojitou derivaci na intervalu [0, 7] a nulovymi hodno-
tami v krajnich bodech. Uvazujme na X dvojici norem

[fllx = max |f(z)

z€[0,7]

;M fll2 = max [f(z)| + max [f(z)], fe€X. (4.18)
z€[0,7] z€[0,7]

Jedna se o neekvivalentni normy. Dokazte tuto skutecnost. Muzete napt. vzit posloupnost
funkef {fr}%2; € X definovanou pfedpisem

. kz
ﬂ@y:$ijf keN.

Uvazujme nyni na prostoru X nésledujici dvojici norem

= ([ If’(fv)|2dx)1/2,
1= ([ 17 a) L ([ pa) "

f € X. Neni tezké ovérit, ze se skuteéné jednd o normy na prostoru X ve smyslu Defi-
nice V tomto piipadé jsou normy | - |1, || - |2 ekvivalentni. Z trividlneé vyplyva,
ze ||fllk < |Ifll2 pro kazdou funkei f € X. Na druhé strané, pomoci teorie linedrnich
diferencidlnich rovnic druhého fadu se d4 dokazat nerovnost

(4.19)

/(Wmﬁqﬂm%mzopmmmﬁex (4.20)
0
(konkrétné se jednd o dusledek tzv. diskonjugovanosti rovnice y” + y = 0 na intervalu
,T)). Vyuzitim vysledku (4. a predpisu v (4. potom 1hned dostavame nerovnost
0 Vyuzitim vysledku (4.20)) dpisu v (4.19 ihned dostava
1 fll2 < 2] f]l1 pro kazdou funkci f € X. Celkem tedy mame odhady
[fl < [Ifll2 < 2[[flx pro vSechny f € X,

které podle Véty zarucuji ekvivalenci norem || - ||1, || - ]2 v (4.19).

Cviceni 4.22. Ukazte, ze normy ||z|1 = Y, |zk| & [|2]|cc = SupPgen |2x| na £>° nejsou
ekvivalentni. Uvazujte napi. posloupnost {z}, kde 2" = (1/n,...,1/n,0,0,...); zde
vzdy prvnich n clenu je nenulovych.
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4.3 Izometrie a homeomorfismus

V souvislosti s tématem této sekce doporucujeme si osvézit pojem izomorfizmu linearnich
prostoru. Pripomenme, ze jde o linedrni bijekci. Slozeni izomorfizmu je izomorfizmus a
inverze k izomorfizmu je izomorfizmus.

Definice 4.23 (Izometrie normovanych linedrnich prostori). Necht X a Y jsou dva normo-
vané linedrni prostory s normami || - ||x a || - ||y. Rikdme, Ze prostory (X, |- ||x) a (Y] - |lv)
jsou izometricky izomorfni (nékdy se — ne zcela presné — tika linedrné izometrické ¢i
jen izometrické), jestlize existuje bijektivni linedrni zobrazeni F' : X — Y zachovavajici
normy, tj. plati ||F(x)|y = ||z]x pro kazdy vektor z € X.

Definice 4.24 (Homeomorfismus normovanych linedrnich prostori). Necht X a Y jsou
dva normované lineérn{ prostory s normami || - ||x a || - [|y. Rikdme, ze prostory (X, - ||x)
a (Y, |- |ly) jsou homeomorfni (linedrné homeomorfni), jestlize existuje bijektivni linedrni
zobrazeni ' : X — Y a kladné redlné konstanty m, M s vlastnosti m ||z||x < ||[F(z)|ly <
M ||z||x pro kazdé z € X.

Poznamka 4.25. (i) Existence linedrntho homeomorfismu mezi dvéma normovanymi line-
arnimi prostory zarucuje, ze dané prostory jsou jak z algebraického hlediska tak i z hlediska
funkcionalni analyzy ,totozné“. To zejména umoznuje mezi témito prostory prenaset po-
jem otevrenosti, uzavienosti, uplnosti a kompaktnosti. Poznamenejme, Ze izometrie normo-
vanych prostoru je ziejmé specialnim pripadem linearniho homeomorfismu s m =1 = M,
jak lze vidét z Definic a[d.24]

(ii) Vztah z definice linedrntho homeomorfismu je relaci ekvivalence.

Poznamka 4.26. Existence izometrického izomorfismu mezi prostory X a Y umoznuje
ztotoznit prvky téchto mnozin (pficemz se v tomto pripadé rovnaji i jejich normy). M4
pak smysl psat X = Y. Oznaceni X = Y, které se ¢asto pouziva, je v tomto kontextu
potieba chapat pravé jako existenci izometrického izomorfismu ¢i jako ztotoznéni uc¢inéné
prostrednictvim tohoto zobrazeni. M&a pak opodstatnéni psat i X C Y, v pripadé, ze X
a F(X) C Y jsou izometricky izomorfni. Misto oznac¢eni X = Y se téz nékdy pouziva
X ~Y nebo X =Y, nebo X =Y.

Priklad 4.27. (i) Prostory L?[a,b] a £* jsou izometricky izomorfni. Z historického hle-
diska jde vlastné o ptuvodni Rieszovu-Fischerovu vétu, viz Vétu 5.60 a komentar pred ni.
Argumenty pro toto tvrzeni, které nyni podrobnéji diskutovat nebudeme, se opiraji mj. o
teorii Fourierovych fad. Ve skutecénosti jde o dusledek tvah z Podkapitol 5.3 a 5.4.

(ii) Prostory (R™, || - ||) s libovolnou dvojici norem jsou vzajemné linedrné homeomorfni,
jak plyne z vysledku pristi podkapitoly.

Véta 4.28. Necht (X, |- |lx) a (Y, |- |ly) jsou linedrné homeomorfni normované linedrni
prostory. Prostor (X, || - ||x) je Banachuv, pravé kdyz (Y,|| - |ly) je Banachuw.

0 &

Diikaz. Muzete se o néj pokusit jako cviceni.
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4.4 Normované prostory konecné dimenze

Zacneme uzite¢nym sledovanim.

Poznamka 4.29. Klasickym vysledkem funkcionalni analyzy je pozorovani, ze kazdy
readlny normovany linedrni prostor X konecné dimenze n € N je linedrné izometricky s
prostorem R", na kterém je zavedend vhodnd norma. Skuteéné, necht | - || je norma na X
a{ry,...,x,} € X je nejakd (algebraickd) baze linearntho prostoru X. Potom zobrazeni
F: X — R” definované jako

F(z)=1,...; ) €R", 2= a1+ + Nz, € X, (4.21)
je zfejmé izomorfismus linearnich prostoru X a R". Navic, zobrazeni || - ||, : R" — [0, c0)
definované pro kazdou n-tici (A, ..., \,) € R™ predpisem

A, ) =z, z=Mzi+--+ Nz, € X, (4.22)

je norma na prostoru R", jak lze lehce ovérit ptimo z Definice A jestlize podle
a plati [|[F(z)||« = ||=| pro kazdé = € X, normované prostory (X, | - [|) a (R™, || - ||.)
jsou v souladu s Definici izometrické. Ve svétle Pozndmky se tedy pii zkoumani
normovanych prostoru s dimenzi n staci soustiedit na prostor R™. Vsechny ziskané vysledky
tak budou platné pro kazdy kone¢nérozmérny normovany prostor nad télesem R.

Véta 4.30. Pro dané n € N jsou kazdé dvé normy na prostoru R™ ekvivalentnsi.

Diikaz. Uvazujme tzv. kanonickou bézi {ey,...,e,} prostoru R", tj.
e :=(0,...,1,...,0), kde 1 jena k-té pozici pro kazdé k € {1,...,n}. (4.23)
Potom kazdy vektor x = (xy,...,2,) € R" je mozno ziejmé vyjadiit ve tvaru
rT=x1€1 4 -+ Ty€,. (4.24)
Necht || - || je libovoln4, ale pevné zvolend norma na prostoru R™. Dokéazeme, zZe je ekviva-

lentni se sou¢tovou normou

e = (4.25)
k=1

z Prikladu kde p = 1. Polozme M := maxj<p<, ||ex||. Potom

n
E T €k
k=1

Z Prikladu déle vime, ze dana souctova norma je ekvivalentni s eukleidovskou normou,
a tedy normované prostory (R", | - [|;) a E™ jsou podle Véty a Definice linedrné
homeomorfni prostfednictvim identického zobrazeni F'. Kazda podmnozina v R”, ktera je

]l =

& & @25) n
<5 falllesll < MY Janl ED M fafy, zerr (4.26)
k=1 k=1
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ohrani¢ena a uzaviend vzhledem na souc¢tovou normu, je tedy v této normeé i kompaktni.
Zejména jednotkovd sféra S(0,1) v R™ vzhledem k normé || - [|; je kompaktni v této normé,
nebot je vzhledem k ni evidentné ohranicend a uzaviend v R™. Uvazujme funkci f : R® — R
s pfedpisem f(x) := ||z|| pro kazdy vektor z € R". V souladu s Vétou a s ohledem na
nerovnost je f spojité zobrazeni na R™ vzhledem k normeé || - ||;. Podle Weierstrassovy
véty je potom f ohrani¢end na S(0, 1), pficemz své odpovidajici globdlni extrémy na S(0, 1)
i nabyva. Presnéji, jestlize m := minges(o,1) f(), potom existuje vektor y € S(0, 1) takovy,
zem = f(y) = |ly||. Ztejmé m > 0. Pokud by m = 0, potom nutné pro vektor y mame
y=0,atedyi|y|]l1 =0, coz vsak odporuje faktu y € §(0,1). Proto konstanta m je kladna.
Necht nyni x € R™\ {(0,...,0)} je libovolné. Potom vektor & := Moy Je prvkem jednotkové
sféry S(0, 1), a nasledné plati

[l

=— ateda m|z|; < |z (4.27)
11

T

(e

me(f)Z‘

Kombinaci vysledku v (4.26]) a (4.27)), ve svétle Véty [4.15, dostdavame ekvivalenci norem

| -1l al|l-|li- A ponévadz norma || - || byla zvolena libovolné, muzeme tvrdit, ze kazdé dve
normy na R" jsou vzajemné ekvivalentni. ]

Dtsledek 4.31. Pro dané n € N wvaZujme normovany linedrni prostor R™ s normou
|- |l a necht {xy,...,2,} C R"™ je néjakd jeho (algebraickd) bdze. Potom v prostoru R™
konvergence v normé ||-|| splgvd se souradnicovou konvergenci vzhledem k bazi {x1, ..., x,}.
Presnéji, jestlize {xF1}22 C R™ je posloupnost, x € R,

L T ( S AL’ﬂ) € R pro kazdé k € N, (4.28)
r=Mz1+ -+ ANz, (A, ) €ERY (4.29)
potom limy_,oo 2 = = v normé || - || prdvé tehdy, kdyz limy_. )\Ek] = \; pro kazdé i €
{1,...,n}.
Dikaz. Snadno se ukaze, ze pro kazdou zvolenou bazi {x1,...,x,} prostoru R" je funkce
Izl == [Nl w=XMai+ o+ Ax, €RY, (4.30)
i=1

normou na R". Zejména je ziejmé, ze konvergence v této norme je ekvivalentni se souradni-
covou konvergenci vzhledem k bézi {x1,...,z,}. A ponévadz podle Véty jsou normy
|-l a]l - |« ekvivalentni, plati tvrzeni v dusledku. O

Dausledek 4.32. Pro dané n € N je kazdy normovany linedrni prostor (R™, || -||) dplny, tj.
Banachuv prostor. Navic, kazdd podmnoZina v R™, kterd je ohranicend a uzaviend vzhledem
k normé || - ||, je v této normé i kompaktni.

Shrime si néktera fakta, kterd vyplyvaji z vyse uvedenych pozorovani.
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Veéta 4.33. Kazdy redlny normovany prostor konecné dimenze je Banachuv prostor a
konvergence v libovolné normé je ekvivalentni se souradnicovou konvergenci vzhledem k
jakékoliv (algebraické) bazi prostoru.

Pii dukazu ekvivalence norem v R™ byl dulezity fakt, Ze v tomto prostoru je mnozina
kompaktni, prave kdyz je uzaviena a omezena. Jak nyni uvidime, prave toto je charakte-
rizace konecnédimenzionalnich normovanych prostori.

Véta 4.34. Necht X je redlny normovany linedrni prostor s normou || - ||. Ndsledujici
turzeni jsou ekvivalentnd.

(i) Prostor X md konecnou dimenzi.

(i) Kazdd mnozina A C X, kterd je ohranicend a uzavrend vzhledem k norme || - ||, je v
této normé i kompaktni.

Diikaz. Smér (i) = (ii) vyplyva z Pozndmky [4.29 a Dusledku [4.32] Necht plati vyrok (ii),
tj. kazda ohranicena a uzaviend podmnozina v X je kompaktni. Zejména jednotkova sféra
S(0,1) je tedy mnozina kompaktni v prostoru X. Predpoklddejme sporem, Ze prostor X
nemd konecnou dimenzi. Zvolme libovolny vektor x; € S(0,1). Potom mnozina A; :=
Lin{x;} je zfejmé vlastni algebraicky podprostor linearniho prostoru X s dimenzi 1. V
souladu s Vétou je Aj dplny normovany prostor. Mnozina A; je proto uzaviend v
X vzhledem k normé || - ||, coz nasledné podle Definice znamend, ze A; je vlastni
podprostor normovaného prostoru X. Z Rieszova lemmatu 4.13|pro n := % potom vyplyva,
ze existuje vektor x4 € §(0,1) takovy, ze

N

1 .
Q(I%Al) > 57 atedyl ||$2_$1H >

Vektory x; a xo jsou ziejmé linedrné nezavislé. Polozme A, := Lin{xy,z5}. S pouzitim
analogickych argumentu jako vyse plati, ze A, je vlastni podprostor normovaného prostoru
X s dimenzi 2. Podle Rieszova lemmatu m pro n = % tedy existuje prvek z3 € §(0,1) s
vlastnosti

. 1 1
coatedy i lzg—af =5 a flos —aof > 5

>
Q('T37A2) jl 2 2

N —

Podobné, mnozina As := Lin{zy, x5, 23} je vlastni podprostor normovaného prostoru X s
dimenz{ 3, pricemz existuje vektor x4 € S(0,1) spliujici
1

. 1
, atedyi |lzg— ] > 5 |24 — 22| > 3 @ |24 — 23] > 3

N —

Q($47 A3) Z

Ponévadz prostor X je podle predpokladu nekone¢nérozmérny, muzeme v tomto procesu
pokracovat dale. Ziskdme tak posloupnost {z;};2, C §(0,1) s vlastnosti ||z — || > 3
pro kazdé dva ruzné indexy k,l € N. Dand posloupnost tedy neméd zadny hromadny bod,
coz je vsak ve sporu s kompaktnosti mnoziny S(0,1). Proto prostor X musi mit kone¢nou
dimenzi, tj. plati tvrzeni (i). O
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Poznamka 4.35. Vsimnéme si, ze v predchozim dukazu jsme vlastné ukazali ekvivalenci
prostor X md konecnou dimenzi prdve tehdy, kdyz jednotkovd sféra je kompaktnd.

Tvrzeni plati beze zmény i pro uzavienou jednotkovou kouli. Dalsi vyznamné kritérium
tykajici se dimenze normovaného prostoru je ndsledujici. Necht (X, | - ||) je normovany
linearni prostor. Potom

prostor X md konecnou dimenzi prdve tehdy, kdyz
kazdd norma || - ||« na X je ekvivalentni s || - ||.

Implikace ,,=* je ve svétle Poznamky obsahem Veéty [4.30] Dukaz opacné implikace je
zalozeny na faktu, ze v kazdém nekonecnérozmérném normovaném prostoru X umime k
dané zvolené normé || - || vzdy sestrojit novou normu || - |« na X, kterd neni ekvivalentni
s -1

4.5 Nekonecné rady v Banachovych prostorech

Nyni zavedeme analogii pojmu nekone¢né (konvergentni) fady pro normované linearni pro-
story.

Definice 4.36 (Konvergence nekonec¢né fady). Necht X je normovany linedrni prostor s

normou || - || a {xx}72,; € X je posloupnost. Definujme
Yn = ka, n € N. (4.31)
k=1

Rekneme, Ze nekoneénd fada Y re x) konverguje, resp. je konvergentni, v prostoru X,
jestlize posloupnost {y,}>°; md v X limitu vzhledem k || - ||, tj. lim, , ¥, = = pro néjaké
z € X. V tomto piipadé klademe Y ;7 zy = .

Cviceni 4.37. Ukazte, ze fada Y -, t* je konvergentni v (C[—1/2,1/2], || - ||c) se souttem

1/(1— ).

Nésledujici véta ukazuje, ze v Banachovych prostorech plati obdoba tvrzeni: .z abso-
lutni konvergence fady realnych cisel plyne jeji konvergence*. Dukaz je analogicky dukazu
v R a je zalozen na Cauchyové-Bolzanovu kriteriu konvergence (nekonecna tada konver-
gentni, pravé kdyz posloupnost jejich ¢asteénych souctu je cauchyovskd).

Véta 4.38. Necht (X, |-]|) je Banachiv prostor a {z;}32, C X je posloupnost s vlastnosti
c¢iselnd Tada Z |xk|| konverguje v R. (4.32)
k=1

Potom nekoneénd tada Y, xy konverguje v X.
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Diikaz. Staci ukdzat, ze posloupnost {y,}>°, v (4.31)) je cauchyovskd v X. Zvolme £ >
0. Predpoklad (4.32) na zdkladé Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergence ¢iselné rady
potom zarucuje existenci indexu n. € N s vlastnosti, ze

pro kazdé dva indexy m,n > n., n>m, plati |||z + - + ||lzall| <e. (4.33)

Vyuzitim trojihelnikové nerovnosti nasledné dostavame

[@.31)
100 = onll B2 Natmes + -+ + 20l < Nmmss ||+ + 20l = s ]| + -+ Jall] = e

pro kazdé m,n > n., n > m, coz dokazuje cauchyovskost, a tedy i konvergenci posloupnosti
{yntos v X. u

Poznamka 4.39 (Test uplnosti). Lze ukazat (dukaz zde nebudeme uvéadet), ze implikaci
ve Vété Ize obratit. Celkem tedy dostavame: Necht X je normovany linedrni prostor.
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

e Prostor X je Banachuv.

e Kazdé absolutné konvergentni rfada je konvergentni.

Ziskavame tak uc¢inny nastroj pro testovani tplnosti daného prostoru. Napi. dikaz tiplnosti
LP prostoru pro p € [1,00), tj. dukaz Véty [3.24] 1ze provést modifikaci (a zjednodusenim)
jiz diive prezentovaného postupu, a to pravé s vyuzitim testu uplnosti pomoci rady.

4.6 Baze v normovaném prostoru

V Sekei 8.2 se zminiujeme o Hamelové bdzi. Hamelova (neboli algebraickd) béaze je mnozina
nezavislych prvku v linedrnim prostoru, pomoci kterych lze kazdy prvek tohoto prostoru
vyjadrit jako kombinaci konetné mnoha prvka béze. V linedrnim prostoru (i nekoneéné
dimenze) takové baze vzdy existuje, nemusi vsak byt spocetna. V iplném normovaném ne-
konecnédimenziondlnim prostoru je vzdy nespocetna. V normovaném prostoru lze uvazovat
i jiny typ baze (ktery umoznuje v jistém smyslu snizit mohutnost béaze). Misto vyjadreni
prvku pomoci zminéné konecné kombinace pozadujeme vyjadieni prvku pomoci spocetné
kombinace prvku ve tvaru konvergentni tady. Dostavame timto tzv. Schauderovu bazi.
Ptesnéji, posloupnost prvku {u} v normovaném linedrnim prostoru X nazveme Schaude-
rovou bazi, jestlize kazdy prvek z € X lze (jednoznacné) vyjadrit ve tvaru konvergentni
rady

o0

r = E CrUg,

k=1

kde {cx} je néjaka posloupnost ¢isel. Tedy pozadujeme, aby existovala posloupnost {c}
takovd, ze |z — Y ,_, cxugl]| — 0 pro n — oo. Napf. uvazme prostor #, 1 < p < oo.
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Posloupnost {e, }, kde e, = (0,...,0,1,0,...), jednicka je na n-té pozici, tvoii Schauderovu
bézi prostoru /7, 1 < p < co. Skutecné, pro x € (P plati

n p 0o
x—Zxkek = Z |zk|P — 0
k=1

k=n+1
pro n — 0. Zduraznéme, ze zatimco Hamelova baze muze byt spocCetnd ¢i nespocetna,
Schauderova baze je spocetnd, nebot je tvofena posloupnosti. Déle, na rozdil od Hamelovy
baze, ne vsechny Banachovy prostory maji Schauderovu bézi. Banachtiv prostor s Schaude-
rovou bazi je separabilni. Skutecné, neni tak obtizné ukéazat, ze konecné linearni kombinace
vektoru (Schauderovy baze prostoru X) s raciondlnimi koeficienty tvoii mnozinu hustou v
X. Systém takovych linearnich kombinaci je spocetny. V neseparabilnim Banachové pro-
storu Schauderova baze neexistuje. Tato sledovani mj. ukazuji, ze /7, 1 < p < oo, je sepa-
rabilni (vySe jsme totiz nasli Schauderovu bézi). Zato prostor £ Schauderovu bazi nema,
nebot — jak uz vime z kapitoly o metrickych prostorech — neni separabilni. V prostoru
kone¢né dimenze pojmy algebraicka a Schauderova béaze splyvaji. Problematiku vyjadieni
prvku ve tvaru konvergentni rady budeme studovat zejména v kontextu unitarnich prostort,
kde — jak uvidime — kazda tuplna ortogonalni posloupnost uz tvoii také Schauderovu bazi.

4.7 Schauderova véta o pevném bodu a aplikace

V této sekci navazeme zejména na naSe ivahy o pevném bodu a kritériich relativni kom-
paktnosti.

V kontextu Banachovych prostoru vyslovime Schauderovu vétu o pevném bodu a
predvedeme jeji aplikaci pti dukazu Peanovy véty a také pfi feSeni problému z teorie ne-
linedrnich oscilatoru. Dulezitou roli bude hrat mj. i Arzeldova-Ascoliho véta (Véta [2.179).

Schauderova véta nebyva typickou soucasti ivodu do funkciondlni analyzy. Nam vsak
nejde o detaily jejiho dikazu a sirsi diskuzi o ni, ale zejména o jeji aplikaci v konkrétnich
situacich. Jak uvidime, diky nasim poznatkum o pojmech jako spojitost zobrazeni mezi
prostory, relativni kompaktnost atd. jsme na jeji pouziti plné pripraveni.

Zduraznéme, ze ve vétach, které v této sekci uvadime, neni zarucena jednoznacnost
pevného bodu (na rozdil od Banachovy véty). To je vsak vyvazeno v jistém smyslu slabsimi
podminkami.

Browerova véta a Schauderova véta

Zacneme pripomenutim definice pojmu, ktery ma ziejmou geometrickou interpretaci.

Definice 4.40 (Konvexni mnozina). Podmnozina S vektorového prostoru se nazyva kon-
vexni, jestlize pro libovolnd z,y € S plati ax + (1 — )y € S pro vSechna « € [0, 1].

Jak zanedlouho uvidime, pii vykladu je pfirozené dopracovat se k Schauderové vété
pres znamou a dulezitou Browerovu vétu o pevném bodu.
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Véta 4.41 (Brouwerova véta o pevném bodu). Necht S C R™ je uzaviend, omezend a
konvexni mnoZina a F' : S — S je spojité zobrazeni. Potom md F' pevny bod v S.

Cviceni 4.42. Vezméte si mapu Brna a umistéte ji na kterékoliv misto v Brné. Potom
na ni vzdy najdete bod, ktery se shoduje s bodem umisténi mapy v Brné. Tento fakt
plyne jak z Banachovy véty, tak i z Brouwerovy véty, pricemz Banachova véta zarucuje i
jednoznacnost.

V literatute lze nalézt ruznd zobecnéni této véty, ale téz ruzné jeji dukazy, analytické i
topologické. Napf. ji lze snadno zobecnit pro koneénédimenzionalni normované linearni pro-
story. Prirozenou otézkou je zobecnéni uvedeného tvrzeni na nekone¢nou dimenzi. Jeden z
tradicnich protipifkladi, kde se pracuje v prostoru ¢*(Z), tj. prostoru sestdvajiciho z prvku
= (...,x_1,%0,21,...) splitujicich [|z| = (332 . |$k|2)1/2 < 00, V némz uvazujeme
uzavienou jednotkovou kouli a definujeme zobrazeni (F'(z)),, = x,_1 (tzv. ,shift operator®),
rikd, Ze existence pevného bodu neni v takovém pripadé zarucena. Ukazuje se tak, ze — v
souladu s ocekavanim — dulezitou roli pti opusténi konecné dimenze hraje pojem kompakt-
nosti. Dostavame se timto k nekone¢nédimenzionalnimu rozsiteni Brouwerovy véty, totiz
k vété Schauderové. Podobné jako i u jinych vét, existuji v literatufe ruzna zobecnéni. My
zde nejdiive uvedeme v podstaté puvodni Schauderovu verzi z r. 1930.

Véta 4.43 (Schauderova véta o pevném bodu). Necht X je Banachiv prostor, S C X je
neprdzdnd, kompaktni a konverni mnozina a F : S — S je spojité zobrazeni. Potom md F
pevny bod v S.

Diikaz. Detailni dukaz zde nebudeme uvadét. Poznamenejme pouze, ze jeho hlavni myslen-
ka spo¢iva v aproximaci (nekonecnédimenzionalni) mnoziny S kone¢nédimezionalnimi mno-
zinami S,, a aproximaci operdtoru (tj. zobrazeni) F' operdtory F, : S, — S, a néslednou
aplikaci Brouwerovy véty o pevném bodu. Takovéto tulohy s vétsim n aproximuji puvodni
problém lépe. Takto ziskdme posloupnost {x, }, kde x,, jsou pevné body pomocnych problé-
mu. Vybereme konvergentni podposloupnost a jeji limitou je pozadovany pevny bod puvod-
niho problému. Poznamenejme, ze — zhruba fec¢eno — limitni pfechod k nekonecnu se
provadi vzhledem k dimenzi. O

Nyni uvedeme drobné zobecnéni Schauderovy véty, které je velmi uzitecné v apli-
kacich. Jeji dukaz je zalozen na vyuziti puvodni Schauderovy véty. Néekdy se v souvislosti
s predchozi a nésledujici vétou hovoii o tzv. proni resp. druhé Schauderové véte.

Véta 4.44 (Schauderova véta o pevném bodu — zobecnéni). Necht X je Banachiv prostor,
S C X je neprazdnd, omezend, uzaviend a konvexni mnozZina a F : S — S je spojité
zobrazend takové, zZe F(S) je relativné kompaktni mnozina (v S). Potom ma F pevny bod

v 5.

Poznamka 4.45. Nékdy lze v literature narazit na odliSnou formulaci uvedené verze
Schauderovy véty, napt. tuto: Necht X je Banachtuv prostor a S C X je omezend, uzaviend
a konvexni mnozina. Pak kazdy totdlné spojity operator F' zobrazujici mnozinu S do sebe
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mé& alespon jeden pevny bod. Jde vSak o zcela ekvivalentni tvrzeni, jak lze lehce vidét,
pripomeneme-li nasledujici terminologii.

Operdtorem se ma na mysli zobrazeni mezi prostory (typicky se jedné o prostory funkef).
Rekneme, Ze operdtor F : X — Y je na mnoziné D(X) kompaktni, jestlize jeji kazdou
omezenou podmnozinu S C D(X) zobrazuje na mnozinu relativné kompaktni (nékdy se
uvadi prekompaktni, coz je vSak v nasem piipadé totéz) v prostoru Y.

Ekvivalentni definice pravé uvedeného pojmu zni: operator F' : X — Y je na mnoziné
D(X) kompaktni, jestlize z kazdé ohrani¢ené posloupnosti {u,} C D(X) lze vybrat pod-
posloupnost {u,, } takovou, ze {Fu,,} je konvergentni s limitou v Y.

Rekneme, ze operdtor F' : X — Y je na mnoziné D(X) totdiné spojity (téz plné
spojity), jestlize je na D(X) spojity a kompaktni.

Pozor, nékde v literatute se kompaktnim zobrazenim ma na mysli totalné spojité zobra-
zeni. Poznamenejme, 7Ze u linedrnich zobrazeni kompaktnost automaticky zarué¢i spojitost,
coz ovSem obecné neplati u nelinearnich zobrazeni.

Jesté je tfeba upozornit, ze mnozi autofi maji kompaktnim zobrazenim na mysli vyse
definované kompaktni zobrazeni, které je vsak navic linedrni.

Poznamka 4.46. Pripomenme, ze pii aplikaci Banachovy véty o pevném bodu je potieba
ukazat, ze zobrazeni je ,dostatecné malé“. Naproti tomu u Schauderovy véty je potieba
zarucCit, ze — v pripadé prostoru C'(I) nebo LP(I) — obraz prislusného zobrazeni se sklada
z ,dostatecné rozumnych* funkei.

Mohli bychom pokracovat v uvadéni dalsich vét o pevném bodu, které lze uplatnit v
situacich, kde predchozi véty nepostacuji, pricemz nemusime byt omezeni jen na normované
linedrni prostory. Radéji ale odkazme Ctenafe na literaturu (napf. [9, 12, 13, 20, 54, 63],
viz téZ Sekci 8.4), nebot toto nenf cil naseho kurzu a spise si piedvedme ukazky aplikaci.

Peanova véta

Uvazujme Cauchyovu ulohu

y = f(z,y), y(@o) = 1o, (4.34)
kde f je dana funkce. Nyni splnime slib, ktery jsme dali v diskuzi o aplikacich Arzelaovy-

Ascoliho véty, a dokazeme existenci uvedené tlohy za pouhého ptredpokladu spojitosti
funkce f.

Véta 4.47 (Peanova véta). Necht a,b € (0,00), zo,y0 € R. Oznacme I = [y, 7o + d
aD={y € R:|ly—uwyl| < b}. Predpokladejme, ze f : I x D — R je spojita. Potom
existuje aspon jedno teseni pocdatecniho problému , které je definovdno na intervalu
J = [w0, 20 + |, kde a = min{a,b/m}, m = max, yerxp | f(2,y)].

Diikaz. Pracujme v Banachové prostoru C(J) se supremovou normou. Bud

S={yeClJ):ly(x) —yol <b,x € J}.
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Definujme F' jako zobrazeni, které kazdé funkci y € S ptitazuje funkci F'y predpisem

(Fy)() = o + / " f(s,y(s)) ds

Jako cviceni ukazte, ze S je uzaviena a konvexni mnozina, F' zobrazuje S do S a F' je
spojité zobrazeni. Pti dukazu spojitosti vyuzijte faktu, ze ze spojitosti f na J x D plyne
stejnomérna spojitost. Ma se ukézat, ze y, — y implikuje Fy,, — Fy v piislusné metrice
(¢i, chcete-li, normé) uvazovaného prostoru C(.J); jde tedy o stejnomérnou konvergenci.
Alternativneé lze uzit Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci. Pti nasledujicim dukazu
relativni kompaktnosti mnoziny F(S) predvedeme aplikaci Arzeldovy-Ascoliho véty. Necht
y € S. Potom z nerovnosti

|((Fy)(21) = (Fy)(22)| = <mfry — of, 1,25 € J,

/m F(s,5(s)) ds

plyne, ze funkce mnoziny F'(S) jsou rovnomocné spojité. (Jinou moznosti je vzit (Fy)' (x)
a vyuzit Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté.) Ponévadz jsou funkce z F'(S) stejnomérné
ohranicené konstantou |yo| + b, plyne z Véty 2.179] ze F(S) je relativné kompaktni.

Véta [£.44 nyn{ zarucuje existenci alespon jednoho pevného bodu zobrazen{ F a ten je

feSenim pocédtecniho problému (4.34)). O

Poznamka 4.48. Peanovu vétu lze ptirozené rozsiit na systém rovnic, viz napf. [26]. V
dikazu se pouziva zobecnéni Véty [2.179) véetné piislusné modifikace podminek (2.61)) a
(2.62) na vektorové funkce.

Integralni rovnice a nelinearni oscilator

Uvazujme nelinedarni integralni rovnici (tzv. Hammersteinovu rovnici) ve tvaru

/ K(z,9)f (4, u(y)) dy. (4.35)

kde K a f jsou dané funkce a u je neznama. Schauderova véta nam umozni dokazat
feSitelnost této rovnice; vyuzijeme opét mj. Arzelaovu-Ascoliho vétu.

Véta 4.49. Predpokldadejme, zZe K(x,y) je spojitd funkce pro a < xz,y < b a f(y,z) je
spojitd a ohranicend funkce pro a <y < b a vSechna z. Potom rovnice (4.35) md spojité
resent.

Diikaz. Pracujme v Banachové prostoru C|a, b] se supremovou normou. Definujme mnozinu
S={ueCla,b]: |ul| < D},

kde D je konstanta, jejiz hodnotu specifikujeme nize. Dale definujme operator F' : S —
C'la, b] predpisem

=/famwﬂ%wwm9
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Pomoci zobecnéné Schauderovy véty ukazeme, ze F' ma pevny bod; tento pevny bod je
evidentné feSenim nasi integralni rovnice. Konstantu D definujeme jako D = AB(b — a),
kde B je takové, ze |f(y,z)| < B pro [y,z] € [a,b] x R (existuje diky omezenosti funkce
f) a A je takové, ze |K(z,y)| < A pro (x,y) € [a,b] X [a,b] (existuje diky faktu, ze K je
spojitd na kompaktni mnoziné). Abychom mohli aplikovat Vétu , je potieba proveérit,
Ze jsou splnény nasledujici podminky:

e S je omezena, uzaviena a konvexni mnozina;
e F zobrazuje S do sebe (tj. FI(S) C 9);

e [(S) je relativné kompaktni mnozina,

e [ je spojity operator.

Detaily v této chvili vynechdme. MiuZete se o ditkaz pokusit sami. Prozrad me, Ze pfi dikazu
relativni kompaktnosti vyuzijeme Arzeldovu-Ascoliho vétu (tj. Vétu , pricemz nam
pomuze stejnomérnd spojitost funkce K, kterd je zarucena jeji spojitosti na kompaktni
mnoziné. V dukazu spojitosti operdtoru F' mj. vyuzijeme stejnomérnou spojitost funkce
f, kterd opét plyne z faktu, ze f je spojitda a v tomto kroku ji uvazujeme na kompaktni
mnozine. O]

Nyni predvedeme, jak Vétu je mozno aplikovat pfi studiu konkrétniho (prak-
tického) problému. Uvazujme tzv. matematické kyvadlo, které je jednim z predstavitelu
tzv. nelinedrnich oscildtori (presnéji, v nasem piipadé pujde o nuceny nelinedrni oscildtor).
Pohyb kyvadla je modelovan nelinearni diferencialni rovnici

2" +a*sinx = F(t), (4.36)

kde x(t) je thel mezi kyvadlem a vertikdlou, a je konstanta zavisici na délce kyvadla a
F(t) je externi sila, kterd na kyvadlo pusobi. Pro velmi malé 1ihly bychom mohli uvazovat
linearizaci problému ve tvaru

2"+ o’x = F(t);

tato je vSak znacné neptesnd pro velké hodnoty x (typické pro rezonanci). Chceme nyni
resit problém, zda mé& rovnice periodické feseni pro vSechny spojité, liché, periodické
sily F'(t). Tzn., zda nage nelinearita umi potlacit ,neomezené rezonance® podobné, jako to
umi ,tien{“. Pomoci Schauderovy véty ukézeme, Ze (4.36]), na rozdil od z” + o*z = F(t),
ma vzdy periodické Teseni, a tedy nelinearita je schopnd potlacit rezonanci i pii absenci
tlumiciho ¢lenu.

Veéta 4.50. Jestlize funkce F je spojitd, lichd a periodickd, potom rovnice (4.36) md peri-
odické resent se stejnou periodou jako ma funkce F'.

Diikaz. Necht F m4 periodu w. Pieskalovani s = wt/s prevede rovnici (4.36) na rovnici,

~ e~/

d2
d_sf + f%sinx = h(s), (4.37)

&=
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kde 8 = ar/w a h = m*F/w?. Ukdzeme, Ze tato rovnice mé periodické tesen{ z(s) takové,
ze £(0) = 0 (coz je prirozené pro lichou funkeci) a z(—1) = z(1). Ve skutec¢nosti staci najit
feseni x(s) jistého dvoubodového okrajového problému na [0, 1], pfesnéji rovnice
s podminkou x(0) = z(1) = 0. Toto feSeni se pak rozsiii na interval [—1, 1] pFedpisem
x(—s) = —x(s) pro 0 < s < 1 a nésledné periodicky pro vSechna s. Takové feseni vyhovuje
rovnici vSude a je tedy hledanym periodickym feSenim.

Resfme okrajovy problém (&.37), z(0) = x(1) = 0. Pomoci tzv. Greenovy funkce jej
prepiseme do integralni rovnice

2(s) = /0 g(s, £)[82sinz(t) — h(t)] dt, (4.38)

kde Greenovou funkci pro nas piipad je

x(1—y) proz<y
g(z,y) =
y(l1—z) proy<ux.

V naSem jednoduchém piipadé ani obecny koncept Greenovy funkce nepotiebujeme a rov-
nici lze odvodit intuitivni ivahou — muzete se o ni pokusit. Plati ovsem i pfepis
opacnym smérem a tedy okrajovy problém je skutecné ekvivalentni integralni rovnici .

Rovnice (4.38)) je zfejmé specidlnim piipadem Hammersteinovy rovnice a pod-
minky Véty jsou evidentné splnény. Regitelnost rovnice je timto zarucena.
Dostavame tak i reSeni puvodniho problému. ]

Poznamka 4.51. Poznamenejme, ze v predchozich tivahédch jsme obdrzeli existenci fesent,
nemame vsak zadnou informaci o jeho jednoznacnosti. Lze ukdzat (a muzete se o to po-
kusit), ze za dodatecnych podminek lze aplikovat Banachovu vétu o pevném bodu, ktera
nam zaruci jednoznacnou existenci. Prvni pfirozenou volbou je préce v prostoru Cla, bl,
kde pti odhadech jednoduse nahradime zicastnéné funkce vhodnymi konstantami; odtud
pak vyplyne tvar dodatecné podminky zarucujici kontraktivitu. Vhodnou volbou jiného
prostoru a/nebo modifikacemi v odhadech 1ze doséhnout zeslabeni dodateéné podminky.
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Apendix: Nekteré dalsi prostory

8.1 Pseudometrické a ultrametrické prostory

Pokud (M1) v definici metrického prostoru (Definice 2.1) nahradime slabsi podminkou,
totiz

jestlize x =y, pak o(x,y) =0,

pak dostaneme tzv. pseudometricky prostor. Pokud trojihelnikovou nerovnost (M3) na-
hradime silnéjsim pozadavkem

oz, z) < max{o(z,y), o(y, 2)},

obdrzime tzv. ultrametricky (¢i supermetricky) prostor; jde tedy o specidlni piipad met-
rického prostoru.

Prostor Cla,b] s pseudometrikou o(f,g) = |f(a) — g(a)|, f,g € Cla,b], je piikladem
pseudometrického prostoru.

Kazdy diskrétni metricky prostor je ultrametrickym prostorem.

8.2 Linearni prostory

Znalost zékladnich informaci z teorie linedrnich (tj. vektorovych) prostoru se predpoklada.
Uved'me zde jen nékterd vybrand fakta, dalsi idaje jsou rozptyleny v textu.

V nasem vykladu (zejména v normovanych linedrnich prostorech, v unitdrnich prosto-
rech a pfi studiu linedrnich funkciondlu) pracujeme s linedrnimi (vektorovymi) prostory
nad télesem realnych c¢isel R. Prvky daného linearniho prostoru ¢asto nazyvame vektory a
realna cisla skaldry.

Definice 8.1 (Linearn{ zdvislost vektoru). Necht X je linedrnf prostor a w1, ...,x, € X,
m € N, jsou néjaké jeho prvky. Rikame, ze vektory xq,...,x,, jsou linedrné zdvislé, jestlize
existuje nenulova m-tice skalaru (A, ..., \,) € R™ s vlastnosti

>\1I1++)\ml’m:0
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V opa¢éném piipadé se vektory xq,...,x,, nazyvaji linedrné nezdvislé. Obecné se mnozina
A C X nazyva linedrné nezdvisld, jestlize kazdy konec¢ny systém vektoru z A je linearné
nezavisly.

Definice 8.2 (Podprostor linedrntho prostoru). Necht X je linedrn{ prostor a A C X
néjaké jeho neprazdnd podmnozina. Rekneme, ze A je podprostor linedrniho prostoru X,
jestlize pro libovolné z,y € A a A\,;n € R plati Ax + ny € A. Piipadné 1ze tuto podminku
ekvivalentné napsat ve formé dvou jednodussich podminek. Jakych?

Definice 8.3 (Linedrni obal). Necht X je linedrn{ prostor a A C X néjakd jeho podmnozina.
Linedrnim obalem mnoziny A, oznacovanym jako Lin A, mame na mysli mnozinu vsech
koneénych linedrnich kombinaci prvku systému A, tj.

Lin A := {kone¢né linedrni kombinace prvku z A}.

Definice 8.4 (Algebraickd bdze linedrniho prostoru). Necht X je linedrni prostor. Mnozina
A C X se nazyva algebraickd anebo téz Hamelova bdze prostoru X, jestlize A je linearné
nezavisla a jeji linedrni obal splyva s X, tj. plati

LinA = X.

Poznamka 8.5. V kazdém linearnim prostoru existuje algebraicka béaze. Je-li A néjaka
Hamelova baze linearniho prostoru X, potom kazdy vektor z € X se da jedinym zpusobem
vyjadrit ve tvaru koneéné linearni kombinace nékterych prvka mnoziny A. Kazdé dveé
Hamelovy baze prostoru X maji stejnou mohutnost, kterd se nazyva (algebraickd) dimenze
(rozmeér) prostoru X a oznacuje se dim X. Plati, ze dva linedrn{ prostory jsou (algebraicky)
izomorfni, jestlize maji stejnou (algebraickou) dimenzi. Specialné kazdy kone¢nérozmeérny
prostor s dim X = n € N je izomorfni s linedrnim prostorem R".

Lze ukézat, ze prunik libovolného poctu podprostoru linearntho prostoru je opét pod-
prostor. Avsak pozor: sjednoceni linearnich podprostortu neni obecné linearni podprostor.
Najdéte priklad. Misto sjednoceni pracujeme v linearni algebie se souc¢tem podprostori.

Definice 8.6 (Soucet podprostorii). Necht V, W a V; jsou vektorové podprostory v lineér-
nim prostoru X. Soucet podprostoru definujeme nasledujicim zpusobem

V+W={v+weX:veV,weW}
Vit Vo={vi+-+v,€X: v €V}

Soucet vektorovych podprostoru je opét podprostor.

Definice 8.7 (Direktni soucet). Soucet podprostoru V + W se nazyva direkini, jestlize
V N W = {0}. Direktni soucet zapisujeme V & W.

Lze ukazat, ze soucet podprostoru V+W je direktni, prave kdyz kazdy vektor u € V+W
lze psat ve tvaru u = v+ w, v € V, w € W, pravé jednim zpusobem.
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Definice 8.8 (Faktorovy prostor a kodimenze linedrniho podprostoru). Necht X je line-
arni prostor a A C X jeho linearni podprostor. Definujme, ze dva prvky =,y € X jsou v
relaci, jestlize x —y € A. Je ziejmé, Ze se jedna o relaci ekvivalence na mnoziné X, pricemz
skutecnost, ze prvky z,y € X jsou v dané relaci, zapisujeme vyrazem

r =y (mod A).

Prislusnou mnozinu t¥id rozkladu oznacujeme X/A a nazyvame faktorovy prostor prostoru
X podle modulu A. Lze ovérit, ze mnozina X/A vytvari linedarni prostor nad R. Jeho alge-
braicka dimenze se standardné nazyva kodimenze podprostoru A v prostoru X. Specialné,
pokud dim X =n a dim A = m, potom kodimenze podprostoru A je rovna n — m.

Véta 8.9. Necht X je linedrni prostor a A C X jeho linedrni podprostor konecné kodi-
menze m € N. Potom existuji proky x1, ..., T, € X s vlastnosti, Ze kaZdy vektor x € X se
da jednoznacne vyjadrit ve tvaru

r=MT1+ -+ AT + Y, (8.1)
kde A1, ..., Ap jsou skaldry a vektor y € A.

Diikaz. Necht {A;, ..., A} C X/A je algebraicka baze faktorového prostoru X/A. Zvolme
néjaké reprezentanty tiid A;, i € {1,...,m}, tj.

necht z; € X jsou takové, ze A; = [x;], pro kazdé i € {1,...,m}. (8.2)

Necht z € X je libovolny prvek a [z] € X/A je tiida rozkladu X/A, kterd ho obsahuje.

Potom zfejmé existuje jedind m-tice skaldru (\1,..., \,,) takova, ze
@] = M AL+ A A E A 1]+ A [T = a2 A T

To znamend, ze vektory z a Ay x1 + - - -+ A\, &, patif do stejné tiidy rozkladu X/A. Podle
Definice proto existuje (jediny) vektor y € A tak, ze plati rovnost v ({8.1)). ]

Definice 8.10 (Izomorfizmus linedrnich prostoru). Necht XY jsou linedrn{ prostory. Zob-
razeni F' : X — Y se nazyva izomorfizmus mezi prostory X a Y, jestlize je bijektivni a
linearni. Existuje-li izomorfizmus X na Y, pak prostory X a Y se nazyvaji izomorfni.

Poznamka 8.11. Napf. prostor R"™ a prostor vSech polynomu stupné nejvyse n — 1 jsou
izomorfni. Pfipomenme, ze slozeni izomorfizmu je izomorfizmus a inverze k izomorfizmu
existuje a je to izomorfizmus. Protoze izomorfni zobrazeni prendsi vsechny v linearni algebie
studované vlastnosti mnozin vektoru (linedrni nezavislost, obal, béze, ... ), neni (z hlediska
linedrni algebry) mezi izomorfnimi prostory rozdil. Muzeme si vybrat v jakém ze vzdjemné
izomorfnich prostorti budeme algebraicky problém fesit. Casto je (v piipadé prostoru nad
R ) volen prostor R™, kde Ize pouzit existujici vektorové a maticové algoritmy.
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8.3 Topologické prostory

Pri studiu metrickych prostoru si muzeme povsimnout, ze v fadé uvah nehraje prakticky
zadnou roli metrika jako takova, ale pouze pojmy touto metrikou indukované, jako napf.
oteviené a uzaviené mnoziny, okoli bodu apod. Ma tedy smysl zavést pojem obecnéjsi
nez je pojem metrického prostoru. Tim se dostavame k tzv. topologickym prostorum.
Moznosti, jak tyto prostory zavést je nékolik (napf. axiomatizaci pojmu oteviené, resp.
uzaviené mnoziny, pojmu uzavéru mnoziny nebo okoli bodu apod.). Nejbéznéjsi je zpusob
nasledujici.

Definice 8.12 (Topologicky prostor). Necht T # ) je mnozina a T je systém podmnozin
mnoziny 7', ktery spliuje nésledujici podminky:

(T1) leTaTef.
(T2) Prunik libovolného konecného systému mnozin z ¥ je prvek systému ¥.
(T3) Sjednoceni libovolného systému mnozin z ¥ je prvek systému ¥.

Systém mnozin ¥ se nazyva topologie na T', mnoziny z T se nazyvaji otevrené a dvojice
(T, %) se nazyva topologicky prostor.

Poznamka 8.13. (i) je zfejmé, Zze na neprazdné mnoziné lze definovat ruzné topologie.
Napt. 1 = {0, T} nebo Ty = P(T), kde P(T') znaci systém vsech podmnozin mnoziny 7.

(ii) Kazdy metricky prostor je topologicky prostor, nebot podle Véty 2.41 a Poznamky 2.35-
cast (iil) systém vsech otevienych mnozin v metrickém prostoru spliuje axiomy (T1)—(T3).
Opacné tvrzeni neplati. Je-li na mnoziné, ktera je alespon dvouprvkova, dan systém pod-
mnozin ¥ spliujici axiomy (T1)—(T3), nelze obecné definovat metriku tak, ze T jsou pravée
vSechny oteviené mnoziny v této metrice, napt. pro T = {0, T}. Hleddni dodatecnych
podminek, za kterych je systém podmnozin mnoziny 7" spliiujici axiomy (T1)—(T3) totozny
se systémem otevienych mnozin pii jisté metrice na T, je jednim z problému (tzv. problém
metrizovatelnosti topologického prostoru) studovanych v matematické discipliné zvané to-
pologie.

Pojmy okoli bodu, uzavér a uzaviend mnozina jsou v topologickém prostoru definovany
nasledovné.

Definice 8.14. Necht (7',%) je topologicky prostor a x € T. Okolim bodu x rozumime
kazdou mnozinu U € T, pro niz x € U. Bod x € T se nazyva bodem uzdvéru mnoziny
A C T, jestlize pro kazdé okoli U bodu x plati U N A # (). Mnozina A vech bod uzavéru
mnoziny A se nazyva uzavér mnoziny A.

Lze napt. ukazat, ze takto definovany uzavér mnoziny v topologickém prostoru ma
vlastnosti jako ve Vété 2.29.

Jinou (ekvivalentni) moznosti, jak definovat topologicky prostor je konstrukce pomoci
uzavérové operace a uzavienych mnozin.
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Definice 8.15. Necht 7' # ) je mnozina a u : P(T) — P(T) je zobrazen{ spliujic{ pro
viechna A, B € P nésledujici podminky (tzv. Kuratowského axiomy):

(K1)
(K2)
(K3) u(
(K4) u(u
Mnozina A C T se nazyva uzavrend, jestlize u(A) = A. Dvojice (T, u) se nazyva topologicky
prostor.

Pfi této definici se mnozina A C T' nazyva otevrend, jestlize mnozina 7'\ A je uzaviena.

Piiklad 8.16. Necht T # @ a (T,%>) je topologicky prostor z Pozndmky [8.13}(i). Defi-
nujme u : P(T) — P(T) predpisem u(A) = A pro kazdou mnozinu A C T'. Pak lze ovérit,
ze (T, %) a (T, u) jsou totozné topologické prostory v tom smyslu, ze systémy otevienych
mnozin v (7, %) a (T, u) jsou totozné.

Poznamka 8.17. Necht X je linedrni prostor a ¥ je topologie na X (ve smyslu De-
finice . Jestlize soucet a skalarni nasobek jsou spojitymi funkcemi v topologii ¥,
hovoiime o (X, T) jako o linedrnim topologickém prostoru. Casto se navic vyzaduje, aby to-
pologicky prostor byl Hausdorffiv, tj. aby topologie oddélovala body, neboli aby kazdé dva
ruzné body mély okoli, kterd jsou disjunktni. Je-li topologie uré¢end metrikou, mluvime
o linedrnich metrickych prostorech. K tomu, aby byl (X, ) linedrnim metrickym pro-
storem, staci, aby platilo o(z + 2,y + 2) = o(z,y) a o(Az, \y) = |Ao(z,y) pro kazdé
x,y,z € X akazdé A € R. Splnuje-li metrika uvedené podminky, plati o(y, z) = o(y — z,0).
V tomto piipadé staci zavést funkei jedné proménné ||z|| = o(x,0). Tato funkce vyhovuje
podminkam definujicim normu.

8.4 Lokalné konvexni prostory a Fréchetovy prostory

V Poznamce jsme zavedli topologické linearni prostory. Pokud navic pozadujeme, aby
kazda neprazdna oteviend mnozina obsahovala neprazdnou konvexni otevienou mnozinu,
dostaneme tzv. lokalné konvexni topologicky linearni prostor, zkracené lokdlné konvexni
prostor. Lokalné konvexni prostory mohou byt charakterizovany jako linearni topologické
prostory, jejichz topologie je generovana systémem seminorem (viz nize). My se vsak radéji
trochu podrobnéji zminime o specidlnim piipadu (lokdlné konvexnich) topologickych pro-
storu, totiz o tzv. Fréchetovych prostorech. Fréchetovy prostory jsou zobecnénim Bana-
chovych prostoru (a na rozdil od nich metrika nemusi byt indukovdna normou). Fréchetuv
prostor X lze zavést dvéma nasledujicimi ekvivalentnimi zpusoby, pficemz druhy z nich je

e X je lokalné konvexni topologicky linearni (metrizovatelny) prostor, jehoz topolo-
gii je mozno indukovat transla¢né invariantni metrikou, tj. metrikou o takovou, ze
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o(x + z,y+ 2) = o(x,y) pro kazdé x,y,z € X. Libovolnd (a tedy kazdd) translacné
invariantni metrika indukujici topologii musi byt takové, ze prostor je X tplny.
Mnozina A C X je oteviena, pravé kdyz pro kazdé x € A existuje € > 0 tak, ze

{y:olz,y) <e}
je podmnozinou mnoziny A.

e X je Hausdorffuv topologicky linearni prostor, jehoz topologii je mozno indukovat
(spocetnym) systémem seminorem (téz pseudonorem, viz Pozndmku 6.15). To jsou
funkciondly p : X — [0, 00) spliiujici pouze dva axiomy normy, totiz (absolutni) ho-
mogenitu a trojuhelnikovou nerovnost; mohou vsak nabyvat nulové hodnoty i pro
nenulové vektory. Pozadujeme, aby prostor X uplny vzhledem k systému semino-
rem. Poznamenejme, Ze cauchyovskost posloupnosti {z,,} v topologickém linedrnim
prostoru X lze zavést i bez normy, a to nasledujicim zpusobem: Pro kazdé okoli U
nuly existuje ng tak, ze pro kazdé m,n > ng plati x,,, — x, € U. Mnozina A C X je
oteviena, praveé kdyz pro kazdé x € A existuje M > 0 a ¢ > 0 tak, ze

{y : pn(y — x) < € pro vSechna n < M}
je podmnozinou mnoziny A.

Kazdy Banachuv prostor je Fréchetuv. Klasickym piikladem Fréchetova (avsak nikoliv
Banachova) prostoru je prostor redlnych funkei spojitych na nekompaktnim intervalu, tj.
napf. C'(R). Funkce zde nemuseji byt omezené, a proto nelze uzit supremovou normu. To-
pologii je zde topologie stejnomérné konvergence na kompaktnich podintervalech. Presnéji,
(generujici) systém seminorem p,, n € N, lze definovat tieba takto:

po(x) = max{|z(t)| : t € [-n,n]}.

pro x € C(R).

V Sekci 4.7 jsme uvedli Schauderovu vétu o pevném bodu v Banachovych prostorech.
Prakticky stejné znéni ma i jeji zobecnéni pro Fréchetovy prostory (v podstaté pouze Ba-
nachuv prostor nahradime Fréchetovym prostorem). Jde o tzv. Schauderovu-Tichonovovu
véetu o pevném bodu. Jeji uziteénost je vzhledem k uvedenému ptikladu spojitych funkci na
nekompaktnim intervalu zrejma.
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Apendix: Nerovnosti

Nerovnosti jsou extrémné dulezitym néastrojem v mnoha odvétvich matematiky. Existuje
neptreberné mnozstvi ruznych nerovnosti. My zde uvedeme jen jista klasicka tvrzeni, ktera
primo vyuzivame pii nasem studiu prostoru posloupnosti a prostoru funkei.

Jedna se zejména Holderovu nerovnost a Minkowského nerovnost. Dulezitou roli hraji
tzv. konjugovana ¢isla (¢i sdruzené exponenty), coz jsou ¢isla p, q € (1, 00) splaujici vztah

11
S-=1 9.1
» g (9.1)

Presné dukazy nerovnosti zde nebudeme uvadét. Poznamenejme pouze, ze Holderova ne-
rovnost je — pri vhodné volbé — dusledkem tzv. Youngovy nerovnosti
al bl

ab < — 4 —,
p q

kde a, b jsou kladnd ¢isla. Youngovu nerovnost lze dokazat ruznymi (elegantnimi) zpusoby
a muzeme ji chapat jako zobecnéni jednoduché nerovnosti
ab < a_2 + ﬁ
- 2 2
Minkowského nerovnost ziskdme — pti vhodné volbé — sec¢tenim Holderovych nerovnosti.
Jak Holderova tak i Minkowského nerovnost maji svou ,spojitou® ¢i ,diskrétni verzi, tj.
verzi pro funkce (tedy integralni nerovnost) ¢i pro posloupnosti (tedy sumaéni nerovnost).
Diskrétni verze lze dokazovat piimo (pracujeme se sumami), avsak lze je dostat i ze spo-
jitych verzi, pokud za funkce z integralnich nerovnosti vezmeme po ¢astech konstantni
funkce.
Vsude v nasledujicim predpoklddame, ze uvedené integraly ¢i fady na pravych stranach
existuji (jsou konecné). Pak jsou koneéné i integrély a fady na levych strandch.

Véta 9.1 (Holderova nerovnost). Necht p,q € (1,00) spliugi vztah (9.1)).
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(a) Jeslize {ay}, {bx} jsou posloupnosti redlnych cisel, potom plati

1/p 1/q
Z|akbk|§<2|ak|p> <Z|bk|q> : (9.2)

(b) Jestlize f,q jsou méritelné funkce na méritelné mnoziné M (konecéné i nekonecné

miry), potom plati
1/p 1/q
st ([ 1rpan) ([ laran) (9.3)
M M M

Poznamka 9.2. (i) Tvrzeni plati i pro komplexni posloupnosti ¢i funkce. Maji-li po-
sloupnosti u, v pouze koneény pocet nenulovych ¢lenu (tj. u,v € R"), 1ze psat Holderovu

nerovnost ve tvaru
n n 1/p n 1/q
> larbi| < (Z |ak|p> (Z |bk|q> . (9.4)
k=1 k=1 k=1

(ii) Chépeme-li u jako prvek prostoru (7 (s piislusnou normou ||ul|,) ¢ prostoru LP (s
prislusnou normou ||ul|,), pak lze obé nerovnosti z predchozi véty napsat ve tvaru

[wolly < lfullpllvlly

(iii) Holderovu nerovnost vyuzivame napi. pii dukazu inkluze LP> C LP' pro p; < pe,
viz Véta 3.25.

(iv) Specidlnim piipadem Holderovy nerovnosti je Cauchyova—Schwarzova nerovnost
(téz znama jako Schwarzova, Bunjakovského, Cauchyova-Bunjakovského nebo Cauchyova—
Bunjakovského—Schwarzova nerovnost). Skutecné, zvolime-li p = ¢ = 2, dostaneme nerov-
nost mezi absolutni hodnotou skalarniho souc¢inu a souc¢inem ,velikosti“ vektoru |(u, v)| <
|lu||2||v]|2 pro posloupnosti z ¢ ¢i funkce z L?. Takovato nerovnost ve skutecnosti plati
nejen pro posloupnosti z 2 ¢i funkce z L?, ale i pro prvky libovolného unitarniho prostoru.
Vztah [(u,v)| < |Jul|||v] 1ze dokdzat napf. pomoci zobecnéné Pythagorovy véty formulo-
vané v unitarnich prostorech ¢i trikem s diskriminantem, viz Vétu 5.9.

(v) Holderova nerovnosti plati (mluvme napf. o L? piipadu), i pokud || fg|l; je ne-
konecéné, pak je ovsem nekoneénd i pravé strana. Naopak, pokud f € LP(M) a g € LY(M),
pak fg € L'(M).

Véta 9.3 (Minkowského nerovnost). Necht p € [1,00).
(a) Jeslize {ay}, {bx} jsou posloupnosti redlnych cisel, potom plati

1/p 1/p 1/p
(Z\akerk\p) g(Z\ak\p> +<Z\bk\p> . (9.5)

(b) Jestlize f,q jsou méritelné funkce na méritelné mnoziné M (konecéné i nekonecné
miry), potom plati

</M|f+g|Pd,u)1/p < (/Myf|pdu)l/p+ (/M ‘g‘pdu>l/p_ (9.6)
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Pozndmka 9.4. (i) Plati podobny komentér jako v ¢dsti (i) Pozndmky [9.2]
(i) Chapeme-li u jako prvek prostoru ¢ (s piislusnou normou ||ul|,) ¢ prostoru L (s
prislusnou normou ||ul|,), pak lze obé nerovnosti z predchozi véty napsat ve tvaru

[u+oll, < llully + [[ollp-

Lze snadno ukazat, ze tato nerovnost plati i v piipadé p = oo.

(iii) S ohledem na tvar relace |[u + vl|, < [lull, + [[v]|, 1ze snadno usoudit, ze mize byt
piimo vyuzita pfi dukazu faktu, ze funkciondl ||u||, spliuje jeden z axiomu normy, totiz
trojuhelnikovou nerovnost. Dale nam slouzi napt. pii ovéfovani uzavienosti prostoru 7, LP
na s¢itani (coz je jedna ze dvou podminek charakterizujicich linedrni podprostor).
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