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Několik slov na úvod

Tento text je doplňkovým studijńım materiálem k předmětu Funkcionálńı analýza 1 pro
obor Matematické inženýrstv́ı na FSI VUT. V kombinaci s poznámkami z přednášek a
cvičeńı (kde zejména podrobněji komentujeme vybrané pasáže, doplňujeme látku, uvád́ıme
ilustrativńı a motivačńı př́ıklady, řeš́ıme některá cvičeńı a diskutujeme) a s př́ıpadnými ex-
plicitńımi odkazy na daľśı literaturu by měl tvořit postačuj́ıćı zdroj k př́ıpravě na zkoušku.
Samostatné aktivitě student̊u se pochopitelně meze nekladou: můžete použ́ıt daľśı vhodné
zdroje, je jich dost. Symbol

”
/“ na okraj́ıch upozorňuje na r̊uzná cvičeńı a vyb́ıźı k sa-

mostatné práci. Některá z témat či jednotlivých výsledk̊u uvedených v tomto textu budou
do přednášky (resp. předmětu) zařazena pouze okrajově. Jsou zde však uvedena pro lepš́ı
pochopeńı souvislost́ı.

Je prakticky jisté, že tento doplňkový text bude opakovaně upravován a patrně nebude
nikdy prohlášen za definitivně dokončený. Budu vděčný každému, kdo mne upozorńı na
nepřesnosti či chyby v textu, a napomůže tak k jeho vylepšeńı; v́ıtány jsou rovněž daľśı
komentáře k jeho obsahu. Některé nepřesnosti — jde vlastně sṕı̌s o zjednodušeńı — jsou
ovšem záměrné, vzhledem k úvodńımu charakteru celého kurzu.

Brno, 6. března 2020, Pavel Řehák
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Kapitola 1
Motivačńı úvahy a historické poznámky

Co vlastně je funkcionálńı analýza a k čemu je dobrá? Funkcionálńı analýza je velmi široká
oblast matematiky, která se proĺıná s mnoha jinými partiemi. Je nutné zd̊uraznit, že my
se této discipĺıny v podstatě jen dotkneme. Mezi předměty jej́ıho zájmu patř́ı např. —
zhruba řečeno — lineárńı prostory, které jsou vybaveny dodatečnou strukturou (skalárńım
součinem, normou, topologíı, atd.), tedy třeba normované lineárńı prostory (zejména ne-
konečněrozměrné) a lineárńı zobrazeńı mezi těmito prostory (operátory, funkcionály), nor-
mované lineárńı prostory s daľśı dodatečnou strukturou (např. algebraickou, tedy např.
Banachovy algebry, Banachovy svazy atp.), prostory abstraktněǰśı než normované pro-
story (metrické prostory, lineárńı topologické prostory atp.) a ještě mnoho jiného. K čemu
to je dobré? Můžeme ř́ıci, že je to pěkné a zaj́ımavé, ostatně jako celá matematika. Pod-
statné ovšem je, že tato teorie dává nové pohledy na matematické problémy r̊uzného druhu,
umožňuje problémy jinak formulovat a je zdrojem účinných metod řešeńı.

Obrázek 1.1: Kam byste v tomto diagramu umı́stili lineárńı prostory? Viz též diagram na
straně 10.

/
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8 Kapitola 1

Výhodou funkcionálńı analýzy je skutečnost, že i s dost složitými objekty (jako jsou
posloupnosti, funkce i jiná rozličná zobrazeńı) umožňuje pracovat třeba jako s body v
prostoru s geometrickou či jinou strukturou (či

”
kombinaćı“ struktur). Toho pak lze využ́ıt

např́ıklad v následuj́ıćıch situaćıch:

• Hledáńı řešeńı nějaké diferenciálńı rovnice (či rovnice jiného typu) lze pojmout jako
hledáńı vhodného bodu ve vhodném prostoru.

• Problém aproximace složité funkce jednodušš́ı funkćı lze interpretovat jako hledáńı v
jistém smyslu nejbližš́ıho bodu ve vhodné množině.

Źıskané poznatky se uplatńı i v daľśıch discipĺınách a t́ım zdaleka nemáme na mysli
jen Funkcionálńı analýzu II, ale též např. oblast (parciálńıch) diferenciálńıch rovnic či
numerických metod.

Zhruba řečeno, v našem kurzu budeme zkoumat tyto objekty:

• prostory (předevš́ım funkćı a posloupnost́ı),

• operátory (v našem př́ıpadě zejména funkcionály), tedy zobrazeńı mezi prostory.

Znovu zd̊urazněme, že kurz je skutečně sṕı̌s úvodem do funkcionálńı analýzy, než hlubš́ım
studiem předmět̊u zájmu této discipĺıny, což lze ostatně rychle zjistit pohledem do běžných
učebnic funkcionálńı analýzy. Tam nav́ıc zjist́ıme, že př́ıstupy k výběru základńıch témat
při výkladu funkcionálńı analýzy se mohou značně lǐsit (v závislosti na potřebách daľśıho
využit́ı, ale pochopitelně třeba i v závislosti na vkusu autora).

Budeme mj. využ́ıvat znalost diferenciálńıho počtu, integrálńıho počtu, teorie dife-
renciálńıch rovnic a lineárńı algebry.

Termı́n
”
funkcionálńı“ analýza je historicky spojen s pojmem

”
funkcionál“, což je v

našem pojet́ı zobrazeńı z normovaného (resp. topologického) lineárńıho prostoru do pro-
storu skalár̊u. Typickým př́ıkladem jsou funkcionály ve variačńım počtu, s č́ımž souviśı
Hadamardova publikace z r. 1910 věnována této discipĺıně, kde se právě slovo funkcionál
poprvé objevuje. Avšak obecný pojem funkcionálu byl zaveden již dř́ıve, v r. 1887, italským
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matematikem Volterrou. Teorie nelineárńıch funkcionál̊u pak byla dále studována Hada-
mardovými studenty, zejména Fréchetem a Lévym. Hadamard také v jistém smyslu stál
u zrodu nové discipĺıny, lineárńı funkcionálńı analýzy, která byla dále rozv́ıjena Rieszem
a skupinou polských matematik̊u soustředěnou kolem Banacha. Pár daľśıch historických
poznámek je rozptýleno v textu. Zájemce o hlubš́ı poznáńı historie funkcionálńı analýzy
můžeme odkázat na monografii [8]. Původ, vývoj a význam některých základńıch pojmů
a tvrzeńı je diskutován např. i v [46].
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Obrázek 1.2: Přehled některých základńıch typ̊u abstraktńıch prostor̊u. Topologické a
lokálně konvexńı prostory zmı́ńıme v kurzu jen velmi okrajově. Ostatńım se budeme
věnovat podrobněji. Šipka z prostoru A do prostoru B znamená, že prostor A je také
prostorem B; např́ıklad normovaný lineárńı prostor je také metrický prostor.
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Obrázek 1.3: Převzato z J. Dieudonné, History of functional analysis, North-Holland 1981.
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Kapitola 2
Metrické prostory

Pojem metriky lze chápat jako zobecněńı či abstrakci pojmu vzdálenosti. Tento pojem byl
zaveden M. Fréchetem (1878-1973). Dále jej rozvinul F. Hausdorff v monografii z r. 1914.
Za touto teoríı je však pochopitelně daleko bohatš́ı historie. Jednou z prvńıch českých
monografíı, které byly věnovány metrickým prostor̊um, jsou Bodové množiny z r. 1936 od
E. Čecha.

2.1 Základńı pojmy

Metrika a metrický prostor

Je několik d̊uvod̊u, proč se o výše zmı́něné zobecněńı pojmu vzdálenosti pokoušet. Umı́me
měřit vzdálenosti dvou reálných či komplexńıch č́ısel, dvou bod̊u v rovině či v prostoru.
Ovšem chtěli bychom umět měřit vzdálenosti i mezi jinými (matematickými) objekty (mati-
cemi, funkcemi, posloupnostmi atd., ale třeba i slovy). Je však nutno zmı́nit, že i vzdálenosti
dvou bod̊u v rovině či v prostoru lze z r̊uzných d̊uvod̊u chápat (měřit) v́ıce než jedńım
zp̊usobem a my pak můžeme studovat vztahy mezi r̊uzně definovanými vzdálenostmi. Dále
si uvědomme, že např. se samotným pojmem (obecného) lineárńıho prostoru v aplikaćıch
nevystač́ıme. Tam totiž často pracujeme s přibližnými metodami, ale operace sč́ıtáńı a
násobeńı č́ıslem nám ještě nic neř́ıkaj́ı o vzájemné poloze dvou prvk̊u, o tom, zda lež́ı

”
bĺızko“ či

”
daleko“ od sebe. Tento vztah můžeme popsat pomoćı tzv. metriky, umožňuj́ıćı

definovat
”
vzdálenost“ dvou prvk̊u.

Lineárńı strukturu při zaváděńı metriky ovšem nepotřebujeme a vycháźıme z obecné
množiny.

Definice 2.1 (Metrický prostor). Necht’ M je neprázdná množina. Tzv. metrika na M se
definuje jako zobrazeńı % : M×M → [0,∞), které splňuje pro každé x, y, z ∈M následuj́ıćı
tři axiomy:

(M1) %(x, y) = 0, právě když x = y (axiom totožnosti; metrika rozlǐsuje body);

13
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(M2) %(x, y) = %(y, x) (axiom symetrie);

(M3) %(x, y) + %(y, z) ≥ %(x, z) (trojúhelńıková nerovnost).

Dvojici (M,%) nazýváme metrickým prostorem.

Poznámka 2.2. (i) Metriku lze ekvivalentně definovat
”
úsporněǰśım“ systémem axiomů —

jako libovolnou reálnou funkci splňuj́ıćı pro každé x, y, z ∈M podmı́nku (M1) a podmı́nku
%(y, x) + %(y, z) ≥ %(x, z). Jako cvičeńı můžete ukázat, že tyto definice jsou opravdu ekvi-/
valentńı. My však budeme použ́ıvat axiomatiku z prvńı definice, nebot’ je názorněǰśı a v́ıce
vyniká analogie se vzdálenost́ı v eukleidovském prostoru.

(ii) Jak uvid́ıme, tak lineárńı prostory opatřené normou jsou zároveň metrické prostory,
jejichž metrika je definována pomoćı této normy. Jde o strukturu méně obecnou, než je
metrický prostor. Naproti tomu systém všech otevřených množin metrického prostoru tvoř́ı
tzv. topologii v tomto prostoru, a tak jsou metrické prostory speciálńım př́ıpadem topolo-
gických prostor̊u. U této struktury se však seznamı́me prakticky jen s jej́ı definićı.

(iii) Mnohé z definic (a argument̊u v d̊ukazech) v této kapitole je možné formulovat jak
pomoci okoĺı, tak pomoćı limit posloupnost́ı. Zobecněńı těchto známých pojmů na metrické
prostory uvedeme dále v textu.

(iii) Jak uvid́ıme, lze mı́t r̊uzné metriky na stejné nosné množině či stejné metriky na
r̊uzných nosných množinách.

(iv) Obsahuje-li množina M aspoň dva prvky, lze na ńı sestrojit nekonečně mnoho r̊uzných

metrik. Totiž, např. je-li % metrika na M , je %̃(x, y) =
%(x, y)

1 + %(x, y)
též metrika (a je r̊uzná

od %). Trojúhelńıková nerovnost plyne z faktu, že pro nezáporná č́ısla a, b, c s vlastnost́ı
a ≤ b+ c plat́ı

a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
; (2.1)

toto lze ověřit (proved’te) vynásobeńım součinem jmenovatel̊u a následným roznásobeńım./
Jako cvičeńı ukažte, že množiny (se zavedenou konkrétńı strukturou) uvažované v

následuj́ıćıch př́ıkladech jsou skutečně metrické prostory. Ukažte toto předevš́ım pro uve-/
dené prostory konečných i nekonečných posloupnost́ı a prostory funkćı. Ty totiž budou
hrát v našem kurzu velmi d̊uležitou úlohu.

Př́ıklad 2.3 (Diskrétńı metrický prostor). Na každé množině M 6= ∅ je možné zavést tzv.
diskrétńı metriku %D předpisem

%D(x, y) :=

{
0, x = y,

1, x 6= y.
(2.2)

Dvojice (M,%D) se potom nazývá diskrétńı (či triviálńı) metrický prostor.
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Př́ıklad 2.4 (Metriky na Rn, eukleidovský prostor). Pro dané n ∈ N necht’ M := Rn a
necht’ p ∈ [1,∞) je pevné reálné č́ıslo. Funkce

%p(x, y) :=

(
n∑
k=1

|xk − yk|p
) 1

p

, x := (x1, . . . , xn), y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn, (2.3)

je potom metrikou na množině M a dvojice (M,%p) je metrický prostor. Trojúhelńıková
nerovnost plyne z Minkowského nerovnosti (viz Věta 9.3). Speciálně, pro p = 1 obdrž́ıme
tzv. součtovou metriku

%1(x, y) =
n∑
k=1

|xk − yk|, x := (x1, . . . , xn), y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn. (2.4)

V př́ıpadě p = 2 dostávame tzv. eukleidovskou metriku %2, tj.

%2(x, y) :=

√√√√ n∑
k=1

|xk − yk|2, x := (x1, . . . , xn), y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn, (2.5)

Metrický prostor (M,%2) nazýváme eukleidovský prostor a označujeme jej jako En. Daľśı
d̊uležitou metrikou na množině M je tzv. maximálńı metrika (či maximová metrika) %∞
definovaná předpisem

%∞(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk|, x := (x1, . . . , xn), y := (y1, . . . , yn) ∈ Rn. (2.6)

Poznamenejme, že v př́ıpadě n = 1 všechny metriky %p(x, y), p ∈ [1,∞), a %∞ splývaj́ı,
přičemž pro každé x, y ∈ R plat́ı

%p(x, y) = %∞(x, y) = |x− y|. (2.7)

Pro n = 2 se součtové metrice %1 v (2.4) ř́ıká též taxikářská (proč asi?) či manhattanská. /
Na množině M = R2 lze zavést i tzv. pampelǐskovou či hvězdicovou metriku %? předpisem

%?(x, y) :=


√
x2

1 + x2
2 +

√
y2

1 + y2
2, jestliže body x = [x1, x2], y = [y1, y2]

lež́ı na r̊uzných polopř́ımkách
vycházej́ıćıch z bodu [0, 0]√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, v opačném př́ıpadě.

Tato metrika nás může zaj́ımat např. ve městě, kde ulice vycházej́ı paprskovitě z jednoho
mı́sta a nejsou navzájem pospojovány.

Cvičeńı 2.5. Inspirujte se předchoźım př́ıkladem a sestrojte nějakou
”
rozumnou“ metriku

na množině všech matic typu m× n.
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Př́ıklad 2.6 (Metriky na množině posloupnost́ı). Pro dané reálné č́ıslo p ∈ [1,∞) uvažujme
následuj́ıćı množinu

M :=

{
x = {xk}∞k=1 ⊂ R,

∞∑
k=1

|xk|p <∞

}
, (2.8)

tj. množinu reálných posloupnost́ı {xk}, pro které je řada
∑
|xk|p konvergentńı. Zobrazeńı

%p : M ×M → [0,∞) definované předpisem

%p(x, y) :=

(
∞∑
k=1

|xk − yk|p
) 1

p

, x = {xk}, y = {yk} ∈M, (2.9)

je potom metrikou na množině M . Trojúhelńıková nerovnost plyne z Minkowského nerov-
nosti (viz Věta 9.3). Metrický prostor (M,%p) se standardně označuje symbolem `p. Kromě
M v (2.8) maj́ı významné postaveńı i množiny

N := {x = {xk}∞k=1 ⊂ R, {xk} je ohraničená} , (2.10)

Ñ := {x = {xk}∞k=1 ⊂ R, {xk} konverguje} , (2.11)

Ñ0 :=
{
x = {xk}∞k=1 ⊂ R, lim

k→∞
xk = 0

}
, (2.12)

na kterých lze zavést metriku % ve tvaru

%(x, y) = sup
k∈N
|xk − yk|, x = {xk}, y = {yk}. (2.13)

Pro odpov́ıdaj́ıćı metrické prostory (N, %), resp. (Ñ , %), resp. (Ñ0, %) se v literatuře použ́ıvá
označeńı `∞, resp. c, resp. c0.

Př́ıklad 2.7 (Ještě jedna metrika na množině posloupnost́ı). Necht’ s je množina posloup-
nost́ı reálných č́ısel. Pro každé dva jej́ı elementy x = {xk}, y = {yk} položme

%(x, y) :=
∞∑
k=1

2−k
|xk − yk|

1 + |xk − yk|
.

Potom % je metrika na s. Poznamenejme, že řada vpravo konverguje (najděte jej́ı konver-/
gentńı majorantu) a trojúhelńıkovou nerovnost lze ověřit pomoćı (2.1). Jak uvid́ıme v
kapitole o normovaných lineárńıch prostorech, zaj́ımavou vlastnost́ı této metriky je, že
neńı generována žádnou normou.

Př́ıklad 2.8 (Metriky na množině ohraničených resp. spojitých funkćı). Necht’ I je ne-
degenerovaný reálný interval. Symbolem B(I) budeme označovat množinu všech reálných
(př́ıp. komplexńıch) funkćı, které jsou ohraničené na I; použ́ıvá se též označeńı B(I,R),
resp. B(I,C). Zobrazeńı %B definované předpisem

%B(f, g) := sup
x∈I
|f(x)− g(x)|, f, g ∈ B(I), (2.14)
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je metrika na množině B(I), tuto metriku označujeme též jako %∞; někdy hovoř́ıme o tzv.
suprémové metrice. V př́ıpadě uzavřeného intervalu I, tj. I = [a, b] pro nějaké a, b ∈ R, a <
b, označme výrazem C[a, b] (př́ıp. C([a, b])) množinu všech reálných (př́ıp. komplexńıch)
funkćı, které jsou spojité na [a, b]. Na této množině je možné uvažovat např. metriky %C a
%I s předpisy

%C(f, g) := max
x∈[a,b]

|f(x)− g(x)|, (2.15)

%I(f, g) :=

∫ b

a

|f(x)− g(x)| dx, (2.16)

pro každé f, g ∈ C[a, b]. Metrika %C (ozn. též jako %∞) se standardně označuje pojmem
metrika stejnoměrné konvergence (později uvid́ıme proč), kdežto pro metriku %I se použ́ıvá
př́ıvlastek integrálńı (použ́ıvá se též označeńı %1). Na C[a, b] lze též obecněji uvažovat
metriku

%p(f, g) :=

(∫ b

a

|f(x)− g(x)|p dx

)1/p

pro p ∈ [1,∞); označujeme ji jako Lp-metriku (později uvid́ıme proč). Trojúhelńıková
nerovnost plyne z Minkowského nerovnosti (viz Věta 9.3).

Cvičeńı 2.9. Necht’ R[a, b] (ozn. též R([a, b])) je množina Riemannovsky integrovatelných
funkćı na intervalu [a, b]. Zd̊uvodněte, proč (R[a, b], %I) neńı metrický prostor. Ve skutečnosti /
jde o tzv. pseudometrický prostor, viz Sekce 8.1.

Poznámka 2.10. (i) V př́ı̌st́ı kapitole (a to v kontextu normovaných lineárńıch prostor̊u)
zavedeme tzv. Lebesgueovy prostory (prostory Lebesgueovsky integrovatelných funkćı),
ozn. Lp, které jsou i metrickými prostory a to s výše zmı́něnou Lp-metrikou. Zde se uvažuje
nejen p ∈ [1,∞), ale i p =∞, kde metrika je v jistém smyslu analogická metrice %B.

(ii) Čtenář možná zaznamenal, že jak Lp-metrika, tak i metrika (2.9) na množině posloup-
nost́ı (či na Rn) jsou označovány stejně, totiž %p. Tato shoda v označeńı dává dobrý smysl,
nebot’ – jak později uvid́ıme – diskrétńı př́ıpad (tj. `p) má v jistých ohledech velmi bĺızko
Lp-prostoru, přesněji, je v jistém smyslu jeho speciálńım př́ıpadem.

(iii) Označeńı %∞, resp. `∞, resp. L∞ maj́ı sv̊uj d̊uvod. Lze je totiž chápat jako limitńı
př́ıpady (pro p → ∞) objekt̊u %p, resp. `p, resp. Lp, viz Poznámka 3.27, kde je tento fakt
diskutován v kontextu normovaných lineárńıch prostor̊u a Lebesgueových prostor̊u. V tento
moment ukažte, že limp→∞ %p(x, y) = %∞(x, y) plat́ı alespoň ve speciálńım př́ıpadě prostoru /
R2; mělo by k tomu stačit L’Hospitalovo pravidlo.

Př́ıklad 2.11 (Metrika na množině slov). Necht’ M je množina všech slov skládaj́ıćıch se
z n ṕısmen; nepřihĺıž́ıme nyńı k tomu, zda dané slovo má nebo nemá význam v českém
jazyce. Vzdálenost́ı dvou slov A,B je počet pozic, na kteých maj́ı tato slova r̊uzná ṕısmena.
Např. pro n = 5 je % (mladý, slabý) = 2. Tato funkce je pak metrikou. Prostory tohoto
typu maj́ı široké použit́ı v chemii a biologii.
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Př́ıklad 2.12 (Baire̊uv metrický prostor). Necht’ M je množina posloupnost́ı, x = {xk},
y = {yk} jej́ı dva elementy. Definujme

%(x, y) =

{
1/ξ kde ξ je nejmenš́ı index takový, že xξ 6= yξ pro x 6= y,

0 pro x = y.

Potom (M,%) je metrický prostor.

Př́ıklad 2.13 (Jaccardova metrika). Necht’ S je libovolná konečná neprázdná množina.
Necht’ M := P(S), kde P(S) je množina všech podmnožin množiny S (potenčńı množina
množiny S). Zobrazeńı % : M ×M → N0 definované předpisem

%(A,B) := |A∆B|, A,B ∈M, (2.17)

potom dává metriku na množině M . Připomeňme, že symbol ∆ označuje symetrický rozd́ıl
množin, tj.

A∆B := (A ∪B) \ (A ∩B) = (A \B) ∪ (B \ A), (2.18)

a | · | označuje mohutnost dané množiny. Platnost axiomu (M3) v definici metrického
prostoru vyplývá z inkluze

A∆B ⊆ (A∆C) ∪ (C ∆B), A,B,C ∈M. (2.19)

Poznamenejme, že mı́sto metriky % zavedené v (2.17) se častěji použ́ıvá tzv. Jaccardova
metrika δ daná vztahem

δ(A,B) :=
|A∆B|
|A ∪B|

, A,B ∈M. (2.20)

Metrika δ nacháźı, kromě jiných aplikaćı, uplatněńı ve statistice a botanice. Zájemci jistě
uspěj́ı, pokud budou hledat např. podle kĺıčového souslov́ı ‘Jaccard index’ či např. ‘diverzita
společenstev’.

Daľśı základńı pojmy

Definice 2.14 (Vnořeńı metrických prostor̊u). Necht’ (M,%) je metrický prostor a N ⊆M .
Definujeme-li na N metriku σ jako σ(x, y) = %(x, y) pro každé x, y ∈ N , pak ř́ıkáme, že
metrický prostor (N, σ) je vnořen do prostoru (M,%) a metrika σ je indukovaná metrikou
%. Metrický prostor (N, σ) s výše uvedenými vlastnostmi se nazývá podprostor metrického
prostoru (M,%).

Př́ıklad 2.15. Metrický prostor (C[a, b], %C) je vnořený do metrického prostoru (B[a, b], %B).
Skutečně, d́ıky prvńı Weierstrassově větě máme C[a, b] ⊆ B[a, b], zat́ımco druhá Weier-
strassova věta zaručuje %B(f, g) = %C(f, g) pro každé f, g ∈ C[a, b]. Promyslete si detaily./
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Př́ıklad 2.16. Metrika %2 v eukleidovském prostoru E3 zavedeném v Př́ıkladu 2.4 indukuje
na jednotkové kulové ploše M := S([0, 0, 0], 1) ⊆ R3 (viz Definice 2.26) metriku σ, tj./

σ(x, y) = %2(x, y)
(2.5)
=
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2

pro každé dva body x = [x1, x2, x3] a y = [y1, y2, y3] množiny M . Metrický prostor (M,σ)
je tedy vnořený do eukleidovského prostoru E3. Poznamenejme, že indukovaná metrika σ
prakticky odpov́ıdá prokopáńı nejkratš́ıho tunelu mezi body na kulové ploše M .

Intuitivně celkem zřejmé pojmy vzdálenosti mezi množinami, pr̊uměru množiny a ome-
zenosti množiny v metrickém prostoru zavedeme takto:

Definice 2.17 (Vzdálenost a pr̊uměr množin). Necht’ (M,%) je metrický prostor a A,B ⊆
M jsou neprázdné množiny. Definujme

%(A,B) := inf{%(x, y), x ∈ A, y ∈ B}, (2.21)

d(A) := sup{%(x, y), x, y ∈ A}. (2.22)

Č́ıslo %(A,B) (ozn. se též jako dist (A,B)) se nazývá vzdálenost množin A a B v metrickém
prostoru (M,%), zat́ımco d(A) (ozn. též diam (A)) je tzv. pr̊uměr množiny A v (M,%).
Jestliže d(A) < ∞, pak ř́ıkáme, že množina A je omezená v metrickém prostoru (M,%).
Je-li alespoň jedna z množin prázdná, je jejich vzdálenost ∞. Za pr̊uměr prázdné množiny
bereme nulu. Je-li jedna z množin jednobodová, např. A = {x}, pak mı́sto %({x}, B) často
ṕı̌seme krátce %(x,B).

Př́ıklad 2.18. Najděme pr̊uměr množiny A := {fn(x) = xn, x ∈ [0, 1], n ∈ N} ⊆
C[0, 1] vzhledem k metrice stejnoměrné konvergence %C . Ukážeme, že d(A) = 1. S pomoćı
vhodného obrázku lehce zjist́ıme, že pro libovolné dvě funkce fn, fm ∈ A je |fn(x)−fm(x)| ≤
1 pro každé x ∈ [0, 1]. Podle (2.15) potom %C(fn, fm) ≤ 1, což následně v souladu s (2.22)
implikuje nerovnost d(A) ≤ 1. Pro n ≥ 2 nyńı stanov́ıme vzdálenost funkćı f1 a fn v
metrickém prostoru (C[0, 1], %C), tj.

%C(f1, fn)
(2.15)
= max

x∈[0,1]
|f1(x)− fn(x)| = max

x∈[0,1]
|x− xn|. (2.23)

Poněvadž x − xn ≥ 0 pro každé x ∈ [0, 1], hledáme globálńı maximum výrazu x − xn na
intervalu [0, 1]. Standardńımi metodami matematické analýzy zjist́ıme, že toto maximum

je nabyto pro x =
(

1
n

) 1
n−1 a tedy podle (2.23) dostáváme

ρC(f1, fn) =

(
1

n

) 1
n−1

−
(

1

n

) n
n−1

pro každé n ∈ N \ {1}. (2.24)

Podle (2.22) v Definici 2.17 je však hledaný pr̊uměr d(A) ≥ ρC(f1, fn) pro každé n ≥ 2.
Limitńım přechodem v této nerovnosti pro n→∞ dostáváme

d(A) ≥ lim
n→∞

ρC(f1, fn) = lim
n→∞

[(
1

n

) 1
n−1

−
(

1

n

) n
n−1

]
= 1, a tedy d(A) = 1.
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Cvičeńı 2.19. (i) Necht’ A = {[0, 1]} a B je př́ımka y = −x v M = R2. Určete vzdálenost
množin A,B vzhledem k metrikám %2, %∞, %1./
(ii) Stanovte pr̊uměr reálné osy R v metrickém prostoru (R, %) s metrikou % tvaru

%(x, y) :=
|x− y|

1 + |x− y|
, x, y ∈ R. (2.25)

Izometrie

Jednoduchým př́ıkladem zobrazeńı, se kterým se setkáváme už ve středoškolské matema-
tice, je zobrazeńı mezi eukleidovskými prostory zachovávaj́ıćı vzdálenost bod̊u. Zde je jeho
zobecněńı pro libovolné metrické prostory.

Definice 2.20 (Izometrické zobrazeńı). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory.
Zobrazeńı f : N →M splňuj́ıćı

σ(x, y) = %(f(x), f(y)) pro každé x, y ∈ N

se nazývá izometrické zobrazeńı. V př́ıpadě, že f je surjektivńı zobrazeńı, označujeme jej
pojmem izometrie a o metrických prostorech (N, σ) a (M,%) pak ř́ıkáme, že jsou izomet-
rické.

Poznámka 2.21. (i) Př́ımo z Definice 2.20 vyplývá, že každé izometrické zobrazeńı f mezi
metrickými prostory (N, σ) a (M,%) je nutně injektivńı; dokažte tento fakt. Pokud f je/
nav́ıc i surjektivńı, existuje k němu inverzńı zobrazeńı f−1 : M → N , které je též izome-
trické. Proto pomoćı izometrických zobrazeńı lze objekty zkonstruované v jedné metrice
přenášet do druhé metriky; viz i Poznámku 2.25. Poznamenejme též, že skutečnost, že
izometrické zobrazeńı f je vždy injektivńı, umožňuje zobecnit pojem vnořeńı metrických
prostor̊u zavedený v Definici 2.14. Přesněji, ř́ıkáme, že metrický prostor (N, σ) v Defi-
nici 2.20 je (izometricky) vnořený do metrického prostoru (M,%). Je zřejmé, že v tomto
pojet́ı je v Definici 2.14 metrický prostor (N, σ) vnořený do prostoru (M,%) prostřednictv́ım
identického zobrazeńı f(x) = x pro každé x ∈ N .

(ii) Někde v literatuře se př́ımo v definici izometrického zobrazeńı předpokládá, že je
surjekćı.

Př́ıklad 2.22. Eukleidovský prostor E := E1 je možné izometricky vnořit do každého z
metrických prostor̊u (R2, %1), E2 a (R2, ρ∞). Funkce f : R→ R2 definovaná jako

f(x) := (x, 0), x ∈ R,

je totiž izometrické zobrazeńı vzhledem ke všem třem metrikám %1, %2 a %∞ na R2, jak se
lze snadno přesvědčit.

Cvičeńı 2.23. (i) Necht’ M = C[−1, 1] a definujme zobrazeńı F : M → M předpisem
F (f)(x) := f(−x) pro každé f ∈ M a x ∈ [−1, 1]. Dokažte, že F je izometrie každého z
prostor̊u (M,%C), (M,%I) do sebe./
(ii) Ukažte, že Gaussova rovina C je izometrická s R2.
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Poznámka 2.24. Je-li f prosté zobrazeńı množiny M do metrického prostoru (N, σ), lze
jednoduše z M vytvořit metrický prostor tak, aby f byla izometrie mezi (M,%) a (f(M), σ);
stač́ı definovat na M metriku % předpisem

%(x, y) := σ(f(x), f(y)), x, y ∈M.

Toto je jedna z cest, pomoćı ńıž lze definovat daľśı metrické prostory.

Poznámka 2.25 (Metrické pojmy, resp. vlastnosti). Pojmy invariantńı v̊uči izometric-
kým zobrazeńım se nazývaj́ı metrické. Jsou-li (M,%), (N, σ) izometrické prostory, maj́ı
metrické pojmy v obou prostorech v podstatě zcela analogické vlastnosti. Každému výroku
(definici, větě) v M odpov́ıdá analogický výrok (definice, věta) v N . Znamená to např́ıklad,
že některá tvrzeńı stač́ı dokázat v jednom prostoru a do ostatńıch, s ńım izometrických, se
izometríı

”
přenesou“. Vzhledem k tak velké podobnosti izometrických prostor̊u se někdy

ř́ıká, že jde o tentýž prostor s jiným označeńım bod̊u (srv. C a R2). Viz také Poznámka 2.90.

2.2 Klasifikace bod̊u a některé význačné množiny v

metrických prostorech

Klasifikace bod̊u vzhledem k množině, otevřené a uzavřené mno-
žiny

Důležitou roli v teorii hraj́ı mj. otevřené a uzavřené množiny, které lze chápat jako zo-
becněńı otevřených a uzavřených interval̊u v E1. Začněme však se speciálněǰśım pojmem,
totiž s otevřenými a uzavřenými koulemi. Později pak zavedeme tzv. husté množiny a
separabilńı prostory a uvid́ıme jejich d̊uležitost.

Definice 2.26 (Otevřené a uzavřené koule, okoĺı, sféra). Necht’ (M,%) je metrický prostor
a necht’ x0 ∈ M a r ∈ R+ jsou dané. Otevřenou, resp. uzavřenou kouĺı se středem v bodě
x0 a poloměrem r rozumı́me množinu

B(x0, r) := {x ∈M, %(x, x0) < r}, resp. B[x0, r] := {x ∈M, %(x, x0) ≤ r}.

Někdy se uzavřená koule označuje jako K(x0, r). Bude-li nutno vyjádřit závislost na met-
rice, budeme psát B%(x0, r) apod. Přirozeným zp̊usobem zavád́ıme i pojem sféry se středem
v bodě x0 a poloměrem r, totiž jako množinu

S(x0, r) := {x ∈M, %(x, x0) = r}.

Pro B(x0, ε) se použ́ıvá i označeńı Oε(x0) a pojmenováńı ε-okoĺı bodu x0. V literatuře
bývá (v souladu s topologickou definićı) pojem okoĺı bodu zaveden jako libovolná otevřená
množina obsahuj́ıćı tento bod; pojem otevřené množiny vyjasńıme zanedlouho. Okoĺım
bodu x0 lze též nazvat podmnožinu O ⊆M (obvykle otevřenou) takovou, že nějaká koule
B(x0, r) je podmnožinou O. Tyto př́ıstupy k zavedeńı okoĺı však dávaj́ı v jistém smyslu
ekvivalentńı pojmy.
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Cvičeńı 2.27. Jak vypadaj́ı otevřené a uzavřené koule v diskrétńım metrickém prostoru?
Jaký tvar má koule v (R2, %∞)? /

Následuj́ıćı definici lze chápat jako jistou klasifikaci bod̊u metrického prostoru vzhledem
k množině. V literatuře lze nalézt i alternativńı definice některých pojmů, což je celkem
přirozené vzhledem k existenci ekvivalentńıch charakteristik, viz též ńıže.

Definice 2.28. Necht’ (M,%) je metrický prostor, N ⊆M podmnožina a x0 ∈M bod.

(i) Bod x0 se nazývá bodem uzávěru množiny N , pokud pro každé ε > 0 plat́ı Oε(x0) ∩
N 6= ∅. Množina všech bod̊u uzávěru množiny N se nazývá uzávěr množiny N a
znač́ı se N (někdy též clN).

(ii) Bod x0 se nazývá hraničńım bodem množiny N , pokud pro každé ε > 0 plat́ı Oε(x0)∩
N 6= ∅ i Oε(x0)∩ (M \N) 6= ∅. Množina všech hraničńıch bod̊u množiny N se nazývá
hranice množiny N a znač́ı se h(N) (někdy též ∂N , či frN – frontier).

(iii) Bod x0 se nazývá hromadným bodem množiny N , pokud pro každé ε > 0 množina
Oε(x0) obsahuje nekonečně mnoho bod̊u z N . Množina všech hromadných bod̊u
množiny N se nazývá derivace množiny N a znač́ı se N ′.

(iv) Bod x0 se nazývá vnitřńım bodem množiny N , pokud existuje ε > 0 tak, že Oε(x0) ⊆
N . Množina všech vnitřńıch bod̊u množiny N se nazývá vnitřek množiny N a znač́ı
se N o (někdy též intN – interior).

(v) Bod x0 se nazývá izolovaným bodem množinyN , pokud existuje ε > 0 tak, žeOε(x0)∩
N = {x0}. Množina všech izolovaných bod̊u množiny N se nazývá adherence množiny
N .

Zde jsou některé vybrané vlastnosti právě zavedených pojmů.

Věta 2.29. Necht’ (M,%) je metrický prostor a A,B ⊆M podmnožiny.

(i) ∅ = ∅, ∅o = ∅, M = M, M o = M .

(ii) A ⊆ A, A = A, Ao ⊆ A, (Ao)o = Ao.

(iii) Jestlǐze A ⊆ B, potom A ⊆ B.

(iv) A ∪B = A ∪B, (A ∩B)o = Ao ∩Bo.

(v) ∂(A) = A ∩M \ A, ∂(A) = A \ Ao.

(vi) ∂(∂A(∂A)) = ∂A(∂A) ⊆ ∂A.

Cvičeńı 2.30. (i) Dokažte vlastnost (iii) z předchoźı věty s využit́ım (2.26)./
(ii) Ukažte, že A = A ∪ A′.
(iii) Plat́ı A ∩B = A ∩B? Plat́ı (A ∪B)o = Ao ∪Bo?

(iv) Necht’ A = [0, 1) ∩Q v E1. Určete Ao, h(A), A,A′.
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Poznámka 2.31. (i) Všimněme si, že body metrického prostoru (M,%), kde N ⊆M , jsou
vzhledem k N vlastně troj́ıho druhu: body z N o (vnitřńı body), body z (M \N)o (

”
vněǰśı“

body) a ostatńı (tj. hraničńı body). Tyto tři množiny (jsou-li neprázdné) tvoř́ı rozklad na
M .

(ii) Každý bod uzávěru množiny N je bud’ hromadným nebo izolovaným bodem této
množiny. Z toho plyne, že se uzávěr N skládá z bod̊u tř́ı typ̊u. Jsou to: izolované body
množiny N ; hromadné body množiny N , které patř́ı do množiny N ; hromadné body
množiny N , které nepatř́ı do množiny N .

Poznámka 2.32. Necht’ (M,%) je metrický prostor a N ⊆ M podmnožina. Př́ımo z De-
finice 2.28-(i) a rovnosti (2.21) vyplývá, že uzávěr N lze ekvivalentně charakterizovat ve
tvaru

N = {x ∈M, %(x,N) = 0}. (2.26)

Zmiňme dále, že podle Definice 2.28 každý hraničńı bod množiny N , jakož i každý hro-
madný bod N , je zároveň bodem uzávěru množiny N .

Nyńı zavedeme pojem otevřené a uzavřené množiny v metrickém prostoru. Pozname-
nejme, že — podobně jako pro mnohé daľśı př́ıpady — v literatuře lze narazit i na odlǐsné
(avšak ekvivalentńı) definice těchto pojmů, které však mohou být takto vysloveny d́ıky
jistým existuj́ıćım vztah̊um. Tyto vztahy zmı́ńıme dále v textu.

Definice 2.33 (Otevřená a uzavřená množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor a N ⊆M
podmnožina. Množina N se nazývá otevřená (v metrickém prostoru (M,ρ)), jestliže N =
N o, tj. každý bod množiny N je jej́ım vnitřńım bodem. Množina N se nazývá uzavřená (v
metrickém prostoru (M,%)), jestliže N = N , tj. každý bod uzávěru množiny N patř́ı do
N . Množinám, které jsou současně otevřené i uzavřené, se někdy ř́ıká obojetné.

Poznámka 2.34. V obecném metrickém prostoru (M,%) je každá jeho konečná podmnožina
N uzavřená v (M,%). Nav́ıc každé x ∈ N je izolovaným bodem množiny N .

Poznámka 2.35. (i) Z vlastnosti (ii) Věty 2.29 zřejmě plyne, že Ao je vždy otevřená a A
je vždy uzavřená.

(ii) Lze ukázat, že množina Ao je největš́ı (ve smyslu inkluze) otevřenou podmnožinou
množiny A. Množina A je nejmenš́ı (ve smyslu inkluze) uzavřenou nadmnožinou množiny
A.

(iii) V každém metrickém prostoru (M,%) jsou M a ∅ zároveň otevřené i uzavřené, nebot’

každá z nich je uzavřená a jedna je komplementem druhé, viz Věta 2.37.

Př́ıklad 2.36. (i) Jak lze očekávat, pro každé x0 ∈ M a r > 0 je otevřená koule B(x0, r)
otevřenou množinou v (M,%). Skutečně, necht’ x ∈ B(x0, r) a položme ε := r − %(x0, x).
Potom podle Definice 2.26 plat́ı ε > 0. Uvažujme okoĺı Oε(x) bodu x. Potom pro y ∈ Oε(x)
plat́ı

%(x0, y) ≤ %(x0, x) + %(x, y) < %(x0, x) + ε = r,
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a tedy y ∈ B(x0, r). Proto Oε(x) ⊆ B(x0, r), a tedy podle Definice 2.28-(iv) je x vnitřńım
bodem množiny B(x0, r). A poněvadž bod x ∈ B(x0, r) byl vybraný libovolně, v souladu
s Definićı 2.33 to znamená, že B(x0, r) je otevřená množina v (M,%). Později uvid́ıme, že
d̊ukaz uvedeného faktu lze provést i jinak, a to pomoćı konvergentńıch posloupnost́ı.

Dále plat́ı, že uzavřená koule B[x0, r] je uzavřenou množinou v (M,%). Poznamenejme,
že vždy plat́ı inkluze B(x0, r) ⊆ B[x0, r]. Avšak pozor: obecně neplat́ı(!) rovnost B(x0, r) =
B[x0, r]. Prozkoumejte v této souvislosti diskrétńı metrický prostor obsahuj́ıćı aspoň dva/
prvky a vezměte r = 1.

(ii) Množina {f ∈ C[a, b] : %C(f, 0) < 1} je otevřená v metrickém prostoru (C[a, b], %C).

Následuj́ıćı věta nám dává možnost charakterizace otevřené množiny pomoćı uzavřené
a naopak; někdy se už́ıvá př́ımo v definici.

Věta 2.37. Necht’ (M,%) je metrický prostor a N ⊆M . Potom množina N je otevřená v
(M,%) právě tehdy, když M \N je uzavřená v (M,%). Podobně, množina N je uzavřená v
(M,%) právě tehdy, když M \N je otevřená v (M,%).

D̊ukaz. Přenecháváme jako cvičeńı./
Poznámka 2.38. Struktura otevřených a uzavřených množin v nějakém metrickém pro-
storu může být velmi složitá. To plat́ı i pro otevřené a uzavřené množiny eukleidovského
prostoru o dvou nebo v́ıce dimenźıch. Avšak u jednorozměrného eukleidovského prostoru
(tj. u reálné osy) nečińı vyčerpávaj́ıćı popis obt́ıže. Plat́ı totiž (viz např. [28]):

Každá otevřená množina v reálné ose je disjunktńı sjednoceńı konečného počtu nebo
spočetně mnoha otevřených interval̊u.

Vzhledem k Větě 2.37 pak každou uzavřenou množinu v reálné ose dostaneme tak, že
z reálné osy vypust́ıme konečný počet nebo spočetně mnoho otevřených interval̊u.

Př́ıklad 2.39. V diskrétńım metrickém prostoru je každá množina současně uzavřená
a otevřená. Proč? Které množiny v prostoru En jsou obojetné? Zaj́ımavým př́ıkladem/
uzavřené množiny v E1 je Cantorovo diskontinuum.

Př́ıklad 2.40. V Př́ıkladu 2.6 jsme zavedli metrické prostory `∞, c a c0. Plat́ı, že c a c0

jsou uzavřené metrické podprostory v prostoru `∞.

Věta 2.41. Necht’ (M,%) je metrický prostor.

(i) Pr̊unik konečného počtu otevřených množin v (M,%) a sjednoceńı libovolného počtu
otevřených množin v (M,%) je opět množina otevřená

(ii) Sjednoceńı konečného počtu uzavřených množin v (M,%) a pr̊unik libovolného počtu
uzavřených množin v (M,%) je opět množina uzavřená.

D̊ukaz. Pokuste se o d̊ukaz sami. Začněte např. část́ı (ii), využijte Větu 2.29. V d̊ukazu/
části (i) se mohou hodit de Morganova pravidla a Věta 2.37.

Cvičeńı 2.42. Na vhodných př́ıkladech ukažte, že pr̊unik nekonečného počtu otevřených
množin nemuśı být otevřená množina a sjednoceńı nekonečného počtu uzavřených množin
nemuśı být uzavřená množina./
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Husté a ř́ıdké množiny, separabilńı prostory

Nyńı zavedeme daľśı d̊uležité typy množin v metrickém prostoru.

Definice 2.43 (Hustá množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor a A,B ⊆ M podmno-
žiny. Ř́ıkáme, že množina B je hustá v množině (metrickém podprostoru) (A, %), pokud
plat́ı A ⊆ B. Speciálně množina B se nazývá hustá v metrickém prostoru (M,%), pokud
plat́ı B = M .

Poznámka 2.44. Hustotu množiny B v prostoru M lze ekvivalentně charakterizovat ná-
sledovně: Pro každé ε > 0 a každé x ∈M existuje a ∈ B takové, že %(x, a) < ε. Pokuste se /
dokázat tento jednoduchý a užitečný fakt.

Cvičeńı 2.45. Nalezněte dvě r̊uzné množiny, které jsou husté v E1, přičemž aspoň jedna
z nich má mohutnost menš́ı než mohutnost kontinua. /
Definice 2.46 (Ř́ıdká množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor a N ⊆M podmnožina.
Množina N se nazývá ř́ıdká v metrickém prostoru (M,%), pokud neexistuje otevřená koule
v M , v ńıž by množina N byla hustá.

Poznámka 2.47. (i) Ř́ıdkost množiny N v prostoru M lze ekvivalentně charakterizovat
následovně: každá otevřená koule B ⊆M obsahuje otevřenou kouli C ⊆ B tak, že N ∩C =
∅.
(ii) Jinou charakterizaćı ř́ıdkosti množiny N v prostoru M je, že vnitřek jej́ıho uzávěru
je prázdný. Konečně, ekvivalentně lze vyjádřit, že N je ř́ıdká v prostoru M , právě když
M \N je (otevřená) hustá.

Př́ıklad 2.48. Množina celých č́ısel je ř́ıdká v E1. Daľśım př́ıkladem ř́ıdké množiny může
být např́ıklad Cantorovo diskontinuum, které je nav́ıc nespočetné. Naopak ř́ıdkou množinou
neńı množina racionálńıch č́ısel na reálné př́ımce (nebot’ doplňkem jej́ıho uzávěru je prázdná
množina), ačkoliv uzávěr vnitřku racionálńıch č́ısel je také prázdná množina.

Definice 2.49 (Separabilńı metrický prostor). Metrický prostor (M,%) se nazývá separa-
bilńı, jestliže existuje nejvýše spočetná podmnožina N ⊆M , která je hustá v (M,%).

Důležitost separability a hustých podmnožin v metrických prostorech je demonstrována
v následuj́ıćım př́ıkladě. Oceńıme ji zejména v teorii aproximace (potažmo v numerické
analýze). Totiž např. z hustoty množiny racionálńıch č́ısel v prostoru reálných č́ısel plyne,
že každé reálné č́ıslo lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat racionálńımi č́ısly. Z hustoty
množiny polynomů v prostoru spojitých funkćı plyne, že každou spojitou funkci můžeme
na daném uzavřeném intervalu s libovolnou přesnost́ı aproximovat vhodným polynomem.

Př́ıklad 2.50 (Separabilita prostoru spojitých funkćı). Pro libovolné a, b ∈ R, a < b, je me-
trický prostor (C[a, b], %C) separabilńı. Tento významný výsledek vyplývá z Weierstrassovy
věty o aproximaci spojitých funkćı, podle které je množina P všech polynomů s reálnými
koeficienty hustá v metrickém prostoru (C[a, b], %C); přesněji plat́ı, že jsou-li f ∈ C[a, b] a
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ε > 0 libovolné, existuje polynom R(x) takový, že maxx∈[a,b] |f(x)− R(x)| < ε, pro d̊ukaz
viz např. [25]. Podle Definice 2.43 tedy plat́ı C[a, b] = P . Z vlastnost́ı množiny reálnych
č́ısel R dále v́ıme, že množina všech racionálńıch č́ısel Q je hustá v metrickém prostoru
E. To znamená, že množina Q všech polynomů s racionálńımi koeficienty je hustá v P ,
tj. plat́ı P ⊆ Q opět podle Definice 2.43. Nav́ıc, vzhledem k faktu, že zřejmě Q ⊆ P , v
souladu s Větou 2.29-(ii),(iii) máme P = Q. V d̊usledku toho C[a, b] = Q, což ukazuje, že
množina Q je hustá v metrickém prostoru (C[a, b], %C). A poněvadž množina Q je spočetná
(d́ıky spočetnosti množiny Q), je (C[a, b], %C) ve shodě s Definićı 2.49 separabilńı metrický
prostor. Jinou možnost́ı d̊ukazu separability prostoru (C[a, b], %C) je sestrojeńı množiny
spojitých po částech lineárńıch funkćı, které nabývaj́ı v uzlových bodech racionálńıch hod-
not. Tato množina je spočetná a d́ıky stejnoměrné spojitosti funkćı z C[a, b] lze ukázat,
že je hustá v C[a, b]. Alternativně lze též využ́ıt spočetné ε-ové śıtě (viz Cvičeńı 2.162) a
stejnoměrné spojitosti (která je implikována spojitost́ı funkce na omezeném a uzavřeném
intervalu). Nakonec poznamenejme, že prostor spojitých omezených funkćı na intervalu I
se supremovou metrikou je separabilńı, právě když interval I je omezený a uzavřený.

Cvičeńı 2.51 (Separabilita diskrétńıho prostoru). Udejte nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku
pro to, aby byl separabilńı diskrétńı metrický prostor./
Př́ıklad 2.52 (Separabilita `p prostor̊u). Pro každou reálnou hodnotu p ≥ 1 je metrický
prostor `p zavedený v Př́ıkladu 2.6 separabilńı, přičemž jeho př́ıslušná spočetná hustá
podmnožina je např́ıklad

N = {{xk}∞k=1 ⊆ Q, xk 6= 0 pouze pro konečně mnoho index̊u k ∈ N} . (2.27)

Podstatnou úlohu zde hraje skutečnost, že množina Q je spočetná a hustá v metrickém
prostoru E. Doplňte detaily např. pro př́ıpad p = 2. Mj. si uvědomte, že konvergence řady/ ∑∞

k=1 x
2
k implikuje limn→∞

∑∞
k=n x

2
k = 0.

Pro zjǐstěńı neseparability můžeme využ́ıt následuj́ıćı kritérium.

Věta 2.53. Necht’ (M,%) je metrický prostor. Jestlǐze existuje δ > 0 a nespočetná množina
N ⊆M taková, že %(x, y) > δ pro každé x, y ∈ N , x 6= y, pak (M,%) neńı separabilńı.

D̊ukaz. Necht’ A je libovolná hustá podmnožina v M . Podle Poznámky 2.44 to znamená,
že ke každému x ∈ M a každému ε > 0, zejména k ε = δ/2, existuje a ∈ A takové, že
%(a, x) < ε. Protože N ⊆ M , totéž tvrzeńı plat́ı i pro x ∈ N , což je však vzhledem k
nespočetnosti množiny N možné jen tehdy, když A je nespočetná, tedy metrický prostor
(M,%) neńı separabilńı.

Př́ıklad 2.54 (Neseparabilita prostoru `∞). Prostor `∞ všech ohraničených posloupnost́ı
reálných č́ısel neńı separabilńı. Skutečně, necht’ N je podmnožina `∞ sestávaj́ıćı z posloup-
nost́ı, v nichž se vyskytuj́ı pouze č́ısla 0 a 1. Tato množina je nespočetná. Nav́ıc, pro každé
x, y ∈ N , x 6= y, plat́ı %(x, y) = 1. Tedy podle Věty 2.53 prostor `∞ neńı separabilńı.
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Př́ıklad 2.55 (Separabilita Lp prostor̊u). Lebesgueovy prostory Lp(I) jsou separabilńı
pro p ∈ [1,∞). Prostor L∞(I) separabilńı neńı. Detailńı d̊ukazy těchto fakt̊u zde podrobně
uvádět nebudeme, čtenář je nalezne např. v [28] a mnoha daľśıch zdroj́ıch. Separabilita
prostoru L2 je v našem textu trochu podrobněji diskutována později, a to v kontextu
Fourierovy analýzy v Sekci 5.5, přesněji viz (5.38). K separabilitě Lp(I) poznamenejme, že
množina jednoduchých (po částech konstantńıch) funkćı nabývaj́ıćıch racionálńıch hodnot
a definovaných pomoćı interval̊u s racionálńımi konečnými body je spočetná a hustá v
Lp(I).

Př́ıklad 2.56 (Separabilita Baireova prostoru). Baire̊uv metrický prostor zavedený v
Př́ıkladu 2.12 je separabilńı, viz např. [11].

2.3 Konvergence v metrickém prostoru

Konvergentńı a cauchyovské posloupnosti

Z diferenciálńıho počtu známe pojem konvergentńı posloupnosti. Obdobně můžeme tento
pojem definovat v libovolném metrickém prostoru.

Definice 2.57 (Konvergentńı posloupnost). Necht’ (M,%) je metrický prostor a {xk}∞k=1 ⊆
M posloupnost. Ř́ıkáme, že posloupnost {xk} konverguje v metrickém prostoru (M,%) k
bodu x ∈M , jestliže

pro každé ε > 0 existuje kε ∈ N tak, že pro každé k ≥ kε plat́ı xk ∈ Oε(x). (2.28)

Jinak řečeno, plat́ı relace limk→∞ %(xk, x) = 0 v obvyklém smyslu limity č́ıselné posloup-
nosti. Bod x ∈M se nazývá limita posloupnosti {xk}, přičemž ṕı̌seme xk → x pro k →∞.

Bude-li nutno vyjádřit závislost na metrice, budeme psát xk
%→ x pro k → ∞; někdy se

ṕı̌se i limk→∞ xk = x v metrice %.

Definice 2.58 (Cauchyovská posloupnost). Necht’ (M,%) je metrický prostor a {xk}∞k=1 ⊆
M posloupnost. Ř́ıkáme, že posloupnost {xk} je cauchyovská (též fundamentálńı) v (M,%),
jestliže

pro každé ε > 0 existuje kε ∈ N tak, že pro každé m,n ≥ kε plat́ı %(xm, xn) < ε. (2.29)

Jinak řečeno, plat́ı relace %(xm, xn)→ 0 pro min{m,n} → ∞.

Následuje několik základńıch vlastnost́ı nadefinovaných objekt̊u.

Věta 2.59. Necht’ (M,%) je metrický prostor. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

(i) Každá posloupnost konvergentńı v M i cauchyovská posloupnost v M je omezená v
M .

(ii) Každá posloupnost konvergentńı v M má právě jednu limitu.
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(iii) Každá posloupnost konvergentńı v M je cauchyovská v M .

(iv) Jestlǐze posloupnost {xk} ⊆M konverguje k bodu x ∈M , potom každá podposloupnost
vybraná z této posloupnosti konverguje k x.

(v) Jestlǐze posloupnost {xk} ⊆ M je cauchyovská a obsahuje konvergentńı podposloup-
nost s limitou x ∈M , potom celá posloupnost je konvergentńı s limitou x.

D̊ukaz. Důkazy jsou analogické d̊ukaz̊um v diferenciálńım počtu. Jako cvičeńı si dokažte
(iii). Využijte nerovnost %(xm, xn) ≤ %(xm, x) + %(x, xn), která plyne z trojúhelńıkové/
nerovnosti.

Cvičeńı 2.60. Je každá posloupnost cauchyovská v M je konvergentńı v M , tj. plat́ı
opačná implikace k (iii) v obecném metrickém prostoru?/

Následuj́ıćı věta charakterizuje uzavřené množiny pomoćı konvergence a často se použ́ıvá
při d̊ukazu uzavřenosti množin v konkrétńıch metrických prostorech. Zhruba řečeno, uza-
vřenost množiny znamená, že konvergentńı posloupnosti

”
limitně nevypadnou“ z dané

množiny.

Věta 2.61. Necht’ A ⊆M , kde (M,%) je metrický prostor. Množina A je uzavřená, právě
když pro každou konvergentńı posloupnost {xk} ⊆ A takovou, že xk → x ∈M , plat́ı x ∈ A.

D̊ukaz. Důkaz přenecháváme zájemc̊um jako cvičeńı./
Poznámka 2.62. Bod x ∈ M je bodem uzávěru množiny A ⊆ M , právě když existuje
konvergentńı posloupnost {xk} ⊆ A, která má za limitu bod x. Uzávěr množiny A se někdy
proto definuje jako množina limit všech posloupnost́ı bod̊u z A, které v M konverguj́ı.

Př́ıklad 2.63 (Konvergence v diskrétńım metrickém prostoru). V diskrétńım metrickém
prostoru je posloupnost konvergentńı, resp. cauchyovská právě tehdy, když je skorosta-
cionárńı, tj. od jistého indexu konstantńı. Dı́ky tomuto faktu a Větě 2.61 snadno vid́ıme,
že každá množina v diskrétńım metrickém prostoru je uzavřená.

Cvičeńı 2.64. (i) Uvažujte metrický prostor (C[a, b], %C) a {fn} ⊆ C[a, b]. Ukažte, že

fn
%C−→ f ⇔ fn ⇒ f

na [a, b]. Poznamenejme, že z tohoto d̊uvodu se metrika %C někdy nazývá metrikou stej-/
noměrné konveregence.

(ii) S přihlédnut́ım k charakterizaci uzavřené množiny pomoćı konvergentńıch posloup-
nost́ı a otevřené množiny jako komplementu uzavřené množiny znovu (a jinak než v
Př́ıkladu 2.36) dokažte, že otevřená koule je otevřená množina.

(iii) Ukažte, že C[a, b] je uzavřená v B[a, b] v suprémové metrice. (Suprémová metrika
zřejmě indukuje %C v C[a, b]).

Poznámka 2.65. Fakt, že množina B ⊆ M je hustá v metrickém prostoru (M,%), lze
charakterizovat následuj́ıćım zp̊usobem: pro každé x ∈ M existuje posloupnost {xn} ⊆ B
tak, že xn → x.
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Ekvivalentńı metriky

Definice 2.66 (Ekvivalentńı metriky). Necht’ (M,%) a (M,σ) jsou metrické prostory.
Řekneme, že metriky % a σ jsou ekvivalentńı, jestliže pro každou posloupnost {xk} ⊆M a
bod x ∈M plat́ı

xk
%−→ x ⇐⇒ xk

σ−→ x. (2.30)

Poznámka 2.67. Upozorněme, že v literatuře lze nalézt r̊uzné definice ekvivalence metrik
či velmi př́ıbuzných pojmů (využ́ıvaj́ıćıch charakterizace okoĺı, zachováńı otevřenosti, či ne-
rovnosti mezi násobky vzdálenosti s jemnými modifikacemi v kvantifikátorech). Ne všechny
takové definice jsou navzájem stejně silné. Zmiňme zde alespoň pojem stejnoměrně ekvi-
valentńıch metrik % a σ v M , který se zavád́ı takto: Existuj́ı konstanty 0 < c1 < c2 tak, že
pro všechna x, y ∈M plat́ı

c1%(x, y) ≤ σ(x, y) ≤ c2%(x, y).

Stejnoměrně ekvivalentńı metriky jsou ekvivalentńı, obráceně to neplat́ı: Prozkoumejte
%(x, y) = |x − y| a σ(x, y) = arctg |x − y| na R. Poznamenejme, že v metrice σ jsou /
všechny množiny omezené.

Pojem ekvivalence budeme později diskutovat i v kontextu normovaných lineárńıch
prostor̊u.

Poznámka 2.68. Ekvivalence metrik je relaćı ekvivalence, tedy je reflexivńı, symetrická
a tranzitivńı. Lze tedy všechny metriky na M rozložit na tř́ıdy ekvivalence.

Poznámka 2.69. Ekvivalentńı metriky určuj́ı stejné konvergentńı i cauchyovské posloup-
nosti, otevřené a uzavřené množiny, hranice, úplné množiny, kompaktńı množiny, sepa-
rabilńı množiny; pokud některé z uvedených pojmů nejsou definovány výše, lze je nalézt
ńıže v textu. Neurčuj́ı však nutně stejné omezené množiny, na to je zapotřeb́ı stejnoměrně
ekvivalentńı metriky.

Př́ıklad 2.70. Metriky %C a %I na prostoru C[a, b] nejsou ekvivalentńı. Označme c :=
(a+ b)/2 a pro dostatečně velké indexy n ∈ N uvažujme posloupnost funkćı {fn} ⊆ C[a, b]
s předpisy

fn(x) :=


0, x ∈

[
a, c− 1

n

]
∪
[
c+ 1

n
, b
]
,

n
(
x− c+ 1

n

)
, x ∈

[
c− 1

n
, c
]
,

n
(
c− x+ 1

n

)
, x ∈

[
c, c+ 1

n

]
.

(2.31)

V integrálńı metrice %I tato posloupnost konverguje k funkci f(x) ≡ 0 na [a, b]. V me-
trice stejnoměrné konvergence %C však posloupnost v (2.31) nemá limitu v C[a, b], ne-
bot’ bodová limita g(x) := limn→∞ fn(x) je funkce nespojitá v [a, b]. Kromě toho plat́ı
limn→∞ %C(fn, f) = limn→∞ 1 = 1, a tedy podle Definic 2.57 a 2.66 dané metriky nejsou
ekvivalentńı na množině C[a, b].

Cvičeńı 2.71. Dokažte, že metriky %(x, y) = |x − y| a σ(x, y) = ln(1 + |x − y|) jsou
ekvivalentńı na R.
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2.4 Zobrazeńı metrických prostor̊u

Spojité zobrazeńı

V této sekci zavedeme pojem spojitosti zobrazeńı mezi dvěma metrickými prostory a bu-
deme diskutovat př́ıbuzné (silněǰśı) pojmy. Připomeňte si nejdř́ıve definici spojitosti reálné
funkce reálné proměnné. Totiž definice spojitosti mezi libovolnými metrickými prostory je
v jistém smyslu analogická.

Definice 2.72 (Spojité zobrazeńı). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory a f :
M → N . Zobrazeńı f se nazývá spojité v bodě x0 ∈ M , jestliže pro každé ε > 0 existuje
δ > 0 tak, že pro každé x ∈M takové, že %(x, x0) < δ, plat́ı σ(f(x), f(x0)) < ε. Zobrazeńı
f je spojité na množině M , pokud je spojité v každém bodě množiny M .

Definici lze přirozeně naformulovat i v
”
řeči“ okoĺı. Existuj́ı daľśı ekvivalentńı vyjádřeńı.

Nejdř́ıve uvedeme kritérium Heineova typu, které je velmi d̊uležitým nástrojem při vyšetřo-
váńı spojitosti r̊uzných zobrazeńı mezi metrickými prostory. V literatuře se často objevuje
i jako definice spojitosti.

Věta 2.73. Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory a f : M → N zobrazeńı. Potom
f je spojité v bodě x0 ∈ M právě tehdy, když pro každou posloupnost {xk} ⊆ M takovou,

že xk
%−→ x0, plat́ı f(xk)

σ−→ f(x0).

D̊ukaz. Důkaz je nepř́ılǐs odlǐsný od klasického Heineova kritéria, viz např. [11].

Př́ıklad 2.74. Uvažujme metrické prostory (M,%) := E a (N, σ) := (R, %D), kde ρD je
diskrétńı metrika. Potom zobrazeńı f : M → N je spojité na M právě tehdy, když je
konstantńı na M .

Nyńı uvedeme daľśı ekvivalentńı vyjádřeńı spojitosti. Formulace (iii) je typická pro za-
vedeńı spojitosti v topologických prostorech, ovšem i formulace z předchoźı definice (mo-
difikovaná v řeči okoĺı) je v tomto kontextu možná.

Věta 2.75. Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory a f : M → N zobrazeńı. Nasle-
duj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı.

(i) Zobrazeńı f je spojité na M .

(ii) Pro každou podmnožinu A ⊆M plat́ı f
(
A
)
⊆ f(A).

(iii) Pro každou otevřenou podmnožinu B ⊆ N je jej́ı (úplný) vzor

f−1(B) := {x ∈M, f(x) ∈ B} (2.32)

otevřenou podmnožinou v metrickém prostoru (M,%).

(iv) Pro každou uzavřenou podmnožinu B ⊆ N je množina f−1(B) uzavřenou podmnožinou
v metrickém prostoru (M,%).
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D̊ukaz. Důkaz lze nalézt v mnoha textech, např. [17] nebo [28].

Cvičeńı 2.76. Dokažte, že každé zobrazeńı f : M → N , kde M je metrický prostor s
diskrétńı metrikou %D a (N, σ) je libovolný metrický prostor, je spojité. Najděte dva d̊ukazy,/
a to jednak s využit́ım věty Heineova typu (uvědomte si, že v diskrétńı metrice konverguj́ı
pouze skorostacionárńı posloupnosti) a dále použijte charakteristiku (iii) z předchoźı věty.

Poznámka 2.77. Již dř́ıve připomenuté tvrzeńı o spojité funkci na omezeném uzavřeném
intervalu později rozš́ı̌ŕıme na zobrazeńı kompaktńıho metrického prostoru (Věta 2.148).

Následuj́ıćı pojem zesiluje spojitost zobrazeńı. Na rozd́ıl od spojitosti, která je vlastnost́ı
lokálńı, jde o vlastnost globálńı. Všimněme si, že δ v definici záviśı pouze na ε, nikoliv na
x.

Definice 2.78 (Stejnoměrně spojité zobrazeńı). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické pro-
story a f : M → N . Řekneme, že zobrazeńı f je stejnoměrně spojité na M , jestliže pro
každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro všechna x, y ∈ M splňuj́ıćı %(x, y) < δ plat́ı
σ(f(x), f(y)) < ε.

Př́ıklad 2.79. Uvažujme reálné funkce jedné reálné proměnné. Každá stejnoměrně spojitá
funkce je spojitá. Každá spojitá funkce na omezeném uzavřeném intervalu je stejnoměrně
spojitá (později toto tvrzeńı rozš́ı̌ŕıme pro spojitá zobrazeńı na kompaktńıch metrických
prostorech). Funkce f(x) = kx je stejnoměrně spojitá na R. Funkce ex je spojitá na R,
ale neńı zde stejnoměrně spojitá. Funkce tg x je spojitá na (−π/2, π/2), ale neńı zde
stejnoměrně spojitá.

Lipschitzovské zobrazeńı a kontrakce

Definice 2.80 (Lipschitzovské zobrazeńı a kontrakce). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické
prostory a f : M → N . Zobrazeńı f se nazývá lipschitzovské, jestliže existuje nezáporná
reálná konstanta L s vlastnost́ı

σ(f(x), f(y)) ≤ L%(x, y) pro každé x, y ∈M. (2.33)

Č́ıslo L je tzv. Lipschitzova konstanta zobrazeńı f . V př́ıpadě, že L ∈ [0, 1), zobrazeńı f
nazýváme kontraktivńı zobrazeńı, resp. kontrakce.

Poznámka 2.81. (i) Lipschitzovské zobrazeńı f : M → N je na M spojité. Dokažte tento
fakt. Lze ukázat, že f je dokonce stejnoměrně spojité na M . Lze však naj́ıt zobrazeńı, které /
je stejnoměrně spojité, avšak neńı lipschitzovské.

(ii) Každá izometrie je lipschitzovské zobrazeńı. Je tedy i stejnoměrně spojité, a proto i
spojité.

Př́ıklad 2.82. Zobrazeńı F : C[a, b]→ R definované předpisem

F (f) :=

∫ b

a

f(x) dx, f ∈ C[a, b], (2.34)
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je lipschitzovské zobrazeńı mezi metrickými prostory (C[a, b], %C) a E, kde Lipschitzova
konstanta L = b− a. Detaily si ukážeme na přednášce. Všimněme si, že tedy F je i spojité
a ukázali jsme vlastně, že stejnoměrná konvergence funkčńı posloupnosti umožňuje záměnu
limity a integrálu.

Cvičeńı 2.83. Necht’ F je zobrazeńı metrického prostoru (C[0, 1], %C) do sebe definováno
předpisem

F (f)(x) :=

∫ x

0

tf(t) dt, f ∈ C[0, 1], x ∈ [0, 1]. (2.35)

Ukažte, že F je kontrakce./
Poznámka 2.84. Lze ukázat následuj́ıćı užitečný vztah. Necht’ a < b jsou daná reálná
č́ısla. Funkce f : [a, b]→ R se spojitou derivaćı na intervalu [a, b] je kontrakćı z metrického
prostoru ([a, b], %2) do E právě tehdy, když plat́ı |f ′(x)| < 1 pro každé x ∈ [a, b]. S využit́ım
Lagrangeovy věty ukažte implikaci

”
⇐“ v tomto vztahu./

Homeomorfńı zobrazeńı

Definice 2.85 (Homeomorfńı zobrazeńı). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory a
f : M → N je bijekce. Zobrazeńı f se nazývá homeomorfńı, resp. homeomorfismus, jestliže
obě zobrazeńı f a f−1 jsou spojitá. V tomto př́ıpadě ř́ıkáme, že metrické prostory (M,%)
a (N, σ) jsou (vzájemně) homeomorfńı.

Poznámka 2.86. Poznamenejme, že je-li zobrazeńı f spojité, inverzńı zobrazeńı f nemuśı
být spojité. Např. identické zobrazeńı na R, chápané jako (R, %D) → E1, je spojité, ale
inverzńı zobrazeńı E1 → (R, %D) neńı spojité.

Důležitost homeomorfńıho zobrazeńı v teorii metrických prostor̊u popisuje následuj́ıćı
věta.

Věta 2.87. Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory a necht’ f : M → N je homeo-
morfńı zobrazeńı. Potom plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı:

(i) Množina A ⊆M je otevřená v M právě tehdy, když f(A) je otevřená v N .

(ii) Množina A ⊆M je uzavřená v M právě tehdy, když f(A) je uzavřená v N .

D̊ukaz. Plyne z Věty 2.75.

Poznámka 2.88. (i) Každá izometrie je homeomorfismus. Skutečně, bud’ f : M → N
izometrie. Potom f je injekćı a surjekćı, a tedy i bijekćı. Přitom zřejmě plat́ı, že xk → x v
M právě tehdy, když f(xk)→ f(x) v N , takže obě zobrazeńı f a f−1 jsou spojitá.

(ii) Necht’ %, σ jsou metriky na množině M . Tyto metriky jsou ekvivalentńı, právě když
metrické prostory (M,%) a (M,σ) jsou homeomorfńı.
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Př́ıklad 2.89. Zobrazeńı f : R → (−1, 1) definované předpisem f(x) := x
1+|x| , x ∈ R, je

homeomorfismus metrických prostor̊u E a ((−1, 1), %2). Tento př́ıklad ukazuje, že homeo-
morfńı obraz úplného prostoru nemuśı být úplný. O úplných prostorech hovoř́ıme v př́ı̌st́ı
sekci.

Poznámka 2.90 (Topologické a metrické vlastnosti). Vlastnosti, resp. pojmy definované
v metrických prostorech, které jsou invariantńı v̊uči homeomorfismům, se nazývaj́ı topolo-
gické. Připomeňme, že vlastnosti a pojmy, které se zachovávaj́ı při izometrickém zobrazeńı,
se nazývaj́ı metrické. Dá se ukázat, že pojmy okoĺı, uzavřená množina, otevřená množina,
bod uzávěru, uzávěr, vnitřek, vněǰsek, hustá podmnožina, hranice a spojité zobrazeńı jsou
topologické pojmy. Zejména tedy metrické prostory (M,%) a (M,σ) s ekvivalentńımi met-
rikami maj́ı stejné otevřené množiny, stejné uzavřené množiny a stejné uzávěry.

2.5 Úplné metrické prostory

Úplný prostor

Z předchoźıho výkladu v́ıme, že každá konvergentńı posloupnost je cauchyovská. Přirozenou
otázkou je, kdy je cauchyovská posloupnost konvergentńı. Prostory, v nichž toto plat́ı, se
nazývaj́ı úplné a — jak brzy uvid́ıme — hraj́ı v naš́ı teorii velmi d̊uležitou roli.

Připomeňme, že podle Cauchyova-Bolzanova kritéria je
”
klasická“ č́ıselná posloupnost

konvergentńı právě tehdy, když je cauchyovská (v našem pojet́ı bychom řekli, že prostor
E1 je úplný). Důkaz lze naj́ıt ve standardńıch učebnićıch a lze jej provést např. pomoćı
tzv. principu vložených interval̊u (někdy též nazývaný Cantor̊uv-Dedekind̊uv axiom), který
ř́ıká, že množina interval̊u In = [an, bn], pro něž plat́ı In ⊇ In+1 a lim(bn − an) = 0, má
neprázdný pr̊unik.

Jak však uvid́ıme, ne každý metrický prostor je úplný (a obecně tedy neplat́ı analogie
Cauchyova-Bolzanova kritéria).

Shrnut́ı informaćı o p̊uvodu, vývoji a významu pojmu úplnosti lze nalézt v [46].

Definice 2.91 (Úplný metrický prostor). Metrický prostor (M,%) se nazývá úplný, jestliže
v něm každá cauchyovská posloupnost konverguje, tj. má limitu (která do tohoto prostoru
patř́ı).

Někdy se zavád́ı i pojem úplné množiny N ⊆M v metrickém prostoru (M,%); vyžaduje
se, aby N s metrikou indukovanou metrikou % byl úplný metrický prostor.

V úplných metrických prostorech konvergentńı a cauchyovské posloupnosti splývaj́ı.
To přináš́ı výhodu při určováńı, zda posloupnost má limitu, nebot’ stač́ı ukázat, že je
cauchyovská bez nutnosti samotnou limitu zjǐst’ovat. To je velmi d̊uležité např. při d̊ukazech
existenčńıch vět.

Př́ıklad 2.92. Každý diskrétńı metrický prostor je úplný, nebot’ každá je cauchyovská
posloupnost je skorostacionárńı, a tedy nutně konvergentńı.
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Př́ıklad 2.93. Důsledkem Cauchyova-Bolzanova kritéria (potažmo Cantorova-Dedekindova
principu) je úplnost prostoru En. Obecněji, plat́ı, že (Rn, %p), kde p ∈ [1,∞), je úplný.

Př́ıklad 2.94. Prostory (Q, %1) a ((a, b), %1) nejsou úplné. Zd̊uvodněte./
Př́ıklad 2.95 (Úplnost `p-prostor̊u). Pro každé p ∈ [1,∞) je prostor `p zavedený v Př́ı-
kladu 2.6 úplným metrickým prostorem. Dokážeme toto tvrzeńı. Necht’ p ≥ 1 je dané a
necht’ {x[n]}∞n=1 ⊆ `p, kde x[n] = {x[n]

k }∞k=1, je nějaká posloupnost cauchyovská v prostoru
`p. Tedy

%p
(
x[m], x[n]

) (2.9)
=

(
∞∑
k=1

∣∣∣x[m]
k − x

[n]
k

∣∣∣p)1/p

→ 0 pro min{m,n} → ∞, (2.36)

podle Definice 2.58. Ze vztahu (2.36) zejména vyplývá, že pro každý pevný index k ∈ N je

posloupnost {x[n]
k }∞n=1 ⊆ R cauchyovská v eukleidovském prostoru E, a tedy i konvergentńı

d́ıky úplnosti prostoru E, viz Př́ıklad 2.93. Necht’ x = {xk}∞k=1 ⊆ R označuje př́ıslušnou
posloupnost limit, tj.

xk := lim
n→∞

x
[n]
k , k ∈ N. (2.37)

Ukážeme, že posloupnost {x[n]} konverguje k x v metrice %p a že x ∈ `p. Zvolme ε > 0. Z
toho, že {x[n]} je cauchyovská v `p, máme v souladu s (2.29) zaručenu existenci nε ∈ N s
vlastnost́ı %p(x

[m], x[n]) < ε
2

pro každé m,n ≥ nε, a tedy(
k∑
i=1

∣∣∣x[m]
i − x

[n]
i

∣∣∣p)1/p
(2.9)

≤ %p
(
x[m], x[n]

)
<
ε

2
pro každé k ∈ N. (2.38)

Limitńım přechodem v (2.38) pro m→∞ s ohledem na (2.37) dostaneme(
k∑
i=1

∣∣∣xi − x[n]
i

∣∣∣p)1/p

≤ ε

2
pro každé k ∈ N, (2.39)

z čehož následným limitńım přechodem pro k →∞ źıskáme

%p
(
x, x[n]

) (2.9)
=

(
∞∑
i=1

∣∣∣xi − x[n]
i

∣∣∣p)1/p

≤ ε

2
< ε pro každé n ≥ nε. (2.40)

Nerovnost (2.40) podle Definice 2.57 znamená, že posloupnost {x[n]} konverguje k x v
metrice %p. Zejména, {x[n]} je ohraničená v `p, tj. existuje L > 0 tak, že

k∑
i=1

∣∣∣x[n]
i

∣∣∣p ≤ L pro každé k, n ∈ N. (2.41)

Limitńım přechodem této nerovnosti nejprve pro n → ∞, a následně pro k → ∞, a
využit́ım (2.37) odvod́ıme

∑
|xi|p ≤ L, a tedy x ∈ `p, viz Př́ıklad 2.6.
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Př́ıklad 2.96 (Úplnost `∞-prostoru). Prostor `∞ zavedený v Př́ıkladu 2.6 je úplný. Jeho
úplnost se ukáže obdobně jako úplnost metrického prostoru (C[a, b], %C). Vı́ce detail̊u
zmı́ńıme na přednášce.

Užitečným nástrojem pro ověřováńı úplnosti může být následuj́ıćı věta.

Věta 2.97. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor a N ⊆M uzavřená neprázdná množina.
Potom (N, %) je úplný metrický prostor.

D̊ukaz. Bud’ {xn} ⊆ N cauchyovská posloupnost. Poněvadž M je úplný, xn → x0 ∈ M .
Množina N je však uzavřená, a tedy x0 ∈ N , což implikuje úplnost (N, %).

Poznámka 2.98. (i) V přechoźı větě plat́ı i opačná implikace. Přesněji, plat́ı: Necht’ (M,%)
je úplný metrický prostor a (N, σ) jeho podprostor. Potom (N, σ) je úplný prostor, právě
když N je uzavřená množina v (M,%).

(ii) Uvedené úvahy by mohly svádět k domněnce, že úplnost a uzavřenost jsou v podstatě
totéž. Raději tedy ještě uved’me upřesňuj́ıćı poznámku. V každém metrickém prostoru
plat́ı, že úplná množina je uzavřená. Obrácené tvrzeńı však obecně neplat́ı. Skutečně, např.
množiny M = [0, 1]∩Q či M = (0, 1) jsou uzavřené v sobě, ale nejsou úplné. Na rozd́ıl od
uzavřenosti množiny, kde vlastně zálež́ı na tom, ve kterém prostoru ji uvažujeme, úplnost
množiny N na prostoru nezáviśı. Např. M = [0, 1]∩Q je uzavřená v Q, neńı však uzavřená
v R. Úplná neńı ani v Q ani v R s obvyklou metrikou.

Př́ıklad 2.99. Prostor ([a, b], %1) je úplný. Tento fakt je d̊usledkem předchoźı věty a
úplnosti E.

Př́ıklad 2.100 (Úplnost prostoru spojitých funkćı). Metrický prostor (C[a, b], %C) je úplný.
Je možno nalézt minimálně dva zp̊usoby d̊ukazu. V jednom se ukáže existence limity, která
patř́ı do uvažovaného prostoru a v druhém se využije Věta 2.97, Cvičeńı 2.64-(iii) a úplnost
metrického prostoru (B[a, b], %B).

Př́ıklad 2.101. Metrický prostor (C[a, b], %I), kde %I je integrálńı metrika, neńı úplný!
Pro n > 2/(b− a) uvažujeme např. posloupnost funkćı tvaru

fn(x) =


0, x ∈ [a, c],

n(x− c) x ∈ [c, c+ 1/n],

1, x ∈ [c+ 1/n, b],

kde c je střed intervalu [a, b]. Detaily doplńıme, př́ıpadně se o ně můžete pokusit sami. /
Poznámka 2.102 (Integrálńı metrika na daľśıch prostorech a úplnost). S přihlédnut́ım k
předchoźımu př́ıkladu můžeme konstatovat, že zat́ım nemáme rozumný prostor funkćı s
integrálńı metrikou, který by byl úplný. Nab́ıźı se přirozená volba, totiž uvažovat prostor
(R[a, b], %I), kde %I(f, g) = (R)

∫ b
a
|f(t)− g(t)| dt; R[a, b] znač́ı množinu všech Riemannov-

sky integrovatelných funkćı na [a, b] a ṕısmeno R u symbolu integrálu zd̊urazňuje, že jde o
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Riemann̊uv integrál. Bohužel ani touto volbou si moc nepomůžeme. Předně poznamenejme,
že (R[a, b], %I) ve skutečnosti neńı metrický prostor. Skutečně, lze lehce nalézt f, g ∈ R[a, b]

takové, že f 6= g, avšak (R)
∫ b
a
|f(t)−g(t)| dt = 0 (najděte takové funkce!); neńı tedy splněn /

axiom (M1) a máme pouze pseudometriku. Tento problém lze odstranit jistou faktorizaćı
spoč́ıvaj́ıćı ve ztotožněńı funkćı, které se lǐśı pouze na

”
malých množinách“, jinde jsou

si rovny. Přesněji, jsou si rovny skoro všude (viz Poznámku 3.7 pro tuto terminologii).
Jde potom o relaci ekvivalence. Dostáváme tak prostor, jehož prvky jsou tř́ıdy navzájem
ekvivalentńıch funkćı. Z praktických d̊uvod̊u ovšem mı́sto o tř́ıdách hovoř́ıme o funkćıch.
Nedodržeńı formalismu je však v tomto př́ıpadě celkem běžné; v rámci Lebesgueova in-
tegrálu o tom hovoř́ıme podrobněji, viz str. 75. Bohužel ani takto upravený prostor stále
nesplňuje naše požadavky. Lze totiž ukázat (viz Př́ıklad 3.23), že

prostor
(
R[a, b], (R)

∫ b
a
|f(t)− g(t)| dt

)
neńı úplný.

Problematičnost Riemannova integrálu zmiňujeme i na jiných mı́stech; lze naj́ıt (cauchy-
ovskou – ve smyslu metriky %I) posloupnost Riemannovsky integrovatelných funkćı, která
na intervalu [a, b] bodově konverguje k Dirichletově funkci, jež neńı Riemannovsky inte-
grovatelná, viz Př́ıklad 3.17. Kýženými prostory jsou až Lebesgueovy prostory Lp, které
diskutujeme od str. 74. Mj. ve Větě 3.24 ukazujeme, že

prostory Lp, p ∈ [1,∞) ∪ {∞}, jsou úplné.

To je ostatně jeden z d̊uvod̊u, proč zavád́ıme Lebesgue̊uv integrál. Ještě pro kompletnost
uved’me, že R[a, b] jako podprostor L1[a, b] neńı uzavřený. Co to znamená s přihlédnut́ım
k Poznámce 2.98? O Lp prostorech budeme často hovořit zejména v kontextu normovaných
lineárńıch prostor̊u a navazuj́ıćıch témat.

Př́ıklad 2.103. Baire̊uv metrický prostor zavedený v Př́ıkladu 2.12 je úplný.

Poznámka 2.104. Necht’ f je homeomorfńı zobrazeńı metrického prostoru (M,%) na pro-
stor (N, σ). Je-li {xn} cauchyovská posloupnost v (M,%), nemuśı být posloupnost {f(xn)}
cauchyovská. Uvažme posloupnost an := 1− 1/n, n ∈ N, v prostoru (0, 1) s eukleidovskou
metrikou a homeomorfismus f(x) = x/(1−x) interval̊u (0, 1) a (0,∞), rovněž s eukleidov-
skou metrikou. Pak je f(an) = n− 1, a tedy {f(an)} neńı cauchyovská posloupnost.

Daľśı vlastnosti úplných prostor̊u

Poznámka 2.105. Úplnost se zachovává při izometrii.

Následuj́ıćı věta udává nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku pro úplnost metrického prostoru.
Lze ji chápat jako zobecněńı principu vložených interval̊u.

Věta 2.106. Metrický prostor (M,%) je úplný, právě když každá posloupnost {Bk}∞k=1 do
sebe vnořených uzavřených kouĺı, jejichž poloměry konverguj́ı k nule, má neprázdný pr̊unik.
Nav́ıc v tomto př́ıpadě je daný pr̊unik pro každou posloupnost {Bk}∞k=1 jednoprvkový.
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D̊ukaz. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor a necht’

M ⊇ B1[x1, r1] ⊇ B2[x2, r2] ⊇ B3[x3, r3] ⊇ · · · ⊇ Bk[xk, rk] ⊇ · · · , (2.42)

kde limk→∞ rk = 0, je nějaká posloupnost do sebe vložených uzavřených kouĺı v M s
poloměry konverguj́ıćımi do nuly. Odpov́ıdaj́ıćı posloupnost střed̊u {xk} je v souladu s
Definićı 2.58 cauchyovská, nebot’ plat́ı %(xm, xn) ≤ rm pro každou dvojici index̊u m,n
splňuj́ıćı n ≥ m. Dı́ky úplnosti prostoru (M,%) potom {xk} konverguje v M , tj. existuje
x ∈M takové, že limk→∞ xk = x. Plat́ı

x ∈
⋂
k∈N

Bk[xk, rk]. (2.43)

Skutečně, podle (2.42) pro každé dané n ∈ N množina Bn[xn, rn] obsahuje všechny body
posloupnosti {xk} od indexu k = n včetně. A poněvadž Bn[xn, rn] je uzavřená v M a
x = limk→∞ xk, z Poznámky 2.32 vyplývá, že nutně x ∈ Bn[xn, rn]. Podle (2.43) je tedy
pr̊unik posloupnosti {Bk} neprázdný.

Naopak předpokládejme, že každá posloupnost do sebe vložených uzavřených kouĺı v
M s poloměry konverguj́ıćımi do nuly má neprázdný pr̊unik. Necht’ {xk} ⊆ M je nějaká
posloupnost cauchyovská v metrickém prostoru (M,%). Dokážeme, že {xk} je i konvergentńı
a jej́ı limita patř́ı do M . V souladu s Definićı 2.58 ze skutečnosti, že {xk} je cauchyovská,
vyplývá existence indexu n1 s vlastnost́ı

%(xm, xn) ≤ 1

2
pro každé m,n ≥ n1. (2.44)

Zejména, nerovnost v (2.44) (s m := n1) implikuje relaci

xn ∈ B
[
xn1 ,

1

2

]
pro každé n ≥ n1. (2.45)

Dále existuje n2 > n1 s vlastnost́ı

%(xm, xn) ≤ 1

22
pro každé m,n ≥ n2, (2.46)

což následně (s m := n2) ukazuje, že

xn ∈ B
[
xn2 ,

1

22

]
pro každé n ≥ n2. (2.47)

Necht’ nyńı x ∈ B
[
xn2 ,

1
2

]
. Použit́ım trojúhelńıkové nerovnosti potom máme

%(x, xn1) ≤ %(x, xn2) + %(xn2 , xn1)
(2.45)

≤ 1

2
+

1

2
= 1, a tedy x ∈ B [xn1 , 1]

⇓

B

[
xn2 ,

1

2

]
⊆ B [xn1 , 1] . (2.48)
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T́ımto zp̊usobem můžeme induktivně sestrojit posloupnost index̊u {nk}∞k=1 a vybranou
podposloupnost {xnk

}∞k=1. Konkrétně, jestliže

indexy n1 < n2 < n3 < · · · < nk a body xn1 , xn2 , xn3 , . . . , xnk

jsou sestrojené jako výše, potom existuje index nk+1 > nk s vlastnost́ı

%(xm, xn) ≤ 1

2k+1
pro každé m,n ≥ nk+1, (2.49)

což (s m := nk+1) ukazuje, že pro každé n ≥ nk+1 plat́ı

xn ∈ B
[
xnk+1

,
1

2k+1

]
, a následně B

[
xnk+1

,
1

2k

]
⊆ B

[
xnk

,
1

2k−1

]
. (2.50)

Źıskali jsme tedy posloupnost do sebe vložených uzavřených kouĺı B
[
xnk

, 1
2k−1

]
, k ∈ N,

jejichž poloměry očividně konverguj́ı do nuly. Tato posloupnost má podle předpoklad̊u
neprázný pr̊unik, tj. existuje bod x ∈ M tak, že x ∈ B

[
xnk

, 1
2k−1

]
pro každé k ∈ N. To

však znamená, že limk→∞ xnk
= x. Z Věty 2.59-(v) vyplývá, že i celá posloupnost {xk} je

konvergentńı s limitou x. To ukazuje úplnost metrického prostoru (M,%).

Poznámka 2.107. Poznamenejme, že uzavřené koule ve větě mohou být nahrazeny uza-
vřenými množinami A1 ⊇ A2 ⊇ · · · , takovými, že limn→∞ d(An) = 0.

Cvičeńı 2.108. V souvislosti s předpoklady a tvrzeńım Věty 2.106 prozkoumejte systém
množin [(

1 +
1

n

)n
,

(
1 +

1

n

)n+1
]
∩Q

v metrickém prostoru (Q, %1)./
Důsledkem následuj́ıćı věty je pozorováńı, že neprázdný úplný metrický prostor neob-

sahuj́ıćı izolované body neńı spočetný (v takovém prostoru je každá jednobodová množina
ř́ıdká). Mnoho daľśıch informaćı o p̊uvodu, vývoji a významu Baireovy věty lze nalézt v
[46].

Věta 2.109 (Baireova věta). Úplný metrický prostor (M,%) nelze vyjádřit jako sjednoceńı
spočetně mnoha množin ř́ıdkých v prostoru (M,%).

D̊ukaz. Větu dokážeme sporem. Předpokládejme, že existuje neprázdný úplný metrický
prostor (M,%), pro který plat́ı

M =
⋃
k∈N

Ak, Ak ⊆M je ř́ıdká v (M,%) pro každé k ∈ N. (2.51)

Zvolme nějaký bod x0 ∈M . Poněvadž množina A1 je ř́ıdká v (M,%), podle Poznámky 2.47
pro uzavřenou kouli B[x0, 2] existuje r1 ∈ (0, 1) a bod x1 ∈ M tak, že uzavřená koule
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B[x1, r1] ⊆ B[x0, 2] a B[x1, r1]∩A1 = ∅. Podobně, množina A2 je ř́ıdká v (M,%), proto pro
uzavřenou kouli B[x1, r1] existuje r2 ∈

(
0, 1

2

)
a bod x2 ∈ M tak, že B[x2, r2] ⊆ B[x1, r1]

a B[x2, r2] ∩ A2 = ∅. Pokračuj́ıce v tomto procesu, sestroj́ıme posloupnost {B[xk, rk]}
uzavřených kouĺı, které pro každý index k ∈ N splňuj́ı vlastnosti

B[xk+1, rk+1] ⊆ B[xk, rk], B[xk, rk] ∩ Ak = ∅, 0 < rk <
1

k
. (2.52)

Jedná se tedy o posloupnost do sebe vložených uzavřených kouĺı, jejichž poloměry konver-
guj́ı do nuly. Dı́ky úplnosti metrického prostoru (M,%) je potom podle Věty 2.106 pr̊unik⋂
k∈NB[xk+1, rk+1] neprázdný, tj. existuje x ∈

⋂
k∈NB[xk+1, rk+1]. Očividně, x ∈M . Avšak

podle (2.52) bod x neńı prvkem žádné z množin Ak, k ∈ N. zejména s ohledem na (2.51)
tedy plat́ı x /∈

⋃
k∈NAk = M , což je však zřejmý spor. Tedy množinu M neńı možné

vyjádřit ve tvaru (2.51).

Poznámka 2.110. Podmnožina metrického prostoru se nazývá množinou prvńı kategorie
nebo množinou prvńı Baireovy kategorie, je-li spočetným sjednoceńım ř́ıdkých množin.
Množina je druhé kategorie v metrickém prostoru, pokud neńı množinou prvńı kategorie.
Množina Q je prvńı kategorie v E1.

Úplný obal

Protože ve funkcionálńı analýze maj́ı velký význam předevš́ım úplné metrické prostory,
nab́ıźı se otázka, zda lze neúplný prostor nějak

”
spravit“. Jak uvid́ıme, neúplný prostor

lze vždy nějakým (a v podstatě jediným) zp̊usobem vnořit do úplného prostoru. K tomu
účelu se zavád́ı pojem úplný obal metrického prostoru.

Definice 2.111 (Úplný obal metrického prostoru). Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické
prostory. Řekneme, že metrický prostor (N, σ) je úplný obal metrického prostoru (M,%),
jestliže plat́ı:

(i) (N, σ) je úplný metrický prostor,

(ii) M ⊆ N a % ≡ σ|M×M (tj. (M,%) je vnořený do (N, σ)),

(iii) množina M je hustá v (N, σ).

Věta 2.112. Pro každý metrický prostor (M,%) existuje jeho úplný obal, který je určen
jednoznačně v následuj́ıćım smyslu. Jestlǐze (N1, σ1) a (N2, σ2) jsou dva úplné obaly met-
rického prostoru (M,%), potom existuje izometrie Φ : N1 → N2 taková, že jej́ı zúžeńı Φ|M
je identické zobrazeńı na M .

D̊ukaz. Exaktńı d̊ukaz tohoto tvrzeńı je poněkud komplikovaný a se všemi prodrobnostmi
je možno jej nalézt např. v [17] nebo [28]. Poněvadž je však tento d̊ukaz konstruktivńı
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a poměrně d̊uležitý, uvedeme zde alespoň jeho hlavńı myšlenky. Uvažujme všechny cau-
chyovské posloupnosti z prostoru (M,%) a na této množině definujme relaci (o které lze
poměrně snadno dokázat, že je relaćı ekvivalence) následuj́ıćım zp̊usobem:

{xn} ∼ {yn} právě když lim
n→∞

%(xn, yn) = 0.

Nyńı uvažujme tř́ıdy rozkladu cauchyovských posloupnost́ı v (M,%) definované touto ekvi-
valenćı a množinu těchto tř́ıd označme N . Necht’ X, Y jsou dvě tř́ıdy ekvivalence z N a
{xn}, {yn} jsou nějaćı reprezentanti těchto tř́ıd (lze ukázat, že na jejich výběru nezálež́ı).
Definujme

σ(X, Y ) = lim
n→∞

%(xn, yn).

Lze ukázat, že takto definovaná funkce na N2 je metrikou a že prostor (N, σ) je úplný.
Přǐrad́ıme-li nyńı každému prvku x ∈ M tř́ıdu X ∈ N tvořenou všemi posloupnostmi
konverguj́ıćımi k tomuto prvku, je t́ımto zp̊usobem definováno izometrické zobrazeńı M
na jistou podmnožinu v N . Zotožńıme-li M s touto podmnožinou, dostáváme platnost
podmı́nky (ii) z definice úplného obalu. Z vlastnost́ı cauchyovských posloupnost́ı plyne
platnost podmı́nky (iii). Takto definovaný metrický prostor je tedy hledaným úplným oba-
lem prostoru (M,%).

Poznámka 2.113. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor a N ⊆M neprázdná množina.
Potom (N, %) je úplný obal metrického prostoru (N, %).

Př́ıklad 2.114. Pro každé n ∈ N je eukleidovský prostor En úplný obal metrického pro-
storu (Qn, %2) a rovněž i metrického prostoru (Rn \ {[0, . . . , 0]}, %2). Zejména, pro a, b ∈ R,
a < b, je podle Věty 2.97 metrický prostor ([a, b]n, ρ2), jako uzavřený podprostor v En,
úplný a je zúplněńım každého z metrických prostor̊u ([a, b)n, %2), ((a, b]n, %2) a ((a, b)n, %2),
ve shodě s Poznámkou 2.113.

Poznámka 2.115. Věta 2.112 sice mj. ř́ıká, že E1 je zúplněńım prostoru racionálńıch
č́ısel. Nelze ji však př́ımo použ́ıt pro konstrukci reálných č́ısel, protože definice potřebného
metrického prostoru předpokládá znalost množiny reálných č́ısel. Cantorova konstrukce
reálných č́ısel je však podobná myšlence úplného obalu aplikovaného na racionálńı č́ısla. V
literatuře lze naj́ıt i jiné př́ıstupy ke konstrukci oboru reálných č́ısel, např. axiomaticky či
pomoćı metody tzv. Dedekindových řez̊u.

Př́ıklad 2.116. Již v́ıme, že C[a, b] vzhledem k integrálńı metrice neńı úplný. Lze ukázat,

viz např. [40], že zúplněńım C[a, b] vzhledem k Lp-metrice, tj. metrice
(∫ b

a
|f − g|pdµ

)1/p

,

dostaneme prostor Lp[a, b]; Lp-prostory (Lebesgueovy prostory) diskutujeme v následuj́ıćı
kapitole. Lze naj́ıt i jiné husté podmnožiny Lp-prostor̊u. V Sekci 5.5 prokazujeme hustotu
C[a, b] v L2[a, b], a to v kontextu Fourierovy analýzy.
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2.6 Banach̊uv princip pevného bodu a jeho aplikace

V této kapitole si zformulujeme jeden z nejd̊uležitěǰśıch výsledk̊u teorie metrických pro-
stor̊u, tzv. Banachovu větu o pevném bodu (či princip kontraktivńıch zobrazeńı). Totiž řadu
problémů souvisej́ıćıch s existenćı a jednoznačnost́ı řešeńı rovnic r̊uzného typu (např. dife-
renciálńıch rovnic) lze převést na otázku existence a jednoznačnosti pevného bodu nějakého
zobrazeńı odpov́ıdaj́ıćıho metrického prostoru do sebe. Důležitou roli hraje kontrakce a
úplnost, tedy pojmy, které již známe. Věta je nazvána podle polského matematika Stefana
Banacha (1892–1945), který ji uveřejnil okolo roku 1922.

Poznamenejme, že v matematice existuje velké množstv́ı rozličných vět o pevném bodu.
Každá z nich může být vhodná v určité situaci. Později zmı́ńıme ještě i Browerovu větu
a Schauderovu větu. Výhodou Banachovy věty je jej́ı jednoduchost, śıla a jistá

”
konstruk-

tivnost“. V literatuře lze nalézt i r̊uzné modifikace a zobecněńı Banachovy věty.

Definice 2.117 (Pevný bod zobrazeńı). Necht’ M je libovolná neprázdná množina a F :
M →M zobrazeńı. Bod x ∈M se nazývá pevný bod zobrazeńı F , jestliže plat́ı

F (x) = x. (2.53)

Př́ıklad 2.118. Necht’ M = R. Potom f(x) = x2 má dva pevné body 0, 1 a f(x) = x3 má
tři pevné body −1, 0, 1.

Cvičeńı 2.119. Necht’ M = C∞[a, b], tj. množina funkćı, které maj́ı derivace všech řád̊u
na [a, b]. Uvažujte zobrazeńı f : M → M definované jako f(y) = y′ a najděte jeho pevné /
body.

Banach̊uv princip ř́ıká, za jakých podmı́nek existuje právě jedno řešeńı rovnice (2.53).
Poznamenejme, že d̊ukaz tohoto tvrzeńı je v jistém smyslu stejně d̊uležitý jako samotné
tvrzeńı. (Tuto zdánlivě zbytečnou poznámku uvád́ıme, nebot’ d̊ukazy matematických tvr-
zeńı jsou v učebńıch textech studenty většinou přeskakovány a při přednášce jsou nezř́ıdka
odpočinkovou chvilkou.) Z d̊ukazu totiž plyne metoda — tzv. metoda postupných aproxi-
maćı — kterou lze dané řešeńı rovnice (2.53) zkonstruovat. Někdy se hovoř́ı i o metodě
prosté iterace. Dokonce je udána i chyba, j́ıž se při aproximaci dopoušt́ıme.

Věta 2.120 (Banachova věta o pevném bodu). Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor.
Potom každá kontrakce F : M →M má právě jeden pevný bod v M .

D̊ukaz. Důkaz si d̊ukladněji připomeneme na přednášce. Zde jen uved’me, že se nadefinuje
posloupnost {xn} předpisem: x1 ∈M je libovolný bod a xn+1 = F (xn). O této posloupnosti
se ukáže, že je cauchyovská a má tedy (d́ıky úplnosti M) limitu v M , která je jediným
pevným bodem zobrazeńı F .

Poznámka 2.121. (i) Z d̊ukazu Věty 2.120 vyplývá, že daný jediný pevný bod x∗ ∈ M
zobrazeńı F je limitou posloupnosti {F k(x)}∞k=1 pro libovolné pevně zvolené x ∈ M ; zde
F k+1(x) = F

(
F k(x)

)
je označuje iteraci.
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(ii) V d̊ukazu Banachovy věty jsou odvozeny vztahy, které př́ımou vedou na odhad chyby
n-té iterace, a to

%(xn, x
∗) ≤ %(x1, F (x1))

Ln−1

1− L
,

kde x1 je počátečńı aproximace. Odvod’te tento vztah. Tento odhad rychlosti je však dosti/
pesimistický, často bývá chyba mnohem menš́ı. Všimněme si, že kromě konstanty L odhad
chyby velmi zálež́ı na volbě počátečńı aproximace.

(iii) Podmı́nky Banachovy věty jsou pouze postačuj́ıćı, nikoliv nutné pro existenci pevného
bodu. Zobrazeńı může mı́t pevný bod i v př́ıpadě, že neńı splněn některý z předpoklad̊u
věty (tj. kontrakce, zobrazeńı prostoru do sebe, úplnost). Např. otáčeńı v rovině, které má
evidentně jeden pevný bod, neńı kontrakćı.

(iv) Podmı́nku %(F (x), F (y) ≤ L%(x, y), L ∈ [0, 1) nelze obecně nahradit slabš́ı podmı́nkou

%(F (x), F (y)) ≤ %(x, y); (2.54)

v tomto př́ıpadě hovoř́ıme o tzv. neexpanzivńım zobrazeńı. Prozkoumejte např. situaci, kde/
(M,%) = E1 a F (x) = x+ π/2− arctg x.

(v) Podmı́nku úplnosti nelze vynechat. Prozkoumejte např. situaci, kde M = (0,∞) (s
metrikou indukovanou z E1) a F (x) = x/2.

(vi) Připomeňme, že pro posouzeńı kontraktivity některých jednoduchých zobrazeńı lze
využ́ıt vztahu z Poznámky 2.84.

Důsledek 2.122. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor a F : M → M zobrazeńı s
vlastnost́ı, že nějaká jeho iterace F n, n ∈ N, je kontrakce. Potom zobrazeńı F má právě
jeden pevný bod v M .

D̊ukaz. Necht’ F a n jsou jako v zadáńı tvrzeńı. Označme T := F n. V souladu s Banachovou
větou 2.120 má potom kontraktivńı zobrazeńı T : M →M právě jeden pevný bod x0 ∈M ,
t.j. plat́ı T (x0) = x0. Dokážeme, že x0 je i pevným bodem zobrazeńı F . Položme x := F (x0).
Postupně dostáváme

x = F (x0) = F (T (x0)) = F (F n(x0)) = F n+1(x0)

= F n (F (x0)) = T (F (x0)) = T (x), (2.55)

tedy x je též pevný bod zobrazeńı T . Proto nutně x = x0, a tedy F (x0) = x0, tj. zobrazeńı
F má aspoň jeden pevný bod x0 ∈ M . Je však zároveň i jediným pevným bodem tohoto
zobrazeńı v M , protože každý pevný bod zobrazeńı F je zároveň i pevným bodem zobrazeńı
T = F n, které má v M jediný pevný bod x0.

Poznámka 2.123. Uved’me si ještě variantu Věty 2.120 pro kompaktńı prostor (který
zavedeme v př́ı̌st́ı podkapitole) a neexpanzivńı zobrazeńı. Necht’ (M,%) je kompaktńı me-
trický prostor a F : M → M splňuje podmı́nku (2.54) pro každé x, y ∈ M , x 6= y. Potom
zobrazeńı F má právě jeden pevný bod v M . Připomeňme, že podmı́nka (2.54) je slabš́ı
než kontrakce, zato kompaktnost je v́ıc než úplnost. Důkaz lze nalézt např. v [11]. Zmiňme
pouze, že se zavád́ı pomocné zobrazeńı f(x) = %(x, F (x)), přičemž se využije faktu, že d́ıky
spojitosti f a kompaktnosti M nabývá f na M své nejmenš́ı hodnoty.
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Aplikace Banachovy věty

Existuje množstv́ı r̊uznorodých problémů, jejichž řešeńı může být převedeno na úlohu o
pevném bodu.

Př́ıklad 2.124. Jednou z nejjednodušš́ıch typických aplikaćı je zkoumáńı (nelineárńı) rov-
nice f(x) = 0, kde f je

”
rozumná“ reálná funkce jedné reálné proměnné. Existuj́ı r̊uzné

př́ıstupy, jak problém převést na hledáńı pevného bodu. Uved’me zde alespoň následuj́ıćı
jednoduchý postup. Řešeńı rovnice f(x) = 0 je jistě i řešeńım rovnice

F (x) := x− λf(x) = x,

kde λ 6= 0, a naopak. Hledáme pak pevný bod zobrazeńı F . Konstantu λ voĺıme s ohledem
na potřebu kontraktivnosti funkce F či rychlosti konvergence, velmi nám pomůže např.
omezenost derivace funkce f na uvažovaném intervalu (je-li splněna).

Cvičeńı 2.125. Prozkoumejte užit́ı metody postupných aproximaćı při hledáńı kořen̊u
rovnice x3 +x− 1 = 0. Uvažujte r̊uzné př́ıstupy, např. vyšetřete vztah x = 3

√
1− x a vztah

x = 1− x3. Nakreslete si obrázky. Analyzujte též zobrazeńı F (x) = x− λ(x3 + x− 1), kde
λ ∈ (0, 1].

Př́ıklad 2.126 (Systém lineárńıch rovnic). Uvažujme systém Ax = b, kde x, b jsou vektory
z Rn a A je reálná regulárńı n× n matice. Přepǐsme tento systém do tvaru

F (x) := (E − A)x+ b = x,

kde F : En → En je zobrazeńı. Za jistých předpoklad̊u na koeficienty matice A je zobrazeńı
F kontrakćı a má tedy podle Banachovy věty pevný bod. Lze též disktutovat jiné metriky
na Rn než jen eukleidovské, což má za následek změnu tvaru podmı́nky na prvky matice
A, viz např. [11, 17, 28].

Př́ıklad 2.127 (Cauchyova úloha, Picardova věta). Důkaz Picardovy věty o jednoznačné
existenci Cauchyovy úlohy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

je klasickou aplikaćı Banachova principu. Jednoznačná existence řešeńı uvedené diferenciálńı
rovnice, které procháźı bodem [x0, y0], je zaručena spojitost́ı funkce f(x, y) a jej́ı lipschitzov-
skost́ı vzhledem k proměnné y. Hlavńı myšlenka spoč́ıvá v přepsáńı problému do integrálńı
rovnice

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(t, y(t)) dt =: F (y)(x);

zde pak uvažujeme prostor C[x0−δ, x0 +δ] s dostatečně malým δ a pomoćı Banachovy věty
se ukáže, že zobrazeńı F má pevný bod. V Podkapitole 2.8 naznač́ıme a v Podkapitole 4.7
dokážeme, že existenci řešeńı Cauchyovy úlohy lze zaručit i bez předpokladu lipschitzov-
skosti (tzv. Peanova věta, která v d̊ukazu využ́ıvá Arzeláovu-Ascoliho větu; jako hlavńı
nástroj použijeme Schauderovu větu o pevném bodu). Pro zobecněńı Picardovy věty na
systém diferenciálńıch rovnic, jej́ıž d̊ukaz je rovněž založen na použit́ı Banachovy věty, viz
např. [17].
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Cvičeńı 2.128. Metodou postupných aproximaćı najděte řešeńı problému y′ = −2xy,
y(0) = 1. V posledńım kroku využijte teorie Taylorových řad pro nalezeńı explicitńıho/
vyjádřeńı řešeńı ve formě elementárńı funkce.

Poznámka 2.129. Existuje množstv́ı daľśıch typ̊u aplikaćı Banachovy věty. Nejsou to
jen problémy řešitelnosti r̊uzných rovnic (jako např. integrálńı rovnice Fredholmova či
Volterrova, viz [28]), ale třeba i d̊ukaz d̊uležité věty o implicitńı funkci či o inverzńı funkci,
viz např. [3, 13]. Pro daľśı možnosti použit́ı Věty 2.120 viz např. [3, 19].

2.7 Kompaktńı prostory

Definice a ekvivalentńı charakterizace

Nı́že definovaný pojem (sekvenciálńı) kompaktnosti můžeme motivovat např. připomenut́ım
jednoho notoricky známého výsledku z diferenciálńıho počtu funkce jedné proměnné. Tzv.
prvńı a druhá Weierstrassova věta ř́ıkaj́ı, že spojitá funkce f definovaná na uzavřeném a
omezeném intervalu je zde omezená a nabývá své nejmenš́ı a největš́ı hodnoty. Projdeme-li
si d̊ukaz, zjist́ıme, že kromě spojitosti funkce f je nejd̊uležitěǰśı skutečnost́ı fakt, že z každé
posloupnosti bod̊u uzavřeného intervalu lze vybrat konvergentńı podposloupnost (toto tvr-
zeńı je známo jako Bolzanova-Weierstrassova věta). Právě tato charakterizace se ukazuje
být v jistém smyslu kĺıčovou, pokud přejdeme od E1 k obecným metrickým prostor̊um.

Až budeme v prostorech, kde má smysl mluvit o jejich dimenzi (Kapitola 4), bude
možno o kompaktnosti mluvit zhruba jako o nekonečnědimenzionálńı analogii podmı́nky

”
uzavřenost a omezenost“.

Shrnut́ı informaćı o p̊uvodu, vývoji a významu pojmu kompaktnosti lze nalézt v [46].

Definice 2.130 (Kompaktnost (pomoćı posloupnost́ı)). Metrický prostor (M,%) se nazývá
kompaktńı (přesněji sekvenciálně kompaktńı), jestliže z každé posloupnosti jeho bod̊u lze
vybrat konvergentńı podposloupnost. Množina N ⊆ M se nazývá kompaktńı (v M), je-li
vnořený metrický prostor (N, %|N×N) kompaktńı.

V literatuře věnované metrickým prostor̊um lze často narazit i na následuj́ıćı definici
kompaktnosti pomoćı otevřeného pokryt́ı. Netřeba se však znepokojovat. V metrických
prostorech (na rozd́ıl od obecněǰśıch topologických prostor̊u) jsou totiž obě definice ekvi-
valentńı, viz Věta 2.133. Pokud nebude řečeno jinak, budeme kompaktńım prostorem mı́t
na mysli prostor z Definice 2.130. Otevřeným pokryt́ım množiny M máme na mysli systém
libovolně mnoha otevřených množin, jejichž sjednoceńı pokrývá M (je jeho nadmnožinou).
Slovńı spojeńı otevřené podpokryt́ı má intuitivně zřejmý smysl.

Definice 2.131 (Kompaktnost (pomoćı otevřeného pokryt́ı)). Metrický prostor (M,%) se
nazývá kompaktńı, jestliže z každého otevřeného pokryt́ı množiny M lze vybrat konečné
podpokryt́ı.
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Poznámka 2.132. Lze ukázat, že v metrických prostorech kompaktnost lze ekvivalentně
vyjádřit i pomoćı jisté modifikace předchoźı definice, totiž, že z každého spočetného ote-
vřeného pokryt́ı množiny M lze vybrat konečné podpokryt́ı. Tato vlastnost bývá nazývána
jako spočetná kompaktnost. V metrických prostorech však kompaktnost a spočetná kom-
paktnost splývaj́ı.

A nyńı uvedeme sĺıbenou ekvivalenci mezi definicemi kompaktnosti pomoćı posloup-
nost́ı a pomoćı otevřeného pokryt́ı. V literatuře se někdy uvád́ı pod názvem Heineovo-
Borelovo lemma. V d̊ukazu se poněkud prohřeš́ıme proti náležitému didaktickému výkladu.
Použijeme totiž již nyńı poznatky z ńıže uvedené sekce o prekompaktńıch množinách. Do-
poručujeme proto se k tomuto d̊ukazu po prostudováńı př́ıslušného tématu vrátit.

Věta 2.133. Metrický prostor je kompaktńı ve smyslu Definice 2.130, právě když je kom-
paktńı ve smyslu Definice 2.131.

D̊ukaz. Necht’ (M,%) je kompaktńı ve smyslu Definice 2.130. Bud’ Gα, α ∈ A, jeho otevřené
pokryt́ı. Protože je (M,%) kompaktńı, je i prekompaktńı (viz Věta 2.165) a existuje tedy

ke každému εn = 1/n, n ∈ N, konečná εn-ová śıt’ Mn{m(n)
1 , . . . ,m

(n)
k(n)}, takže plat́ı

M =

k(n)⋃
j=1

B
[
m

(n)
j ,

1

n

]
, n ∈ N.

Připust’me, že z pokryt́ı Gα, α ∈ A, nelze vybrat konečné pokryt́ı. Pak pro každé n ∈ N
existuje uzavřená koule B

[
m

(n)
j , 1/n

]
, kterou nelze pokrýt žádným konečným podsystémem

vybraným z {Gα : α ∈ A}. Označme tyto koule Bn a jejich středy sn. Protože je M
kompaktńı, lze z posloupnosti {sn} vybrat konvergentńı posloupnost snk

→ ξ ∈ M . Bud’

α0 ∈ A některý z index̊u, pro něž plat́ı ξ ∈ Gα0 . Protože je Gα0 otevřená, existuje r > 0
tak, že B[ξ, r] ⊆ Gα0 . Zvolme přirozené n tak, aby 1/n < r/2, %(ξ, sn) < r/2. Pak je
Bn = B[sn, 1/n] ⊆ Gα0 , nebot’ pro libovolný bod x ∈ Bn plat́ı

%(x, ξ) ≤ %(x, sn) + %(sn, ξ) ≤
1

n
+
r

2
<
r

2
+
r

2
= r.

To je ale spor, nebot’ podle předpokladu kouli Bn nelze pokrýt žádnou množinou Gα. Lze
tedy z pokryt́ı {Gα : α ∈ A} vybrat konečné pokryt́ı.

Nyńı dokážeme opačnou implikaci. Necht’ z každého otevřeného pokryt́ı metrického
prostoru (M,%) lze vybrat konečné pokryt́ı. Bud’ ε > 0 libovolné. Pak systém otevřených
kouĺı B(x, ε), x ∈ M , tvoř́ı otevřené pokryt́ı prostoru M a existuje tedy konečná množina
P = {x1, . . . , xm} ⊆M taková, že M =

⋃m
i=1 B(xi, ε). Množina P pak ale tvoř́ı konečnou ε-

ovou śıt’ v M , takže je prostor M prekompaktńı. Podle Věty 2.165 stač́ı nyńı pouze dokázat,
že prostor M je úplný. Bud’ tedy {Tn} nerostoućı posloupnost neprázdných uzavřených
množin v M , jejichž pr̊uměr konverguje k nule. Podle Věty 2.106 a Poznámky 2.107 stač́ı
dokázat, že

⋂∞
n=1 Tn 6= ∅. Připust’me tedy, že

⋂∞
n=1 Tn = ∅. Označme Qn = M \Tn. Pak plat́ı

M \
⋂∞
n=1 Tn =

⋃∞
n=1(M \ Tn) =

⋃∞
n=1 Qn = M. Ale množiny Qn jsou podle předpokladu
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otevřené. Z otevřeného pokryt́ı {Qn : n ∈ N} prostoru M však nelze vybrat žádné konečné
pokryt́ı, nebot’ jinak by pr̊unik vhodného konečného počtu množin Tn byl prázdný, což
neńı možné. My jsme však předpokládali, že z každého otevřeného pokryt́ı prostoru M lze
vybrat konečné pokryt́ı, což je spor. Je tedy

⋂∞
n=1 Tn 6= ∅, takže prostor M je úplný a t́ım

i kompaktńı.

Př́ıklad 2.134. (i) Diskrétńı metrický prostor je kompaktńı, právě když má pouze konečně
mnoho prvk̊u.

(ii) Interval [a, b] ⊂ R, kde a < b, a, b ∈ R, je kompaktńı v E1. Totiž každá posloupnost bod̊u
z tohoto intervalu je zřejmě ohraničená a podle Bolzanovy-Weierstrassovy věty (známé z
diferenciálńıho počtu) lze z této posloupnosti vybrat konvergentńı podposloupnost. Protože
je uvažovaný interval uzavřený, lež́ı limita této podposloupnosti v tomto intervalu.

(iii) Polouzavřený interval (0, 1] ⊂ R neńı kompaktńı v E1. Ozřejměte si tuto skutečnost
jak pomoćı vhodné posloupnosti, tak i pomoćı otevřeného pokryt́ı./

V naš́ı motivačńı úvaze jsme uvažovali uzavřenou a ohraničenou množinu. Jej́ı vztah s
kompaktnost́ı v obecných metrických prostorech popisuje následuj́ıćı věta.

Věta 2.135. Necht’ N ⊆ M je kompaktńı množina v metrickém prostoru (M,%). Potom
N je uzavřená a omezená.

D̊ukaz. Jak uzavřenost, tak i omezenost se ukazuj́ı sporem. Pokuste se o d̊ukaz sami./
Př́ıklad 2.136. Uvažujme metrické prostory `∞ a c0 z Př́ıkladu 2.6. Potom c0 neńı kom-
paktńı podprostor v `∞. Skutečně, necht’ {x[n]}∞n=0 je systém reálnych posloupnost́ı tvaru

x
[n]
k :=

{
n, k = n+ 1,

0, k 6= n+ 1,
pro každé n ∈ N0. (2.56)

Zřejmě x[n] ∈ c0 pro každý index n ∈ N0. Současně podle (2.13) a (2.56) máme

%(x[n], x[0])
(2.13)
= sup

k∈N
|x[n]
k − x

[0]
k |

(2.56)
= n, n ∈ N0. (2.57)

Podprostor c0 proto neńı ohraničený v `∞, nebot’ pro jeho pr̊uměr plat́ı d(c0) =∞. Proto
podle Věty 2.135 podprostor c0 nemůže být ani kompaktńı v `∞.

Vyvstává přirozená otázka, totiž zda tvrzeńı Věty 2.135 lze obrátit. Odpověd’ je záporná,
jak ukazuje následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2.137. (i) V prostoru `∞ všech omezených posloupnost́ı reálných č́ısel se supre-
movou metrikou neńı uzavřená jednotková koule kompaktńı. Proč? Uvažujte posloupnost/
{u[n]}, kde

u[n] := (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, . . . ),
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a pokuste se z ńı vybrat konvergentńı podposloupnost.

(ii) Podobně lze ukázat, že v prostoru C[0, 1] se supremovou metrikou neńı uzavřená jed-
notková koule kompaktńı.

(iii) Prozkoumejte uzavřenost a omezenost vs. kompaktnost pro diskrétńı metrický prostor
maj́ıćı nekonečně mnoho prvk̊u. /

V kompaktńıch metrických prostorech kompaktńı a uzavřené množiny splývaj́ı.

Věta 2.138. Podmnožina kompaktńıho metrického prostoru je kompaktńı právě tehdy, když
je uzavřená.

D̊ukaz. Implikace zleva doprava je obsahem Věty 2.135. Naopak, necht’ {xn} ⊆ N , kde
N je uzavřená podmnožina kompaktńıho prostoru M . Protože M je kompaktńı, existuje
vybraná konvergentńı podposloupnost {xnk

}, tj. xnk
→ x0 ∈ M . Protože však {xnk

} ⊆ N
a N je uzavřená, plat́ı x0 ∈ N , tedy N je kompaktńı.

Omeźıme-li se na na eukleidovské prostory, pak tvrzeńı Věty 2.135 lze obrátit.

Věta 2.139 (Heineova-Borelova věta). Necht’ A je podmnožina v En. Množina A je kom-
paktńı, právě když je uzavřená a ohraničená.

D̊ukaz. Implikace zleva doprava plat́ı v obecných prostorech a je obsahem Věty 2.135.
Pro d̊ukaz opačné implikace nejdř́ıve uvedeme pomocné tvrzeńı. Uvažujme dva metrické
prostory (M,%), (N, σ). Na množině M ×N definujme funkci

%p([x1, y1], [x2, y2]) = (%p(x1, x2) + σp(y1, y2))1/p

pro p ∈ [1,∞) a %p([x1, y1], [x2, y2]) = max{%(x1, x2), σ(y1, y2)} pro p = ∞. Potom %p
je metrika na M ×N . Nav́ıc, plat́ı, že prostory (M,%), (N, σ) jsou kompaktńı, právě když
(M×N, %p) je kompaktńı. Indukćı lze toto tvrzeńı rozš́ı̌rit na součin libovolného konečného
počtu prostor̊u. Vzhledem k tomuto tvrzeńı stač́ı požadovanou implikaci z věty dokázat
pro n = 1. Každá uzavřená a omezená množina A je jistě podmnožinou nějakého intervalu
[a, b]. Tento interval je podle Př́ıkladu 2.134-(ii) kompaktńı v E1. Poněvadž A je uzavřenou
podmnožinou kompaktńı množiny [a, b], je podle Věty 2.138 kompaktńı i množina A.

V př́ı̌st́ı větě ukážeme daľśı charakterizaci kompaktnosti, tentokrát pomoćı tzv. centro-
vaných systém̊u.

Definice 2.140 (Centrovaný systém množin). Necht’ (M,%) je metrický prostor a I nějaká
neprázdná indexová množina. Systém podmnožin {Ak}k∈I v M se nazývá centrovaný,
jestliže pro každou konečnou podmnožinu J ⊆ I plat́ı

⋂
k∈J Ak 6= ∅.

Věta 2.141 (Kompaktnost pomoćı centrovaných systémů). Metrický prostor (M,%) je
kompaktńı právě tehdy, když každý centrovaný systém uzavřených podmnožin množiny M
má neprázdný pr̊unik.
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Nejdř́ıve dokážeme pomocné tvrzeńı.

Lemma 2.142. Necht’ (M,%) je metrický prostor a I libovolná neprázdná indexová množina.
Necht’ {Ak}k∈I je systém uzavřených podmnožin množiny M a položme Bk := M \ Ak pro
každé k ∈ I. Potom systém {Bk}k∈I je otevřené pokryt́ı množiny M právě tehdy, když⋂
k∈I Ak = ∅.

D̊ukaz Lemmatu 2.142. Tvrzeńı vyplývá jednak z faktu, že každá z množin Bk, k ∈ I, je
otevřená v M , a jednak z množinových de Morganových pravidel, konkrétně

⋃
k∈I

Bk = M \

(⋂
k∈I

Ak

)
,

⋂
k∈I

Ak = M \

(⋃
k∈I

Bk

)
. (2.58)

Jestliže {Bk}k∈I je otevřené pokryt́ı množiny M , potom plat́ı M =
⋃
k∈I Bk, a tedy z druhé

identity v (2.58) máme
⋂
k∈I Ak = ∅. Naopak, jestliže

⋂
k∈I Ak = ∅, potom prvńı rovnost v

(2.58) implikuje M =
⋃
k∈I Bk, a tedy {Bk}k∈I je otevřené pokryt́ı množiny M .

D̊ukaz Věty 2.141. Necht’ (M,%) je kompaktńı metrický prostor a uvažujme nějaký cen-
trovaný systém {Ak}k∈I uzavřených podmnožin množiny M . Položme Bk := M \ Ak. V
souladu s Definićı 2.140 pro každou konečnou podmnožinu J ⊆ I je

⋂
k∈J Ak 6= ∅, což podle

(2.58) znamená, že
⋃
k∈J Bk ( M , tj. systém {Bk}k∈J neńı otevřeným pokryt́ım množiny

M . Předpoklad kompaktnosti (M,%) a Definice 2.131 však následně zaruč́ı, že ani {Bk}k∈I
nemůže být otevřené pokryt́ı množiny M . Proto podle Lemmatu 2.142 plat́ı

⋂
k∈I Ak 6= ∅.

Naopak předpokládejme, že každý centrovaný systém uzavřených podmnožin množiny M
má neprázdný pr̊unik. Necht’ {Bk}k∈I je nějaké otevřené pokryt́ı množiny M a položme
Ak := M \Bk, k ∈ I. Každá z množin Ak je zřejmě uzavřená a v souladu s Lemmatem 2.142
plat́ı

⋂
k∈I Ak = ∅. Proto {Ak}k∈I nemůže být centrovaný systém podmnožin v M . Podle

Definice 2.140 tedy existuje konečná množina index̊u J ⊆ I taková, že
⋂
k∈J Ak = ∅.

Ve shodě s Lemmatem 2.142 potom ale {Bk}k∈J je otevřené pokryt́ı množiny M , a tedy
konečné podpokryt́ı pokryt́ı {Bk}k∈I . Podle Definice 2.131 je tedy metrický prostor (M,%)
kompaktńı.

Př́ıklad 2.143. (i) Necht’ M = [0, 1]. Systém množin An = [0, 1/n], n ∈ N, je centrovaný,
jeho pr̊unikem je množina {0}.
(ii) Necht’ M = [0, 1]. Systém množin An = (0, 1/n), n ∈ N, je centrovaný, jeho pr̊unikem
je však prázdná množina.

Poznámka 2.144. Formulaci Věty 2.141 lze pozměnit ve smyslu vzet́ı spočetného centro-
vaného systému uzavřených množin, přičemž ekvivalence z̊ustane zachována, viz [28].

Následuje daľśı charakterizace kompaktnosti.

Věta 2.145 (Kompaktnost pomoćı hromadného bodu). Metrický prostor (M,%) je kom-
paktńı právě tehdy, když každá nekonečná podmnožina N ⊆ M má aspoň jeden hromadný
bod v M (tj. N ′ 6= ∅).
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D̊ukaz. Dokážeme implikaci zleva doprava. Sporem předpokládejme, že existuje nekonečná
podmnožina N ⊆ M , která nemá žádný hromadný bod. Zřejmě je možné vybrat jej́ı
spočetnou podmnožinu

{x1, x2, x3, . . . , xn, . . . } ⊆ N,

která též nemá žádný hromadný bod. Uvažujme systém nekonečných množin

Ak := {xk, xk+1, xk+2, . . . , xn, . . . }, k ∈ N. (2.59)

V souladu s Definićı 2.140 je potom {Ak}k∈N centrovaným systémem uzavřených podmnožin
množiny M . Skutečně, pro každou konečnou množinu index̊u J = {k1, . . . , kn}, n ∈ N,
plat́ı ⋂

k∈J

Ak = {xl, xl + 1, xl + 2, . . . , xn, . . . } 6= ∅, kde l := max{k1, . . . , kn}.

Na druhé straně zřejmě
⋂
k∈NAk = ∅, a proto podle Věty 2.141 metrický prostor (M,%)

nemůže být kompaktńı, což je však spor s předpokladem věty. Pro d̊ukaz opačné implikace
odkážeme čtenáře např. na [28].

Př́ıklad 2.146. Uvažujme prostor `2 a jeho podmnožinu N tvořenou posloupnostmi

x[n] := (0, 0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
n

, 0, . . . ),

n ∈ N. Zřejmě plat́ı %2(x[m], x[n]) =
√

2 pro m 6= n. Nekonečná množina N je zřejmě
uzavřená a ohraničená v `2. Nemá však žádný hromadný bod a tedy podle Věty 2.145
nemůže být kompaktńı. Máme tak daľśı potvrzeńı toho, že tvrzeńı Věty 2.135 nelze obrátit.
Poznamenejme, že množina N lež́ı na jednotkové sféře S v `2.

Poznámka 2.147. Shrňme si některá z výše uvedených pozorováńı. Kompaktnost (v me-
trických prostorech) je

”
v́ıc“ než uzavřenost & omezenost a lze ji ekvivalentně vyjádřit:

• pomoćı posloupnost́ı;

• pomoćı (spočetného) otevřeného pokryt́ı;

• pomoćı (spočetných) centrovaných systémů;

• pomoćı existence hromadného bodu.

Upozorněme, že v obecných topologických prostorech tyto charakteristiky nedávaj́ı ekviva-
lentńı pojmy. Zmı́něné (ekvivalentńı) vlastnosti lze pak často už́ıt při teoretických úvahách
či při zkoumáńı konkrétńıch situaćı v metrických prostorech. Existuj́ı ještě daľśı charakte-
rizace kompaktnosti; k této problematice se vrát́ıme při studiu prekompaktńıch a relativně
kompaktńıch množin.
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Spojitá zobrazeńı kompaktńıch prostor̊u

Následuj́ıćı tvrzeńı lze chápat jako zobecněńı již dř́ıve zmı́něné Weierstrassovy věty (spojitá
funkce na uzavřeném a omezeném intervalu je omezená).

Věta 2.148. Necht’ (M,%) a (N, σ) jsou metrické prostory, f : M → N je spojité zobrazeńı
a A ⊆M kompaktńı. Potom f(A) je množina kompaktńı v (N, σ).

D̊ukaz. Bud’ {un} ⊆ f(A) libovolná posloupnost. Pak pro každé n ∈ N existuje xn ∈ A tak,
že f(xn) = un (tj. vzor pro un). Poněvadž A je kompaktńı, existuje vybraná podposloupnost

{xnk
} tak, že xnk

%−→ x0 ∈ A. Vzhledem ke spojitosti f dostáváme f(xnk
)

σ−→ f(x0) ∈
f(A). Proto {un} ⊆ f(A) obsahuje konvergentńı podposloupnost, která konverguje k prvku
z f(A). Je tedy f(A) kompaktńı.

Lze nalézt i jiný př́ıstup k d̊ukazu, totiž pomoćı otevřených pokryt́ı, viz [28]. Z uvedené
věty zejména plyne, že spojitý obraz kompaktńı množiny je vždy uzavřený a ohraničený.
Jako speciálńı př́ıpad máme tuto variantu Weierstrassovy věty.

Důsledek 2.149 (Weierstrassova věta). Necht’ (M,%) je kompaktńı metrický prostor a
f spojité zobrazeńı zobrazuj́ıćı M do eukleidovského prostoru E1. Potom je zobrazeńı f
omezené a nabývá své maximum a minimum na M .

Vezmeme-li za M nějakou uzavřenou a omezenou množinu v En, pak se předchoźı
d̊usledek redukuje na známé tvrzeńı z diferenciálńıho počtu funkce v́ıce proměnných.

Dále uvid́ıme, že v př́ıpadě kompaktńıch prostor̊u je spojitost automaticky stejnoměrná.

Věta 2.150 (Cantorova-Heineova věta). Necht’ (M,%) je kompaktńı metrický prostor,
(N, σ) metrický prostor a f : M → N spojité zobrazeńı. Pak f je stejnoměrně spojité.

D̊ukaz. Tvrzeńı dokážeme sporem. Předpokládejme, že zobrazeńı f neńı stejnoměrně spo-
jité, tj. podle Definice 2.78 existuje ε > 0 tak, že pro každé n ∈ N existuj́ı body xn, x

∗
n ∈M

s vlastnost́ı

ρ(xn, x
∗
n) <

1

n
a σ(f(xn), f(x∗n)) ≥ ε. (2.60)

Vzhledem k Větám 2.145 a 2.135 obsahuje posloupnost {xn}∞n=1 d́ıky kompaktnosti množiny
M konvergentńı vybranou podposloupnost {xnk

}∞k=1 s limitou x ∈M . Využit́ım trojúhelńı-
kové nerovnosti a prvńı nerovnosti v (2.60) vybraná podposloupnost {x∗nk

}∞k=1 z posloup-
nosti {x∗n}∞k=1 splňuje

lim
k→∞

%(x∗nk
, x) ≤ lim

k→∞

[
%(x∗nk

, xnk
) + %(xnk

, x)
] (2.60)

≤ lim
k→∞

[
1

nk
+ %(xnk

, x)

]
= 0,

což podle Definice 2.57 znamená, že i posloupnost {x∗nk
}∞k=1 je konvergentńı s limitou x.

Následně podle Věty 2.73 ze spojitosti zobrazeńı f dostáváme

ε
(2.60)

≤ lim
k→∞

σ(f(xnk
), f(x∗nk

)) ≤ lim
k→∞

[
σ(f(xnk

), f(x)) + σ(f(x), f(x∗nk
))
]

= 0,

což odporuje předpokladu o č́ısle ε. Proto zobrazeńı f je stejnoměrně spojité.
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Prekompaktnost a relativńı kompaktnost

V této sekci se zabýváme množinami, které jsou v jistém smyslu bĺızko kompaktńım mno-
žinám. Jak uvid́ıme, tyto úvahy se nám později budou velmi hodit pro praktické účely.
Pozor, terminologie v této oblasti je dost nejednotná. Začneme s definićı pomocného pojmu.

Definice 2.151 (ε-ová śıt’). Necht’ (M,%) je metrický prostor, N ⊆ M podmnožina a ε
kladné reálné č́ıslo. Množina A ⊆M se nazývá śıt’ množiny N s poloměrem ε, resp. ε-ová
śıt’ množiny N , jestliže pro každý bod x ∈ N existuje bod y ∈ A tak, že %(x, y) ≤ ε.

Poznámka 2.152. Množina A je ε-ovou śıt́ı množiny N , jestliže sjednoceńı kouĺı o po-
loměru ε se středy v bodech množiny A pokryje N v (M,%).

Př́ıklad 2.153. Śıt’ všech bod̊u v En, jejichž souřadnice jsou celoč́ıselnými násobky č́ısla
ε, tvoř́ı ε-ovou śıt’ množiny Rn. Tato śıt’ je jistě nekonečná a zřejmě neexistuje konečná ε-
ová śıt’ množiny Rn. Na druhou stranu, pro libovolnou omezenou množinu v Rn konečnou
ε-ovou śıt’ najdeme.

Nyńı zavedeme pojem prekompaktńı množiny. Přestože to z definice neńı na prvńı
pohled patrné, později uvid́ıme, že prekompaktńı množinu lze chápat jako objekt, který
obdrž́ıme, zaměńıme-li v definici kompaktnosti konvergentńı posloupnost za cauchyovskou.
Později nav́ıc ukážeme, že je za určitých okolnost́ı v úzkém vztahu s tzv. relativně kom-
paktńı množinou. Lze se ovšem též motivovat předchoźım př́ıkladem.

Definice 2.154 (Prekompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor. Ř́ıkáme, že
množina N ⊆ M je prekompaktńı, jestliže pro každé ε > 0 existuje konečná ε-ová śıt’

této množiny. Ř́ıkáme, že metrický prostor (M,%) je prekompaktńı, jestliže množina M je
prekompaktńı.

Poznámka 2.155 (Terminologická poznámka). Zejména (ovšem nejen) ve starš́ı literatuře
se mı́sto pojmu prekompaktńı množina už́ıvá pojmu totálně omezená množina. Aby těch
zmatk̊u nebylo málo, někde v literatuře se výraz prekompaktńı množina použ́ıvá pro tzv.
relativně kompaktńı množinu, kterou také diskutujeme ńıže.

Poznámka 2.156. A ted’ trocha
”
legrace“. Právě definovaný pojem lze interpretovat

následuj́ıćım zp̊usobem (jde o dobrou pomůcku k zapamatováńı): Prekompaktńı (či totálně
omezený) prostor je město, které lze střežit konečným počtem libovolně krátkozrakých
strážc̊u.

Uváž́ıme-li konečnost ε-ové śıtě, trojúhelńıkovou nerovnost a definici omezenosti, dos-
táváme následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta 2.157. Každý prekompaktńı prostor je omezený.

Poznámka 2.158. V prostorech En prekompaktnost a omezenost splývaj́ı. V obecném
př́ıpadě tomu tak neńı. Např. diskrétńı metrický prostor je prekompaktńı, právě když má
konečně mnoho prvk̊u. Na druhé straně, každý, tedy i nekonečný, diskrétńı prostor je
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evidentně omezený. V této souvislosti prozkoumejte i množinu N ⊂ `2 z Př́ıkladu 2.146 a /
uvědomte si, že jednotková sféra S v `2 (na ńıž množina N lež́ı) je zřejmě ohraničená, ale
nelze na ńı naj́ıt konečnou ε-ovou śıt’ pro jistá (malá) ε.

Př́ıklad 2.159. V předchoźım jsme viděli, že jednotková sféra S v `2, tj. množina takových
bod̊u x = (x1, x2, . . . ), že

∑∞
n=1 x

2
n = 1, je př́ıkladem ohraničené, ale nikoli prekompaktńı

množiny. Př́ıkladem nekonečněrozměrné prekompaktńı množiny je tzv. Hilbert̊uv kvádr v
prostoru `2, tj. množina {x ∈ `2 : |xk| ≤ 1/2k−1, k ∈ N}.

Věta 2.160. Každý prekompaktńı prostor je separabilńı.

D̊ukaz. Necht’ (M,%) je prekompaktńı metrický prostor. Označme An konečnou 1/n-śıt’

množiny M . Potom je množina
⋃
n∈NAn nejvýše spočetná a podle Poznámky 2.44 hustá v

(M,%).

Př́ıklad 2.161. Tvrzeńı Věty 2.160 nelze obrátit. Vhodně to ilustruje např. podprostor
(N, %2) metrického prostoru `2 zkoumaný v Př́ıkladu 2.146. Již z dř́ıvěǰska (viz Př́ıklad 2.52)
v́ıme, že `2 je separabilńı. Tedy i podprostor (N, %2) je separabilńı. Avšak neńı prekom-
paktńı v `2, nebot’ pro množinu N neexistuje konečná ε-ová śıt’ s hodnotou ε <

√
2/2.

Cvičeńı 2.162. Promyslete si: Množina N v metrickém prostoru (M,%) je separabilńı,
právě když pro každé ε > 0 existuje spočetná ε-ová śıt’ této množiny./

Prekompaktnost lze charakterizovat pomoćı cauchyovských posloupnost́ı. Právě proto
se někde v literatuře ńıže uvedený vztah použ́ıvá jako definice prekompaktnosti.

Věta 2.163 (Prekompaktnost pomoćı cauchyovských posloupnost́ı). Metrický prostor (M,%)
je prekompaktńı právě tehdy, když z každé posloupnosti bod̊u množiny M lze vybrat posloup-
nost cauchyovskou.

D̊ukaz. Dokážeme implikaci zprava doleva. Necht’ (M,%) je metrický prostor takový, že
z každé posloupnosti bod̊u množiny M lze vybrat posloupnost cauchyovskou a ε > 0 je
libovolné. Zvolme bod x1 ∈ M libovolně. Je-li uzavřená koule B[x1, ε] = M , lze za ε-ovou
śıt’ v M zvolit množinu {x1}. Necht’ tedy B[x1, ε] ⊂M . Potom existuje bod x2 ∈M tak, že
%(x1, x2) > ε. Je-li nyńı B[x1, ε] ∪ B[x2, ε] = M , tvoř́ı ε-ovou śıt’ množina {x1, x2}. Pokud
je B[x1, ε] ∪ B[x2, ε] ⊂ M , existuje bod x3 ∈ M takový, že %(x1, x3) > ε a %(x2, x3) > ε
atd. Takto lze ovšem sestrojit pouze konečnou posloupnost bod̊u xn, nebot’ z nekonečné
posloupnosti {xn} by nebylo možné vybrat posloupnost cauchyovskou. Existuje tedy v M
konečná ε-ová śıt’.

Nyńı dokážeme opačnou implikaci. Necht’ v metrickém prostoru (M,%) ke každému
ε > 0 existuje konečná ε-ová śıt’ Aε. Označme εk = 1/k, k ∈ N, a mı́sto Aεk pǐsme
stručně Ak. Bud’ {xn} libovolná posloupnost v M . Protože M =

⋃
y∈A1
B[y, 1] a A1 je

konečná množina, obsahuje aspoň jedna uzavřená koule B[y, 1], y ∈ A1, nekonečně mnoho

člen̊u posloupnosti {xn}, tedy v {xn} existuje vybraná podposloupnost {x(1)
n } taková, že

pro vhodné a1 ∈ A1 je x
(1)
n ∈ B[a1, 1]. Analogicky v {x(1)

n } existuje vybraná posloupnost
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{x(2)
n } taková, že pro vhodné a2 ∈ A2 je x

(2)
n ∈ B[a2, 1/2] atd. Obecně tedy ke každému

εk = 1/k existuje aspoň jedna uzavřená koule B[ak, 1/k], ak ∈ Ak, taková, že obsahuje

posloupnost {x(k)
n } vybranou z {x(k−1)

n }. Pak ale
”
diagonálńı“ posloupnost {x(n)

n } vybraná
z {xn} je cauchyovská, nebot’ k libovolnému δ > 0 existuje k ∈ N tak, že 2/k < δ, tedy

d(B[ak, 1/k]) = 2/k < δ. Proto pro libovolné i, j ≥ k plat́ı %(x
(i)
i , x

(j)
j ) < δ.

Než uvedeme následuj́ıćı d̊uležité tvrzeńı, které dává do souvislosti kompaktnost, úplnost
a prekompaktnost, uvědomme si, že jsme zat́ım nehovořili o vztahu mezi kompaktnost́ı a
úplnost́ı. Zkuste si nejdř́ıve jako cvičeńı (bez poznatk̊u této sekce a nahlédnut́ı do d̊ukazu) /
ukázat, že kompaktnost implikuje úplnost, ale nikoliv naopak. K neplatnosti opačné im-
plikace uved’me následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2.164. Nekonečný diskrétńı prostor je úplný, ale neńı kompaktńı. Uzavřená jed-
notková koule v (C[a, b], %C) je d́ıky úplnosti (C[a, b], %C) a Větě 2.97 úplným metrický pro-
storem, avšak nikoliv kompaktńım, viz Př́ıklad 2.137. Uvedli jsme př́ıklady požadovaných
prostor̊u, které jsou dokonce omezené, což ani nebylo potřeba. Naj́ıt vhodný př́ıklad neo-
mezeného prostoru s požadovanými vlastnostmi je ještě jednodušš́ı.

Věta 2.165 (Zobecněná Heineova-Borelova věta). Metrický prostor (M,%) je kompaktńı
právě tehdy, když je prekompaktńı a zároveň úplný.

D̊ukaz. Necht’ (M,%) je kompaktńı. Potom z definice kompaktnosti a z Věty 2.163 je zřejmé,
že M je prekompaktńı. Dokážeme úplnost. Necht’ {xn} je libovolná cauchyovská posloup-
nost v M . Z kompaktnosti M plyne, že existuje vybraná podposloupnost {xnk

} konverguj́ıćı
k nějakému x0 ∈M . Necht’ ε > 0 je libovolné. Z trojúhelńıkové nerovnosti máme

%(xn, x0) ≤ %(xn, xnk
) + %(xnk

, x0).

Jsou-li nyńı n a nk dostatečně velká, je každý ze sč́ıtanc̊u v posledńı nerovnosti menš́ı než
ε/2. To tedy znamená, že xn

%−→ x0.
Naopak, necht’ (M,%) je prekompaktńı a úplný. Vzhledem k Větě 2.163 je kompaktnost

prostoru (M,%) zřejmá. Připomeňme, že v úplných prostorech konvergentńı a cauchyovské
posloupnosti splývaj́ı.

Poznámka 2.166. Důkaz faktu, že prekompaktnost (tj. existence konečné ε-ové śıtě)
a úplnost implikuj́ı kompaktnost, byl jednoduchý d́ıky Větě 2.163. Př́ımý d̊ukaz této
skutečnosti lze založit i na kombinaci myšlenek d̊ukazu Věty 2.163 a zobecněném prin-
cipu vložených interval̊u (Věta 2.106), viz např. [28].

Cvičeńı 2.167. Jaký je vztah mezi prekompaktnost́ı a úplnost́ı? /
Poznámka 2.168. Některé z následuj́ıćıch fakt̊u jsme diskutovali už dř́ıve. Nicméně je
užitečné poznamenat, že jako d̊usledek předchoźı věty (d́ıky vlastnostem prekompaktńıch
množin) okamžitě dostáváme, že každý kompaktńı prostor je úplný, omezený a separabilńı.
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Výše jsme uvedli, že o kompaktnosti lze hovořit zhruba jako o analogii podmı́nky

”
uzavřenost a omezenost“ (zejména jde o v jistém smyslu jej́ı

”
nekonečnědimenzionálńı“

analogii, viz normované lineárńı prostory). Vynecháme-li — vágně řečeno — podmı́nku
uzavřenosti, dostáváme následuj́ıćı slabš́ı verzi kompaktnosti, zvanou relativńı kompakt-
nost.

Definice 2.169 (Relativně kompaktńı množina). Necht’ (M,%) je metrický prostor. Ř́ıkáme,
že množina N ⊆ M je relativně kompaktńı (v prostoru (M,%)), jestliže jej́ı uzávěr N v
(M,%) je kompaktńı.

Poznámka 2.170. Jak už jsme poznamenali dř́ıve, někde v literatuře se právě definovaný
pojem nazývá prekompaktńı množina.

Důvodem, proč jsou uvedené pojmy v literatuře zaměňovány, může být následuj́ıćı fakt.
Zd̊urazněme však, že se týká pouze úplných prostor̊u.

Věta 2.171. Necht’ (M,%) je úplný metrický prostor. Potom neprázdná podmnožina N ⊆
M je relativně kompaktńı právě tehdy, když je prekompaktńı.

D̊ukaz. Nejprve poznamenejme, že podle Poznámky 2.32 je množina N prekompaktńı,
právě když N je prekompaktńı. Předpokládejme, že N je prekompaktńı. Podle Věty 2.97
dostáváme, že N je úplný metrický prostor. Z Věty 2.165 plyne, že N je kompaktńı a
tedy N je relativně kompaktńı. Opačný směr přenecháváme jako cvičeńı. Můžete využ́ıt/
výše zmı́něného vztahu mezi N a N (kde se prekompaktnost zachovává), nebo přemýšlet
o jiném zp̊usobu d̊ukazu, a to s využit́ım Věty 2.163 a Věty 2.172.

Věta 2.172 (Relativńı kompaktnost pomoćı konvergentńıch posloupnost́ı). Necht’ (M,%)
je metrický prostor. Potom neprázdná podmnožina N ⊆ M je relativně kompaktńı právě
tehdy, když z každé posloupnosti bod̊u množiny N lze vybrat konvergentńı podposloupnost
(jej́ı̌z limita ovšem nemuśı jǐz ležet v N).

D̊ukaz. Implikace zleva doprava je jednoduchá; pokuste se o ni. Pro d̊ukaz opačné implikace/
vezměme N ⊆ M takovou, že z každé posloupnosti {yn} ⊆ N lze vybrat podposloupnost
konvergentńı v M . Potom {yn} obsahuje konvergentńı podposloupnost {ynk

} takovou, že
ynk
→ y0, přičemž zřejmě y0 ∈ N . Poněvadž N je hustá v N , pro každé n ∈ N existuje

yn ∈ N tak, že %(xn, yn) < 1/n. Odtud, s využit́ım trojúhelńıkové nerovnosti, dostáváme

%(xnk
, y0) ≤ %(xnk

, ynk
) + %(ynk

, y0) <
1

nk
+ %(ynk

, y0)→ 0

pro k →∞. Tedy xnk
→ y0 ∈ N , a proto N je kompaktńı.

Poznámka 2.173. Poznamenejme, že někde v literatuře se relativńı kompaktnost defi-
nuje právě pomoćı charakterizace z Věty 2.172. Dobře si všimněte drobných (ale velmi
podstatných) rozd́ıl̊u v definici kompaktńı množiny, v charakterizaci prekompaktnosti z
Věty 2.163 a v charakterizaci relativńı kompaktnosti z Věty 2.172.
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Cvičeńı 2.174. (i) Plat́ı v obecném př́ıpadě (tj. bez úplnosti) alespoň jedna z implikaćı
Věty 2.171?

(ii) Najděte př́ıklad relativně kompaktńı množiny, která neńı kompaktńı. Dále ukažte,
že omezené množiny v En jsou relativně kompaktńı; pokuste se naj́ıt v́ıc zp̊usob̊u (pomoćı
vlastnost́ı uzavřených a omezených množin v En nebo pomoćı ε-ové śıtě nebo pomoćı /
posloupnost́ı).

Poznámka 2.175. Shrňme některá d̊uležitá fakta uvedená v této sekci:

• Prekompaktnost množiny znamená, že v ńı existuje konečná ε-śıt’, tzn., že prekom-
paktńı množinu lze vždy pokrýt konečně mnoha koulemi o libovolně malém poloměru.
Prekompaktńım množinám se někdy ř́ıká totálně omezené.

• Relativně kompaktńı množiny jsou ty, jejichž uzávěr je kompaktńı. Relativně kom-
paktńım množinám se někdy ř́ıká prekompaktńı.

• Množina je prekompaktńı právě tehdy, když z každé posloupnosti jejich prvk̊u lze
vybrat cauchyovskou posloupnost.

• Množina je relativně kompaktńı právě tehdy, když z každé posloupnosti jejich prvk̊u
lze vybrat konvergentńı posloupnost (přičemž limita nemuśı ležet v této množině).

• V úplných metrických prostorech prekompaktńı množiny a relativně kompaktńı množiny
splývaj́ı

• Kompaktńı množiny jsou právě ty, které jsou prekompaktńı a úplné.

Jen na okraj zmiňme, že v Poznámce 4.45 diskutujeme zobrazeńı, v nichž d̊uležitou roli
hraje relativńı kompaktnost.

2.8 Kritéria (relativńı) kompaktnosti a aplikace

Pro praktické účely je potřeba mı́t k dispozici rozumné nástroje, kterými zjist́ıme, zda
je daná množina relativně kompaktńı. Uvedeme kritéria pro některé speciálńı prostory.
Pro velmi často využ́ıvanou Arzeláovu-Ascoliho větu, která popisuje situaci v prostoru
(C[a, b], %C), potřebujeme následuj́ıćı pojmy.

Definice 2.176 (Stejnoměrná ohraničenost, rovnomocná spojitost). Pro daná a, b ∈ R,
a < b, uvažujme (neprázdnou) množinu N funkćı f : [a, b]→ R.

(i) Řekneme, že funkce z množinyN jsou stejnoměrně ohraničené (též stejně ohraničené)
na intervalu [a, b], jestliže existuje kladné reálné č́ıslo L s vlastnost́ı

|f(x)| ≤ L pro každé x ∈ [a, b] a každé f ∈ N. (2.61)

(ii) Řekneme, že funkce z množiny N jsou rovnomocně spojité (též stejně spojité) na
intervalu [a, b], jestliže pro každé ε > 0 existuje δ > 0 takové, že

pro všechna x, x∗ ∈ [a, b] s vlastnost́ı |x− x∗| < δ

a pro všechny funkce f ∈ N plat́ı |f(x)− f(x∗)| < ε.
(2.62)
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Poznámka 2.177. Z podmı́nky (2.61) je zřejmé, že jestliže N je množina funkćı stej-
noměrně ohraničených na intervalu [a, b], potom nutně N ⊆ B[a, b]. Zejména plat́ı, že
množina N je ohraničená v metrickém prostoru (B[a, b], %B). Jestliže N je množina funkćı
rovnomocně spojitých na intervalu [a, b], potom podle Definice 2.78 a podmı́nky (2.62) je
každá funkce f ∈ N stejnoměrně spojitá na [a, b].

Cvičeńı 2.178. Dokažte, že každá konečná množina funkćı spojitých na [a, b] tvoř́ı množinu
rovnomocně spojitých funkćı. Dále ukažte, že systém {fc : 0 ≤ c ≤ 1}, kde fc(x) = cx(1−
x), tvoř́ı množinu stejnoměrně ohraničených funkćı na [0, 1], kdežto systém {fc : c ≥ 0} už
takovou množinu netvoř́ı./
Věta 2.179 (Arzeláova-Ascoliho věta). Množina N ⊆ C[a, b] je relativně kompaktńı v
prostoru (C[a, b], %C) právě tehdy, když funkce z množiny N jsou stejnoměrně ohraničené
a rovnomocně spojité na [a, b].

D̊ukaz. Důkaz lze nalézt v mnoha zdroj́ıch, např. [20, 21, 28]. Naznačme alespoň, jak se
konstruuje konečná ε-śıt’ (jej́ı existence nám zaruč́ı — d́ıky úplnosti uvažovaného prostoru
— relativńı kompaktnost). Nejdř́ıve se vhodně rozděĺı definičńı obor a interval [−L,L] (kde
L je konstanta z (2.61)) a děĺıćımi body vedeme př́ımky rovnoběžné s osami. Požadovaná
ε-śıt’ je vytvořena z po částech lineárńıch funkćı, které procházej́ı pr̊useč́ıky sestrojených
př́ımek. Danou funkci f ∈ N pak aproximujeme funkćı z ε-śıtě, která procháźı body nej-
bližš́ımi grafu funkce f . Důkaz relativńı kompaktnosti lze ovšem založit i na jiné myšlence,
kdy se prokazuje možnost nalezeńı jisté vybrané (diagonálńı) cauchyovské posloupnosti
funkćı.

Důsledek 2.180 (Kompaktnost v prostoru spojitých funkćı). Množina N ⊆ C[a, b] je
kompaktńı v prostoru (C[a, b], %C) právě tehdy, když N je uzavřená v (C[a, b], %C) a funkce
z množiny N jsou stejnoměrně ohraničené a rovnomocně spojité na [a, b].

Důsledek 2.181. Necht’ {fn}∞n=1 je posloupnost reálných funkćı spojitých na kompaktńım
intervalu [a, b], a < b. Jestlǐze funkce fn, n ∈ N, jsou stejnoměrně ohraničené a rovno-
mocně spojité na [a, b], potom existuje vybraná podposloupnost {fnk

}∞k=1, která konverguje
stejnoměrně na [a, b].

K předchoźımu d̊usledku poznamenejme, že je-li tedy F [a, b] systém stejnoměrně ohrani-
čených a rovnomocně spojitých funkćı na [a, b], lze z F [a, b] vybrat posloupnost konver-
gentńı v C[a, b].

Klasickým výsledkem, který využ́ıvá Arzeláovu-Ascoliho větu, je Peanova věta o řeši-
telnosti Cauchyovy úlohy

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

na nějakém intervalu. Peanova věta vyžaduje pouhou spojitost funkce f(x, y), na rozd́ıl od
dř́ıve zmı́něné Picardovy věty, která potřebuje i Lipschitzovskost vzhledem k y. Připomeň-
me, že d̊ukaz Picardovy věty je založen na Banachově větě o pevném bodu a zaručuje i
jednoznačnost řešeńı, které je nav́ıc zkonstruováno pomoćı posloupnosti postupných apro-
ximaćı, viz Př́ıklad 2.127. Důkaz Peanovy věty žádný návod na nalezeńı řešeńı nedává.
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Předvedeme jej v Podkapitole 4.7. Poznamenejme, že existuj́ı r̊uzné verze d̊ukaz̊u Pea-
novy věty. Je možné např. provést konstrukci jistých pomocných funkćı, z nichž pak na
základě Arzeláovy-Ascoliho věty vybereme stejnoměrně konvergentńı posloupnost, jej́ıž
limitou je hledané řešeńı, viz např. [26, 28]. Jinou možnost́ı je d̊ukaz prostřednictv́ım
Schauderovy věty o pevném bodu (viz Věta 4.44), avšak i v tomto př́ıpadě hraje d̊uležitou
roli Věta 2.179. Právě takový d̊ukaz podáme v Podkapitole 4.7 Existuje však i d̊ukaz, který
neńı založen na použit́ı Věty 2.179. Daľśı aplikaci Arzeláovy-Ascoliho věty v rámci našeho
kurzu předvedeme v d̊ukazu Věty 4.49, kde dokazujeme řešitelnost tzv. Hammersteinovy
integrálńı rovnice, a to opět pomoćı Schauderovy věty o pevném bodu. Tento výsledek nám
pak umožńı prozkoumat jistý nelineárńı oscilátor.

Existuj́ı kritéria kompaktnosti v r̊uzných daľśıch speciálńıch prostorech. Pro zaj́ımavost
zde uved’me tvrzeńı pro prostory `p a (Lebesgueovy) prostory Lp. Pro jejich d̊ukazy viz
např. článek [21], kde lze nalézt i hezký historický přehled této problematiky.

Věta 2.182 (Relativńı kompaktnost v prostoru `p). Pro dané p ∈ [1,∞) uvažujme met-
rický prostor `p. Potom neprázdná podmnožina N ⊆ `p je relativně kompaktńı v `p právě
tehdy, když

(i) N je ohraničená v `p,

(ii) pro každé ε > 0 existuje index n ∈ N tak, že

∞∑
k=n+1

|xk|p < ε pro každé x = {xk}∞k=1 ∈ N. (2.63)

V následuj́ıćı větě uvažujeme Lebesgueovy prostory, které zavedeme až v př́ı̌st́ı kapitole.

Věta 2.183 (Rieszova-Kolmogorova věta). Pro dané p ∈ [1,∞) uvažujme metrický prostor
Lp(Rn). Potom neprázdná podmnožina N ⊆ Lp(Rn) je relativně kompaktńı v Lp(Rn) právě
tehdy, když

(i) N je ohraničená v Lp(Rn),

(ii) pro každé ε > 0 existuje R tak, že pro každé f ∈ N plat́ı(∫
|x|>R

|f(x)|p dx

)1/p

< ε,

(iii) pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé f ∈ N a každé y ∈ Rn s vlastnost́ı
|y| < δ plat́ı (∫

Rn

|f(x+ y)− f(x)|p dx

)1/p

< ε.
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Kapitola 3
Lebesgue̊uv integrál

Nyńı z našeho výkladu trochu odboč́ıme a budeme se věnovat Lebesgueově mı́̌re a Lebesgue-
ovu integrálu. Protože se tohoto zaj́ımavého tématu jen stručně dotkneme, zájemce o hlubš́ı
studium odkážeme např. na [4, 5, 18, 23, 24, 28, 32, 34, 37, 38, 41, 43, 44, 47, 52, 53, 56, 59].

Poznamenejme, že zdroje se mohou lǐsit v hutnosti a hloubce výkladu, výběru témat i
volbě př́ıstup̊u.

H. L. Lebesgue (1875-1941) byl francouzský matematik. Okolo roku 1901 zformuloval,
vycházeje z myšlenek Borelových a Jordanových, teorii mı́ry a ještě v témže obdob́ı po-
dal definici Lebesgueova integrálu zobecňuj́ıćıho integrál Riemann̊uv. T́ım zp̊usobil jistou

”
revoluci“ v integrálńım počtu.

3.1 Motivačńı úvahy

Pokud nejste přiznivci upov́ıdaných motivačńıch úvah, můžete tuto část přeskočit a přikročit
rovnou k Podkapitole 3.2.

V prvé řadě zd̊urazněme, že ńıže nenajdeme beze zbytku precizńı zavedeńı všech pod-
statných pojmů teorie mı́ry a integrálu a odvozeńı alespoň těch nejd̊uležitěǰśıch tvrzeńı. To
vzhledem k náplni a rozsahu kurzu bohužel neńı možné. Protože se však ve funkcionálńı
analýze těžko obejdeme bez Lebesgueova integrálu, podáme alespoň jeho hrubé přibĺıžeńı.
Neodpust́ıme si ovšem např. d̊ukaz Leviho věty, d̊ukaz věty o úplnosti prostor̊u Lp a několika
daľśıch vybraných tvrzeńı, které maj́ı úzkou vazbu na obsah kurzu. Některá z nich jsou
hlouběji diskutována i v jiných kapitolách, a to v kontextu př́ıslušných témat.

Je dobře známo, že Jordanova mı́ra či Riemann̊uv integrál (př́ıp. Newton̊uv integrál)
nemusej́ı vyhovovat našim potřebám v řadě d̊uležitých situaćı (některé z nich se objevuj́ı
právě v našem kurzu, ale lze je nalézt v r̊uzných daľśıch oblastech matematiky). Myšlenka
Lebesgueovy mı́ry a Lebesgueova integrálu souviśı s hledáńım

”
lepš́ı“ mı́ry a

”
lepš́ıho“ in-

tegrálu. V tento moment poznamenejme, že Riemann̊uv integrál je definován pouze pro
takové funkce, které jsou bud’ spojité, nebo nemaj́ı

”
př́ılǐs mnoho“ bod̊u nespojitosti. Pro

tzv. měřitelné funkce, které mohou být nespojité všude tam, kde jsou definovány (nebo

59
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mohou být definovány v abstraktńı množině, takže pro ně pojem spojitosti nemá jed-
noduše význam; můžeme mı́t i prostory bez topologie), nelze Riemannovy (či Newtonovy)
konstrukce integrálu použ́ıt. Zmiňme dále zejména problém s neúplnost́ı prostoru Rieman-
novsky integrovatelných funkćı, problém s př́ılǐs striktńımi požadavky, které jsou potřeba
ve větách o limitńım přechodu s Riemannovým integrálem, či s nutnost́ı popasovat se
s některými těžkopádnými manipulacemi s Riemannovým integrálem (které mohou být
nahrazeny

”
elegantněǰśımi“ argumenty zahrnuj́ıćımi Lebesgue̊uv integrál). Jak např. ṕı̌se

N. Wiener [61]:
”
An adequate theory of the Fourier series can only be established on the

basis of Lebesgue integration. All those theorems which proceed from a given function to
its Fourier coefficients can indeed be established on the basis of any less ilusive concepts,
such as that of Riemann integral, but the fundamental theorem which proceeds from a set
of coefficients to the existence of a function having these Fourier coefficients, that of Riesz
and Fischer, is simply false for any definition narrower than that of Lebesgue.“ Problémy
s Riemannovým integrálem vznikly např. i při výpočtu délky rektifikace schopné křivky.
Značně široká tř́ıda Lebesgueovsky integrovatelných funkćı je jen jednou z výhod, nebot’

— jak již bylo výše naznačeno — Lebesgue̊uv integrál lze uvažovat i v abstraktńım pojet́ı
(což má řadu aplikaćı v r̊uzných oblastech matematiky). Důvod̊u k zavedeńı obecněǰśıho
integrálu je tedy v́ıc než dost.

Základńı myšlenka Lebesgueova integrálu spoč́ıvá v tom, že na rozd́ıl od Riemannova
integrálu se body x seskupuj́ı nikoli podle své bĺızkosti na ose x, nýbrž podle bĺızkosti
funkčńıch hodnot v těchto bodech. Jinak řečeno, rozd́ıl mezi obyčejným

”
riemannovským“

děleńım a lebesgueovským děleńım spoč́ıvá hlavně v tom, že riemannovské děleńı je pouze
na intervaly, u lebesgueovského děleńı se děĺı na libovolné množiny. To bezprostředně
umožňuje rozš́ı̌rit pojem integrálu na velmi širokou tř́ıdu funkćı. Kromě toho se Lebesgue̊uv
integrál může definovat zcela stejně pro funkce v libovolných prostorech s mı́rou, zat́ımco
Riemann̊uv integrál se zavád́ı nejprve pro funkce jedné proměnné a potom s př́ıslušnými
modifikacemi se zavede pro př́ıpad několika proměnných. Pro funkce definované v abs-
traktńıch prostorech s mı́rou však Riemann̊uv (ani Newton̊uv) integrál obecně nemá smysl.

V literatuře se lze setkat s r̊uznými př́ıstupy při konstrukci Lebesgueova integrálu (či Le-
besgueovy mı́ry). Pro názornost zde nejprve naznač́ıme

”
klasickou“ (v podstatě p̊uvodńı)

definici (a některé jej́ı modifikace), kde se postupuje v jistém smyslu analogicky k defi-
nici Riemannova integrálu. Předt́ım hrubě poṕı̌seme konstrukćı mı́ry. Velmi stručně zde
uvedeme i častěǰśı př́ıstup založený na aproximaci pomoćı jednoduchých funkćı.

Typicky se v teorii mı́ry a integrálu řeš́ı následuj́ıćı základńı problémy: Máme-li vybu-
dován

”
integrál“, odvodit z něj přislušnou

”
mı́ru“. Máme-li již zavedenu mı́ru, zkonstruo-

vat z ńı
”
integrál“. Máme-li vybudován

”
integrál“ (či

”
mı́ru“), rozš́ı̌rit tento na co největš́ı

systém funkćı (či množin) se zachováńım jeho (či jejich základńıch vlastnost́ı). Původńı
(Lebesgueova) cesta spoč́ıvá v zavedeńı mı́ry na měřitelných podmnožinách prostoru Rn.
Druhým zp̊usobem, Rieszovým, se nejdř́ıve definuj́ı integrovatelné funkce a jejich integrál
a pomoćı něj pak měřitelné množiny a jejich mı́ra (základem je prostor schodovitých (jed-
noduchých) funkćı, který bývá často nahrazen prostorem spojitých funkćı s kompaktńım
nosičem). Teorie Lebesgueova integrálu v Rn může být zasazena do rámce abstraktńıho
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integrálu (v abstraktńım prostoru bez topologie), kdy tento konkrétńı integrál vznikne z
abstraktńıho speciálńı volbou prostoru a v něm zavedené mı́ry.

V obecném př́ıstupu k teorii mı́ry (a integrálu) jde o zavedeńı široké tř́ıdy množin, tzv.
měřitelných množin. Na nich se pak zavád́ı množinová funkce (tzv. mı́ra), která splňuje ro-
zumné vlastnosti (zejména v elementárńıch př́ıpadech odpov́ıdá pojmům obsah, objem atd.
a muśı se s ńı dobře zacházet). Přirozeným požadavkem např. je, že sjednoceńı (spočetně
mnoha) měřitelných množin je měřitelné a pokud jsou množiny disjunktńı, mı́ra jejich
sjednoceńı je součet měr. Požadované vlastnosti jsou shrnuty do axiomů. Výběr axiomů
je výsledek práce matematik̊u, kteř́ı zjistili, co vše mohou požadovat a vzdali se naopak
nesplnitelných požadavk̊u (např. na měřitelnost každé množiny). Taková konstrukce Lebe-
sgueovy mı́ry neńı jediná aplikace této teorie, naopak, na pojmech, které se takto buduj́ı,
je postavena např. celá teorie pravděpodobnosti. Jak jsme již naznačili, ńıže Lebesgueovu
mı́ru zkonstruujeme jistým názorným zp̊usobem, nikoliv axiomaticky.

Z historického a didaktického hlediska je d̊uležité rozš́ı̌reńı elementárńıho objemu na již
zmı́něnou Jordanovu (či Jordanovu-Peanovu) mı́ru (nebo sṕı̌s tzv. Jordan̊uv objem, nebot’

nejde o mı́ru), kterou už znáte z teorie Riemannova integrálu. Neńı těžké setrojit Jorda-
novsky neměřitelné množiny. Nav́ıc spočetné sjednoceńı Jordanovsky měřitelných množin
nemuśı být měřitelné. Jordan̊uv objem tedy neńı naše ćılová meta a směřujeme k lepš́ımu
rozš́ı̌reńı elementárńıho objemu.

V kontextu klasického kalkulu najdeme bezpočet př́ıznivc̊u Riemannova integrálu —
od̊uvodňuj́ı to např. jednoduchost́ı jeho definice. Uvědomme si však, že jednoduchost de-
finice neńı t́ım správným kritériem. Totiž definici zavád́ıme jen jednou, kdežto (nume-
rických) př́ıklad̊u a teoretických úvah, v nichž využ́ıváme vlastnosti integrálu, je nepřeberné
množstv́ı, nebot’ integrál je jedńım z nejd̊uležitěǰśıch nástroj̊u analýzy a jejich aplikaćı. Tedy
složitěǰśı definice Lebesgueova integrálu je pouze

”
jednorázovou vadou“, kterou však bo-

hatě vyvažuje jeho obecnost, hezké vlastnosti a jednoduchost v teoretických i praktických
úvahách.

Závěrem poznamenejme, že ani Lebesgue̊uv integrál neřeš́ı všechny problémy, při nichž
je Riemann̊uv integrál nedostačuj́ıćı. V souvislosti s t́ım zmiňme tzv. Kurzweil̊uv integrál
(též Henstock̊uv, Denjoẙuv, či Perron̊uv), který se v některých situaćıch ukázal vhodněǰśı
než integrál Lebesgue̊uv. Totiž Lebesgue̊uv integrál nepokrývá tzv. neabsolutně konver-
gentńı integrály (např.

∫∞
0

sinx/x dx), které v jednoduchých př́ıpadech zachycuje New-
ton̊uv integrál. Pro hlubš́ı studium neabsolutně konvergentńıch integrál̊u se hod́ı právě
pojem Kurzweilova nebo Perronova integrálu, které zde však bĺıže diskutovat nebudeme.

3.2 Lebesgueova mı́ra

Uvažujme množinu A ⊆ R. Našim ćılem je naj́ıt vhodný prostředek, kterým tuto množinu

”
změř́ıme“, a to v dosti obecných situaćıch. Tzv. mı́rou omezeného intervalu I = (a, b)

máme na mysli jeho délku m(I) := b − a. Množinu A pokryjeme otevřenou množinou,
kterou umı́me

”
změřit“. Předt́ım poznamenejme, že každou otevřenou množinu M v R

lze napsat jako M =
⋃
k Ik, kde Ik jsou navzájem disjunktńı otevřené intervaly, kterých



62 Kapitola 3

je konečně či spočetně mnoho, viz Poznámka 2.38. Mı́ru otevřené množiny M zavedeme
takto:

m(M) :=
∑
k

m(Ik), m(∅) := 0.

Vypust́ıme-li požadavek disjunktnosti (přičemž posloupnost otevřených interval̊u {Ik} po-
krývá množinu M), pak máme slabš́ı podmı́nku m(M) ≤

∑
k m(Ik). I v takovém př́ıpadě

lze definici přirozeně zavést; hodnota infima v definici ńıže t́ım neńı ovlivněna. Zd̊urazněme,
že nepožadujeme omezenost množiny A.

Definice 3.1. Necht’ A ⊆ R je libovolná množina. Tzv. vněǰśı Lebesgueovu mı́ru množiny
A definujeme jako

µ∗(A) = inf{m(M) : A ⊆M,M je otevřená}.

Poznámka 3.2. (i) Vněǰśı mı́ra je subaditivńı, tj. µ∗(A ∪ B) ≤ µ∗(A) + µ∗(B) pro A,B
disjunktńı.

(ii) Vněǰśı mı́ra je σ-subaditivńı, tj. µ∗ (
⋃
k Ak) ≤

∑
k µ
∗(Ak) pro disjunktńı posloupnost

množin {Ak}.

(iii) Obecně sice neexistuje nejmenš́ı otevřená množina M obsahuj́ıćı A, ale vždy můžeme
vytvořit č́ıslo inf{m(M) : A ⊆M,M je otevřená}.

My však požadujeme, aby naše mı́ra byla σ-aditivńı (tj. aby nastávala vždy rovnost v ne-
rovnosti z předchoźı poznámky). Vněǰśı mı́ra je definována pro př́ılǐs širokou tř́ıdu množin.
Zavedeme tedy striktněǰśı požadavek, který našim potřebám vyhov́ı. Smysl podmı́nky z
následuj́ıćı definice nemuśı být na prvńı pohled zřejmý. Jde o úsporné vyjádřeńı, které je
výsledkem našich potřeb kladených na mı́ru; ńıže diskutujeme jiná vyjádřeńı.

Definice 3.3. Množina A ⊆ R je měřitelná v Lebesgueově smyslu, je-li splněna podmı́nka

µ∗(X ∩ A) + µ∗(X \ A) = µ∗(X) (3.1)

pro každou množinu X ⊆ R. Lebesgueovu mı́ru množiny A definujeme jako µ(A) := µ∗(A).

Poznámka 3.4. (i) Intuitivńı smysl definice bude možná pro někoho zřejměǰśı, pokud
poznamenáme, že podmı́nka (3.1) je ekvivalentńı podmı́nce µ∗(X1)+µ∗(X2) = µ∗(X1∪X2)
pro každé X1 ⊆ A, X2 ⊆ R\A. Jinak řečeno, jsou-li X1, X2 oddělené měřitelnou množinou
A, je mı́ra sjednoceńı X1 ∪ X2 rovna součtu měr X1 a X2. Podmı́nce (3.1) se někdy ř́ıká
Caratheodoryho podmı́nka.

(ii) Lze vyslovit i alternativńı (přičemž ekvivalentńı) definice, či jejich r̊uzné modifi-
kace. Důkazy ekvivalenćı a daľśıch vztah̊u ani genezi zde podrobněji diskutovat nebudeme.
Např. lze ř́ıci, že systém A podmnožin množiny R je systémem Lebesgueovsky měřitelných
množin, právě když

∀ε∃G ∈ τ : A ⊆ G ∧ µ∗(G \ A) < ε,
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kde A ∈ A a τ je systém všech otevřených množin v R. Definici lze interpretovat tak,
že množina je Lebesgueovsky měřitelná, pokud se ve smyslu vněǰśı mı́ry

”
libovolně málo“

lǐśı od otevřené množiny. Ekvivalentně lze brát mı́sto otevřených nadmnožin uzavřené
podmnožiny F , které se libovolně málo lǐśı ve smyslu µ∗(A \ F ) < ε.

Jiná alternativńı definice je založena na pojmu vněǰśı mı́ry, kterou už známe, a vnitřńı
Lebesgueovy mı́ry definované jako µ∗(A) = sup{m(K) : K ⊆ A,K je kompaktńı}; mı́ru
uzavřené množiny K (lež́ıćı v otevřeném intervalu J) lze určit jako doplněk mı́ry otevřené
množiny J \ K v J , tj. m(K) = m(J) − m(J \ K); zde se nejprve pracuje s množinami
omezenými. Lze též vźıt µ∗(A) = µ(J)−µ∗(J \A). Vždy plat́ı µ∗(A) ≤ µ∗(A). Měřitelnost́ı
množiny A máme na mysli splněńı podmı́nky

µ∗(A) = µ∗(A) =: µ(A),

kde výraz napravo je označeńı pro Lebesgueovu mı́ru. Poznamenejme, že v př́ıpadě omezené
množiny zřejmě plat́ı µ∗(A) <∞. Pro libovolnou množinu A (ne nutně konečné vněǰśı mı́ry)
klademe µ(A) := sup{µ(A ∩M) : M ∈M0}, kde M0 označuje systém maj́ıćıch konečnou
mı́ru (či př́ımo bereme omezené měřitelné množiny, např. intervaly), přičemž požadujeme
A ∩M ∈M0 pro každou M ∈M0.

(iii) Podobně lze postupovat při konstrukci mı́ry v Rn. Poznamenejme, že otevřené množiny
(např. v rovině) nelze napsat jako sjednoceńı otevřených disjunktńıch dvourozměrných in-
terval̊u. Vněǰśı mı́ru množiny A ⊆ Rn zavád́ıme takto. Pro objem n-rozměrného otevřeného
kvádru K = (a1, b1)×· · ·× (an, bn) plat́ı m(K) = (b1− a1) · · · (bn− an). Množinu A pokry-
jeme nejvýše spočetně mnoha otevřenými n-rozměrnými kvádry Ki ∈ K, K znač́ı systém
všech n-rozměrných otevřených kvádr̊u, a klademe

µ∗(A) = inf

{
∞∑
i=1

m(Ki) : A ⊆
∞⋃
i=1

Ki, Ki ∈ K

}
.

V této definici může být µ∗(A) = ∞. Dále si všimněme, že nepožadujeme disjunktnost
množin Ki. To však neovlivňuje hodnotu infima. Ostatně, jak již bylo naznačeno, i naše
jejdř́ıve uvedená definice vněǰśı mı́ry v R může být vyslovena bez předpokladu disjunktnosti
množin, které tvoř́ı pokrývaj́ıćı otevřenou množinu.

(iv) Existuj́ı i jiné mı́ry; vše lze začlenit do obecné teorie mı́ry.

(v) Existuj́ı Lebesgueovsky neměřitelné množiny. Jejich
”
konstrukce“ vyžaduje axiom vý-

běru.

(vi) Lebesgueova mı́ra je σ-aditivńı, tj. spočetně aditivńı, tj. plat́ı podmı́nka

µ

(⋃
k

Ak

)
=
∑
k

µ(Ak)

pro disjunktńı posloupnost množin {Ak}; zde předpokládáme měřitelnost množin Ak.
Nejsou-li Ak disjunktńı, pak rovnost je nahrazena nerovnost́ı ≤. Lebesgueova mı́ra má



64 Kapitola 3

řadu daľśıch očekávatelných vlastnost́ı, např. monotonii vzhledem k inkluzi, nezávislost na
posunut́ı atd. Poznamenejme, že Jordanova-Peanova mı́ra neńı spočetně aditivńı; vlastně
proto neńı ani mı́rou v pravém slova smyslu.

(vii) Zde jsou některé d̊uvody, proč požadujeme spočetnou aditivitu: (a) konečná aditivita je
př́ılǐs slabá pro ospravedlněńı limitńıch proces̊u; (b) nespočetná aditivita je př́ılǐs

”
silná“,

např. by implikovala, že pokud mı́ra jednobodové množiny je nula, pak by mı́ra každé
pomnožiny množiny Rn byla nula.

Shrnut́ı definice Lebesgueovy mı́ry Vycházeje z výše uvedeného, shrňme si stručně
jeden z možných př́ıstup̊u při konstrukci Lebesgueovy mı́ry (v prvńıch kroćıch zvoleného
př́ıstupu vyžadujeme omezenost množiny A ⊆ R):

• Vněǰśı Lebesgueovu mı́ru (omezené) množiny A definujeme jako

µ∗(A) = inf{m(M) : A ⊆M,M je otevřená}.

Otevřenou množinu
”
změřit“ umı́me; pokryt́ı nemuśı být nutně disjunktńı.

• Vnitřńı Lebesgueovu mı́ru (omezené) množiny A definujeme jako

µ∗(A) = sup{m(N) : N ⊆ A,N je uzavřená}.

Mı́ru uzavřené (omezené) množiny N lze určit pomoćı vněǰśı mı́ry a doplňku (který je
otevřenou množinou) jako m(N) = m(J) − m(J \ N), kde J je otevřený (omezený)
interval obsahuj́ıćı N .

• (Omezená) množina A je Lebesgueovsky měřitelná, jestliže

µ∗(A) = µ∗(A).

V tom př́ıpadě definujeme Lebesgueovu mı́ru množiny A jako µ(A) := µ∗(A) = µ∗(A).

• Libovolnou množinu A (ne nutně omezenou, ne nutně konečné vněǰśı mı́ry) nazveme Le-
besgueovsky měřitelnou, je-li měřitelný pr̊unik A∩(−k, k) pro každé k ∈ N. Lebesgueovu
mı́ru definujeme jako

µ(A) := lim
k→∞

µ(A ∩ (−k, k)).

Poznámka 3.5. Každá množina měřitelná v Jordanově smyslu je také měřitelná v Lebe-
sgueově smyslu (ale nikoliv obráceně), přičemž Jordanova mı́ra a Lebesgueova mı́ra jsou si
pak rovny.

Př́ıklad 3.6. (i) Množina A = [0, 1] ∩ Q neńı Jordanovsky měřitelná (proč?), je však
Lebesgueovsky měřitelná. Plat́ı µ(A) = 0. Pokuste se odvodit, že µ∗(A) = 0. Napovězme,/
že množinu A lze chápat jako posloupnost (proč?); každý bod této posloupnosti necht’ se
nacháźı v intervalu Ki délky 2i/ε, i ∈ N, kde ε > 0 je libovolné. Ukáže se pak, že µ∗(A) ≤ ε.

(ii) Cantorovo diskontinuum je př́ıkladem nespočetné množiny maj́ıćı nulovou Lebesgueovu
mı́ru. Podotkněme, že tato množina je uzavřená.
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Stejný argument jako v části (i) předchoźıho př́ıkladu ukazuje, že libovolná spočetná
množina má vněǰśı mı́ru nulovou a je tedy jej́ı mı́ra nulová. Daľśı — avšak poměrně ob-
dobnou — možnost́ı je využ́ıt př́ımo σ-aditivity mı́ry a faktu, že jednobodové množiny
maj́ı mı́ru nula. Promyslete si detaily. Poznamenejme, že pokud A pokryjeme konečným /
systémem interval̊u, pak sjednoceńı interval̊u by obsahovalo [0, 1] (připomeňme, že A je
hustá v [0, 1]) a součet jejich délek by byl alespoň 1. To mj. ukazuje, proč je d̊uležité už́ıt
spočetný systém interval̊u (či kvádr̊u) a ne jen konečný.

”
Spočetný ε-trik“ se typicky už́ıvá

v r̊uzných formách v teorii mı́ry.

Poznámka 3.7. (Terminologická poznámka) Řekneme, že vlastnost nebo tvrzeńı plat́ı
skoro všude v A nebo pro skoro všechna x ∈ A, jestliže plat́ı pro všechna x ∈ A s výjimkou
bod̊u z množiny maj́ıćı mı́ru nula (pož́ıváme zkratku s.v.). Např. f(x) = g(x) pro s.v.
x ∈ A znamená f(x) = g(x) pro každé x ∈ A \ B, kde µ(B) = 0. V angličtině se použ́ıvá
zkratka a.e. (almost everywhere či for almost each).

Na závěr poznamenejme, že kromě Lebesgueovy (a Jordanovy) mı́ry se v matematice
vyskytuje celá řada daľśıch měr, např. mı́ra pravděpodobnostńı, č́ıtaćı, Borelova, Diracova,
Lebesgueova-Stieltjesova, Radonova, Hausdorffova a daľśı. Definuje se i obecný prostor s
mı́rou, kde d̊uležitou roli hraje tzv. σ-algebra podmnožin základńıho prostoru. Jde o systém
množin, který obsahuje prázdnou množinu, je uzavřen na doplňky a na spočetná sjednoceńı.
Na tomto systému se pak zavád́ı reálná množinová funkce, zvaná mı́ra, u které se požaduje
nezápornost, σ-aditivita a jej́ı nulovost pro prázdnou množinu.

Systém Lebesgueovsky měřitelných množin je σ-algebrou a Lebesgueova mı́ra je mı́rou
v právě uvedeném smyslu. Jordanova

”
mı́ra“ takovou mı́rou neńı.

3.3 Lebesgue̊uv integrál v R
Nejprve připomeňme jednu z možných definic Riemannova integrálu:∫ b

a

f(x) dx = lim
ν→0

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1),

kde ν = maxk(xk − xk−1), xk−1 ≤ ξk ≤ xk; limita zde muśı existovat nezávisle na děleńı
a výběru. U Riemannova integrálu provád́ıme děleńı definičńıho oboru [a, b]. Myšlenka
Lebesgueova integrálu je odlǐsná: provád́ıme děleńı oboru hodnot!

Poznámka 3.8. Aproximace
∫ b
a
f(x) dx

.
=
∑n

k=1 f(ξk)(xk − xk−1) je nevhodná, pokud
se funkce f

”
rychle měńı“. Je pak účelné poč́ıtat obsah jej́ıho subgrafu (tj. obrazce pod

nezápornou funkćı f) jinak.

Lebesgue̊uv integrál se v moderńı literatuře často zavád́ı pomoćı tzv. jednoduchých
funkćı (nebo třeba i pomoćı axiomů). Totiž po Lebesgueovi se rozv́ıjel př́ıstup k Lebesgue-
ovu integrálu t́ım, že se rozpracovávaly nové definice, které byly v př́ıpadě reálných funkćı
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ekvivalentńı p̊uvodńı Lebesgueově definici. Byly však současně takové, že je bylo možné
převádět do složitěǰśıch abstraktńıch situaćı.

My zde však – kv̊uli názornosti – nejdř́ıve naznač́ıme jemnou modifikaci
”
klasické“

definice, která je v jistém smyslu analogická konstrukci Riemannova integrálu; ńıže zmı́ńıme
i onu klasickou verzi. Rozd́ıl př́ıstup̊u (tedy v porovnáńı s definićı přes jednoduché funkce) je
však pouze formálńı, nebot’ i v součtu v prvńı definici budou vlastně vystupovat jednoduché
funkce.

Často se srovnáńı Riemannova a Lebesgueova př́ıstupu připodobňuje k dvoj́ımu možné-
mu sč́ıtáńı větš́ıho počtu minćı r̊uzných hodnot. Riemannovu integrálu odpov́ıdá běžné
sč́ıtáńı minćı po řadě. Lebesgueovu integrálu odpov́ıdá roztř́ıděńı minćı podle hodnoty;
poté počet minćı stejné hodnoty vynásob́ıme jejich hodnotou a źıskané součiny sečteme.

”
Názorná“ konstrukce

Nejprve uvažujme ohraničenou nezápornou funkci f(x) na (omezeném) uzavřeném inter-
valu [a, b]. Označme α = infx∈[a,b] f(x), β = supx∈[a,b] f(x). Interval [α, β] nyńı rozděĺıme
pomoćı děĺıćıch bod̊u α = y0 < y1 < · · · < yn = β. Označme Ei = {x : f(x) ≥ yi} a
jej́ı mı́ru µ(Ei). Zd̊urazněme, že je předpokládána měřitelnost této množiny pro libovol-
nou hodnotu yi (jak později uvid́ıme, předpokládáme vlastně tzv. měřitelnost funkce f).
Uvažme nyńı obrazec, který se nacháźı v horizontálńıch pásech mezi př́ımkami y = yi−1 a
y = yi, přčemž je zároveň obsažen v subgrafu funkce f . Tento obrazec připomı́ná obdélńıky
s malými výškami. Za základny obdélńık̊u voĺıme např. jejich strany lež́ıćı na horńı straně
pásu. Plošný obsah takového obrazce je přibližně roven µ(Ei)(yi−yi−1). Tedy plošný obsah
celého subgrafu lze aproximovat č́ıslem

µ(E0)y0 +
n∑
i=1

µ(Ei)(yi − yi−1).

Je zaj́ımavé, že přesnost této hodnoty málo záviśı na tom, zda je f(x) spojitá či nespojitá.

Definice 3.9. Lebesgueovým integrálem z ohraničené funkce f na intervalu [a, b] nazýváme
limitu

lim
λ→0

{
µ(E0)y0 +

n∑
i=1

µ(Ei)(yi − yi−1)

}
,

kde λ = max(yi − yi−1).

Poznámka 3.10. (i) Lebesgue̊uv integrál z funkce f se často v literatuře znač́ı
∫ b
a
f dµ

př́ıp.
∫
I
f dµ, kde I znač́ı integračńı obor. My budeme ovšem často použ́ıvat i

”
tradičńı“

značeńı, typické pro Riemann̊uv integrál, totiž
∫ b
a
f(x) dx, př́ıpadně budeme stručně psát∫

I
f . Jak uvid́ıme později, Lebesgue̊uv integrál z Riemannovsky integrovatelné funkce vždy

existuje a má stejnou hodnotu jako Riemann̊uv integrál. Pokud budeme potřebovat rozlǐsit,
se kterým integrálem pracujeme, budeme psát (L)

∫ b
a
f(x) dx pro Lebesgue̊uv integrál, resp.

(R)
∫ b
a
f(x) dx pro Riemann̊uv integrál.
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(ii) Analogicky lze při definici postupovat pro funkce v́ıce proměnných.

(iii) Máme-li zkonstruován
∫ b
a
f dµ, v daľśıch kroćıch je pak potřeba postupně odstra-

nit omezenost funkce, omezenost integračńıho oboru a nezápornost funkce. To lze učinit
v́ıce zp̊usoby Lze též zřejmým zp̊usobem zavést např. Lebesgue̊uv integrál z komplexńı
funkce. Vybrané detaily některých těchto rozš́ı̌reńı naznač́ıme až po konstrukci pomoćı
jednoduchých funkćı.

Modifikované definice

Nejdř́ıve stručně popǐsme p̊uvodńı Lebesgue̊uv př́ıstup, který je velmi podobný předchoźı
konstrukci. Opět začněme s nezápornou ohraničenou funkćı f na [a, b], o které předpo-
kládáme, že je měřitelná. Necht’ `, L jsou takové, že ` ≤ f(x) ≤ L pro x ∈ [a, b]. Uvažme
děleńı ` = y0 < y1 < · · · < yn = L a definujme Mi = {x ∈ [a, b] : yi−1 ≤ f(x) < yi}; je
tedy Mi ”

vzor“ intervalu [yi−1, yi). Nyńı definujme integrálńı součet v Lebesgueově smyslu
rovnost́ı předpisem

n∑
i=1

ηiµ(Mi),

kde η ∈ [yi−1, yi] je libovolné. Funkce f se nazývá integrovatelná v Lebesgueově smyslu
na [a, b], pokud existuje limita těchto součt̊u při max(yi − yi−1) jdoućım k nule. Opět
lze definici rozš́ı̌rit na integrál z neohraničené nezáporné funkce, integrál přes neomezený
obor a integrál z funkce libovolného znaménka. Výše zmı́něný př́ıstup lze modifikovat ve
smyslu zavedeńı horńıch součt̊u

∑n
i=1 yiµ(Mi) a dolńıch součt̊u

∑n
i=1 yi−1µ(Mi) Je-li infi-

mum horńıch součt̊u rovno suprému dolńıch součt̊u (kde inf a sup bereme přes všechna
možná děleńı intervalu [`, L]), prohláśıme funkci za Lebesgueovsky integrovatelnou.

Velmi stručně zde ještě zmiňme Young̊uv př́ıstup, který zavád́ı tzv. horńı a dolńı Le-
besgueovy součty, přičemž se vycháźı z děleńı intervalu [a, b] na konečný počet měřitelných
množin Ek, které se nepřekrývaj́ı (tzv. měřitelné děleńı intervalu [a, b]). Opět se pak po-
rovnává jisté supremum s infimem a v př́ıpadě rovnosti dostáváme Lebesgueovskou integro-
vatelnost. Lze zde tedy naj́ıt paralelu s Darbouxovým př́ıstupem konstrukce Riemannova
integrálu pomoćı horńıch a dolńıch Riemannových součt̊u.

Konstrukce pomoćı jednoduchých funkćı, měřitelné funkce

Stejně jako ne všechny množiny jsou měřitelné, nelze očekávat, že všechny funkce mohou
být integrovatelné. Následuj́ıćı funkce lze chápat jako

”
kandidáty“ na integraci.

Definice 3.11. Uvažujme funkci f : R → R ∪ {±∞}. Funkce f se nazývá měřitelná,
jestliže je množina {x ∈ R : f(x) > α} měřitelná pro všechna α ∈ R.

Necht’ M ⊆ R je měřitelná. f : M → R ∪ {±∞} nazýváme měřitelnou na M , pokud
jej́ı rozš́ı̌reńı nulou na celé R je funkce měřitelná.

Poznámka 3.12. (i) Ekvivalentně lze nerovnost > v předchoźı definici nahradit kterou-
koliv z nerovnost́ı <, ≤, ≥.
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(ii) Každá spojitá funkce je měřitelná. Dirichletova funkce je měřitelná.

(iii) Lze ukázat, že pro měřitelné funkce plat́ı řada vlastnost́ı, jako např. uzavřenost na
operace +,−, ·, /, pokud pro s.v. x ∈ R je výsledek operace definován.

(iv) Pro měřitelné funkce dále plat́ı

uzavřenost na bodovou konvergenci,

pokud limita existuje. Toto je velmi významná vlastnost. Připomeňme, že odpov́ıdaj́ıćı tvr-
zeńı pro spojité funkce (či Riemannovsky integrovatelné funkce) vyžaduje silněǰśı podmı́nku,
totiž stejnoměrnou konvergenci. V praktických úlohách však typicky posloupnost funkćı
nekonverguje stejnoměrně, ale pouze bodově. Vezměme nyńı systém všech funkćı spojitých
a omezených na intervalu I a všechny funkce, které dostaneme jako bodové litmity těchto
funkćı. Systém takových funkćı bývá nazýván jako funkce prvńı Baireovy tř́ıdy. Kromě
spojitých funkćı obsahuje i některé nespojité funkce. Vezměme funkce prvńı Baireovy tř́ıdy
a opět uvažme jejich bodové limity. Dostaneme tak funkce druhé Baireovy tř́ıdy, což je
množina větš́ı než funkce prvńı Baireovy tř́ıdy; např. Dirichletova funkce je druhé Baire-
ovy tř́ıdy, ale ne prvńı. Takto můžeme pokračovat dále a obdrž́ıme funkce k-té Baireovy
tř́ıdy, které tvoř́ı množinu větš́ı než funkce Baireovy tř́ıdy k−1. Ve světle těchto úvah tedy
o to v́ıce oceńıme uzavřenost měřitelných funkćı na bodovou limitu.

Konstrukci integrálu provedeme pomoćı jednoduchých funkćı, které se definuj́ı takto:

Definice 3.13. Nezáporná funkce f definovaná na R se nazývá jednoduchá, jestliže je
měřitelná a nabývá konečně mnoha hodnot.

Poznámka 3.14. (i) Zejména po částech konstantńı funkce (kde část́ı je konečně mnoho)
je jednoduchá.

(ii) Je-li f jednoduchá, pak ji lze napsat ve tvaru f(x) =
∑k

i=1 ciχAi
(x), kde c1, . . . , cn ∈

(0,∞), A1, . . . , An jsou měřitelné množiny a χAi
je charakteristická funkce množiny Ai.

Definice 3.15 (Konstrukce/definice Lebesgueova integrálu).
Lebesgue̊uv integrál zavád́ıme pomoćı následuj́ıćıch krok̊u:

• Je-li ϕ jednoduchá funkce, pak klademe
∫
R ϕ(x) dx =

∑k
i=1 ciµ(Ai); součet může být i

nekonečný.

• Je-li f nezáporná měřitelná funkce, pak polož́ıme
∫
R f(x) dx = limn→∞

∫
R fn(x) dx, kde

{fn} je neklesaj́ıćı posloupnost jednoduchých funkćı konverguj́ıćı k f . Poznamenejme, že
někde v literatuře se definuje (pro nezápornou funkci f):∫

R
f(x) dx = sup

{∫
R
ϕ(x) dx : ϕ je jednoduchá, 0 ≤ ϕ ≤ f

}
. (3.2)

Definice pomoćı litmity je však také korektńı, nebot’ lze dokázat, že každou nezápornou
funkci f můžeme obdržet jako ϕn(x) → f(x) pro n → ∞, kde {ϕn} je neklesaj́ıćı
posloupnost jednoduchých nezáporných funkćı (jej́ı existence je zaručena); definice in-
tegrálu nav́ıc nezáviśı na volbě takové posloupnosti.
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• Je-li f měřitelná funkce, pak polož́ıme
∫
R f(x) dx =

∫
R f

+(x) dx −
∫
R f
−(x) dx, kde

f+(x) = (|f(x)| + f(x))/2, f−(x) = (|f(x)| − f(x))/2. Zde předpokládáme, že aspoň
jeden z integrál̊u je konečný; hodnota integrálu může být cokoliv z množiny R∪ {±∞}.
(Integrál z měřitelné funkce neexistuje vlastně v jediném př́ıpadě, a to když oba integrály
z kladné i záporné části funkce jsou nekonečné.)

• Je-li f : M → R měřitelná funkce na M , kde M ⊆ R je měřitelná množina, pak
definujeme ∫

M

f(x) dx =

∫
R
f̂(x) dx, kde f̂(x) =

{
f(x) pro x ∈M,

0 pro x 6∈M.

• Integrovatelnými funkcemi (na M) na máme na mysli (měřitelné) funkce f takové, že∫
M
|f(x)| dx <∞.

• Je-li f komplexńı, definujeme
∫
R f(x) dx =

∫
R Re f(x) dx + i

∫
R Im f(x) dx, pokud oba

integrály na pravé straně jsou konečné.

3.4 Některé vlastnosti Lebesgueova integrálu

Srovnáńı Riemannova a Lebesgueova integrálu

Má-li funkce f Riemann̊uv integrál na intervalu [a, b], má i Lebesgue̊uv integrál na [a, b] a
plat́ı

(R)

∫ b

a

f(x) dx = (L)

∫ b

a

f(x) dx,

kde R resp. L znač́ı Riemann̊uv resp. Lebesgue̊uv integrál. Opačná implikace však ne-
plat́ı; prozkoumejte Dirichletovu funkci. Připomeňme, že Riemann̊uv integrál se definuje /
pro omezené funkce na omezeném intervalu. V př́ıpadě neomezenosti funkce či oboru pak
zavád́ıme nevlastńı Riemann̊uv integrál. Tzv. Newton̊uv integrál zavád́ıme pomoćı primi-
tivńı funkce (v podstatě formálně vycháźıme z Newtonovy-Leibnizovy formule), kde hod-
noty v krajńıch bodech integračńıho oboru dosazujeme ve smyslu jednostranných limit.
Daj́ı se nalézt př́ıklady (nijak exotických) funkćı, pro které existuje (nevlastńı) Riemann̊uv
integrál a/nebo Newton̊uv integrál, avšak nejsou Lebesgueovsky integrovatelné (tj. nemaj́ı
konečný integrál). Např. (L)

∫∞
−∞ | sinx/x| dx = ∞, a proto funkce sinx/x neńı Lebesgu-

eovsky integrovatelná, avšak Newton̊uv integrál
∫∞
−∞ | sinx/x| dx je konečný. Omeźıme-li

se ovšem na ohraničené funkce na ohraničeném intervalu, je zde Lebesgue̊uv integrál vždy

”
mocněǰśı“ než zmı́něné dva integrály.

Na tomto mı́stě je vhodné zmı́nit Lebesgueovu nutnou a postačuj́ıćı podmı́nku Rieman-
novské integrovatelnosti pro omezené funkce f na intervalu [a, b], totiž: f je spojitá s.v.
na [a, b]. V d̊usledku toho si všimněme, že Riemannovská integrovatelnost vyžaduje, aby
integrovaná funkce neměla

”
př́ılǐs mnoho“ bod̊u nespojitosti.
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V souvislosti s ńıže uvedeným vztahem mezi integrovatelnost́ı funkce f a integrova-
telnost́ı funkce |f | se v následuj́ıćım cvičeńı ještě chv́ıli věnujme srovnáńı Lebesgueova a
Riemannova integrálu.

Cvičeńı 3.16. Uvažujte funkci f takovou, že f(x) = 1 pro x ∈ Q a f(x) = −1 pro

x ∈ R \ Q. Ukažte, že integrály (L)
∫ 1

0
f a (L)

∫ 1

0
|f | existuj́ı a vypočtěte je. Dále ukažte,

že (R)
∫ 1

0
|f | = 1, avšak (R)

∫ 1

0
f neexistuje./

Daľśı vlastnosti Lebesgueova integrálu

• Lebesgue̊uv integrál je tzv. absolutně konvergentńı, tj. má-li f (konečný) integrál,
pak má i |f | (konečný) integrál. Plat́ı i opačná implikace.

• Lebesgueovsky integrovatelné funkce na měřitelné množiněM jsou s.v. naM konečné.

• Lebesgue̊uv integrál je vzhledem k integrandu lineárńı.

• Lebesgue̊uv integrál je vzhledem k integračńımu oboru aditivńı (σ-aditivńı).

• Lebesgue̊uv integrál je vzhledem k integrandu monotonńı.

• Jestliže se změńı hodnota funkce na množině nulové mı́ry, pak se hodnota integrálu
nezměńı. Nav́ıc, Lebesgue̊uv integrál má smysl, i pokud hodnoty funkce nejsou de-
finovány na množině nulové mı́ry. Odtud plyne, že

∫ b
a
fdµ = 0, jestliže f = 0 s.v.

(plat́ı i opak). Dále zejména plat́ı: Je-li f = g s.v. na měřitelné množině M a g je
Lebesgueovsky integrovatelná na M , potom i f je Lebesgueovsky integrovatelná na
I a plat́ı

∫
M
f =

∫
M
g. Poznamejme, že neńı-li funkce definovaná na množině mı́ry

nula, lze ji na ńı libovolně dodefinovat (aniž se změńı hodnota integrálu) — typicky
to mohou být např. body, kde je limita funkce rovna ±∞, nebo kde hodnota funkce
neńı definována kv̊uli děleńı nulou apod.

Ukažte, že
∫ 1

0
f = 1/2, jestliže/

f(x) =

{
x pro x racionálńı, 0 ≤ x ≤ 1

1− x pro x iracionálńı, 0 ≤ x ≤ 1.

• Je-li f lebesgueovsky integrovatelná na [a, b], je funkce F (x) = (L)
∫ x
a
f(t) dt abso-

lutně spojitá na [a, b] a F ′ = f s.v. na [a, b]. Připomeňme, že funkce f definovaná
na intervalu [a, b] se nazývá absolutně spojitá na intervalu [a, b], jestliže pro každé
ε > 0 existuje δ > 0 takové, že pro kterýkoliv disjunktńı systém interval̊u (ak, bk),
k = 1, 2, . . . , n, patř́ıćıch do [a, b] a splňuj́ıćıch

∑n
k=1(bk − ak) < δ, plat́ı nerovnost∑n

k=1 |f(bk)− f(ak)| < ε. Všimněme si, že tento pojem zesiluje stejnoměrnou spoji-
tost.
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• Je-li F absolutně spojitá na [a, b], je funkce F ′ Lebesgueovsky integrovatelná a plat́ı

(L)

∫ x

a

F ′(t) dt = F (x)− F (a) (3.3)

pro x ∈ [a, b]. Lze ukázat ještě v́ıc: Funkce F je absolutně spojitá na [a, b], právě
když F má derivaci F ′ skoro všude na [a, b], přičemž tato derivace je Lebesgueovsky
integrovatelná a plat́ı (3.3). Daľśı ekvivalentńı podmı́nkou absolutńı spojitosti F je
existence Lebesgueovsky integrovatelné funkce g takové, že

(L)

∫ x

a

g(t) dt = F (x)− F (a)

pro x ∈ [a, b]. Plat́ı pak nutně, že g = F ′ s.v. Tato ekvivalence bývá nazývána jako
základńı věta (Lebesgueova) integrálńıho počtu.

• Pomoćı Lebesgueova integrálu lze zpětně vyjádřit mı́ru měřitelné množiny M jako
integrál z jej́ı charakteristické funkce. Funkce χM je jednoduchá, proto

µ(M) =

∫
R
χM(x) dx.

Některé druhy konvergenćı

Na r̊uzných mı́stech tohoto textu zmiňujeme stejnoměrnou konvergenci, bodovou konver-
genci, bodovou konvergenci s.v. a konvergenci v normě Lp; o normách a Lp prostorech
budeme hovořit zanedlouho. Je zaj́ımavé se pod́ıvat na srovnáńı těchto a daľśıch kon-
vergenćı. Uvažujeme zde posloupnost měřitelných funkćı {fn} na omezeném intervalu I,
která nějakým zp̊usobem konverguje k (měřitelné) funkci f . Necht’ 1 ≤ p < q < ∞. Pro
zaj́ımavost zde zařad’me i tzv. konvergenci podle mı́ry, která znamená, že pro každé ε > 0
je splněno µ{x ∈ I : |fn(x)− f(x)| ≥ ε} → 0 pro n → ∞. Potom plat́ı (a implikace nelze
obrátit), viz např. [18, 28]:

(a) Stejnoměrná konvergence⇒ bodová konvergence⇒ bodová konvergence s.v.⇒ kon-
vergence podle mı́ry.

(b) Stejnoměrná konvergence ⇒ konvergence v normě L∞ ⇒ konvergence v normě Lq

⇒ konvergence v normě Lp ⇒ konvergence podle mı́ry.

(c) Konvergence v normě L∞ ⇒ bodová konvergence s.v.

3.5 Věty o limitńım přechodu

Následuj́ıćım větám o limitńım přechodu bychom měli věnovat mimořádnou pozornost, ne-
bot’ jsou velmi užitečné v aplikaćıch a ukazuj́ı śılu Lebesgueova integrálu. Vlastně jedńım
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z hlavńıch d̊uvod̊u zavedeńı Lebesgueova integrálu je požadavek větš́ı
”
flexibility“ konver-

gence integrál̊u konvergentńıch funkčńıch posloupnost́ı (či řad).
Připomeňme, že pro rovnost limn→∞(R)

∫
I
fn = (R)

∫
I
f potřebujeme stejnoměrnou

konvergenci. Taková podmı́nka je však v mnoha aplikaćıch př́ılǐs restriktivńı. Podobný
problém může nastat z pochopitelných d̊uvod̊u i u funkčńıch řad. Uvedeme některé výsledky,
kde požadavek stejnoměrné konvergence je zeslaben, avšak stále je garantována konver-
gence integrál̊u a požadovaná rovnost. Muśıme ale přikročit k Lebesgueovu integrálu, který
dává v́ıce šanćı integrovat limitńı funkci.

Př́ıklad 3.17. (i) Pǐsme [0, 1] ∩ Q jako {qn : n ∈ N} (proč si to můžeme dovolit?).
Necht’ konečná množina Qk obsahuje prvńıch k prvk̊u množiny {qn : n ∈ N}. Definujme
posloupnost funkćı

fk(x) =

{
1 pro x ∈ Qk

0 jinak.

Plat́ı fk ∈ R[0, 1] pro každé k ∈ N (proč?), kde R[0, 1] označuje množinu Riemannovsky
integrovatelných funkćı na [0, 1]. Poznamenejme, že posloupnost je cauchyovská (ve smyslu
metriky %I). Bodovou limitou f(x) = limk→∞ fk(x) je Dirichletova funkce, pro kterou však
plat́ı f 6∈ R[0, 1]. Tedy prostor R[0, 1] neńı uzavřený na bodovou konvergenci (na rozd́ıl
od stejnoměrné). Zejména nelze zaměnit operaci limity a integrováńı. Pro Lebesgueovy

integrály ovšem v tomto př́ıpadě plat́ı limk→∞(L)
∫ 1

0
fk = 0 = (L)

∫ 1

0
f .

(ii) Prozkoumejte posloupnost/

fn(x) =

{
n pro x ∈ (0, 1/n)

0 jinak

a jej́ı bodovou limitu. Jak lze snadno zjistit, neplat́ı limn→∞(R)
∫
R fn = (R)

∫
R f , avšak ani

limn→∞(L)
∫
R fn = (L)

∫
R f . Lebesgue̊uv integrál tedy neńı všemocný.

Věta 3.18 (Beppo Leviho (či — méně často — Lebesgueova) věta o monotonńı konver-
genci). Předpokládejme, že fn : I → R je neklesaj́ıćı posloupnost nezáporných měřitelných
funkćı, tj. pro každé n ∈ N plat́ı 0 ≤ fn(x) ≤ fn+1(x) pro x ∈ I. Necht’ f(x) =
limn→∞ fn(x) pro x ∈ I. Potom lze zaměnit limitu a integrál (přičemž f je měřitelná),
tj. limn→∞

∫
I
fn dµ =

∫
I
fdµ.

D̊ukaz. (Bez použit́ı Fatouova lemmatu, viz poznámku ńıže.) Z vlastnost́ı měřitelných
funkćı v́ıme, že jsou uzavřeny na bodovou limitu, proto f je měřitelná. Z monotonie {fn}
dostáváme fk(x) ≤ f(x) pro každé k ∈ N a každé x ∈ I, proto

∫
I
fk(x) dµ ≤

∫
I
f dµ, a

tedy

lim
k→∞

∫
I

fk dµ ≤
∫
I

f dµ;

poznamenejme, že limita existuje (konečná či nekonečná) d́ıky monotonii. Nyńı ukážeme
opačnou nerovnost. Necht’ ϕ je daná (zafixovaná) jednoduchá funkce taková, že 0 ≤ ϕ ≤ f .
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Necht’ λ ∈ (0, 1). Definujme Ak = {x ∈ I : fk(x) ≥ λϕ(x)}. Potom Ak ⊆ Ak+1, nebot’

fk(x) ≤ fk+1(x) pro každé k ∈ N a každé x ∈ I. Dále tvrd́ıme, že I =
⋃
k Ak. Zřejmě⋃

k Ak ⊆ I. Ukážeme, že I ⊆
⋃
k Ak. Sporem předpokládejme, že existuje x0 ∈ I \

⋃
k Ak =⋂

k(I \Ak). Potom pro každé k plat́ı fk(x0) < λϕ(x0). Pro k →∞ pak dostáváme f(x0) ≤
λϕ(x0) < ϕ(x0), což je spor s ϕ ≤ f . Nyńı ukážeme, že pro každou jednoduchou funkci
ϕ, 0 ≤ ϕ ≤ f , plat́ı

∫
I
ϕ dµ ≤ limk→∞

∫
I
fk dµ. Skutečně, máme

∫
Ak
λϕ dµ ≤

∫
Ak
fk dµ ≤∫

I
fk dµ, z čehož pro k → ∞ dostáváme λ

∫
I
ϕ dµ ≤ limk→∞

∫
I
fk dµ. Odtud pro λ → 1

plyne ∫
I

ϕ dµ ≤ lim
k→∞

∫
I

fk dµ. (3.4)

Konečně ukážeme požadovanou nerovnost. Z definičńıho vztahu (3.2) a nerovnosti (3.4)
obdrž́ıme ∫

I

f dµ = sup
ϕ∈Sf

∫
I

ϕ dµ ≤ lim
k→∞

∫
I

fk dµ,

kde Sf je množina jednoduchých funkćı ϕ s vlastnost́ı 0 ≤ ϕ ≤ f .

Poznámka 3.19. (i) Pro obecněǰśı posloupnosti máme k dispozici Fatouovo lemma, které
je daľśım d̊uležitým tvrzeńım ve sb́ırce vět o limitńım přechodu: Předpokládejme, že fn :
I → R je posloupnost nezáporných měřitelných funkćı. Necht’ f(x) = lim infn→∞ fn(x) pro
x ∈ I. Potom f je měřitelná a plat́ı

∫
I
f dµ ≤ lim infn→∞

∫
I
fn dµ.

(ii) V literatuře lze naj́ıt typicky dvoj́ı př́ıstup k d̊ukazu. Někde se Fatouovo lemma dokazuje
pomoćı věty o monotonńı konvergenci. Jinde se nejprve dokáže Fatouovo lemma a teprve
poté pomoci něj Leviho věta.

Věta 3.20 (Lebesgueova věta o dominantńı (či majorizované) konvergenci). Předpokládej-
me, že fn : I → R je posloupnost měřitelných funkćı a f(x) = limn→∞ fn(x) pro x ∈ I.
Necht’ g je Lebesgueovsky integrovatelná funkce na I (tj.

∫
I
|g|dµ < ∞, tj. g ∈ L1(I))

taková, že pro všechna n ∈ N plat́ı |fn(x)| ≤ g(x) pro x ∈ I. Potom f ∈ L1(I) a fn
konverguje k f v normě L1, tj. limn→∞

∫
I
|f − fn|dµ = limn→∞ ‖f − fn‖L1 = 0; v d̊usledku

toho limn→∞
∫
I
fn dµ =

∫
I
fdµ.

D̊ukaz. Pomoćı Fatouova lemmatu.

Poznámka 3.21. (i) Všechna tvrzeńı lze vylepšit ve smyslu, že stač́ı, aby předpoklady
platily pouze s.v. na uvedené množině. Mı́sto bodové konvergence uvažujeme bodovou
konvergenci s.v.

(ii) Předpoklady ve všech tvrzeńıch nemohou být beztrestně vynechány.

(iii) Analogická tvrzeńı lze formulovat i pro funkčńı řady.

(iv) Jako d̊usledek Lebesgueovy věty o dominantńı konvergenci lze obdržet jej́ı verzi pro
Lp prostory, kde 1 ≤ p <∞.

Cvičeńı 3.22. Alespoň dvěma r̊uznými zp̊usoby ukažte, že /
lim
k→∞

∫ 1

0

kx

1 + k2x2
dx = 0.
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3.6 Prostory integrovatelných funkćı, Lebesgueovy pro-

story

”
Rozumné“ funkčńı prostory, jejichž prvky tvoř́ı integrovatelné funkce a maj́ı nějakou do-

datečnou strukturu, jsou v naš́ı teorii nepostradatelné. Různá fakta o tzv. Lp-prostorech
jsou rozptýlena v textu. Zde některá z nich pro přehlednost shrneme a podrobněji budeme
diskutovat zejména úplnost.

Dř́ıve než zavedeme Lebesgueovy prostory, připomeňme problematičnost prostoru Rie-
mannovsky integrovatelných funkćı — viz třeba Př́ıklad 3.17. Prozkoumejte též následuj́ıćı
př́ıklad./
Př́ıklad 3.23. Uvažujme posloupnost funkćı definovanou na [0, 1] takto:

fn(t) =

{
n 0 ≤ t ≤ 1/n2,

1/
√
t 1/n2 ≤ t ≤ 1.

Lze ukázat, že (R)
∫ 1

0
|fn(t) − fm(t)| dt < 2/n pro m > n. Dále si uvědomte, že Rieman-

novsky integrovatelné funkce jsou omezené. Co z toho lze usoudit?

Př́ıklad 3.23 si promyslete i v kontextu Poznámky 2.98, přičemž si uvědomte, že prostor
(R[a, b], %I) jako podprostor prostoru L1[a, b] neńı uzavřený. Jak napov́ıdaj́ı tyto úvahy,/
jedńım ze základńıch nedostatk̊u Riemannova integrálu je neúplnost prostoru(

R[a, b],

(
(R)

∫ b

a

|f(t)− g(t)|p dt

)1/p
)
,

p ∈ [1,∞); zde se předpokládá ztotožněńı funkćı z R[a, b] rovných s.v., aby v̊ubec šlo o
metrický prostor (viz též Poznámka 2.102). Nahrad́ıme-li však

”
Riemanna“

”
Lebesguem“,

tedy vezmeme-li metrické prostory(
Lp[a, b],

(
(L)

∫
I

|f − g|pdµ
)1/p

)
(3.5)

(a to opět ve smyslu faktorprostor̊u — viz ńıže) př́ıp. odpov́ıdaj́ıćı normované lineárńı
prostory, dostaneme pozitivněǰśı zprávu, viz Věta 3.24.

Přestože pojem lineárńıho normovaného prostoru a normy zavád́ıme až v př́ı̌st́ı kapitole,
považujeme za vhodné jej pro zkoumáńı Lebesgueovsky integrovatelných funkćı použ́ıvat
již nyńı; úvahy v řeči norem lze snadno převést do řeči metrik, které jsou těmito normami
generovány. Čtenář se později — poučen — může, nebo sṕı̌s by měl, k této pasáži vrátit.
Upřesněme tedy, co máme Lebesgueovými prostory Lp(I) pro p ∈ [1,∞) ∪ {∞} na mysli.
Prostor Lp(I), kde p ∈ [1,∞), je tvořen měřitelnými funkcemi f na intervalu I, přičemž
předpokládáme konečnost př́ıslušných integrál̊u funkćı |f |p, které následně definuj́ı normu

‖f‖p :=

(∫
I

|f |p dµ

)1/p

.
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V př́ıpadě prostoru L∞(I) uvažujeme množinu funkćı omezených s.v. v I a definujeme
normu jako

‖f‖∞ := inf{C ≥ 0 : |f | ≤ C s.v. na I}. (3.6)

Na pravé straně (3.6) je tzv. esenciálńı suprémum, ozn. ess sup; takto definovaná norma (na
prostoru skoro všude omezených funkćı) odpov́ıdá suprémové normě, kde však vylučujeme
vliv hodnot funkćı na podmnožinách mı́ry nula; lze též psát

‖f‖∞ = ess supt∈I |f(t)| = inf
A⊆I,m(A)=0

(
sup
t∈I\A

|f(t)|

)
.

Zobrazeńı (jde vlastně o funkcionály) ‖ · ‖p splňuj́ı vlastnosti normy až na jednu: ‖f‖ =
0 znamená, že f = 0 s.v., což ovšem nemuśı implikovat f = 0 (tj. úplně všude). Pro
p ∈ [1,∞) ∪ {∞} zaved’me dočasně prostor Lp(I) všech měřitelných funkćı na I, pro něž
‖f‖p <∞. Na Lp(I) uvažujme ekvivalenci

f ∼ g, jestliže f = g s.v.

Abychom vyhověli všem axiomům normovaného lineárńıho prostoru, měli bychom definovat
prostor Lp(I) jako

”
faktorprostor“

Lp(I) = Lp(I)/ ∼ .

Znamená to, že prvky prostoru Lp(I) jsou tř́ıdy navzájem ekvivalentńıch prvk̊u. Je-li f ∈
Lp, označme

[f ] = {g ∈ Lp(I) : g ∼ f},
potom

Lp(I) = {[f ] : f ∈ Lp(I)}.
Na prostorech Lp je zapotřeb́ı zavést algebraické operace, normu a uspořádáńı, neboli např.

[f ] + [g] := [f + g], ‖[f ]‖p := ‖f‖p

a
[f ] ≤ [g], když existuj́ı f̂ ∈ [f ] a ĝ ∈ [g] tak, že f̂ ≤ ĝ.

V matematické literatuře se tento formalismus prakticky nepouž́ıvá a dává se přednost
méně přesnému, ale přehledněǰśımu vyjadřováńı. Toho se budeme držet i my. Namı́sto
dvou prostor̊u Lp a Lp budeme použ́ıvat jen jeden prostor značený Lp, jehož prvky budou
funkce. Budeme mluvit o Lp-normě funkćı, i když to norma neńı. Důležité je, že

”
v́ıme, jak

to spravit“, pokud bychom se chtěli odvolávat na obecnou teorii normovaných prostor̊u.
Lp-norma splňuje všechny axiomy normy (přijmeme-li výše zavedenou konvenci). Ově-

řeńı je triviálńı s výjimkou trojúhelńıkové nerovnosti pro 1 < p < ∞. Ta však neńı nič́ım
jným než Minkowského nerovnost́ı (9.6).

Lp-norma indukuje př́ıslušnou metriku, srv. (3.5). Zejména tedy máme %p(f, g) =(
(L)

∫
I
|f − g|pdµ

)1/p
pro p ∈ [1,∞) a %∞(f, g) = ess supt∈I |f(t)− g(t)|.
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Výše jsme naznačili, že — co se týká úplnosti prostoru integrovatelných funkćı — jsou
Lebesgueovy prostory, na rozd́ıl od Riemannovsky integrovatelných funkćı, tou pravou
ingredienćı. Lze odvodit daľśı jejich zaj́ımavé a užitečné vlastnosti. Zejména plat́ı:

• Lebesgueovy prostory Lp(I) pro všechna p ∈ [1,∞)∪{∞} jsou Banachovy prostory, viz
Definice 4.5. Pro detaily viz Větu 3.24.

• Lebesgue̊uv prostor L2(I) je Hilbert̊uv prostor, viz Definice 5.19.

• Lebesgueovy prostory Lp(I) jsou separabilńı pro p ∈ [1,∞). Prostor L∞(I) separabilńı
neńı. Separabilita prostoru L2 je diskutována v kontextu Fourierovy analýzy v Sekci 5.5,
přesněji viz (5.38). K separabilitě Lp(I) poznamenejme, že množina jednoduchých (po
částech konstantńıch) funkćı nabývaj́ıćıch racionálńıch hodnot a definovaných pomoćı
interval̊u s racionálńımi konečnými body je spočetná a hustá v Lp(I).

• Necht’ µ(I) <∞ a 1 < p1 < p2 <∞. Potom plat́ı

BC(I) ⊂ L∞(I) ⊂ Lp2(I) ⊂ Lp1(I) ⊂ L1(I), (3.7)

kde BC(I) je množina funkćı omezených a spojitých na intervalu I. Inkluze jsou ostré.
Viz Věta 3.25 pro detaily k jednomu z př́ıpad̊u. Je-li I množina nekonečné mı́ry, jsou
tyto vztahy narušeny (obecně neplat́ı inkluze ani jedńım směrem). Poznamenejme, že
u prostor̊u posloupnost́ı `p jsou inkluze přesně opačné než u prostor̊u Lp(I), kde I má
konečnou mı́ru. Přesněji plat́ı

c00 ⊂ `1 ⊂ `p1 ⊂ `p2 ⊂ c0 ⊂ c ⊂ `∞,

kde 1 < p1 < p2 < ∞. Připomeňme, že c00 je množina posloupnost́ı maj́ıćıch konečně
mnoho nenulových člen̊u a prostory `p, c0, c jsou definovány v Př́ıkladu 2.6 .

• Podprostory spojitých i nekonečně hladkých funkćı v Lp(I), tj. C(I)∩Lp(I) resp. C∞(I)∩
Lp(I) jsou husté v Lp(I) pro p ∈ [1,∞). V prostoru L∞(I) husté nejsou. Pr̊uniky C(I)∩
Lp(I) resp. C∞(I) ∩ Lp(I) zde ṕı̌seme proto, že spojité ani hladké funkce nemuśı být v
Lp(I); např. pro I = (0,∞) vezměme f(t) = 1 nebo pro I = (0, 1) vezměme f(t) = 1/t.

• Prostory Lp, p ∈ (1,∞), jsou reflexivńı, viz Př́ıklad 6.94. Prostory L1, L∞ nejsou refle-
xivńı, viz Př́ıklad 6.95.

• Pro p > 1 je duál k Lp izometricky izomorfńı s prostorem Lq, kde q > 1 je č́ıslo konju-
gované s p. Prostory (L1)∗ a L∞ jsou izometricky izomorfńı. Prostor (L∞)∗ je mnohem

”
větš́ı“ než L1. Viz Př́ıklad 6.80, kde je uvedena i reprezentace prvk̊u z (Lp)∗, p ∈ [1,∞),

pomoćı prvk̊u z Lq.

V d̊ukazu následuj́ıćı věty o úplnosti uvid́ıme využit́ı vět o limitńım přechodu (Leviho
věty a věty o dominantńı konvergenci) a též Minkowského nerovnosti. Někdy se v literatuře
označuje jako Rieszova-Fischerova (či Rieszova) věta o úplnosti (pozor: nezaměňovat s
Rieszovou-Fischerovou větou, Věta 5.60, z teorie Fourierových řad, jej́ıž je v jistém smyslu
tvrzeńı o úplnosti malou část́ı).
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Věta 3.24 (Úplnost prostor̊u Lp, p ∈ [1,∞) ∪ {∞}). Necht’ {fn} je posloupnost prvk̊u
prostoru Lp(I), cauchyovská v normě ‖ · ‖p. Pak existuje f ∈ Lp(I) tak, že ‖fn − f‖p → 0.
Dále (jako vedleǰśı produkt d̊ukazu) je zaručena existence posloupnosti {gn} vybrané z {fn}
tak, že gn → f s.v.

D̊ukaz. Důkaz provedeme pro p < ∞. Př́ıpad p = ∞ je odlǐsný a snadněǰśı; princip je
podobný d̊ukazu úplnosti prostoru C[a, b] (Př́ıklad 2.100) či prostoru `∞ (Př́ıklad 2.96) —
zejména plat́ı, že limita posloupnosti funkćı omezených s.v. je funkce omezená s.v. Důkaz
př́ıpadu p <∞ (přesněji, modifikaci d̊ukazu) zmı́ńıme i v př́ı̌st́ı kapitole, a to jako ilustraci
použit́ı testu úplnosti pomoćı nekonečných řad, viz zejména Poznámka 4.39.

Jelikož {fn} je cauchyovská posloupnost, lze z ńı vybrat posloupnost {gn} tak, že pro
všechna n = 1, 2, . . . plat́ı

‖gn+1 − gn‖p < 2−n. (3.8)

Položme
hk = |g1|+ |g2 − g1|+ · · ·+ |gk − gk−1|, h = lim

k→∞
hk.

Z trojúhelńıkové nerovnosti pro Lp-normu a (3.8) dostaneme

‖hk‖p ≤ ‖g1‖p +
k−1∑
j=1

‖gj+1 − gj‖p ≤ ‖g1‖p + 1.

Podle Leviho věty a předchoźıho odhadu je∫
I

hpdµ = lim
k

∫
I

hpk dµ = lim
k
‖hk‖pp ≤ (‖g1‖+ 1)p.

Funkce hp je tedy integrovatelná a t́ım sṕı̌s s.v. konečná (viz vlastnosti Lebesgueova in-
tegrálu). Uvažujme bod x, v němž h(x) <∞. Potom řada

g1 +
∞∑
j=1

(gj+1(x)− gj(x))

konverguje, nebot’ konverguje řada absolutńıch hodnot. T́ım jsme dokázali existenci limity

f(x) := lim
n→∞

gn(x)

v každém takovém bodě. Lebesgueova věta o dominantńı konvergenci s majorantou hp dává

lim
n→∞

∫
I

|f − gn|pdµ =

∫
I

lim
n→∞

|f − gn|pdµ = 0.

Znovu použijeme, že {fn} je cauchyovská posloupnost, a dostáváme

‖f − fn‖p ≤ ‖f − gn‖p + ‖gn − fn‖p → 0.

Tvrzeńı o konvergenci s.v. jsme dokázali v pr̊uběhu.
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Věta 3.25. Necht’ I je interval takový, že µ(I) < ∞. Jestlǐze 1 < p1 < p2 < ∞, potom
Lp2(I) ⊂ Lp1(I).

D̊ukaz. Zřejmě nám pro d̊ukaz vztahu Lp2(I) ⊆ Lp1(I) stač́ı ukázat, že ‖u‖p1 ≤ c‖u‖p2
pro nějaké c > 0. Skutečně, u ∈ Lp2(I) znamená ‖u‖p2 < ∞, což spolu s nerovnost́ı
‖u‖p1 ≤ c‖u‖p2 dává u ∈ Lp1(I). Nyńı využijeme Hölderovy nerovnosti (9.3), kde zvoĺıme
f(t) = |u(t)|p2 , g(t) = 1, p = p2/p1 > 1 (a tedy nutně 1/q = 1− p1/p2). Dostáváme pak

‖u‖p1 =

(∫
I

|u|p1 dµ

)1/p1

≤

((∫
I

(|u|p1)p2/p1 dµ

)p1/p2 (∫
I

dµ

)1−p1/p2
)1/p1

= ‖u‖p2(µ(I))(1−p1/p2)/p1 .

Ostrost inkluze ukažte jako cvičeńı. Uvažujte např. I = (0, 1) a u(t) = tγ pro vhodné γ./
Pokuste se i o d̊ukaz ostatńıch vztah̊u v (3.7).

Poznámka 3.26. Jak už bylo naznačeno dř́ıve, prostor Lp[a, b] může být chápán i jako
zúplněńı prostoru (

C[a, b],

(
(L)

∫ b

a

|f − g|pdµ
)1/p

)
,

či jiných prostor̊u. Máme tak alternativńı možnost zavedeńı těchto prostor̊u. Ve skutečnosti
je však potřeba opět ztotožnit funkce, které jsou rovny s.v. Tedy nelze se při této definici
zcela vyhnout pojmu mı́ry. Avšak stač́ı nám pouze vědět, co znamená nulová mı́ra. Pojem
nulové mı́ry však lze zavést mnohem snadněji než pojem obecné mı́ry. V Sekci 5.5 uvedeme
v́ıce detail̊u k př́ıpadu L2, a to kontextu teorie klasických Fourierových řad.

Poznámka 3.27. Lze ukázat, že jestliže f ∈ Lr pro nějaké r <∞, potom

lim
p→∞
‖f‖p = ‖f‖∞.

Tento fakt ospravedlňuje použ́ıváńı symbolu L∞. Jako speciálńı př́ıpad pak dostaneme
ozřejmeńı použ́ıváńı symbolu `∞ (jako limitńıho př́ıpadu `p).
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Na rozd́ıl od druhé kapitoly, kde jsme při zaváděńı metriky pracovali s obecnou množinou,
nyńı se budeme zabývat lineárńımi prostory. Na nich lze zavést pojem normy, který zo-
becňuje pojem délky (délky ve smyslu

”
středoškolsky“ chápaného vektoru). Jak uvid́ıme,

každá norma jistým zp̊usobem generuje metriku. Metrický prostor je tedy obecněǰśı struk-
turou než normovaný lineárńı prostor.

Pojem normovaného lineárńıho prostoru se objevuje poprvé patrně v práci, kterou
napsal v r. 1910 F. Riesz, a v několika daľśıch praćıch z let 1920-1922, které napsali E. Helly,
H. Hahn, N. Wiener a S. Banach.

Pro připomenut́ı některých pojmů z teorie lineárńıch prostor̊u, které budeme často
použ́ıvat, viz Sekci 8.2.

4.1 Základńı pojmy a vlastnosti

V následuj́ıćı definici lze uvažovat lineárńı (tj. vektorový) prostor X nad tělesem skalár̊u
K. My se však nyńı omeźıme na lineárńı prostor nad R.

Definice 4.1 (Normovaný lineárńı prostor). Necht’ X je lineárńı prostor nad R a ‖ · ‖ :
X → [0,∞) zobrazeńı, které pro každou dvojici prvk̊u x, y ∈ X a každý skalár λ ∈ R
splňuje podmı́nky

(N1) ‖x‖ = 0 právě tehdy, když x = 0 (norma rozlǐsuje body),

(N2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (absolutńı homogenita),

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (trojúhelńıková nerovnost).

Zobrazeńı ‖ · ‖ se nazývá norma na prostoru X a dvojici (X, ‖ · ‖) nazýváme normovaný
lineárńı prostor (nad R).

79
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Poznámka 4.2. (i) Snadno se ověř́ı, že pro každý normovaný prostor X s normou ‖ · ‖ je
zobrazeńı

%(x, y) := ‖x− y‖, x, y ∈ X, (4.1)

metrikou na množině X, a tedy dvojice (X, %) je metrický prostor. Tento fakt umožňuje
přenést a aplikovat na normovaný lineárńı prostor všechny pojmy a výsledky z teorie
metrických prostor̊u (konvergence, otevřenost/uzavřenost množiny, úplnost, kompaktnost,
zúplněńı atd.). O výše uvedené metrice % zpravidla ř́ıkáme, že je generována (či indu-
kována) normou ‖ · ‖.
(ii) Úvahu z předchoźıho odstavce nelze obrátit. Předně, na lineárńım prostoru definovaná
metrika nemuśı s jeho lineárńı strukturou v̊ubec souviset. Lze však zjistit v́ıce. Je-li metrika
% generována normou ‖ · ‖, plat́ı pro všechna x, y, z ∈ X a všechna λ ∈ R identity

%(x+ z, y + z) = %(x, y), %(λx, λy) = |λ|%(x, y); (4.2)

ověřte! Má-li metrika % na lineárńım prostoru X tyto dvě vlastnosti, lze ji vytvořit pomoćı/
normy, polož́ıme ‖x‖ = %(x, 0). Viz též Poznámku 8.17 pro souvisej́ıćı úvahy v širš́ım
kontextu. Ukažte, že zobrazeńı ‖x‖ = %(x, 0) splňuje vlastnosti normy za předpokladu (4.2).
Dále prozkoumejte metrický prostor z Př́ıkladu 2.7 a ukažte, že metrika neńı generovaná
žádnou normou na množině všech posloupnost́ı.

Poznámka 4.3. Přeneseńım př́ıslušného pojmu z metrického prostoru máme definován
jistý základńı typ konvergence, tzv. silnou konvergenci (nebo též konvergenci v normě):

xn → x ⇐⇒ %(xn, x) = ‖xn − x‖ → 0,

kde xn je posloupnost v normovaném lineárńım prostoruX a x ∈ X. Ṕı̌seme též limk→∞ xk =

x v normě ‖ · ‖, či xk
‖·‖−→ x (zejména chceme-li zd̊uraznit, že se jedná o konvergenci v dané

normě).

Poznámka 4.4 (Ohraničenost podmnožin normovaného lineárńıho prostoru). Necht’ X
je normovaný lineárńı prostor s normou ‖ · ‖. Podmnožinu A ⊆ X budeme považovat za
ohraničenou v normovaném prostoruX, jestliže existuje taková nezáporná reálná konstanta
K, že ‖x‖ ≤ K pro každé x ∈ A. Je nutné zd̊uraznit, že takto chápaný pojem ohraničenosti
koresponduje s pojmem ohraničenosti zavedeným v kontextu metrických prostor̊u. Přesněji,
množina A ⊆ X je ohraničená v normovaném prostoru X právě tehdy, když je ohraničená
v metrickém prostoru (X, %) s metrikou % z Poznámky 4.2-(i). Skutečně, jestliže existuje
K ≥ 0 takové, že ‖x‖ ≤ K pro každý vektor x ∈ A, potom

%(x, y) = ‖x− y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ≤ 2K pro každé x, y ∈ A,

a tedy pr̊uměr d(A) ≤ 2K. Naopak, jestliže množina A má (v metrickém prostoru (X, %))
konečný pr̊uměr d(A) a zvoĺıme nějaký prvek x0 ∈ A, potom

‖x‖ = ‖x− x0 + x0‖ ≤ ‖x− x0‖+ ‖x0‖ = %(x− x0) + ‖x0‖ ≤ d(A) + ‖x0‖

pre každý vektor x ∈ A. Množina A je tedy ohraničená i v normovaném prostoru X, kde
můžeme položit např. K := d(A) + ‖x0‖.
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Následuje definice velmi významného pojmu.

Definice 4.5 (Banach̊uv prostor). Normovaný lineárńı prostor X nad R, který je úplný
vzhledem k metrice v (4.1) indukované danou normou na X, se nazývá (reálný) Banach̊uv
prostor.

Př́ıklad 4.6. Pro dané n ∈ N položme X := Rn a necht’ p ∈ [1,∞). Potom obě zobrazeńı

‖x‖p :=

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p

, ‖x‖∞ := max
1≤k≤n

|xk|, (4.3)

kde x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn, jsou normy na lineárńım prostoru X, které v kontextu
Poznámky 4.2 indukuj́ı metriky %p a %∞. Nav́ıc, z teorie metrických prostor̊u vyplývá,
že každý z normovaných prostor̊u (X, ‖ · ‖p), (X, ‖ · ‖∞) je n-rozměrným Banachovým
prostorem.

Př́ıklad 4.7. Pro pevně zvolené p ∈ [1,∞) je prostor posloupnost́ı `p zavedený v teorii
metrických prostor̊u zároveň normovaným lineárńım prostorem s normou

‖x‖p :=

(
∞∑
k=1

|xk|p
)1/p

, x := {xk} ∈ `p. (4.4)

Podobně i prostory `∞, c a c0 jsou normované lineárńı prostory s normou

‖x‖∞ := sup
k∈N
|xk|, x := {xk} je ohraničená posloupnost. (4.5)

Každý z prostor̊u `p, `∞, c a c0 je nekonečněrozměrný Banach̊uv prostor.

Př́ıklad 4.8. Necht’ a, b, kde a < b, jsou daná reálná č́ısla. Množina B[a, b] všech reálných
funkćı ohraničených na [a, b] zřejmě tvoř́ı lineárńı prostor nad R. Zobrazeńı

‖f‖B := sup
x∈[a,b]

|f(x)|, f ∈ B[a, b], (4.6)

je normou na prostoru B[a, b]. Speciálně, množina C[a, b] všech funkćı spojitých na [a, b]
tvoř́ı (algebraický) lineárńı podprostor prostoru B[a, b]. Nav́ıc každé ze zobrazeńı

‖f‖C := max
x∈[a,b]

|f(x)|, ‖f‖I :=

∫ b

a

|f(x)| dx, f ∈ C[a, b], (4.7)

je normou na prostoru C[a, b]. Z kapitoly o metrických prostorech vyplývá, že normovaný
prostor (C[a, b], ‖ · ‖C) je nekonečněrozměrný Banach̊uv prostor, zat́ımco (C[a, b], ‖ · ‖I)
neńı Banach̊uv prostor. Dále plat́ı, že i samotný prostor (B[a, b], ‖ · ‖B) je Banach̊uv, tj.
je úplný vzhledem k metrice %B. Prostor (R[a, b], ‖ · ‖I), kde R[a, b] jsou Riemannovsky
integrovatelné funkce na [a, b], je (po př́ıslušné faktorizaci) normovaný lineárńı prostor,
avšak neńı Banach̊uv.
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Př́ıklad 4.9. Lebesgueovy prostory Lp(I), p ∈ [1,∞)∪{∞}, definované v předchoźı kapi-
tole, jsou nekonečněrozměrnými Banachovými prostory. Připomeňme, že jde o

”
faktorpro-

story“ měřitelných funkćı f na I, jejichž Lp-normy jsou konečné. Tyto normy definujeme
následuj́ıćım zp̊usobem:

‖f‖p :=

(∫
I

|f |p dµ

)1/p

pro p ∈ [1,∞) a

‖f‖∞ := ess supt∈I |f(t)| = inf{C ≥ 0 : |f | ≤ C s.v. na I}.

Existuje nepřeberné množstv́ı daľśıch př́ıklad̊u Banachových prostor̊u zavedených k r̊uz-
ným účel̊um, viz např. [35].

Definice 4.10 (Podprostor normovaného lineárńıho prostoru). Necht’ X je normovaný
lineárńı prostor s normou ‖ ·‖ a A ⊆ X je podmnožina. Ř́ıkáme, že A je podprostor normo-
vaného prostoru X, jestliže A je algebraický lineárńı podprostor v X, který je uzavřený v
X vzhledem k metrice indukované normou ‖ · ‖ (tj. obsahuje všechny své hromadné body).

Př́ıklad 4.11. V Př́ıkladu 4.8 jsme poznamenali, že množina C[a, b] je algebraický lineárńı
podprostor prostoru B[a, b]. Dı́ky úplnosti metrického prostoru (C[a, b], %C) je množina
C[a, b] uzavřená v metrickém prostoru (B[a, b], %B), a tedy C[a, b] je i podprostor normo-
vaného prostoru (B[a, b], ‖ · ‖B) ve smyslu Definice 4.10.

Př́ıklad 4.12. Je potřeba zd̊uraznit, že algebraický lineárńı podprostor obecného normo-
vaného prostoru X nemuśı být uzavřený v X. Např́ıklad pro X := `1 množina A := {x ∈
`1, x má jen konečně mnoho nenulových člen̊u} je zřejmě vlastńım algebraickým lineárńım
podprostorem v X, který však neńı uzavřený v X, nebot’ A = `1. Zejména tedy A neńı pod-
prostor normovaného prostoru X. Prozkoumejte v této souvislosti i prostor (C[a, b], ‖ · ‖C)/
a množinu P [a, b] všech polynomů.

Nyńı dokážeme tzv. Rieszovo lemma, kterému se někdy ř́ıká lemma o skorokolmici.
Zhruba řečeno tvrd́ı, že i v normovaném lineárńım prostoru bez skalárńıho součinu (kde
nemáme pojem kolmosti) existuj́ı k danému podprostoru jakési

”
skorokolmé“ vektory, které

v jistém smyslu aproximuj́ı kolmý vektor s libovolnou přesnost́ı. Zkuste si nakreslit obrázek
v R2. Později toto lemma využjeme zejména při d̊ukazu charakterizace konečnědimenzi-
onálńıch prostor̊u. Poznamenejme, že alternativně vedle myšlenky v ńıže uvedeném

”
kla-

sickém“ d̊ukazu Rieszova lemmatu lze použ́ıt i Hahnovu–Banachovu větu (tuto větu dis-
kutujeme v kapitole o lineárńıch funkcionálech).

Lemma 4.13 (Rieszovo lemma). Necht’ X je normovaný lineárńı prostor s normou ‖ · ‖ a
∅ 6= A ⊂ X jeho vlastńı (uzavřený) podprostor. Potom pro každé η ∈ [0, 1) existuje vektor
xη ∈ X s ‖xη‖ = 1 takový, že dist (xη, A) ≥ η, kde př́ıslušná metrika na X je indukovaná
normou ‖ · ‖.
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D̊ukaz. Uvažovaný podprostor A je r̊uzný jednak od nulového prostoru a jednak od celého
prostoru X. Množina X \A je proto neprázdná. Zvolme libovolné z ∈ X \A. Z uzavřenosti
množiny A v X vyplývá, že vzdálenost bodu z od A je kladná, tj. d := %(z, A) > 0. Zejména
plat́ı

d = inf{%(z, y), y ∈ A}, a tedy %(z, y) ≥ d pro každé y ∈ A. (4.8)

Zafixujme nyńı nějaké η ∈ (0, 1). Poněvadž d
η
> d, podle (4.8) z vlastnost́ı infima

existuje ỹ ∈ A takové, že 0 < d ≤ %(z, ỹ) <
d

η
. (4.9)

Položme xη := z−ỹ
‖z−ỹ‖ . Potom zřejmě ‖xη‖ = 1 a pro každé y ∈ A plat́ı

%(xη, y) = ‖xη − y‖ =

∥∥∥∥ z − ỹ
‖z − ỹ‖

− y
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥z − ỹ − ‖z − ỹ‖ y‖z − ỹ‖

∥∥∥∥
=
‖z −

∈A︷ ︸︸ ︷
(ỹ + ‖z − ỹ‖ y) ‖
‖z − ỹ‖

(4.8),(4.9)
>

d
d
η

= η,

z čehož vyplývá, že %(xη, A) ≥ η. Př́ıpad η = 0 je triviálńı, nebot’ metrika % je nezáporná.

Poznámka 4.14. Poznamenejme, že pro každý vektor x ∈ X s normou ‖x‖ = 1 plat́ı
nerovnost %(x,A) ≤ 1. Vyplývá to z odhadu

%(x,A) = inf{%(x, y), y ∈ A} ≤ %(x, 0) = ‖x‖ = 1 pro každé x ∈ S(0, 1),

kde symbol S(0, 1) označuje jednotkovou sféru v normovaném prostoru X, tj.

S(0, 1) = {x ∈ X, ‖x‖ = 1}.

Dále je nutné zd̊uraznit, že v Rieszově lemmatu v obecném př́ıpadě neńı možno uvažovat
hodnotu η = 1. Tuto skutečnost lze ilustrovat na vhodném př́ıkladu. Např se vezme

X := {f ∈ C[0, 1], f(0) = 0} , ‖f‖ := max
x∈[0,1]

|f(x)|,

a

A :=

{
f ∈ X,

∫ 1

0

f(x) dx = 0

}
.

Následně se ukáže, že pro g ∈ B[0, 1], kde B[0, 1] je uzavřená jednotková koule v uvažovaném
prostoru (tedy máme ‖g‖ ≤ 1), plat́ı %(g, A) < 1.

Spojitost normy, o které hovoř́ı následuj́ıćı tvrzeńı, v budoucnu několikrát využijeme.

Věta 4.15. Necht’ (X, ‖ · ‖) je normovaný lineárńı prostor. Potom ‖ · ‖ je spojité zobrazeńı
prostoru X do eukleidovského prostoru E.
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D̊ukaz. Nejdř́ıve si všimněme, že každá norma ‖ · ‖ splňuje nerovnost∣∣‖x‖ − ‖y‖∣∣ ≤ ‖x− y‖ pro každé x, y ∈ X. (4.10)

Skutečně, pro libovolné vektory x, y ∈ X plat́ı

‖x‖ = ‖(x− y) + y‖ ≤ ‖x− y‖+ ‖y‖ ⇒ ‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x− y‖,
‖y‖ = ‖(y − x) + x‖ ≤ ‖y − x‖+ ‖x‖ ⇒ ‖y‖ − ‖x‖ ≤ ‖x− y‖,

z čehož ihned vyplývá nerovnost (4.10). Nyńı necht’ x ∈ X je libovolný vektor a {xk}∞k=1 ⊆
X je nějaká posloupnost, která má v dané normě limitu x, tj. plat́ı limk→∞ ‖xk − x‖ = 0.
Z (4.10) potom dostáváme, že limk→∞ ‖xk‖ = ‖x‖, což dokazuje spojitost zobrazeńı ‖ · ‖
v bodě x. A poněvadž prvek x ∈ X byl vybraný libovolně, plat́ı tento výsledek na celém
prostoru X.

Poznámka 4.16. Nejen norma, ale i operace lineárńıho prostoru (tj. součet a násobeńı
skalárem) jsou spojité.

4.2 Ekvivalence norem

Před př́ıst́ı definićı připomeňme, že v Definici 2.66 jsme zavedli pojem ekvivalence metrik
a v Poznámce 2.67 zmı́nili silněǰśı verzi (tzv. stejnoměrnou ekvivalenci). Jak brzy uvid́ıme
(v řeči norem), v normovaných lineárńıch prostorech tyto pojmy splývaj́ı

Definice 4.17 (Ekvivalence norem). Necht’ X je lineárńı prostor a ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 jeho dvě
normy. Řekneme, že normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 jsou ekvivalentńı, jestliže pro každou posloupnost
{xk}∞k=1 prvk̊u v X a každý bod x ∈ X plat́ı vztah

lim
k→∞

xk = x v normě ‖ · ‖1 ⇐⇒ lim
k→∞

xk = x v normě ‖ · ‖2. (4.11)

Následuj́ıćı věta udává ekvivalentńı charakterizaci právě definovaného pojmu. Tato
bývá někde v literatuře užita jako definice.

Věta 4.18. Necht’ X je lineárńı prostor a ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 jeho dvě normy. Potom tyto normy
jsou ekvivalentńı právě tehdy, když existuj́ı kladná reálná č́ısla m a M s vlastnost́ı

m ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤M ‖x‖1 pro každý vektor x ∈ X. (4.12)

D̊ukaz. Označme %1, %2 metriky indukované normami ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 podle Poznámky 4.2.
Předpokládejme, že normy ‖·‖1, ‖·‖2 jsou ekvivalentńı a necht’ {xk}∞k=1 ⊆ X je posloupnost
splňuj́ıćı limk→∞ xk = 0 v normě ‖ · ‖1. V souladu s (4.11) potom limk→∞ xk = 0 i v normě
‖ · ‖2, což znamená, že identické zobrazeńı z metrického prostoru (X, %1) do metrického
prostoru (X, %2) je spojité v bodě x = 0. Tedy

pro každé ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé x ∈ X s ‖x‖1 < δ je ‖x‖2 < ε. (4.13)
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Položme v (4.13) ε = 1. To znamená, že existuje δ > 0 s vlastnost́ı, že pro každé x ∈ X
splňuj́ıćı ‖x‖1 < δ plat́ı ‖x‖2 < 1. Necht’ x je libovolný nenulový vektor a označme x̃ :=
δ

2‖x‖1 x. Zřejmě x̃ ∈ X a pro normu ‖x̃‖1 máme

‖x̃‖1 =

∥∥∥∥ δ

2‖x‖1

x

∥∥∥∥
1

=
|δ|

2‖x‖1

‖x‖1 =
δ

2
< δ.

Potom ‖x̃‖2 < 1, odkud

1 > ‖x̃‖2 =

∥∥∥∥ δ

2‖x‖1

x

∥∥∥∥
2

=
|δ|

2‖x‖1

‖x‖2 =
δ

2

‖x‖2

‖x‖1

, a tedy ‖x‖2 <
2

δ
‖x‖1.

T́ım jsme dokázali druhou nerovnost v (4.12) s volbou M := 2
δ
> 0. Analogicky se dokáže

i platnost prvńı nerovnosti v (4.12) (v předcházej́ıćıch úvahách zaměńıme roli norem ‖ · ‖1,
‖ · ‖2). Naopak, jestliže normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 splňuj́ı (4.12) pro nějaká m,M > 0, potom pro
každou posloupnost {xk}∞k=1 ⊆ X a bod x ∈ X máme

m ‖xk − x‖1 ≤ ‖xk − x‖2 ≤M ‖xk − x‖1 pro každý index k ∈ N.

Tyto nerovnosti bezprostředně implikuj́ı ekvivalenci norem ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 v souladu s Defi-
nićı 4.17.

Poznámka 4.19. Poznamenejme, že normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 na X splňuj́ıćı relaci (4.12) jsou
skutečně v ekvivalentńım vztahu, nebot’ zřejmě plat́ı

1

M
‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤

1

m
‖x‖2 pro každý vektor x ∈ X. (4.14)

Př́ıklad 4.20. Pro dané n ∈ N necht’ X := Rn. Potom normy ‖ · ‖1 a ‖ · ‖2 na X z
Př́ıkladu 4.6 pro p = 1 a p = 2 jsou podle Věty 4.18 ekvivalentńı. Skutečně, s využit́ım
nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým (zde kvadratickým) pr̊uměrem lze dokázat,
že jestliže

‖x‖1
(4.3)
=

n∑
k=1

|xk|, ‖x‖2
(4.3)
=

√√√√ n∑
k=1

|xk|2, x = (x1, . . . , xn) ∈ X, (4.15)

potom plat́ı
1√
n
‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 pro každý vektor x ∈ X. (4.16)

Prozkoumejte nerovnosti (4.16) pro n = 2. Tvrzeńı o ekvivalenci plat́ı i pro libovolné /
normy tvaru ‖ · ‖p. Neńı však třeba vyšetřovat tyto př́ıpady zvlášt’, nebot’ brzy uvid́ıme, že
v prostorech konečné dimenze jsou všechny normy ekvivalentńı.
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Př́ıklad 4.21. Necht’ X je lineárńı prostor tvaru

X :=
{
f ∈ C1[0, π], f(0) = 0 = f(π)

}
, (4.17)

tj. prostor všech reálných funkćı se spojitou derivaćı na intervalu [0, π] a nulovými hodno-
tami v krajńıch bodech. Uvažujme na X dvojici norem

‖f‖1 := max
x∈[0,π]

|f(x)|, ‖f‖2 := max
x∈[0,π]

|f(x)|+ max
x∈[0,π]

|f ′(x)|, f ∈ X. (4.18)

Jedná se o neekvivalentńı normy. Dokažte tuto skutečnost. Můžete např. vźıt posloupnost
funkćı {fk}∞k=1 ⊆ X definovanou předpisem/

fk(x) :=
sin k2x

k
, k ∈ N.

Uvažujme nyńı na prostoru X následuj́ıćı dvojici norem

‖f‖1 :=

(∫ π

0

|f ′(x)|2 dx

)1/2

,

‖f‖2 :=

(∫ π

0

|f ′(x)|2 dx

)1/2

+

(∫ π

0

|f(x)|2 dx

)1/2

,

(4.19)

f ∈ X. Neńı těžké ověřit, že se skutečně jedná o normy na prostoru X ve smyslu Defi-
nice 4.1. V tomto př́ıpadě jsou normy ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 ekvivalentńı. Z (4.19) triviálně vyplývá,
že ‖f‖1 ≤ ‖f‖2 pro každou funkci f ∈ X. Na druhé straně, pomoćı teorie lineárńıch
diferenciálńıch rovnic druhého řádu se dá dokázat nerovnost∫ π

0

(
|f ′(x)|2 − |f(x)|2

)
dx ≥ 0 pro každé f ∈ X (4.20)

(konkrétně se jedná o d̊usledek tzv. diskonjugovanosti rovnice y′′ + y = 0 na intervalu
(0, π)). Využit́ım výsledku (4.20) a předpis̊u v (4.19) potom ihned dostáváme nerovnost
‖f‖2 ≤ 2‖f‖1 pro každou funkci f ∈ X. Celkem tedy máme odhady

‖f‖1 ≤ ‖f‖2 ≤ 2‖f‖1 pro všechny f ∈ X,

které podle Věty 4.18 zaručuj́ı ekvivalenci norem ‖ · ‖1, ‖ · ‖2 v (4.19).

Cvičeńı 4.22. Ukažte, že normy ‖x‖1 =
∑∞

k=1 |xk| a ‖x‖∞ = supk∈N |xk| na `∞ nejsou
ekvivalentńı. Uvažujte např. posloupnost {x[n]}, kde x[n] = (1/n, . . . , 1/n, 0, 0, . . . ); zde/
vždy prvńıch n člen̊u je nenulových.
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4.3 Izometrie a homeomorfismus

V souvislosti s tématem této sekce doporučujeme si osvěžit pojem izomorfizmu lineárńıch
prostor̊u. Připomeňme, že jde o lineárńı bijekci. Složeńı izomorfizmu je izomorfizmus a
inverze k izomorfizmu je izomorfizmus.

Definice 4.23 (Izometrie normovaných lineárńıch prostor̊u). Necht’ X a Y jsou dva normo-
vané lineárńı prostory s normami ‖ ·‖X a ‖ ·‖Y . Ř́ıkáme, že prostory (X, ‖ ·‖X) a (Y, ‖ ·‖Y )
jsou izometricky izomorfńı (někdy se — ne zcela přesně — ř́ıká lineárně izometrické či
jen izometrické), jestliže existuje bijektivńı lineárńı zobrazeńı F : X → Y zachovávaj́ıćı
normy, tj. plat́ı ‖F (x)‖Y = ‖x‖X pro každý vektor x ∈ X.

Definice 4.24 (Homeomorfismus normovaných lineárńıch prostor̊u). Necht’ X a Y jsou
dva normované lineárńı prostory s normami ‖ · ‖X a ‖ · ‖Y . Ř́ıkáme, že prostory (X, ‖ · ‖X)
a (Y, ‖ · ‖Y ) jsou homeomorfńı (lineárně homeomorfńı), jestliže existuje bijektivńı lineárńı
zobrazeńı F : X → Y a kladné reálné konstanty m,M s vlastnost́ı m ‖x‖X ≤ ‖F (x)‖Y ≤
M ‖x‖X pro každé x ∈ X.

Poznámka 4.25. (i) Existence lineárńıho homeomorfismu mezi dvěma normovanými line-
árńımi prostory zaručuje, že dané prostory jsou jak z algebraického hlediska tak i z hlediska
funkcionálńı analýzy

”
totožné“. To zejména umožňuje mezi těmito prostory přenášet po-

jem otevřenosti, uzavřenosti, úplnosti a kompaktnosti. Poznamenejme, že izometrie normo-
vaných prostor̊u je zřejmě speciálńım př́ıpadem lineárńıho homeomorfismu s m = 1 = M ,
jak lze vidět z Definic 4.23 a 4.24.

(ii) Vztah z definice lineárńıho homeomorfismu je relaćı ekvivalence.

Poznámka 4.26. Existence izometrického izomorfismu mezi prostory X a Y umožňuje
ztotožnit prvky těchto množin (přičemž se v tomto př́ıpadě rovnaj́ı i jejich normy). Má
pak smysl psát X = Y . Označeńı X = Y , které se často použ́ıvá, je v tomto kontextu
potřeba chápat právě jako existenci izometrického izomorfismu či jako ztotožněńı učiněné
prostřednictv́ım tohoto zobrazeńı. Má pak opodstatněńı psát i X ⊆ Y , v př́ıpadě, že X
a F (X) ⊆ Y jsou izometricky izomorfńı. Mı́sto označeńı X = Y se též někdy použ́ıvá
X ∼ Y , nebo X ≈ Y , nebo X ∼= Y .

Př́ıklad 4.27. (i) Prostory L2[a, b] a `2 jsou izometricky izomorfńı. Z historického hle-
diska jde vlastně o p̊uvodńı Rieszovu-Fischerovu větu, viz Větu 5.60 a komentář před ńı.
Argumenty pro toto tvrzeńı, které nyńı podrobněji diskutovat nebudeme, se oṕıraj́ı mj. o
teorii Fourierových řad. Ve skutečnosti jde o d̊usledek úvah z Podkapitol 5.3 a 5.4.

(ii) Prostory (Rn, ‖ · ‖) s libovolnou dvojićı norem jsou vzájemně lineárně homeomorfńı,
jak plyne z výsledk̊u př́ı̌st́ı podkapitoly.

Věta 4.28. Necht’ (X, ‖ · ‖X) a (Y, ‖ · ‖Y ) jsou lineárně homeomorfńı normované lineárńı
prostory. Prostor (X, ‖ · ‖X) je Banach̊uv, právě když (Y, ‖ · ‖Y ) je Banach̊uv.

D̊ukaz. Můžete se o něj pokusit jako cvičeńı. /
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4.4 Normované prostory konečné dimenze

Začneme užitečným sledováńım.

Poznámka 4.29. Klasickým výsledkem funkcionálńı analýzy je pozorováńı, že každý
reálný normovaný lineárńı prostor X konečné dimenze n ∈ N je lineárně izometrický s
prostorem Rn, na kterém je zavedená vhodná norma. Skutečně, necht’ ‖ · ‖ je norma na X
a {x1, . . . , xn} ⊆ X je nějaká (algebraická) báze lineárńıho prostoru X. Potom zobrazeńı
F : X → Rn definované jako

F (x) := (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, x = λ1 x1 + · · ·+ λn xn ∈ X, (4.21)

je zřejmě izomorfismus lineárńıch prostor̊u X a Rn. Nav́ıc, zobrazeńı ‖ · ‖∗ : Rn → [0,∞)
definované pro každou n-tici (λ1, . . . , λn) ∈ Rn předpisem

‖(λ1, . . . , λn)‖∗ := ‖x‖, x = λ1 x1 + · · ·+ λn xn ∈ X, (4.22)

je norma na prostoru Rn, jak lze lehce ověřit př́ımo z Definice 4.1. A jestliže podle (4.21)
a (4.22) plat́ı ‖F (x)‖∗ = ‖x‖ pro každé x ∈ X, normované prostory (X, ‖ · ‖) a (Rn, ‖ · ‖∗)
jsou v souladu s Definićı 4.23 izometrické. Ve světle Poznámky 4.25 se tedy při zkoumáńı
normovaných prostor̊u s dimenźı n stač́ı soustředit na prostor Rn. Všechny źıskané výsledky
tak budou platné pro každý konečněrozměrný normovaný prostor nad tělesem R.

Věta 4.30. Pro dané n ∈ N jsou každé dvě normy na prostoru Rn ekvivalentńı.

D̊ukaz. Uvažujme tzv. kanonickou bázi {e1, . . . , en} prostoru Rn, tj.

ek := (0, . . . , 1, . . . , 0), kde 1 je na k-té pozici pro každé k ∈ {1, . . . , n}. (4.23)

Potom každý vektor x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn je možno zřejmě vyjádřit ve tvaru

x = x1 e1 + · · ·+ xn en. (4.24)

Necht’ ‖ · ‖ je libovolná, ale pevně zvolená norma na prostoru Rn. Dokážeme, že je ekviva-
lentńı se součtovou normou

‖x‖1 =
n∑
k=1

|xk| (4.25)

z Př́ıkladu 4.6, kde p = 1. Položme M := max1≤k≤n ‖ek‖. Potom

‖x‖ (4.24)
=

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

xk ek

∥∥∥∥∥ ≤
n∑
k=1

|xk| ‖ek‖ ≤M

n∑
k=1

|xk|
(4.25)
= M ‖x‖1, x ∈ Rn. (4.26)

Z Př́ıkladu 4.20 dále v́ıme, že daná součtová norma je ekvivalentńı s eukleidovskou normou,
a tedy normované prostory (Rn, ‖ · ‖1) a En jsou podle Věty 4.18 a Definice 4.24 lineárně
homeomorfńı prostřednictv́ım identického zobrazeńı F . Každá podmnožina v Rn, která je
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ohraničená a uzavřená vzhledem na součtovou normu, je tedy v této normě i kompaktńı.
Zejména jednotková sféra S(0, 1) v Rn vzhledem k normě ‖ · ‖1 je kompaktńı v této normě,
nebot’ je vzhledem k ńı evidentně ohraničená a uzavřená v Rn. Uvažujme funkci f : Rn → R
s předpisem f(x) := ‖x‖ pro každý vektor x ∈ Rn. V souladu s Větou 4.15 a s ohledem na
nerovnost (4.26) je f spojité zobrazeńı na Rn vzhledem k normě ‖·‖1. Podle Weierstrassovy
věty je potom f ohraničená na S(0, 1), přičemž své odpov́ıdaj́ıćı globálńı extrémy na S(0, 1)
i nabývá. Přesněji, jestliže m := minx∈S(0,1) f(x), potom existuje vektor y ∈ S(0, 1) takový,
že m = f(y) = ‖y‖. Zřejmě m ≥ 0. Pokud by m = 0, potom nutně pro vektor y máme
y = 0, a tedy i ‖y‖1 = 0, což však odporuje faktu y ∈ S(0, 1). Proto konstanta m je kladná.
Necht’ nyńı x ∈ Rn \{(0, . . . , 0)} je libovolné. Potom vektor x̃ := x

‖x‖1 je prvkem jednotkové

sféry S(0, 1), a následně plat́ı

m ≤ f(x̃) =

∥∥∥∥ x

‖x‖1

∥∥∥∥ =
‖x‖
‖x‖1

, a teda m ‖x‖1 ≤ ‖x‖. (4.27)

Kombinaćı výsledk̊u v (4.26) a (4.27), ve světle Věty 4.15, dostávame ekvivalenci norem
‖ · ‖ a ‖ · ‖1. A poněvadž norma ‖ · ‖ byla zvolená libovolně, můžeme tvrdit, že každé dvě
normy na Rn jsou vzájemně ekvivalentńı.

Důsledek 4.31. Pro dané n ∈ N uvažujme normovaný lineárńı prostor Rn s normou
‖ · ‖ a necht’ {x1, . . . , xn} ⊆ Rn je nějaká jeho (algebraická) báze. Potom v prostoru Rn

konvergence v normě ‖·‖ splývá se souřadnicovou konvergenćı vzhledem k bázi {x1, . . . , xn}.
Přesněji, jestlǐze {x[k]}∞k=1 ⊆ Rn je posloupnost, x ∈ Rn,

x[k] = λ
[k]
1 x1 + · · ·+ λ[k]

n xn,
(
λ

[k]
1 , . . . , λ

[k]
n

)
∈ Rn pro každé k ∈ N, (4.28)

x = λ1 x1 + · · ·+ λn xn, (λ1, . . . , λn) ∈ Rn, (4.29)

potom limk→∞ x
[k] = x v normě ‖ · ‖ právě tehdy, když limk→∞ λ

[k]
i = λi pro každé i ∈

{1, . . . , n}.

D̊ukaz. Snadno se ukáže, že pro každou zvolenou bázi {x1, . . . , xn} prostoru Rn je funkce

‖x‖∗ :=
n∑
i=1

|λi|, x = λ1 x1 + · · ·+ λn xn ∈ Rn, (4.30)

normou na Rn. Zejména je zřejmé, že konvergence v této normě je ekvivalentńı se souřadni-
covou konvergenćı vzhledem k bázi {x1, . . . , xn}. A poněvadž podle Věty 4.30 jsou normy
‖ · ‖ a ‖ · ‖∗ ekvivalentńı, plat́ı tvrzeńı v d̊usledku.

Důsledek 4.32. Pro dané n ∈ N je každý normovaný lineárńı prostor (Rn, ‖ · ‖) úplný, tj.
Banach̊uv prostor. Nav́ıc, každá podmnožina v Rn, která je ohraničená a uzavřená vzhledem
k normě ‖ · ‖, je v této normě i kompaktńı.

Shrňme si některá fakta, která vyplývaj́ı z výše uvedených pozorováńı.
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Věta 4.33. Každý reálný normovaný prostor konečné dimenze je Banach̊uv prostor a
konvergence v libovolné normě je ekvivalentńı se souřadnicovou konvergenćı vzhledem k
jakékoliv (algebraické) bázi prostoru.

Při d̊ukazu ekvivalence norem v Rn byl d̊uležitý fakt, že v tomto prostoru je množina
kompaktńı, právě když je uzavřená a omezená. Jak nyńı uvid́ıme, právě toto je charakte-
rizace konečnědimenzionálńıch normovaných prostor̊u.

Věta 4.34. Necht’ X je reálný normovaný lineárńı prostor s normou ‖ · ‖. Následuj́ıćı
tvrzeńı jsou ekvivalentńı.

(i) Prostor X má konečnou dimenzi.

(ii) Každá množina A ⊆ X, která je ohraničená a uzavřená vzhledem k normě ‖ · ‖, je v
této normě i kompaktńı.

D̊ukaz. Směr (i) ⇒ (ii) vyplývá z Poznámky 4.29 a Důsledku 4.32. Necht’ plat́ı výrok (ii),
tj. každá ohraničená a uzavřená podmnožina v X je kompaktńı. Zejména jednotková sféra
S(0, 1) je tedy množina kompaktńı v prostoru X. Předpokládejme sporem, že prostor X
nemá konečnou dimenzi. Zvolme libovolný vektor x1 ∈ S(0, 1). Potom množina A1 :=
Lin{x1} je zřejmě vlastńı algebraický podprostor lineárńıho prostoru X s dimenźı 1. V
souladu s Větou 4.33 je A1 úplný normovaný prostor. Množina A1 je proto uzavřená v
X vzhledem k normě ‖ · ‖, což následně podle Definice 4.10 znamená, že A1 je vlastńı
podprostor normovaného prostoru X. Z Rieszova lemmatu 4.13 pro η := 1

2
potom vyplývá,

že existuje vektor x2 ∈ S(0, 1) takový, že

%(x2, A1) ≥ 1

2
, a tedy i ‖x2 − x1‖ ≥

1

2
.

Vektory x1 a x2 jsou zřejmě lineárně nezávislé. Položme A2 := Lin{x1, x2}. S použit́ım
analogických argument̊u jako výše plat́ı, že A2 je vlastńı podprostor normovaného prostoru
X s dimenźı 2. Podle Rieszova lemmatu 4.13 pro η := 1

2
tedy existuje prvek x3 ∈ S(0, 1) s

vlastnost́ı

%(x3, A2) ≥ 1

2
, a tedy i ‖x3 − x1‖ ≥

1

2
a ‖x3 − x2‖ ≥

1

2
.

Podobně, množina A3 := Lin{x1, x2, x3} je vlastńı podprostor normovaného prostoru X s
dimenźı 3, přičemž existuje vektor x4 ∈ S(0, 1) splňuj́ıćı

%(x4, A3) ≥ 1

2
, a tedy i ‖x4 − x1‖ ≥

1

2
, ‖x4 − x2‖ ≥

1

2
, a ‖x4 − x3‖ ≥

1

2
.

Poněvadž prostor X je podle předpokladu nekonečněrozměrný, můžeme v tomto procesu
pokračovat dále. Źıskáme tak posloupnost {xk}∞k=1 ⊆ S(0, 1) s vlastnost́ı ‖xk − xl‖ ≥ 1

2

pro každé dva r̊uzné indexy k, l ∈ N. Daná posloupnost tedy nemá žádný hromadný bod,
což je však ve sporu s kompaktnost́ı množiny S(0, 1). Proto prostor X muśı mı́t konečnou
dimenzi, tj. plat́ı tvrzeńı (i).
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Poznámka 4.35. Všimněme si, že v předchoźım d̊ukazu jsme vlastně ukázali ekvivalenci

prostor X má konečnou dimenzi právě tehdy, když jednotková sféra je kompaktńı.

Tvrzeńı plat́ı beze změny i pro uzavřenou jednotkovou kouli. Daľśı významné kritérium
týkaj́ıćı se dimenze normovaného prostoru je následuj́ıćı. Necht’ (X, ‖ · ‖) je normovaný
lineárńı prostor. Potom

prostor X má konečnou dimenzi právě tehdy, když
každá norma ‖ · ‖∗ na X je ekvivalentńı s ‖ · ‖.

Implikace
”
⇒“ je ve světle Poznámky 4.29 obsahem Věty 4.30. Důkaz opačné implikace je

založený na faktu, že v každém nekonečněrozměrném normovaném prostoru X umı́me k
dané zvolené normě ‖ · ‖ vždy sestrojit novou normu ‖ · ‖∗ na X, která neńı ekvivalentńı
s ‖ · ‖.

4.5 Nekonečné řady v Banachových prostorech

Nyńı zavedeme analogii pojmu nekonečné (konvergentńı) řady pro normované lineárńı pro-
story.

Definice 4.36 (Konvergence nekonečné řady). Necht’ X je normovaný lineárńı prostor s
normou ‖ · ‖ a {xk}∞k=1 ⊆ X je posloupnost. Definujme

yn :=
n∑
k=1

xk, n ∈ N. (4.31)

Řekneme, že nekonečná řada
∑∞

k=1 xk konverguje, resp. je konvergentńı, v prostoru X,
jestliže posloupnost {yn}∞n=1 má v X limitu vzhledem k ‖ · ‖, tj. limn→∞ yn = x pro nějaké
x ∈ X. V tomto př́ıpadě klademe

∑∞
k=1 xk = x.

Cvičeńı 4.37. Ukažte, že řada
∑∞

k=0 t
k je konvergentńı v (C[−1/2, 1/2], ‖ · ‖C) se součtem

1/(1− t). /
Následuj́ıćı věta ukazuje, že v Banachových prostorech plat́ı obdoba tvrzeńı:

”
z abso-

lutńı konvergence řady reálných č́ısel plyne jej́ı konvergence“. Důkaz je analogický d̊ukazu
v R a je založen na Cauchyově-Bolzanovu kriteriu konvergence (nekonečná řada konver-
gentńı, právě když posloupnost jejich částečných součt̊u je cauchyovská).

Věta 4.38. Necht’ (X, ‖·‖) je Banach̊uv prostor a {xk}∞k=1 ⊆ X je posloupnost s vlastnost́ı

č́ıselná řada
∞∑
k=1

‖xk‖ konverguje v R. (4.32)

Potom nekonečná řada
∑∞

k=1 xk konverguje v X.
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D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že posloupnost {yn}∞n=1 v (4.31) je cauchyovská v X. Zvolme ε >
0. Předpoklad (4.32) na základě Cauchyova-Bolzanova kritéria konvergence č́ıselné řady
potom zaručuje existenci indexu nε ∈ N s vlastnost́ı, že

pro každé dva indexy m,n ≥ nε, n > m, plat́ı
∣∣‖xm+1‖+ · · ·+ ‖xn‖

∣∣ < ε. (4.33)

Využit́ım trojúhelńıkové nerovnosti následně dostáváme

‖yn − ym‖
(4.31)
= ‖xm+1 + · · ·+ xn‖ ≤ ‖xm+1‖+ · · ·+ ‖xn‖ =

∣∣‖xm+1‖+ · · ·+ ‖xn‖
∣∣ (4.33)
< ε

pro každé m,n ≥ nε, n > m, což dokazuje cauchyovskost, a tedy i konvergenci posloupnosti
{yn}∞n=1 v X.

Poznámka 4.39 (Test úplnosti). Lze ukázat (d̊ukaz zde nebudeme uvádět), že implikaci
ve Větě 4.38 lze obrátit. Celkem tedy dostáváme: Necht’ X je normovaný lineárńı prostor.
Pak následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

• Prostor X je Banach̊uv.

• Každá absolutně konvergentńı řada je konvergentńı.

Źıskáváme tak účinný nástroj pro testováńı úplnosti daného prostoru. Např. d̊ukaz úplnosti
Lp prostor̊u pro p ∈ [1,∞), tj. d̊ukaz Věty 3.24, lze provést modifikaćı (a zjednodušeńım)
již dř́ıve prezentovaného postupu, a to právě s využit́ım testu úplnosti pomoćı řady.

4.6 Báze v normovaném prostoru

V Sekci 8.2 se zmiňujeme o Hamelově bázi. Hamelova (neboli algebraická) báze je množina
nezávislých prvk̊u v lineárńım prostoru, pomoćı kterých lze každý prvek tohoto prostoru
vyjádřit jako kombinaci konečně mnoha prvk̊u báze. V lineárńım prostoru (i nekonečné
dimenze) taková báze vždy existuje, nemuśı však být spočetná. V úplném normovaném ne-
konečnědimenzionálńım prostoru je vždy nespočetná. V normovaném prostoru lze uvažovat
i jiný typ báze (který umožňuje v jistém smyslu sńıžit mohutnost báze). Mı́sto vyjádřeńı
prvku pomoćı zmı́něné konečné kombinace požadujeme vyjádřeńı prvku pomoćı spočetné
kombinace prvk̊u ve tvaru konvergentńı řady. Dostáváme t́ımto tzv. Schauderovu bázi.
Přesněji, posloupnost prvk̊u {uk} v normovaném lineárńım prostoru X nazveme Schaude-
rovou báźı, jestliže každý prvek x ∈ X lze (jednoznačně) vyjádřit ve tvaru konvergentńı
řady

x =
∞∑
k=1

ckuk,

kde {ck} je nějaká posloupnost č́ısel. Tedy požadujeme, aby existovala posloupnost {ck}
taková, že ‖x −

∑n
k=1 ckuk‖ → 0 pro n → ∞. Např. uvažme prostor `p, 1 ≤ p < ∞.
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Posloupnost {en}, kde en = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), jednička je na n-té pozici, tvoř́ı Schauderovu
bázi prostoru `p, 1 ≤ p <∞. Skutečně, pro x ∈ `p plat́ı∥∥∥∥∥x−

n∑
k=1

xkek

∥∥∥∥∥
p

=
∞∑

k=n+1

|xk|p → 0

pro n → 0. Zd̊urazněme, že zat́ımco Hamelova báze může být spočetná či nespočetná,
Schauderova báze je spočetná, nebot’ je tvořena posloupnost́ı. Dále, na rozd́ıl od Hamelovy
báze, ne všechny Banachovy prostory maj́ı Schauderovu bázi. Banach̊uv prostor s Schaude-
rovou báźı je separabilńı. Skutečně, neńı tak obt́ıžné ukázat, že konečné lineárńı kombinace
vektor̊u (Schauderovy báze prostoru X) s racionálńımi koeficienty tvoř́ı množinu hustou v
X. Systém takových lineárńıch kombinaćı je spočetný. V neseparabilńım Banachově pro-
storu Schauderova báze neexistuje. Tato sledováńı mj. ukazuj́ı, že `p, 1 ≤ p <∞, je sepa-
rabilńı (výše jsme totiž našli Schauderovu bázi). Zato prostor `∞ Schauderovu bázi nemá,
nebot’ — jak už v́ıme z kapitoly o metrických prostorech — neńı separabilńı. V prostoru
konečné dimenze pojmy algebraická a Schauderova báze splývaj́ı. Problematiku vyjádřeńı
prvku ve tvaru konvergentńı řady budeme studovat zejména v kontextu unitárńıch prostor̊u,
kde — jak uvid́ıme — každá úplná ortogonálńı posloupnost už tvoř́ı také Schauderovu bázi.

4.7 Schauderova věta o pevném bodu a aplikace

V této sekci navážeme zejména na naše úvahy o pevném bodu a kritéríıch relativńı kom-
paktnosti.

V kontextu Banachových prostor̊u vyslov́ıme Schauderovu větu o pevném bodu a
předvedeme jej́ı aplikaci při d̊ukazu Peanovy věty a také při řešeńı problému z teorie ne-
lineárńıch oscilátor̊u. Důležitou roli bude hrát mj. i Arzeláova-Ascoliho věta (Věta 2.179).

Schauderova věta nebývá typickou součást́ı úvodu do funkcionálńı analýzy. Nám však
nejde o detaily jej́ıho d̊ukazu a širš́ı diskuzi o ńı, ale zejména o jej́ı aplikaci v konkrétńıch
situaćıch. Jak uvid́ıme, d́ıky našim poznatk̊um o pojmech jako spojitost zobrazeńı mezi
prostory, relativńı kompaktnost atd. jsme na jej́ı použit́ı plně připraveni.

Zd̊urazněme, že ve větách, které v této sekci uvád́ıme, neńı zaručena jednoznačnost
pevného bodu (na rozd́ıl od Banachovy věty). To je však vyváženo v jistém smyslu slabš́ımi
podmı́nkami.

Browerova věta a Schauderova věta

Začneme připomenut́ım definice pojmu, který má zřejmou geometrickou interpretaci.

Definice 4.40 (Konvexńı množina). Podmnožina S vektorového prostoru se nazývá kon-
vexńı, jestliže pro libovolná x, y ∈ S plat́ı αx+ (1− α)y ∈ S pro všechna α ∈ [0, 1].

Jak zanedlouho uvid́ıme, při výkladu je přirozené dopracovat se k Schauderově větě
přes známou a d̊uležitou Browerovu větu o pevném bodu.
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Věta 4.41 (Brouwerova věta o pevném bodu). Necht’ S ⊆ Rn je uzavřená, omezená a
konvexńı množina a F : S → S je spojité zobrazeńı. Potom má F pevný bod v S.

Cvičeńı 4.42. Vezměte si mapu Brna a umı́stěte ji na kterékoliv mı́sto v Brně. Potom
na ńı vždy najdete bod, který se shoduje s bodem umı́stěńı mapy v Brně. Tento fakt/
plyne jak z Banachovy věty, tak i z Brouwerovy věty, přičemž Banachova věta zaručuje i
jednoznačnost.

V literatuře lze nalézt r̊uzná zobecněńı této věty, ale též r̊uzné jej́ı d̊ukazy, analytické i
topologické. Např. ji lze snadno zobecnit pro konečnědimenzionálńı normované lineárńı pro-
story. Přirozenou otázkou je zobecněńı uvedeného tvrzeńı na nekonečnou dimenzi. Jeden z
tradičńıch protipř́ıklad̊u, kde se pracuje v prostoru `2(Z), tj. prostoru sestávaj́ıćıho z prvk̊u

x = (. . . , x−1, x0, x1, . . . ) splňuj́ıćıch ‖x‖ :=
(∑∞

k=−∞ |xk|2
)1/2

< ∞, v němž uvažujeme
uzavřenou jednotkovou kouli a definujeme zobrazeńı (F (x))n = xn−1 (tzv.

”
shift operator“),

ř́ıká, že existence pevného bodu neńı v takovém př́ıpadě zaručena. Ukazuje se tak, že — v
souladu s očekáváńım — d̊uležitou roli při opuštěńı konečné dimenze hraje pojem kompakt-
nosti. Dostáváme se t́ımto k nekonečnědimenzionálńımu rozš́ı̌reńı Brouwerovy věty, totiž
k větě Schauderově. Podobně jako i u jiných vět, existuj́ı v literatuře r̊uzná zobecněńı. My
zde nejdř́ıve uvedeme v podstatě p̊uvodńı Schauderovu verzi z r. 1930.

Věta 4.43 (Schauderova věta o pevném bodu). Necht’ X je Banach̊uv prostor, S ⊆ X je
neprázdná, kompaktńı a konvexńı množina a F : S → S je spojité zobrazeńı. Potom má F
pevný bod v S.

D̊ukaz. Detailńı d̊ukaz zde nebudeme uvádět. Poznamenejme pouze, že jeho hlavńı myšlen-
ka spoč́ıvá v aproximaci (nekonečnědimenzionálńı) množiny S konečnědimezionálńımi mno-
žinami Sn a aproximaci operátoru (tj. zobrazeńı) F operátory Fn : Sn → Sn a následnou
aplikaćı Brouwerovy věty o pevném bodu. Takovéto úlohy s větš́ım n aproximuj́ı p̊uvodńı
problém lépe. Takto źıskáme posloupnost {xn}, kde xn jsou pevné body pomocných problé-
mů. Vybereme konvergentńı podposloupnost a jej́ı limitou je požadovaný pevný bod p̊uvod-
ńıho problému. Poznamenejme, že — zhruba řečeno — limitńı přechod k nekonečnu se
provád́ı vzhledem k dimenzi.

Nyńı uvedeme drobné zobecněńı Schauderovy věty, které je velmi užitečné v apli-
kaćıch. Jej́ı d̊ukaz je založen na využit́ı p̊uvodńı Schauderovy věty. Někdy se v souvislosti
s předchoźı a následuj́ıćı větou hovoř́ı o tzv. prvńı resp. druhé Schauderově větě.

Věta 4.44 (Schauderova věta o pevném bodu – zobecněńı). Necht’ X je Banach̊uv prostor,
S ⊆ X je neprázdná, omezená, uzavřená a konvexńı množina a F : S → S je spojité
zobrazeńı takové, že F (S) je relativně kompaktńı množina (v S). Potom má F pevný bod
v S.

Poznámka 4.45. Někdy lze v literatuře narazit na odlǐsnou formulaci uvedené verze
Schauderovy věty, např. tuto: Necht’ X je Banach̊uv prostor a S ⊆ X je omezená, uzavřená
a konvexńı množina. Pak každý totálně spojitý operátor F zobrazuj́ıćı množinu S do sebe
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má alespoň jeden pevný bod. Jde však o zcela ekvivalentńı tvrzeńı, jak lze lehce vidět,
připomeneme-li následuj́ıćı terminologii.

Operátorem se má na mysli zobrazeńı mezi prostory (typicky se jedná o prostory funkćı).
Řekneme, že operátor F : X → Y je na množině D(X) kompaktńı, jestliže jej́ı každou
omezenou podmnožinu S ⊂ D(X) zobrazuje na množinu relativně kompaktńı (někdy se
uvád́ı prekompaktńı, což je však v našem př́ıpadě totéž) v prostoru Y .

Ekvivalentńı definice právě uvedeného pojmu zńı: operátor F : X → Y je na množině
D(X) kompaktńı, jestliže z každé ohraničené posloupnosti {un} ⊂ D(X) lze vybrat pod-
posloupnost {unk

} takovou, že {Funk
} je konvergentńı s limitou v Y .

Řekneme, že operátor F : X → Y je na množině D(X) totálně spojitý (též úplně
spojitý), jestliže je na D(X) spojitý a kompaktńı.

Pozor, někde v literatuře se kompaktńım zobrazeńım má na mysli totálně spojité zobra-
zeńı. Poznamenejme, že u lineárńıch zobrazeńı kompaktnost automaticky zaruč́ı spojitost,
což ovšem obecně neplat́ı u nelineárńıch zobrazeńı.

Ještě je třeba upozornit, že mnoźı autoři maj́ı kompaktńım zobrazeńım na mysli výše
definované kompaktńı zobrazeńı, které je však nav́ıc lineárńı.

Poznámka 4.46. Připomeňme, že při aplikaci Banachovy věty o pevném bodu je potřeba
ukázat, že zobrazeńı je

”
dostatečně malé“. Naproti tomu u Schauderovy věty je potřeba

zaručit, že — v př́ıpadě prostoru C(I) nebo Lp(I) — obraz př́ıslušného zobrazeńı se skládá
z

”
dostatečně rozumných“ funkćı.

Mohli bychom pokračovat v uváděńı daľśıch vět o pevném bodu, které lze uplatnit v
situaćıch, kde předchoźı věty nepostačuj́ı, přičemž nemuśıme být omezeni jen na normované
lineárńı prostory. Raději ale odkažme čtenáře na literaturu (např. [9, 12, 13, 20, 54, 63],
viz též Sekci 8.4), nebot’ toto neńı ćıl našeho kurzu a sṕı̌se si předved’me ukázky aplikaćı.

Peanova věta

Uvažujme Cauchyovu úlohu

y′ = f(x, y), y(x0) = y0, (4.34)

kde f je daná funkce. Nyńı splńıme slib, který jsme dali v diskuzi o aplikaćıch Arzeláovy-
Ascoliho věty, a dokážeme existenci uvedené úlohy za pouhého předpokladu spojitosti
funkce f .

Věta 4.47 (Peanova věta). Necht’ a, b ∈ (0,∞), x0, y0 ∈ R. Označme I = [x0, x0 + a]
a D = {y ∈ R : |y − y0| ≤ b}. Předpokládejme, že f : I × D → R je spojitá. Potom
existuje aspoň jedno řešeńı počátečńıho problému (4.34), které je definováno na intervalu
J = [x0, x0 + α], kde α = min{a, b/m}, m = max[x,y]∈I×D |f(x, y)|.

D̊ukaz. Pracujme v Banachově prostoru C(J) se supremovou normou. Bud’

S = {y ∈ C(J) : |y(x)− y0| ≤ b, x ∈ J}.
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Definujme F jako zobrazeńı, které každé funkci y ∈ S přǐrazuje funkci Fy předpisem

(Fy)(x) = y0 +

∫ x

x0

f(s, y(s)) ds.

Jako cvičeńı ukažte, že S je uzavřená a konvexńı množina, F zobrazuje S do S a F je
spojité zobrazeńı. Při d̊ukazu spojitosti využijte faktu, že ze spojitosti f na J ×D plyne/
stejnoměrná spojitost. Má se ukázat, že yn → y implikuje Fyn → Fy v př́ıslušné metrice
(či, chcete-li, normě) uvažovaného prostoru C(J); jde tedy o stejnoměrnou konvergenci.
Alternativně lze už́ıt Lebesgueovy věty o dominantńı konvergenci. Při následuj́ıćım d̊ukazu
relativńı kompaktnosti množiny F (S) předvedeme aplikaci Arzeláovy-Ascoliho věty. Necht’

y ∈ S. Potom z nerovnosti

|(Fy)(x1)− (Fy)(x2)| =
∣∣∣∣∫ x2

x1

f(s, y(s)) ds

∣∣∣∣ ≤ m|x1 − x2|, x1, x2 ∈ J,

plyne, že funkce množiny F (S) jsou rovnomocně spojité. (Jinou možnost́ı je vźıt (Fy)′(x)
a využ́ıt Lagrangeovu větu o středńı hodnotě.) Poněvadž jsou funkce z F (S) stejnoměrně
ohraničené konstantou |y0|+ b, plyne z Věty 2.179, že F (S) je relativně kompaktńı.

Věta 4.44 nyńı zaručuje existenci alespoň jednoho pevného bodu zobrazeńı F a ten je
řešeńım počátečńıho problému (4.34).

Poznámka 4.48. Peanovu větu lze přirozeně rozš́ı̌rit na systém rovnic, viz např. [26]. V
d̊ukazu se použ́ıvá zobecněńı Věty 2.179 včetně př́ıslušné modifikace podmı́nek (2.61) a
(2.62) na vektorové funkce.

Integrálńı rovnice a nelineárńı oscilátor

Uvažujme nelineárńı integrálńı rovnici (tzv. Hammersteinovu rovnici) ve tvaru

u(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy, (4.35)

kde K a f jsou dané funkce a u je neznámá. Schauderova věta nám umožńı dokázat
řešitelnost této rovnice; využijeme opět mj. Arzeláovu-Ascoliho větu.

Věta 4.49. Předpokládejme, že K(x, y) je spojitá funkce pro a ≤ x, y ≤ b a f(y, z) je
spojitá a ohraničená funkce pro a ≤ y ≤ b a všechna z. Potom rovnice (4.35) má spojité
řešeńı.

D̊ukaz. Pracujme v Banachově prostoru C[a, b] se supremovou normou. Definujme množinu

S = {u ∈ C[a, b] : ‖u‖ ≤ D},

kde D je konstanta, jejiž hodnotu specifikujeme ńıže. Dále definujme operátor F : S →
C[a, b] předpisem

(Fu)(x) =

∫ b

a

K(x, y)f(y, u(y)) dy.
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Pomoćı zobecněné Schauderovy věty ukážeme, že F má pevný bod; tento pevný bod je
evidentně řešeńım naš́ı integrálńı rovnice. Konstantu D definujeme jako D = AB(b − a),
kde B je takové, že |f(y, z)| ≤ B pro [y, z] ∈ [a, b] × R (existuje d́ıky omezenosti funkce
f) a A je takové, že |K(x, y)| ≤ A pro (x, y) ∈ [a, b] × [a, b] (existuje d́ıky faktu, že K je
spojitá na kompaktńı množině). Abychom mohli aplikovat Větu 4.44, je potřeba prověřit,
že jsou splněny následuj́ıćı podmı́nky:

• S je omezená, uzavřená a konvexńı množina;

• F zobrazuje S do sebe (tj. F (S) ⊆ S);

• F (S) je relativně kompaktńı množina;

• F je spojitý operátor.

Detaily v této chv́ıli vynecháme. Můžete se o d̊ukaz pokusit sami. Prozrad’me, že při d̊ukazu /
relativńı kompaktnosti využijeme Arzeláovu-Ascoliho větu (tj. Větu 2.179), přičemž nám
pomůže stejnoměrná spojitost funkce K, která je zaručena jej́ı spojitost́ı na kompaktńı
množině. V d̊ukazu spojitosti operátoru F mj. využijeme stejnoměrnou spojitost funkce
f , která opět plyne z faktu, že f je spojitá a v tomto kroku ji uvažujeme na kompaktńı
množině.

Nyńı předvedeme, jak Větu 4.49 je možno aplikovat při studiu konkrétńıho (prak-
tického) problému. Uvažujme tzv. matematické kyvadlo, které je jedńım z představitel̊u
tzv. nelineárńıch oscilátor̊u (přesněji, v našem př́ıpadě p̊ujde o nucený nelineárńı oscilátor).
Pohyb kyvadla je modelován nelineárńı diferenciálńı rovnićı

x′′ + α2 sinx = F (t), (4.36)

kde x(t) je úhel mezi kyvadlem a vertikálou, α je konstanta záviśıćı na délce kyvadla a
F (t) je exterńı śıla, která na kyvadlo p̊usob́ı. Pro velmi malé úhly bychom mohli uvažovat
linearizaci problému ve tvaru

x′′ + α2x = F (t);

tato je však značně nepřesná pro velké hodnoty x (typické pro rezonanci). Chceme nyńı
řešit problém, zda má rovnice (4.36) periodické řešeńı pro všechny spojité, liché, periodické
śıly F (t). Tzn., zda naše nelinearita umı́ potlačit

”
neomezené rezonance“ podobně, jako to

umı́
”
třeńı“. Pomoćı Schauderovy věty ukážeme, že (4.36), na rozd́ıl od x′′ + α2x = F (t),

má vždy periodické řešeńı, a tedy nelinearita je schopná potlačit rezonanci i při absenci
tlumı́ćıho členu.

Věta 4.50. Jestlǐze funkce F je spojitá, lichá a periodická, potom rovnice (4.36) má peri-
odické řešeńı se stejnou periodou jako má funkce F .

D̊ukaz. Necht’ F má periodu ω. Přeškálováńı s = ωt/s převede rovnici (4.36) na rovnici,
kde vněǰśı śıla má periodu 2, tj.

d2x

ds2
+ β2 sinx = h(s), (4.37)
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kde β = απ/ω a h = π2F/ω2. Ukážeme, že tato rovnice má periodické řešeńı x(s) takové,
že x(0) = 0 (což je přirozené pro lichou funkci) a x(−1) = x(1). Ve skutečnosti stač́ı naj́ıt
řešeńı x(s) jistého dvoubodového okrajového problému na [0, 1], přesněji rovnice (4.37)
s podmı́nkou x(0) = x(1) = 0. Toto řešeńı se pak rozš́ı̌ŕı na interval [−1, 1] předpisem
x(−s) = −x(s) pro 0 ≤ s ≤ 1 a následně periodicky pro všechna s. Takové řešeńı vyhovuje
rovnici (4.37) všude a je tedy hledaným periodickým řešeńım.

Řeš́ıme okrajový problém (4.37), x(0) = x(1) = 0. Pomoćı tzv. Greenovy funkce jej
přeṕı̌seme do integrálńı rovnice

x(s) =

∫ 1

0

g(s, t)[β2 sinx(t)− h(t)] dt, (4.38)

kde Greenovou funkćı pro náš př́ıpad je

g(x, y) =

{
x(1− y) pro x ≤ y

y(1− x) pro y ≤ x.

V našem jednoduchém př́ıpadě ani obecný koncept Greenovy funkce nepotřebujeme a rov-
nici (4.38) lze odvodit intuitivńı úvahou — můžete se o ni pokusit. Plat́ı ovšem i přepis/
opačným směrem a tedy okrajový problém je skutečně ekvivalentńı integrálńı rovnici (4.38).

Rovnice (4.38) je zřejmě speciálńım př́ıpadem Hammersteinovy rovnice (4.35) a pod-
mı́nky Věty 4.49 jsou evidentně splněny. Řešitelnost rovnice (4.38) je t́ımto zaručena.
Dostáváme tak i řešeńı p̊uvodńıho problému.

Poznámka 4.51. Poznamenejme, že v předchoźıch úvahách jsme obdrželi existenci řešeńı,
nemáme však žádnou informaci o jeho jednoznačnosti. Lze ukázat (a můžete se o to po-/
kusit), že za dodatečných podmı́nek lze aplikovat Banachovu větu o pevném bodu, která
nám zaruč́ı jednoznačnou existenci. Prvńı přirozenou volbou je práce v prostoru C[a, b],
kde při odhadech jednoduše nahrad́ıme zúčastněné funkce vhodnými konstantami; odtud
pak vyplyne tvar dodatečné podmı́nky zaručuj́ıćı kontraktivitu. Vhodnou volbou jiného
prostoru a/nebo modifikacemi v odhadech lze dosáhnout zeslabeńı dodatečné podmı́nky.
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Apendix: Některé daľśı prostory

8.1 Pseudometrické a ultrametrické prostory

Pokud (M1) v definici metrického prostoru (Definice 2.1) nahrad́ıme slabš́ı podmı́nkou,
totiž

jestliže x = y, pak %(x, y) = 0,

pak dostaneme tzv. pseudometrický prostor. Pokud trojúhelńıkovou nerovnost (M3) na-
hrad́ıme silněǰśım požadavkem

%(x, z) ≤ max{%(x, y), %(y, z)},

obdrž́ıme tzv. ultrametrický (či supermetrický) prostor; jde tedy o speciálńı př́ıpad met-
rického prostoru.

Prostor C[a, b] s pseudometrikou %(f, g) = |f(a) − g(a)|, f, g ∈ C[a, b], je př́ıkladem
pseudometrického prostoru.

Každý diskrétńı metrický prostor je ultrametrickým prostorem.

8.2 Lineárńı prostory

Znalost základńıch informaćı z teorie lineárńıch (tj. vektorových) prostor̊u se předpokládá.
Uved’me zde jen některá vybraná fakta, daľśı údaje jsou rozptýleny v textu.

V našem výkladu (zejména v normovaných lineárńıch prostorech, v unitárńıch prosto-
rech a při studiu lineárńıch funkcionál̊u) pracujeme s lineárńımi (vektorovými) prostory
nad tělesem reálných č́ısel R. Prvky daného lineárńıho prostoru často nazýváme vektory a
reálná č́ısla skaláry.

Definice 8.1 (Lineárńı závislost vektor̊u). Necht’ X je lineárńı prostor a x1, . . . , xm ∈ X,
m ∈ N, jsou nějaké jeho prvky. Ř́ıkáme, že vektory x1, . . . , xm jsou lineárně závislé, jestliže
existuje nenulová m-tice skalár̊u (λ1, . . . , λm) ∈ Rm s vlastnost́ı

λ1 x1 + · · ·+ λm xm = 0.

191



192 Kapitola 8

V opačném př́ıpadě se vektory x1, . . . , xm nazývaj́ı lineárně nezávislé. Obecně se množina
A ⊆ X nazývá lineárně nezávislá, jestliže každý konečný systém vektor̊u z A je lineárně
nezávislý.

Definice 8.2 (Podprostor lineárńıho prostoru). Necht’ X je lineárńı prostor a A ⊆ X
nějaká jeho neprázdná podmnožina. Řekneme, že A je podprostor lineárńıho prostoru X,
jestliže pro libovolné x, y ∈ A a λ, η ∈ R plat́ı λx + ηy ∈ A. Př́ıpadně lze tuto podmı́nku
ekvivalentně napsat ve formě dvou jednodušš́ıch podmı́nek. Jakých?/
Definice 8.3 (Lineárńı obal). Necht’X je lineárńı prostor aA ⊆ X nějaká jeho podmnožina.
Lineárńım obalem množiny A, označovaným jako LinA, máme na mysli množinu všech
konečných lineárńıch kombinaćı prvk̊u systému A, tj.

LinA := {konečné lineárńı kombinace prvk̊u z A}.

Definice 8.4 (Algebraická báze lineárńıho prostoru). Necht’ X je lineárńı prostor. Množina
A ⊆ X se nazývá algebraická anebo též Hamelova báze prostoru X, jestliže A je lineárně
nezávislá a jej́ı lineárńı obal splývá s X, tj. plat́ı

LinA = X.

Poznámka 8.5. V každém lineárńım prostoru existuje algebraická báze. Je-li A nějaká
Hamelova báze lineárńıho prostoru X, potom každý vektor x ∈ X se dá jediným zp̊usobem
vyjádřit ve tvaru konečné lineárńı kombinace některých prvk̊u množiny A. Každé dvě
Hamelovy báze prostoru X maj́ı stejnou mohutnost, která se nazývá (algebraická) dimenze
(rozměr) prostoru X a označuje se dimX. Plat́ı, že dva lineárńı prostory jsou (algebraicky)
izomorfńı, jestliže maj́ı stejnou (algebraickou) dimenzi. Speciálně každý konečněrozměrný
prostor s dimX = n ∈ N je izomorfńı s lineárńım prostorem Rn.

Lze ukázat, že pr̊unik libovolného počtu podprostor̊u lineárńıho prostoru je opět pod-
prostor. Avšak pozor: sjednoceńı lineárńıch podprostor̊u neńı obecně lineárńı podprostor.
Najděte př́ıklad. Mı́sto sjednoceńı pracujeme v lineárńı algebře se součtem podprostor̊u./
Definice 8.6 (Součet podprostor̊u). Necht’ V,W a Vi jsou vektorové podprostory v lineár-
ńım prostoru X. Součet podprostor̊u definujeme následuj́ıćım zp̊usobem

V +W = {v + w ∈ X : v ∈ V,w ∈ W},
V1 + · · ·+ Vn = {v1 + · · ·+ vn ∈ X : vi ∈ Vi}.

Součet vektorových podprostor̊u je opět podprostor.

Definice 8.7 (Direktńı součet). Součet podprostor̊u V + W se nazývá direktńı, jestliže
V ∩W = {0}. Direktńı součet zapisujeme V ⊕W .

Lze ukázat, že součet podprostor̊u V+W je direktńı, právě když každý vektor u ∈ V+W
lze psát ve tvaru u = v + w, v ∈ V , w ∈ W , právě jedńım zp̊usobem.
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Definice 8.8 (Faktorový prostor a kodimenze lineárńıho podprostoru). Necht’ X je line-
árńı prostor a A ⊆ X jeho lineárńı podprostor. Definujme, že dva prvky x, y ∈ X jsou v
relaci, jestliže x−y ∈ A. Je zřejmé, že se jedná o relaci ekvivalence na množině X, přičemž
skutečnost, že prvky x, y ∈ X jsou v dané relaci, zapisujeme výrazem

x ≡ y (modA).

Př́ıslušnou množinu tř́ıd rozkladu označujeme X/A a nazýváme faktorový prostor prostoru
X podle modulu A. Lze ověřit, že množina X/A vytvář́ı lineárńı prostor nad R. Jeho alge-
braická dimenze se standardně nazývá kodimenze podprostoru A v prostoru X. Speciálně,
pokud dimX = n a dimA = m, potom kodimenze podprostoru A je rovna n−m.

Věta 8.9. Necht’ X je lineárńı prostor a A ⊆ X jeho lineárńı podprostor konečné kodi-
menze m ∈ N. Potom existuj́ı prvky x1, . . . , xm ∈ X s vlastnost́ı, že každý vektor x ∈ X se
dá jednoznačně vyjádřit ve tvaru

x = λ1 x1 + · · ·+ λm xm + y, (8.1)

kde λ1, . . . , λm jsou skaláry a vektor y ∈ A.

D̊ukaz. Necht’ {A1, . . . , Am} ⊆ X/A je algebraická báze faktorového prostoru X/A. Zvolme
nějaké reprezentanty tř́ıd Ai, i ∈ {1, . . . ,m}, tj.

necht’ xi ∈ X jsou takové, že Ai = [xi], pro každé i ∈ {1, . . . ,m}. (8.2)

Necht’ x ∈ X je libovolný prvek a [x] ∈ X/A je tř́ıda rozkladu X/A, která ho obsahuje.
Potom zřejmě existuje jediná m-tice skalár̊u (λ1, . . . , λm) taková, že

[x] = λ1A1 + · · ·+ λmAm
(8.2)
= λ1 [x1] + · · ·+ λm [xm] = [λ1 x1 + · · ·+ λm xm].

To znamená, že vektory x a λ1 x1 + · · ·+ λm xm patř́ı do stejné tř́ıdy rozkladu X/A. Podle
Definice 8.8 proto existuje (jediný) vektor y ∈ A tak, že plat́ı rovnost v (8.1).

Definice 8.10 (Izomorfizmus lineárńıch prostor̊u). Necht’ X, Y jsou lineárńı prostory. Zob-
razeńı F : X → Y se nazývá izomorfizmus mezi prostory X a Y , jestliže je bijektivńı a
lineárńı. Existuje-li izomorfizmus X na Y , pak prostory X a Y se nazývaj́ı izomorfńı.

Poznámka 8.11. Např. prostor Rn a prostor všech polynomů stupně nejvýše n − 1 jsou
izomorfńı. Připomeňme, že složeńı izomorfizmu je izomorfizmus a inverze k izomorfizmu
existuje a je to izomorfizmus. Protože izomorfńı zobrazeńı přenáš́ı všechny v lineárńı algebře
studované vlastnosti množin vektor̊u (lineárńı nezávislost, obal, báze, . . . ), neńı (z hlediska
lineárńı algebry) mezi izomorfńımi prostory rozd́ıl. Můžeme si vybrat v jakém ze vzájemně
izomorfńıch prostor̊u budeme algebraický problém řešit. Často je (v př́ıpadě prostoru nad
R ) volen prostor Rn, kde lze použ́ıt existuj́ıćı vektorové a maticové algoritmy.
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8.3 Topologické prostory

Při studiu metrických prostor̊u si můžeme povšimnout, že v řadě úvah nehraje prakticky
žádnou roli metrika jako taková, ale pouze pojmy touto metrikou indukované, jako např.
otevřené a uzavřené množiny, okoĺı bodu apod. Má tedy smysl zavést pojem obecněǰśı
než je pojem metrického prostoru. T́ım se dostáváme k tzv. topologickým prostor̊um.
Možnost́ı, jak tyto prostory zavést je několik (např. axiomatizaćı pojmu otevřené, resp.
uzavřené množiny, pojmu uzávěru množiny nebo okoĺı bodu apod.). Nejběžněǰśı je zp̊usob
následuj́ıćı.

Definice 8.12 (Topologický prostor). Necht’ T 6= ∅ je množina a T je systém podmnožin
množiny T , který splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(T1) ∅ ∈ T a T ∈ T.

(T2) Pr̊unik libovolného konečného systému množin z T je prvek systému T.

(T3) Sjednoceńı libovolného systému množin z T je prvek systému T.

Systém množin T se nazývá topologie na T , množiny z T se nazývaj́ı otevřené a dvojice
(T,T) se nazývá topologický prostor.

Poznámka 8.13. (i) je zřejmé, že na neprázdné množině lze definovat r̊uzné topologie.
Např. T1 = {∅, T} nebo T2 = P(T ), kde P(T ) znač́ı systém všech podmnožin množiny T .

(ii) Každý metrický prostor je topologický prostor, nebot’ podle Věty 2.41 a Poznámky 2.35-
část (iii) systém všech otevřených množin v metrickém prostoru splňuje axiomy (T1)–(T3).
Opačné tvrzeńı neplat́ı. Je-li na množině, která je alespoň dvouprvková, dán systém pod-
množin T splňuj́ıćı axiomy (T1)–(T3), nelze obecně definovat metriku tak, že T jsou právě
všechny otevřené množiny v této metrice, např. pro T = {∅, T}. Hledáńı dodatečných
podmı́nek, za kterých je systém podmnožin množiny T splňuj́ıćı axiomy (T1)–(T3) totožný
se systémem otevřených množin při jisté metrice na T , je jedńım z problémů (tzv. problém
metrizovatelnosti topologického prostoru) studovaných v matematické discipĺıně zvané to-
pologie.

Pojmy okoĺı bodu, uzávěr a uzavřená množina jsou v topologickém prostoru definovány
následovně.

Definice 8.14. Necht’ (T,T) je topologický prostor a x ∈ T . Okoĺım bodu x rozumı́me
každou množinu U ∈ T, pro niž x ∈ U . Bod x ∈ T se nazývá bodem uzávěru množiny
A ⊆ T , jestliže pro každé okoĺı U bodu x plat́ı U ∩A 6= ∅. Množina A všech bod̊u uzávěru
množiny A se nazývá uzávěr množiny A.

Lze např. ukázat, že takto definovaný uzávěr množiny v topologickém prostoru má
vlastnosti jako ve Větě 2.29.

Jinou (ekvivalentńı) možnost́ı, jak definovat topologický prostor je konstrukce pomoćı
uzávěrové operace a uzavřených množin.
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Definice 8.15. Necht’ T 6= ∅ je množina a u : P(T ) → P(T ) je zobrazeńı splňuj́ıćı pro
všechna A,B ∈ P následuj́ıćı podmı́nky (tzv. Kuratowského axiomy):

(K1) u(∅) = ∅;
(K2) A ⊆ u(A);

(K3) u(A ∪B) = u(A) ∪ u(B);

(K4) u(u(A)) = u(A).

Množina A ⊆ T se nazývá uzavřená, jestliže u(A) = A. Dvojice (T, u) se nazývá topologický
prostor.

Při této definici se množina A ⊆ T nazývá otevřená, jestliže množina T \A je uzavřená.

Př́ıklad 8.16. Necht’ T 6= ∅ a (T,T2) je topologický prostor z Poznámky 8.13-(i). Defi-
nujme u : P(T )→ P(T ) předpisem u(A) = A pro každou množinu A ⊆ T . Pak lze ověřit,
že (T,T2) a (T, u) jsou totožné topologické prostory v tom smyslu, že systémy otevřených
množin v (T,T2) a (T, u) jsou totožné.

Poznámka 8.17. Necht’ X je lineárńı prostor a T je topologie na X (ve smyslu De-
finice 8.12). Jestliže součet a skalárńı násobek jsou spojitými funkcemi v topologii T,
hovoř́ıme o (X,T) jako o lineárńım topologickém prostoru. Často se nav́ıc vyžaduje, aby to-
pologický prostor byl Hausdorff̊uv, tj. aby topologie oddělovala body, neboli aby každé dva
r̊uzné body měly okoĺı, která jsou disjunktńı. Je-li topologie určená metrikou, mluv́ıme
o lineárńıch metrických prostorech. K tomu, aby byl (X, %) lineárńım metrickým pro-
storem, stač́ı, aby platilo %(x + z, y + z) = %(x, y) a %(λx, λy) = |λ|%(x, y) pro každé
x, y, z ∈ X a každé λ ∈ R. Splňuje-li metrika uvedené podmı́nky, plat́ı %(y, z) = %(y−z, 0).
V tomto př́ıpadě stač́ı zavést funkci jedné proměnné ‖x‖ = %(x, 0). Tato funkce vyhovuje
podmı́nkám definuj́ıćım normu.

8.4 Lokálně konvexńı prostory a Fréchetovy prostory

V Poznámce 8.17 jsme zavedli topologické lineárńı prostory. Pokud nav́ıc požadujeme, aby
každá neprázdná otevřená množina obsahovala neprázdnou konvexńı otevřenou množinu,
dostaneme tzv. lokálně konvexńı topologický lineárńı prostor, zkráceně lokálně konvexńı
prostor. Lokálně konvexńı prostory mohou být charakterizovány jako lineárńı topologické
prostory, jejichž topologie je generována systémem seminorem (viz ńıže). My se však raději
trochu podrobněji zmı́ńıme o speciálńım př́ıpadu (lokálně konvexńıch) topologických pro-
stor̊u, totiž o tzv. Fréchetových prostorech. Fréchetovy prostory jsou zobecněńım Bana-
chových prostor̊u (a na rozd́ıl od nich metrika nemuśı být indukována normou). Fréchet̊uv
prostor X lze zavést dvěma následuj́ıćımi ekvivalentńımi zp̊usoby, přičemž druhý z nich je
poněkud praktičtěǰśı:

• X je lokálně konvexńı topologický lineárńı (metrizovatelný) prostor, jehož topolo-
gii je možno indukovat translačně invariantńı metrikou, tj. metrikou % takovou, že
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%(x + z, y + z) = %(x, y) pro každé x, y, z ∈ X. Libovolná (a tedy každá) translačně
invariantńı metrika indukuj́ıćı topologii muśı být taková, že prostor je X úplný.
Množina A ⊆ X je otevřená, právě když pro každé x ∈ A existuje ε > 0 tak, že

{y : %(x, y) < ε}

je podmnožinou množiny A.

• X je Hausdorff̊uv topologický lineárńı prostor, jehož topologii je možno indukovat
(spočetným) systémem seminorem (též pseudonorem, viz Poznámku 6.15). To jsou
funkcionály p : X → [0,∞) splňuj́ıćı pouze dva axiomy normy, totiž (absolutńı) ho-
mogenitu a trojúhelńıkovou nerovnost; mohou však nabývat nulové hodnoty i pro
nenulové vektory. Požadujeme, aby prostor X úplný vzhledem k systému semino-
rem. Poznamenejme, že cauchyovskost posloupnosti {xn} v topologickém lineárńım
prostoru X lze zavést i bez normy, a to následuj́ıćım zp̊usobem: Pro každé okoĺı U
nuly existuje n0 tak, že pro každé m,n > n0 plat́ı xm − xn ∈ U . Množina A ⊆ X je
otevřená, právě když pro každé x ∈ A existuje M ≥ 0 a ε > 0 tak, že

{y : pn(y − x) < ε pro všechna n ≤M}

je podmnožinou množiny A.

Každý Banach̊uv prostor je Fréchet̊uv. Klasickým př́ıkladem Fréchetova (avšak nikoliv
Banachova) prostoru je prostor reálných funkćı spojitých na nekompaktńım intervalu, tj.
např. C(R). Funkce zde nemusej́ı být omezené, a proto nelze už́ıt supremovou normu. To-
pologíı je zde topologie stejnoměrné konvergence na kompaktńıch podintervalech. Přesněji,
(generuj́ıćı) systém seminorem pn, n ∈ N, lze definovat třeba takto:

pn(x) = max{|x(t)| : t ∈ [−n, n]}.

pro x ∈ C(R).
V Sekci 4.7 jsme uvedli Schauderovu větu o pevném bodu v Banachových prostorech.

Prakticky stejné zněńı má i jej́ı zobecněńı pro Fréchetovy prostory (v podstatě pouze Ba-
nach̊uv prostor nahrad́ıme Fréchetovým prostorem). Jde o tzv. Schauderovu-Tichonovovu
větu o pevném bodu. Jej́ı užitečnost je vzhledem k uvedenému př́ıkladu spojitých funkćı na
nekompaktńım intervalu zřejmá.
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Apendix: Nerovnosti

Nerovnosti jsou extrémně d̊uležitým nástrojem v mnoha odvětv́ıch matematiky. Existuje
nepřeberné množstv́ı r̊uzných nerovnost́ı. My zde uvedeme jen jistá klasická tvrzeńı, která
př́ımo využ́ıváme při našem studiu prostor̊u posloupnost́ı a prostor̊u funkćı.

Jedná se zejména Hölderovu nerovnost a Minkowského nerovnost. Důležitou roli hraj́ı
tzv. konjugovaná č́ısla (či sdružené exponenty), což jsou č́ısla p, q ∈ (1,∞) splňuj́ıćı vztah

1

p
+

1

q
= 1. (9.1)

Přesné d̊ukazy nerovnost́ı zde nebudeme uvádět. Poznamenejme pouze, že Hölderova ne-
rovnost je — při vhodné volbě — d̊usledkem tzv. Youngovy nerovnosti

ab ≤ ap

p
+
bq

q
,

kde a, b jsou kladná č́ısla. Youngovu nerovnost lze dokázat r̊uznými (elegantńımi) zp̊usoby
a můžeme ji chápat jako zobecněńı jednoduché nerovnosti

ab ≤ a2

2
+
b2

2
.

Minkowského nerovnost źıskáme — při vhodné volbě — sečteńım Hölderových nerovnost́ı.
Jak Hölderova tak i Minkowského nerovnost maj́ı svou

”
spojitou“ či

”
diskrétńı“ verzi, tj.

verzi pro funkce (tedy integrálńı nerovnost) či pro posloupnosti (tedy sumačńı nerovnost).
Diskrétńı verze lze dokazovat př́ımo (pracujeme se sumami), avšak lze je dostat i ze spo-
jitých verźı, pokud za funkce z integrálńıch nerovnost́ı vezmeme po částech konstantńı
funkce.

Všude v následuj́ıćım předpokládáme, že uvedené integrály či řady na pravých stranách
existuj́ı (jsou konečné). Pak jsou konečné i integrály a řady na levých stranách.

Věta 9.1 (Hölderova nerovnost). Necht’ p, q ∈ (1,∞) splňuj́ı vztah (9.1).
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(a) Jeslǐze {ak}, {bk} jsou posloupnosti reálných č́ısel, potom plat́ı

∑
k

|akbk| ≤

(∑
k

|ak|p
)1/p(∑

k

|bk|q
)1/q

. (9.2)

(b) Jestlǐze f, g jsou měřitelné funkce na měřitelné množině M (konečné i nekonečné
mı́ry), potom plat́ı ∫

M

|fg| dµ ≤
(∫

M

|f |p dµ

)1/p(∫
M

|g|q dµ

)1/q

. (9.3)

Poznámka 9.2. (i) Tvrzeńı plat́ı i pro komplexńı posloupnosti či funkce. Maj́ı-li po-
sloupnosti u, v pouze konečný počet nenulových člen̊u (tj. u, v ∈ Rn), lze psát Hölderovu
nerovnost ve tvaru

n∑
k=1

|akbk| ≤

(
n∑
k=1

|ak|p
)1/p( n∑

k=1

|bk|q
)1/q

. (9.4)

(ii) Chápeme-li u jako prvek prostoru `p (s př́ıslušnou normou ‖u‖p) či prostoru Lp (s
př́ıslušnou normou ‖u‖p), pak lze obě nerovnosti z předchoźı věty napsat ve tvaru

‖uv‖1 ≤ ‖u‖p‖v‖q.

(iii) Hölderovu nerovnost využ́ıváme např. při d̊ukazu inkluze Lp2 ⊂ Lp1 pro p1 < p2,
viz Věta 3.25.

(iv) Speciálńım př́ıpadem Hölderovy nerovnosti je Cauchyova–Schwarzova nerovnost
(též známá jako Schwarzova, Bunjakovského, Cauchyova–Bunjakovského nebo Cauchyova–
Bunjakovského–Schwarzova nerovnost). Skutečně, zvoĺıme-li p = q = 2, dostaneme nerov-
nost mezi absolutńı hodnotou skalarńıho součinu a součinem

”
velikost́ı“ vektor̊u |〈u, v〉| ≤

‖u‖2‖v‖2 pro posloupnosti z `2 či funkce z L2. Takováto nerovnost ve skutečnosti plat́ı
nejen pro posloupnosti z `2 či funkce z L2, ale i pro prvky libovolného unitárńıho prostoru.
Vztah |〈u, v〉| ≤ ‖u‖‖v‖ lze dokázat např. pomoćı zobecněné Pythagorovy věty formulo-
vané v unitárńıch prostorech či trikem s diskriminantem, viz Větu 5.9.

(v) Hölderova nerovnosti plat́ı (mluvme např. o Lp př́ıpadu), i pokud ‖fg‖1 je ne-
konečné, pak je ovšem nekonečná i pravá strana. Naopak, pokud f ∈ Lp(M) a g ∈ Lq(M),
pak fg ∈ L1(M).

Věta 9.3 (Minkowského nerovnost). Necht’ p ∈ [1,∞).
(a) Jeslǐze {ak}, {bk} jsou posloupnosti reálných č́ısel, potom plat́ı(∑

k

|ak + bk|p
)1/p

≤

(∑
k

|ak|p
)1/p

+

(∑
k

|bk|p
)1/p

. (9.5)

(b) Jestlǐze f, g jsou měřitelné funkce na měřitelné množině M (konečné i nekonečné
mı́ry), potom plat́ı(∫

M

|f + g|p dµ

)1/p

≤
(∫

M

|f |p dµ

)1/p

+

(∫
M

|g|p dµ

)1/p

. (9.6)
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Poznámka 9.4. (i) Plat́ı podobný komentář jako v části (i) Poznámky 9.2.
(ii) Chápeme-li u jako prvek prostoru `p (s př́ıslušnou normou ‖u‖p) či prostoru Lp (s

př́ıslušnou normou ‖u‖p), pak lze obě nerovnosti z předchoźı věty napsat ve tvaru

‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p.

Lze snadno ukázat, že tato nerovnost plat́ı i v př́ıpadě p =∞.
(iii) S ohledem na tvar relace ‖u+ v‖p ≤ ‖u‖p + ‖v‖p lze snadno usoudit, že může být

př́ımo využita při d̊ukazu faktu, že funkcionál ‖u‖p splňuje jeden z axiomů normy, totiž
trojúhelńıkovou nerovnost. Dále nám slouž́ı např. při ověřováńı uzavřenosti prostor̊u `p, Lp

na sč́ıtáńı (což je jedna ze dvou podmı́nek charakterizuj́ıćıch lineárńı podprostor).
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