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Uvod

Dnesni Zzivot si jiz nedovedeme piedstavit bez pocitaci. Vypocetni technika a informacni
technologie vitbec dnes ovliviiuji prakticky veskerou lidskou ¢innost. Jednim z prvnich obort,
do kterého vypocetni technika zacala vyznamné zasahovat, bylo strojirenstvi. Jiz pfed pul
stoletim se zacCaly objevovat prvni naznaky toho, co dnes oznaCujeme vSeobecné zndmym
pojmem CAD (Computer Aidied Design). Dnes pod tuto zkratku zahrnujeme nejen
softwarové konstrukce modelli strojnich soucasti, ale 1 spoustu dalSich uzite¢nych prostiedkd,
bez kterych si dnes jiz nedovedeme piedstavit konstruktérskou praxi.

Vyvoj algoritmil pro tyto systémy si od jejich vyvojait postupné vyzadal fadu specifickych
znalosti, které mély geometrickou povahu, které se vSak od poznatku ,klasické* geometrie
znaéné lisily. Tyto poznatky, které byly ptivodné velmi roztiisténé a zpo€atku znacné zavislé
na konkrétnim harware, se postupné dafilo systematizovat a pro takto noveé vznikajici obor se
vzil nazev pocitacova grafika.

S rozvojem mozZnosti hardware rostly 1 moZnosti grafickych systému a jejich vyvojaii byli
dostacovat ,,elementarni“ kiivky, plochy a télesa a ,klasické” geometrické operace. Kiivky
plochy a télesa bylo tieba tvarovat uzivatelsky intuitivni zménou polohy né&kolika
,»vyznamnych* bodu, plochy a télesa bylo tieba tvofit pfedem definovanym pohybem kiivek a
ploch atd. Tyto ulohy jsou svoji povahou sice Cist¢ geometrické, avSak byvaji feSeny na
ptimou ,,objednavku* pocitacovych grafiki. Jsou natolik specifické, ze geometrie, ktera je
fesi, se velmi Casto oznacuje jako geometrie pocitacova.

Rozdil mezi ,.klasickou geometrii, poCitatovou geometrii a pocitaCovou grafikou je jasné
vidét na nasledujicim jednoduchém ptikladu. Pocitacovy grafik potiebuje algoritmus na
vyplnéni trojihelnika barvou. Z geometrie vi, Ze spojime-li vnitini bod trojihelnika s bodem
vnéjSim, pak tato spojnice protne obvod trojihelnika. Je to véc tak ziejma, Ze se v klasické
geometrii viibec nedokazuje a stoji v jejich zakladech jako axiom. Algoritmus by tedy mohl
libovolném sméru k priseciku s obvodem. Vzniklou tsecku by pak obarvil. Opakovanim
tohoto postupu pro jiné vnitini body a jiné sméry se pak docili vybarveni celého trojiihelnika.
Pokud by ovSem tato uloha byla skute¢né takto naprogramovana, skoncila by v drtivé vétSing
pripadd ,,vylitim“ barvy na celé vystupni okno. Pro¢? Jednoduse proto, ze vystupni zatizeni
pocitace neni ,klasicka® geometrickd rovina a spousta takto sestrojenych polopfimek obvod
trojihelnika neprotinad. Zde musi nastoupit pocitaCovy geometr. Zahodit tento axiom a pfiijit
na jiny geometricky princip, ktery by mohl nabidnout grafikovi k implementaci.

Grafické systémy jsou dnes vétSinou natolik intuitivni, ze jejich zékladni ovladani Ize
pochopit i bez specialni geometrické pripravy. Takového uZzivatele moderniho grafického
systému vSak lze ptirovnat ke svateCnimu fidi€i, ktery usedne za volant formule 1. Pfi troSe
Stésti se mu moznd podaii bez nehody pomaloucku projet prazdny zavodni okruh (tj. v CADu
mozna vytvoii néjakou ,,docela hezkou véc*), ale zavodit (sofistikované navrhnout tieba novy
raketovy motor) takovy Cloveék prost¢ nemtlize. Dobry jezdec formule 1 musi byt jednak
vybornym fidi¢em a jednak musi podrobné znét konstrukci svého vozu, aby mohl co nejlépe
vyuzit vSech jeho moznosti. Dobry konstruktér dnes musi byt velmi dobry geometr, aby mél
piedem jasnou pfedstavu o tom, co a jak chce vlastné tvofit, a detailn¢ znat principy a
algoritmy skryté v jeho grafickém systému, aby mohl vyuzit v§ech jeho moZnosti k realizaci
sveho zdméru.
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1 Graficka data

Zakladni rozdily mezi geometrii a pocitacovou grafikou spocivaji jiz v elementarnich
geometrickych pojmech ,,bod* a ,,pfimka‘“ Podle Euklida (asi 325-265 pt. n. 1.), zakladatele
systematické geometrie, je bod to, co nelze rozdé€lit na ¢asti (tedy ,,tecka bez rozméri®) a
piimka je délka bez Sitky (tj. ,nekone¢né dlouhd, rovna a nekonecné tenkd cara®).
Zobrazovaci plocha vystupniho zafizeni pocitace (at’ jiz monitoru ¢i tiskarny, koneckonct i
sitnice lidského oka) je vSak fyzické zafizeni a ,,body bez rozméri* zobrazovat resp. vnimat
neumi. Misto pojmu bod je proto pouzivan pojem pixel (z anglického picture element) jako
,hejmens$i zobrazitelny utvar®. ,,Pfimka‘ na vystupnim zafizeni nemiize byt ani nekonecna,
ani rovnd, ani nekonecné tenka. Informace, které tato zafizeni poskytuji, i informace, které
jsou ukladany do pocitace v podobé souboril, jsou konecné, presnéji feceno jsou konecnou
posloupnosti zakladnich jednotek informace — biti.

Pocitacova grafika se zabyva pocitaovym zpracovanim grafickych informaci, piicemz
grafickou informaci rozumime reprezentaci lidského zrakového vjemu pomoci vyse zminéné
kone¢né mnoziny bitl. Poc¢itatova geometrie je pak teoretickym zakladem pocitacové
grafiky. Tvofi ji systém geometrickych poznatku, které jsou vyuzitelné v poéitacové grafice,
¢i piimo vznikly na jeji ,,objednavku*.

Zakladnim pojmem pocitacové geometrie i pocitaCové grafiky je pojem obraz. Obrazem
rozumime reprezentaci realného zrakového vjemu datovym souborem. Podle zplsobu této
reprezentace pak hovorime o datech vektorovych resp. rastrovych.

1. 1 Vektorova a rastrova data

Grafické informace, data, ktera jsou ulozena v souborech, se zasadné déli na dvé velké
skupiny - na data vektorova a data rastrova.

1. Vektorova data: vektorovy graficky soubor obsahuje informace o objektech slozenych
z kiivek a jednoduchych téles, které umoziuji jejich geometrickou konstrukci. Je-li takto
uloZena napt. kruznice, soubor neobsahuje informace o vSech jednotlivych bodech, které na ni
lezi. Informuje o tom, Ze se jedna o kruznici, dale obsahuje soufadnice jejiho stfedu, jednoho
bodu, ktery na ni lezi, a ve 3D modelafich je rovnéz urcena rovina jeji konstrukce. Ptipojeny
mohou byt rovnéz informace o barvé objektu atloustce cary, kterou mé byt sestrojen.
Program, pro ktery jsou tato data urcena, musi byt schopen tyto informace spravné precist
a musi obsahovat algoritmus, ktery na zéklad¢ téchto informaci kruznici sestroji. Vektorova
data jsou typicka napf. pro technické vykresy.

2. Bitmapova (rastrova) data: neobsahuji ,,vektorové™ informace o ulozeném objektu.
Z téchto dat nelze (alespon ne jednoduse) zjistit, zda se rastrovy vystup - obraz sklada
Z obdélnikd, kruznic, ¢i jehlant. Soubor obsahuje informace o velikosti obrazu, o zptisobu
pfipadné komprese a kodovani barev. Samotny obraz je uloZen jako matice, jejiz kazdy prvek
znamena jeden bod obrazu. Rastrové jsou ukladany bud’ informace, které jiz nebudou dale
upravovany systémem, kterym byly vytvofeny (napt. Zdnrovy pohled na strojni soucast), nebo
obrazy, které nebyly pofizeny pocitacem (napi. fotografie). Na rastrovém principu funguje
vétSina zobrazovacich zafizeni (monitory, jehlickové, inkoustové i laserové tiskarny, televize

apod.).
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3. Fyzické pixely: Rastrova data ukladame data jako soufadnice bodu, které se ovSem, jak jiz
bylo feceno, nezobrazuji jako bezrozméré objekty. Konkrétni podoba téchto utvart
(fyzickych pixelt) zavisi na vystupnim zatizeni. Na obr 1.1.1 si mizeme prohlédnout fyzické
pixely monitoru a inkoustové tiskarny. V pocitatové geometrii jsou pixely modelovany jako
ctverce, popt. obdélniky se spolecnymi stranami. Takto modelované fyzické pixely pouzivaji
dnes prakticky vsechny grafické aplikace — viz obr 1.1.2.
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Obr. 1.1.2: Fyzické pixely a jejich matematicky model

4. Logické pixely: V grafickych aplikacich vSak velmi Casto potfebujeme pixely logicke, tj.
potfebujeme fyzicky pixel reprezentovat konkrétnim bodem - logickym pixelem. Lze to
udélat napi. uspofadanou dvojici [c; d] € (0; 1) X (0; 1), ktera udava pozici reprezentanta
fyzického pixelu o soutfadnicich [0; 0] viéi jeho levému hornimu vrcholu. Tim je definovano
vzéjemné jednoznacné zobrazeni mezi fyzickymi a logickymi pixely — tzv. mapovani.
Nejcastéji jsou pouzivana tzv. vrcholovd mapovani, kde [c; d] = [0; 0] (mapovani na levy
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horni roh), popf. [c;d] = [0; 0] (mapovani na levy spodni roh) a stiedové mapovani, kde
[c;d] = E%] —vizobr. 1.1.3.

I
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Obr. 1.1.3: Logické pixely a jejich mapovani

5. RozliSeni: Dulezitymi vlastnostmi rastrového obrazu je velikost pixelu resp. velikost
obrazu. Velikost jsme vétsinou zvykli udavat v délkovych jednotkach (napi. v centimetrech).
Nedocenéni vyznamu velikosti fyzickych pixeli mize vést k zasadnim omylim, a to i u
profesiondlnich grafikli. Rastrova data jsou interpretovana jako matice, jejichz kazdy prvek
znamena jeden pixel obrazu. O kvalité vysledného vystupu tak mimo jiné rozhoduje velikost
pixeld nebo ¢astéji udavané rozliseni - DPI - Dots Per Inch (pocet bodu na palec).

Rozliseni 800x600 mize poskytovat vysoce kvalitni obraz na ¢trnactipalcovém displeji a diky
omezené rozliSovaci schopnosti lidského oka zde jiz nema smysl pouZit rozliSeni vétsi. Totéz
rozliSeni vSak bude nedostate¢né na jednadvacetipalcovém monitoru. Obraz s rozliSenim
2000x3000 bude kvalitn€ vytistén na listu A4, na listu A3 bude kvalita téhoZ obrazu podstatné
horsi.

Vektorova a rastrovd data se dnes velmi ¢asto ukladaji do jednoho souboru pomoci tzv.
vrstev. Vektorova data obsahuji informace o objektech slozenych zktivek, ploch
¢i jednoduchych téles, které¢ umoziuji jejich geometrickou konstrukci. ,,Fyzicka velikost*
takto reprodukovaného objektu (tj. velikost udavand v délkovych jednotkach) miize byt
optimalizovana dle konkrétniho vystupniho zatizeni. Tuto situaci ilustruje obr. 1.1.4. Je-li do
rastrovych dat s nizkym rozliSenim (napf. do obrazku) dodano pismo a vSe uloZeno jako rastr,
pak pismo nemuze mit vétsi rozliSeni, nez pivodni obrazek. Je-li vSak obrazek ulozen jako
rastr a pismo ve vektorové podobé, miize byt text dle moznosti vystupniho zatizeni vytistén
podstatné kvalitnéji, nez obrazek, do kterého je vlozen. Odtud prameni ndzor, Ze pro tiskaiské
ucely jsou vektorova data vhodnéjsi. VéEtSinou slychame, Ze pro tiskaiské ucely je tieba text
dodavat vzdy vektorové, nebot’ rastrova pismena jsou ,,zubatd®, , chlupata“ apod. Tento nazor
zastava tada tiskail, pocitaCovych grafikii a priimyslovych designérii. Tento ndzor by vSak
byl spravny pouze v ptipadé, ze lidské oko ma nekonecnou rozliSovaci schopnost. Nekone¢né
by muselo byt rovnéz rozliSeni tiskarny a osvitového zafizeni a Ctyti folie s barevnymi
slozkami by sebe musely byt poloZeny s pfesnosti nejméné na primér atomového jadra.
Z4dna z téchto podminek viak ani zdaleka nemtiZe byt splnéna.
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Obr. 1.1.4: Rastrové a vektorové pismo v obraze s nizkym rozliSenim

Na obr. 1.1.5 mizeme porovnat vysledky realného tiskaiského procesu. Jedno pismeno je
rastrové, bylo ulozeno spolu s obrazem s rozliSenim 600 DPI. Druhé je do obrazku se stejnym
rozlisenim dodéano vektorové. Pti této kvalité vstupnich dat nejsme schopni zaznamenat rozdil
v pismu, (natoZ ,,zubatost* ¢i ,,chlupatost®) ani na mikrofotografii pofizené s rozliSenim 3600
DPI.

Obr. 1.1.5: Rastrové a vektorové pismo v obraze s rozliSenim 600 DPI (zvétSenina)

1. 2 Barevné systémy

Dalsim podstatnym rozdilem mezi geometrickou a grafickou informaci je barva. Klasické
geometrické konstrukce definuji vzajemnou polohu event. velikost objektt, které maji byt
sestrojeny, nikdy vsak jejich barvu. Barva je ale dtlezitou zrakovou informaci a problematika
jeji reprezentace tvoii nedilnou soucast pocitaCové geometrie a grafiky.

Lidské oko je omezeno ve své ¢innosti nejen co do velikosti vnimanych objektt, ale také co
do po¢tu barev. Vnima elektromagnetické vinéni o vinovych délkach 400 — 720 nm. Zdrojem
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bézného denniho svétla je Slunce, které muzeme povazovat za absolutné¢ cerné téleso.
Intenzita zatreni takového télesa zavisi na jeho teplote (vyssi teplota znamend vyssi intenzitu a
naopak), zavislost intenzity zafeni konkrétniho télesa na jednotlivych vinovych délkach -
I5(4), charakteristiku zafeni - uruje Planckav zakon. Ktivky, které tento zdkon uréuje pro
télesa riznych teplot, si miizeme prohlédnout na obr. 1.2.1.

1 2 3 4 5 6 1 8 9 10 n 12 13 10

Obr. 1.2.1: Planckiv zadkon zafeni absolutné ¢erného t&lesa

Nejintenzivnéjsi zafeni Slunce ma podle tohoto zdkona vlnovou délku asi 550 nm, coZ je (ne
nahodou) uprostied rozsahu viditelného svétla. Zafeni (samo o sob¢) nemd barvu. To, co
nazyvame barvou, je az vysledkem zpracovani podrazdéni zrakového nervu nasim mozkem.
Kratsi vinové délky vnimame jako modrou az fialovou, delsi pak jako Zlutou a poté ¢ervenou.
Jednotlivé barvy vznikaji tak, Ze ze slune¢niho svétla je néjakym zplsobem cast zéfeni
prostiedim odfiltrovana. Barva, kterou vnimame, je pak ddna jednak spektralnim rozdélenim
tohoto prefiltrovaného zafeni (SPD — Spectral Power Distribution) a jednak zptisobem, jakym
lidské oko takové zafeni vnima, piesnéji feCeno az na tom, jak tento zrakovy vjem zpracuje
mozek.

1. Vnimani svétla lidskym okem: Na sitnici oka jsou dva druhy receptort — tyCinky, které
reaguji na intenzitu svétla, a ¢ipky, které nam umoziuji rozliSovat vinové délky vnimaného
zéfeni, tedy barvy. Cipky se vzijemné neli§i stavbou, ale obsahem tzv. fotopsinii —
chemickych latek rtizné citlivych na rtizné vinové délky viditelného svétla. Cipek je tak
specializovan bud’ na cervenou, anebo zelenou resp. modrou barvu. Citlivost Cipkli na
jednotlivé vinové délky ilustruje obr. 1. 2. 2.

10
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Obr. 1.2.2: Normalizovana citlivost ¢ipkti na jednotlivé vinové délky viditelného svétla

Barevny vjem vznikd podrazdénim specializovanych bunék lidského oka (Cipki)
elektromagnetickym vinénim v rozsahu vinovych délek 380 — 720 nm. Podle vinové délky
svételného zdroje rozlisujeme svétlo monochromatické (obsahuje v idealnim piipadé jedinou
vlnovou délku) a achromatické (obsahuje v idealnim ptipadé vSechny vinové délky
viditelného svétla v pomérech danych Planckovou kiivkou zafeni absolutné cerného télesa
0 teploté povrchu Slunce).

Charakteristika zafeni zaznamenana lidskym okem je pak rovna

I =R+ 6 +BWD]-Is(D)

2. Charakteristiky barvy: Zafeni dané pifedchozim vyrazem je pfeneseno zrakovym nervem

vvvvvv

parametry.

a) Jas barvy je dan hodnotou integralu

A
B = f 1(D)da (1)

A1

kde (A;; A,) je oblast viditeIného svétla. Specialné tedy — jestlize pro charakteristiky dvou
barev plati I,(1) = ¢ - I; (1), pak druha z nich ma c - krat vétsi jas. Situace je znazornéna na
obr. 1. 2. 3.

b) Tén barvy je dan poctem lokalnich maxim charakteristiky a vzdjemnym pomérem jejich
velikosti. Situace je znazornéna na obr 1. 2. 4.
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Obr. 1. 2. 3: Charakteristiky barev, které maji riiznou intenzitu pfi stejné saturaci a stejném
barevném toénu

| | -

Obr. 1. 2. 4: Charakteristiky barev, které maji rizny barevny ton pii stejné saturaci a pfi
stejném jasu.

| | |

-
T T T T e

Obr. 1. 2. 5: Charakteristiky barev, které maji stejny barevny ton a riznou saturaci a intenzitu

c) Saturace barvy je dana rozptylem charakteristiky kolem lokalnich maxim. Uvazujme napf.
charakteristiku
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550 — A\2 650 — 1\2
11(/1)=2exp(—30 )+exp(—20 )

ktera ma dvé lokalni maxima pro 4; = 550; A, = 650 a charakteristiku

LoD = 2 ( 550—/1>2+ ( 650—,1)2
2 =2exp|c 30 exp|\c 20

kterda ma lokalni maxima ve stejnych bodech. Ob¢ funkce maji v téchto maximech stejné
hodnoty (viz obr. 1. 2. 5), ve vSech ostatnich bodech je ¢ > 1 = I;(1) > I,(1). V tom piipadé
maji ob¢ barvy stejny ton, barva dana charakteristikou I, (4) ma vétsi saturaci a mensi jas.

Ma-li charakteristika barvy jediné maximum a extrémné vysokou saturaci (tj. rozptyl je témet
nulovy) dostdvame specialni barevné tony — tyto barevné tony vzdy najdeme ve spektru, jedna
se o tzv. spektralni barvy.

3. Barevné modely: Jednim z ukoll vystupnich zafizeni po¢itact je modelovat barvy tak, aby
co nejpresnéji reprodukovaly barvy skutecné vnimané.

Kazdy pixel v bitmapovém souboru je reprezentovan urcitym poctem bitli. Tim je ur¢en pocet
barev, které mize dany pixel nabyt. Je-li n pocet bitii na pixel, je mozno zobrazit 2™ barev.
Z historie zname dvouuroviiova (jednobitova) zafizeni, kterd dovolovala zobrazovat dvé
urovné (monochromatické monitory, jehlickové tiskarny). Lidské oko ma konecny pocet
barevnych receptord, které obsdhnou rozsah svételnych frekvenci 380 — 770 nm. Tvrdi se, Ze
lidské oko dovede rozeznat az deset milioni barev (piesny pocet se v individualnich
piipadech samoziejmé 1isi). Zafizeni, které je schopno zobrazit 22* = 16 777 216 barev,
povazujeme proto za true color (pravé barvy). True color zafizeni tedy potiebuje 24 = 3-8
bit na pixel.

Velikost fyzického pixelu na obrazovce je zavisla na velikosti monitoru a pohybuje se fadové
v desetindch milimetru. Pokud je vedle sebe umisténo nékolik takovych pixelt o riznych
barvach, pak za normalnich podminek neni oko schopno rozlisit jeden pixel od druhého.
Zrakova informace je v mozku integrovana a my vnimame tteba i barvu, kterd na vystupnim
zafizeni viilbec neni zobrazena. DileZitou véci, ktera hraje roli pfi vnimani barev, je zplsob,
jakym je barva vytvoiena.

Aditivni model: Barva kazdého pixelu je slozena z vinovych délek svétla vyzarovaného ze tfi
zdroju svétla. Maxima zafeni jednotlivych zdrojli jsou dana maximy kiivek na obr. 1.3.2 a
oko je tedy vnima jako Cervenou zelenou resp. modrou barvu. Pro tento model se tedy vzila
zkratka RGB (Red, Green, Blue). Jsou-li tyto zdroje dostatecné malé, oko je neni schopno
rozli$it a splyvaji mu v jeden bod a jednu barvu, ktera je dana intenzitou jednotlivych zdroju.
Tento model vyuzivaji vSechny aktivni zobrazovaci systémy (napf. monitory, dataprojektory,
barevné displeje mobilnich telefonti apod.). Sviti-li na displeji napt. vSechny cervené a zelené
¢ipy v maximalni intenzité a nesviti Zadny modry, vnimame cely displej jako zluty. Zéakladni
michani barev v syst¢ému RGB vidime na obr 1.4.1 vlevo.

Subtraktivni model: Barva kazdého pixelu je sloZena z vinovych délek zdrojl bilého svétla,
ve kterém byly néjakym zpiisobem potlaceny (odfiltrovany) vinové délky odpovidajici
cervené, zelené resp. modré barve. Takto upravené svétlo je pak vnimano v tzv. doplinkovych
barvach - jako modrozelené (odfiltrovana cervend), purpurové (odfiltrovana zelend) resp.
zluté (odfiltrovana modra). Pro tento model se vzila zkratka CMY (Cyan, Magenta, Yellow).
VyuZzivaji ho barevné tiskarny, které tisknou na bily papir. Ten je bily proto, Ze odrazi
vSechny vinové délky viditelného spektra. Naneseni barevnych inkousti ¢i tonert plisobi jako
filtr, ktery v definované intenzité potlaci cervenou, zelenou resp. modrou a mame tedy opét
moznost barvy michat. Zakladni michdni barev v syst¢ému CMY vidime na obr. 1.4.1 vpravo.
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Obr. 1.4.1: Zakladni michani barev v systémech RGB (vlevo) a CMY (vpravo)

I kdyZ je michani barev ze slozek CMY teoreticky mozné, v praxi k t¢émto zakladnim barvam
pridavame jesté Cernou, a to piedevsim ze dvou divodl. Slozenim vsech tii barev CMY by
sice méla teoreticky vzniknout Cernd, redlné vSak vznikd barva hnédo Sediva. Druhym
divodem je skutec¢nost, ze michani cerné z barevnych slozek je znacné neekonomické. Proto
se ke tfem zakladnim barvam ptidava jesté Cerna.

V modelu RGB lze definovat atributy pixelu, o kterych jsme se zminili v pfedchozi kapitole,
takto:

Intenzita barevnych sloZek: Hodnoty barevnych slozek R;G;B jsou hodnoty z intervalu
(0; D), ¢islo D nazyvame dynamickym rozsahem obrazu. V modelu RGB tak mame
k dispozici celkem (D + 1)3 riznych hodnot. Zdravé lidské oko je schopno rozlisit asi Sest az
osm milioni riznych hodnot. V praxi proto vétSinou postacuje dynamicky rozsah 255 — v tom
ptipadé obsazuje kazda barevna slozka 8 bitli — hovofime o osmibitovém obrazu. K dispozici
je (D +1)3 =256 = 16777 216 barev. Pro védecké ucely je vSak Casto potieba vyssi
hodnoty — obrazy dvanactibitové (D = 4 096) a Sestnactibitové (D = 65 535).

Jas: Je dan celkovou intenzitou vSech tii barevnych slozek daného pixelu. Rozezndvame dva
typy jasu — jas objektivni a jas subjektivni. Objektivni jas je urCen intenzitou zafeni pixelu,
kterou by naméfil fotometr, v modelu RGB tedy ziejmé
R+G+B

o= T
Subjektivni jas je ur€en intenzitou zéafeni pixelu tak, jak ho vnima lidské oko, které je na
barevné slozky riizné citlivé. Pro subjektivni jas plati:

]S=C1R+CzG+C3B; C1+C2+C3 =1
Hodnota konstant c;; c,; c3 se urCuje experimentalné, vétsinou se uvadi
c; =0.3; ¢, =0.59; ¢c3 =0.11

Rizné prameny udavaji pro tyto konstanty mirné€ rozdilné hodnoty, pro béZznou potiebu jsou
vsak tyto rozdily zanedbatelné.
Zatimco objektivni jas Cervené, zelené 1 modré je stejny (1/3), je subjektivni jas Cervené (v
maximalni intenzit€) roven J; =0.3D; zelené¢ J; =0.59-D amodré J; =0.11-D. Je to ddno

tim, Ze pravé zelena je zhruba uprostfed spektra viditelného zafeni Slunce. Je to vlastné
obracen¢ — Slunce zasobuje Zemi po miliardy let zafenim, které ma podle Planckova zakona
maximum ve zlutozelené oblasti. Proto se (nejen) lidsky zrak vyvinul tak, Ze je nejcitlivéjsi na
zelenou barvu. Subjektivni jas doplitkovych barev je pak
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modrozelena: Jo. =Js+J;=059D+0.11D =0.70D
purpurova Jy =Jg+J; =0.30D+0.11D=0.41D
zluta J, =Jz+J;=0.30D+0.59D =0.89D

Nejvetsi subjektivni jas ma tedy zluta, lidské oko ji tedy vidi jako nejjasnéjsi, coz se projevuje
zvlasté pii nedostatecném osvétleni. Objektivni jas vSech doplitkovych barev je pfitom stejny
-J,=%.

4, Barevné prostory: Barevnym prostorem rozumime piesn¢ definovanou mnoZzinu barev,
kterou je dané zafizeni schopno snimat, zobrazit nebo reprodukovat. Vychazeji z barevného
modelu, na rozdil od néj vSak maji presnym zptisobem definované barvy. Rozsah barev, které
jsou v daném prostoru definovany, se nazyva gamut.

Barevné prostory zaloZené na modelu RGB: Jsou prostory, ve kterych se barvy michaji ze
slozek RGB. Lisi se definici téchto slozek a definici bilé. Nékteré z nich jsou zéavislé na
zafizeni, nékteré jsou nezavislé. Jednim z prvnich matematicky definovanych barevnych
prostord je CIE XYZ. Byl definovan mezinarodnim ufadem Commision Internationale de
I’Eclairage v r. 1931. Koncept vnimani barev rozdéluje na dvé ¢asti tak, jak bylo popsano
v avodu kpt. 1. 3. Parametr Y vyjadiuje jas, vnimany Cipky, a vlastni barva, rozpoznavana
tyCinkami, je specifikovana dvéma odvozenymi parametry Xx,y. Tento barevny prostor je
znazornén chromatickym diagramem na obr. 1.5.1. Nejrozsifenéj$Sim barevnym prostorem
Vv soucasnosti je ziejmé standard RGB (sRGB). Jeho zakladem je osmibitovy RGB. Kazda
barevna slozka obsazuje jeden byte a ma tedy k dispozici 256 hodnot. Prostor se znazorfuje
jako krychle — viz obr. 1.5.2. Gamut tohoto prostoru je na obr. 1.5.3 vyznaden Zlutym
trojuhelnikem. Barvy mimo tento trojuhelnik neni schopen prostor sRGB reprodukovat.
Dalsim prostorem je Adobe RGB. Ma §irsi gamut nez sSRGB — dokaze zachytit n¢které barvy,
které jsou mimo sRGB, ale n€které monitory a tiskarny je dokazi zobrazit. Gamut AdobeRGB
je na obr 1.5.3 vyznacen purpurovou barvou. Existuje n€kolik dalSich standardli na bazi RGB,
napi. Apple RGB, Pro Photo RGB apod.

Systémy HSV; HSL — jsou ekvivalentni s RGB. Transformuji RGB krychli na pravidelny
Sestiboky jehlan, dvojkuzel ¢i vélec. Jsou to barevné systémy, jehoz slozky se snazi
respektovat béZné vnimani barvy. Témito sloZkami jsou:

a) Hue (barevny tén)
b) Saturation (saturace, sytost barvy)
c) Value (jas, svételnost)

Tyto systémy respektuji vymezeni barvy tak, jak bylo uvedeno v ptedchozi kapitole. Jas klesa
se vzdalenosti od podstavy kuzelu ¢i jehlanu, ve vrcholu nulovy. Saturace a barevny ton tvori
jakousi obdobu polarni soustavy soufadné, kde ovSem barvy se stejnou saturaci nelezi na
kruznici, ale na obvodu pravidelného Sestitthelnika. Tuto nepfijemnost odstraituje model HSL
(Hue-Saturation-Lightness). Barevny prostor ma tvar dvojkuzelu, kde saturace a barevny ton
tvoii (tentokrat klasickou) polarni soustavu soufadnou a barvy v rovin€é podstavy maji
polovi¢ni svételnost. Ta se vzdalenosti od podstavy roste smérem k ,,bilému* vrcholu a klesa
smérem k ,,cernému‘ vrcholu. V grafickych systémech vyuzivajicich systémy HSV resp. HSL
nenajdeme vétSinou jehlan ¢i dvojkuzel, ale nékterou z jejich moznych transformaci.

Barevny tén je v téchto modelech geometricky znazoriiovan jako uhel. Piepocty RGB na
HSL je nasledujici. Odstiny Sedé¢, tj. ptipady kdy R = G = B se piepocitavajina H =S =0 a
L =R = G = B. V ostatni ptipadech se postupuje nasledovné: V HSL se polozi

15



1 Graficka data

UM FSI VUT v Brn& Studijni text

0.9

0.8 1

0.7

0.6

500 1

0.5

0.4

0371 -

0.2{

014

520/ \ o ko
P Spektrum viditelného ___ ~pmyk
s / | svétla |
540 ~—sRGB

—— Adobe RGB

580

[«
(@]

00K 620

0.0

380 T T ‘
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Obr. 1.5.1: Barevny prostor CIE — obvod tvofi spektralni barvy, uvniti vyznaceny gamuty
nékterych dalSich pouZivanych prostord.

Blue [0;0 ;255]
[0;255;255]

[255:0:255]

Green
[0;255;0]

Red
[255:0:0] ‘
[285:255:0]

Obr. 1.5.2: Barevny prostor sSRGB — RGB krychle

L = max{R; G; B}.

Koneéné vypocet uhlu pro barvu (H):
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L=R = H=L—mGinERLjG;B}; H<0 = H:=360+H
R-B

L=G = H=120- ;e
R-G

L=8 = H=120 r— By

Saturace barvy: V modelu RGB je saturace dana vztahem
S = max{R; G; B} — min{R; G; B}
popft. v normalizované podobé
_ max{R; G; B} — min{R; G; B}
no max{R; G; B}
Prostor YUV: Prostor sSRGB poskytuje velmi Sirokou paletu barev, je vSak pomérné
nevyhodny pro bezeztratovou kompresi (sousedni pixely maji velmi casto velmi blizké
hodnoty). To je velkd nevyhoda napt. pfi pfenosu televizniho signdlu. Model YUV tuto
nevyhodu do zna¢né miry potlacuje. Oddé€luje jasovou slozku Y - jas a dvé barevné slozky U

a V (pismeno Y tedy nezaménovat s Y v modelu CMY, kde znaci zlutou). Vektor y =
(y; u; v) obdrzime transformaci vektoru r = (r; g; b) nasledovné

y 0,299 0,587 0,144\ ,r
y'=M-rT: (u) = <—0,147 —0,289 0,436) (g)
v 0,615 —0,515 —0,100/ \b

Matice ptevodu je regularni, existuje k ni tedy matice inverzni, tudiz rovnéz jednoznacny
prevod zpét z YUV do RGB.

r 0,299 0587 0,144\ ,y
rf=M1-yT; <g>=<—0,147 —0,289 0,436) <u>
b 0,615 —0,515 —0,100/ ‘v

1,000 0,000 1,137\ sy
= <1,000 —0,397 —0,580> <u>
1,000 2,034 0,000/ ‘v

Barevné prostory zaloZené na modelu CMYK: Jsou prostory, ve kterych se barvy michaji
ze slozek Cyan, Magenta, Yellow a Black. Na rozdil od nékterych prostorti zaloZenych na
RGB jsou tyto prostory vzdy zavislé na zafizeni. Proto je téchto prostorti velmi mnoho.
Ptevod barev z prostorit RGB do CMYK miuze byt velky problém, pfedevS§im pokud se tyka
byrev, kter¢ CMYK nedokaze zobrazit. Gamut prostorti zalozenych na CMYK je pfiblizné
vyznacen na obr. 13 modrou barvou.

; max{R;G;B}=0=S5,=0
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2 Euklidovsky prostor

Zéakladnimi geometrickymi utvary jsou bod pfimka a rovina, zakladnim geometrickym
vztahem je vztah incidence, ktery se vétSinou opisuje spojenimi ,,bod lezi na ptimce®, , piimka
prochazi bodem®, ,)bod lezi v roving€“, ,,pifimka lezi v roving*. Bod si pfitom predstavujeme
jako ,,bezrozmérny objekt®, piimku jako ,nekonecné tenkou rovnou c¢aru®, atd. Pokud
bychom ovSem chtéli tyto popisy povazovat za matematické definice, museli bychom predtim
definovat bezrozmérny objekt, tenkou rovnou ¢aru atd. Je ziejmé, ze timto zptisobem by
nebylo mozné nikdy nikde zacit. Moderni geometrie vyfesSila tuto potiz velmi elegantné.
Netika totiz, co je bod, co je pfimka, ani co to znamena, kdyz pfimka prochdzi bodem.
Geometrie pouze stanovi zakladni tvrzeni o téchto pojmech a vztazich, kterd pfijme bez
dikazu (tzv. axiomy). Napiiklad:

1. Dvéma riiznymi body prochazi pravé jedna ptimka.
2. Na kazd¢ primce lezi alespoii dva body.... atd.

Pod témito tvrzenimi si nemusime piedstavit viibec nic. A pokud si pfedstavovat chceme, jsou
tyto predstavy Cisté nasi subjektivni véci, pokud stale koresponduji s postupné budovanou
teorii. Geometrii, kterd by méla jen tyto dva axiomy, si mizeme predstavit tfeba jako
fotbalovy zapas. Bod je fotbalové muzstvo, pfimka je hfisté. Vztah "bod A lezi na pfimce a"
znamena, ze muzstvo A hraje na hiisti a. MuzZstva, ktera proti sob¢ hraji, nemohou bé&hat po
tribuné ani hrat na dvou hfistich. Je tak splnén prvni axiom.Ma-li jit o fotbalovy zapas,
nemize po hfisti béhat jen jedno muzstvo,takze je splnén i druhy axiom.

Geometrie dnes opravdu nikoho nenuti pfedstavovat si bod jako co nejmensi tecku a ptimku
jako tenkou rovnou ¢aru. Presto si drtiva vétsina lidstva (véetné matematikid) ptimku tak
predstavuje. A chce-li ¢loveék znazornit bod, ktery na ni lezi, nesleduje fotbalovy zapas,
ale trefuje se ofezanou tuzkou do tenké rovné cary.Pro¢? Jednoduse proto, Ze tato predstava
jako jedna z mala odola naporu dalSich axiom, které jsou potieba k vybudovani ,,rozumné*
geometrie. Uz dalsi axiom (existuji alespon tii body, které nelezi na jedné ptimce) totiz
milovnika fotbalu pfinuti vymyslet néjaky fotbalovy turnaj, ktery se hraje alespoil na dvou
hiistich.A v okamziku, kdy budeme potiebovat tieba stied tsecky, ,,fotbalovy geometr™ asi
skon¢i.Vzdyt' které ze dvou muzstevbéhajicich po hiistiby tim sttedemmeélo byt? Jakkoli Si
totiz matematicka teorie sama o sob& musi vystait s pojmy a vztahy, kterym ona sama
nedava konktrétni obsah, matematik, ktery ji buduje, si tohoto konkrétniho obsahu a smyslu
naopak musi byt védom vzdy, a to velmi pfesné. SebekrasnéjSi matematickd teorie by totiz
byla k ni¢emu, kdyby podle ni nikde nic redln¢ nefungovalo.

Jak jiz bylo feCeno, geometrie stoji na nékolika axiomech — tvrzenich, kterd se nedokazuyji.
Soustava axiomd musi spliiovat pomérné pfisné pozadavky, které zde nebudeme rozebirat.
K vybudovéni jedné a téZe geometrie neni bezpodmine¢né nutnd zcela identickd soustava
axioml. Axiomy by vSak mély byt v kazdém ptipad¢ jednoduché a ziejmé. Jsou to tvrzeni,
ktera se nedokazuji, proto musi byt akceptovatelna pro kazdého.

Zaklady rovinné geometrie (planimetrie), kterou jste studovali na stfedni Skole, tvoii soustava
axiomu némeckého matematika Davida Hilberta (1862 - 1943). Ten rozdélil axiomy do
nekolika skupin:

Incidence

Uspotadani

Shodnost

Spojitost

RovnobéZnost

aorwpdPE
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2.1 Incidence

Bézné pouzivané rizné popisy téze geometrické situace — bod lezi na ptimce, pfimka prochazi
bodem, se n¢kdy nahrazuji jednotnym pojmem incidence: se dvéma riznymi body inciduje
prave jedna ptimka, s kazdou pfimkou inciduji alesponi dva rizné body... Odtud nazev prvni
skupiny axiomd.

1. DEFINICE - inciden¢ni rovina: Inciden¢ni rovinou rozumime uspofadanou trojici
neprazdnych, po dvou disjunktnich mnozin(B;P;]), kde prvky mnozin B;?P nazyvame body
(zna¢ime velkymi pismeny) resp. piimKy (zna¢ime malymi pismeny) a mnozinaJSEBxP; je
binarni relace incidence bodi a piimek, kterd ma nésledujici vlastnosti:

11:VA; B € B:[(A+ B)=>3'p € P.(Alp A Blp)]
(s kazdymi dvéma riznymi body inciduje pravé jedna piimka, bézn¢ fikame
dvéma riznymi body prochézi pravé jedna piimka)
zapisujeme p = AB

12:vp € P:[34;B € B:(A +# B) A Alp A BIp]
(s kazdou ptimkou inciduji alespon dva rtizné body, na kazdé ptimce lezi
alespoil dva rlizné body)

13:(3pA; B; C € B)(Vp € P):=~(AIp ABIp A Clp)
(existuji alespoi tfi body, které neinciduji s jednou piimkou — existuji alespoii
ti1 body, které nelezi na jedné ptimce.)

Geometrie, ktera zavadi abstraktni pojmy spliujici jisté axiomy bez jakychkoli ptredstav o
tom, co tyto pojmy a axiomy znamenaji, je matematickou abstrakci. Jestlize tyto pojmy a
axiomy ,,0objevime* v konkrétnich situacich, fikdme, ze jsme nasli model (nebo realizaci) této
geometrie.

2. MODEL INCIDENCNi GEOMETRIE:Ngjjednodussi piedstava (model) geometrie, v
niz plati jen axiomy incidence (tzv. incidenc¢ni geometrie), ma tii body a tfi piimky. Tuto
geometrii si miZeme predstavit jako tfi provazky svazané tfemi uzly: Dva body (uzly) leZi na
téze piimce (provazku), tvori-li jeho konce. Je zajimavé, ze zde funguje 1 predstava dualni:
Body si Ize predstavit jako provazky a pfimky jako uzly, kterymi jsou svazany.

2. 2 Usporadani

Pokud by geometrie pracovala jen s axiomy incidence, byla by sice mozna zajimava, ale na
druhou stranu velice chuda. Ze skolnich lavic jsme zvykli, ze ,.kdekoli“ na pfimce ¢i usecce
muZeme zvolit bod, tj. pfimku 1 Gsecku jsme automaticky chapali jako ,,nekonec¢né mnoZiny
bodi*“. Axiomy incidence vSak nic takového nefikaji. Pfimka ani rovina nemusi byt mnoZinou
bodu. Proto zapis A € p ve smyslu ,,bod A lezi na ptimce p “, na ktery jsme zvykli ze $koly,

je v tuto chvili pon¢kud pfedCasny. Skuteénost, Ze bod A lezi na piimce p, bychom v tuto
chvili m¢li chapat jako incidenci, tj. zapisovat AJp (bod Ainciduje s p). V tuto chvili se vSak
ptrece jen pridrzime obvyklejstho Ae p. Podobné budeme znacit vztah bod lezi v roving (
A€ ), event. piimka lezi v roviné ( pC « ).

Axiomy incidence zarucuji pouze to, ze na kazdé ptimce existuji body pouze dva. Vice bodil

na pfimce zarucuji az axiomy uspofadani. Ty zaroven umoziuji definovat dalsi geometrické
utvary — poloptimku, usecku, polorovinu atd.
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1. DEFINICE - usporadana inciden¢ni rovina: Incidenéni rovina (B;P;]) je uspoiadana
pravé tehdy, kdyZ na mnozin¢ vSech jeho bodu je definovana ternarni relace u € BxBxB
(oddélovani), kde misto[A; B; C] € u piSeme CuAB a ¢teme ,,bod C oddéluje body A;B*“
nebo ,,bod C lezi mezi body A;B“, takovou, ze plati:
Ul:(CuAB) > [(A#B +#C+ A AN@Ape€P:A;B;Ce€p)A(CuBA)]

(jestlize C lezi mezi A;B, pak A;B;C jsou tii navzajem ruzné body téZe piimky a plati
také C lezi mezi B; A.
U2:(VA; B € B)[A # B = 3C € B: (CuBA)]
Ke kazdym dvéma riznym bodiim A;B existuje alespon jeden bod C, ktery lezi mezi nimi.

U3:(VA;B;CEB(A+#B+C+A)NEpe P:AB;Cep) =
(AuBC v BUAC v CuAB)
Pro kazdé tii riizné body téze ptimky plati, Ze pravé jeden z nich lezi mezi zbylymi dvéma.

U4 (Paschiv): Jsou-li4; B; C nekolinearni body (tj. nelezi na jedné piimce) a p je piimka, na
které lezi bod MuAB, pak existuje bod N, ktery lezi na p a plati bud’ N = C, anebo NuAC,
anebo NuBC

(tedy: ptimka, ktera neprotina zadny vrchol trojuhelnika a protina jeho stranu, protina pravé
jednu dalsi stranu)

C C

N /

N
A A

M M

P B P B
Obr. 2.2.1Paschiiv axiom

2. DEFINICE - polohova geometrie: Uspofadanou incidencni rovinu znacime

podrobné(B; P; I;'U). Jeho teorii nazyvame polohovou geometrii.

Lze ukazat, Ze relace u indukuje na kazdé ptimce usporadani
CuAB & (A< C<B)v(B<(C<A)
s béznymi vlastnostmi, které uvadi nasledujici véta:

3. VETA- uspoiadani bodé na piimce: Na mnozind B viech bodi uspoiadaného
incidenéniho prostoru existuje relace << Bx B takova, ze

aVAe B: (A< A) (je antireflexivni)
b)VA;B € B:(A#B) = (A <BVB< A)(je antisymetricka)
CVA;B;CeEp:(A<B)A(B<C)=>(A<0)
(na mnoZinéch kolinedrnich bodi je tranzitivni)
d)(Vvpe P)(VP e B):(Pep)=[(34;BE B):(4;BEp)AN(A<P <B)]
(pro kazdou ptimku p a kazdy bod P, ktery na ni lezi, existuje vzdy bod ,,nalevo*
i,,napravo®).
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4. POZNAMKA: Uspotadanou incidenéni rovinu lze vybudovat nejen tak, Ze z axiomaU1 —
U4 odvodime tvrzeni a) — d) véty 3, ale i rovnéz tak, ze vlastnosti a) — d) véty 2 povazujeme
za axiomy. Tvrzeni Ul — U4 bychom pak odvodili jako véty. Tvrzeni U4 by pak samoziejmé
nebyl Paschitv axiom, ale Paschova véta.

Na axiomy uspofadani nemohou spoléhat grafické algoritmy, které pracuji piimo na
vystupnim zafizeni pocitace (tzv. rastrové algoritmy). Jak je vidét na pfipojenych obrazcich
zvétSeného monitoru, mezi riznymi body A; B jiz zadny dalsi bod nelezi (tj. neni splnén U2).
Piimka p protina stranu EF trojihelnika AEFG v bodé¢ M , ale navzdory Paschovu axiomu
je to jeji jediny spole¢ny bod s obvodem trojuhelnika.

Obr. 2.2.2 Neplatnost axiomt uspofadani na rastrovém vystupnim zatizeni

Geometrie, kterd spliiuje axiomy incidence a uspofaddni, uz je pomérné bohata. Lze jiZ
definovat fadu znamych pojmu (polopiimka, usecka, polorovina, thel, trojuhelnik,...)

5. MODEL GEOMETRIE(B;P;I;'U)(polohové geometrie): jak jiz bylo, feéeno, modelem
geometrie rozumime jakoukoli pfedstavu, ktera koresponduje s jejimi axiomy. S ptibyvajicimi
axiomy musime postupné opoustét ,.exotické” modely — fotbalova htisté¢ a provazky s uzly
(viz modely inciden¢ni geometrie). K dalSimu geometrickému modelovani tak budeme mit
podstaté jen dva zakladni ptistupy*

a) body a piimky budeme modelovat bud’ jako ¢isla a rovnice — tyto modely budeme nazyvat
modely analytické, protoZe jimi budeme postupné smétovat ke zndmé analytické geometrii.
Tyto modely budeme oznacovat AM (analyticky model)
b) body budeme modelovat jako tecky a ptimky jako tenké ¢ary, ¢imz budeme sméfovat ke
zndmym konstrukcim napt. pomoci pravitka a kruzitka. Tyto modely budeme nazyvat
modely syntetické. Tyto modely budeme znacit SM (synteticky model).

Na tomto misté tedy zatneme modelem analytickym. MiZeme sestrojit model geometrie nad
mnozinou@, ozna¢ime hoAM (Q), kde body jsou uspoiadané dvojice Cisel [pq;p,], pfimky
jako uspotradané dvojice[q, + tsq; g, + ts,]; kde pi;p2;qq1;q2; 515 S2;t € Q.Bod PleZi na
pfimce Qpravé tehdy, kdyz existujet € Q tak, Ze[q, + tsy;qy + ts,] = [p1;p2]. Tento
model jiz pfipomind znamou analytickou geometrii. Na rozdil od ni vSak nase geometrie
prozatim vystaéi s racionalnimi ¢isly, body jako[\/f; n] nezna. Jeji piimky jsou tak znac¢né
»dérave™, tyto ,diry”“ se vSak diky vlastnostem raciondlnich ¢isel nemohou ,,potkat®
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V ptipadném pruseciku, takze naSe ,,dérava racionalni* geometrie splituje axiomy usporadani,
véetné¢ axiomu Paschova. Tato geometrie vSak prozatim nezna napft. kruznici, protoze k jeji
definici potfebujeme minimalné shodnost.

2. 3 Shodnost

Shodnost usecek a tthli umozituje definovat dalsi dilezité utvary. K problému, jak shodnost
zavést, lze pristupovat razn€. Hilbert zavadi axiomaticky shodnost tisecek a shodnost uhlt.

S1: Shodnost tsecek je ekvivalence.

S2: Necht AB je usecka, — CDpoloptimka. Pak na — CD lezi pravé jeden bod E tak,
7¢AB = CD.

S3:CUABAC'uA'B'ANAC = A'C'ANCB =C'B'"= AB = A'B’

S4: Shodnost uhld je ekvivalence.

S5: Pro kazdy <AV B a kazdou polorovinu —» A'V'M existuje jedina polopiimka— V'B’ tak, ze
JIAVB = <A'V'B’

S6: ,,Véta® sus o shodnosti trojihelniki.

Uspoiadany prostor se shodnosti zna¢ime podrobné (B;P;I;'U;S). Jsou-li dva utvaryU;; U,
shodné, piseme U; = U,.

Axiomy shodnosti umoziuji definovat fadu dualezitych utvart. V roviné (B;P;I;'U;S) lze
definovat napt. stied usecky, pravy uhel (jako uhel, ktery je shodny se svym thlem
vedlejsim), velikost thlu ve stupnich, osu Gsecky, rovnoramenny a rovnostranny trojihelnik

apod.

ji definujeme jako mnoZinu bodl, které maji od daného bodu (stiedu) stejnou vzdalenost.
Takova definici vSak vtuto chvili neni korektni, protoZze neméme definovan pojem
vzdalenosti. Tuto nepfijemnost je mozné obejit tak, Ze fekneme, Ze kruZnice je mnoZina vSech
koncovych bodl navzajem shodnych usecek, jejichz druhy koncovy bod je spolecny.

Pojem vzdalenosti nicméné budeme dale potfebovat. Mlzeme ji definovat mnoha zpisoby.
Vsechny vSak museji vyhovovat znamé definici metriky:

2. DEFINICE — metrika, metricky prostor: Necht' /M je neprazdna mnozina a p: MxM —
R zobrazeni takové, ze pro kazdé x; y; z € M plati:

aplsy) 20; p(;y) =0 x=y
b)p(x; y) = p(y; x)
Op(x;z) < p(x;y) +p(y; 2)

Pak zobrazeni p nazyvame metrikou na mnoziné M a mnozinu M nazyvame metrickym
prostorem. Podrobné zna¢ime(M;p).

3. RACIONALNI MODELY GEOMETRIE (B;P.I;U;S):Uvazujme strukturu AM(Q)
z predchozi kapitoly a pokusme se ji vybavit shodnosti. Usetky AB; CD prohlasime za shodné
ziejmée prave tehdy, kdyz jejich krajni body budou mit stejnou vzdalenost. Tu budeme chépat
ve smyslu pfedchozi definice jako hodnotu néjaké metriky. Za stiedni Skoly jsme zvykli
,,metit vzdalenost dvou bodii vyrazem

22



2 Euklidovsky prostor UM FSI VUT v Brn& Studijni text

e(AB) = \/(al —by)? + (az — by)? (1)

To je samoziejmeé mozné, tato funkce vyhovuje vSem pozadavkim definice 2 kladenym na
metriku (nazyva se euklidovskd metrika). Neni to vSak jedind moznost a v ptipadé modelu
geometrie (B;P;I;'U;S) dokonceneni korektni (viz dale). Velikost tisecky miiZzeme stejné
dobfte definovat napft. takto:

c(AB) = max{la; — by |; |az — by[} )
(¢tvercova nebo téz maximalni metrika), anebo takto:

p(AB) = |a; — b1| + laz — b, (©)
(postacka nebo téz manhatanska metrika)
Dostavame tak tii rizné modely, ozna¢me jeAM(Q;e); AM(Q;c); AM(Q;p) - analyticky
racionalni model s euklidovskou, ctvercovou, resp. poStackou metrikou. Ve vSech jsou

shodné pravé ty usecky, které maji stejnou délku, modely se vSak li§i tim, jak je délka
definovana. Podle toho se také lisi kruznice tak, jak je znazornéno na obr. 2. 3. 1.

A 3 &

Obr. 2.3.1 Kruznice v riznych metrikach — euklidovské, ¢tvercové a postacké

Metrika (2) ma v rastrovych algoritmech pocitacove grafiky jisty vyznam. Napiiklad rychlost
vygenerovani usecky na rastrovém vystupu zavisi mimo jiné na poctu pixell, které je tfeba
obarvit. Pocet pixelti vSak neni dan euklidovskou velikosti GseCky. Na obr. 2. 3. 2 vidime
vlevo euklidovskou kruZnici vygenerovanou v rastru a jeji dva poloméry. Ackoli maji stejnou
euklidovskou délku, vodorovny polomér ma 16 pixeld, Sikmy jen 11 pixeli. Vpravo je
kruznice ve ¢tvercové metrice — kazdy jeji polomér (vSechny jsou shodné!) ma 16 pixeli.
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Obr. 2.3.2 Kruznice na rastrovém zaiizeni — vlevo v euklidovské, vpravo ve ¢tvercové.

,»T'var ovSem neni to jediné, v ¢em se kruznice v modelechAM (Q; e); AM(Q;c); AM(Q; p)
li$i. Zamyslime-li se nad poftem moznych spole¢nych bodli pifimek a kruznic, dojdeme
k zajimavym vysledkim. V modelech AM(Q; c); AM(Q; p) mohou mit pfimka a kruznice
nejen zadny, jeden ¢i dva, ale dokonce nekonecné mnoho bodii. Totéz plati pro kruznice —
mohou mit nekoneéné¢ mnoho spolecnych bodd, i kdyz nesplyvaji. Pfimka jdouci stiedem
kruznice protne tuto kruznici vzdy ve dvou bodech. Na rozdil od ,,pocitatovych* ptikladt
jsou totiZ splnény axiomy uspoiadani (véetné Paschova).

V modelu AM(Q; e) je tomu jinak. P¥imka jdouci stfedem kruZnice nemusi mit s kruznici
74dny spole¢ny bod. Kruznici v tomto modelu je naptiklad mnozina{[x; y] € Q?|x? + y? =
4}, pfimka jdouci jejim stfedem napt. {[x;y] € Q?|x = y}. Tyto dvé mnoziny nemaji zadné
spoleéné body, protoze +v2 & Q.V modelu AM(Q;e)lze sice definovat rovnostranny
trojuhelnik, velmi snadno lze ovSem dokazat, Ze v tomto modelu neexistuje. Na stejny
problém narazime vlastné uz pii ovéfovani axioml shodnosti. S1 je sice bez problému, S2
ovSem euklidovska metrika nesplituje, jak ukazuje nasledujici ptiklad.

Uvazujme body A = [0;0]; B = [1;1]; C = A; D = [1; 0] a pokusme se vyhovét axiomu S2,
tj. na poloptimce CD najit bod E tak, zeAB = CE (viz obr. 2. 3. 3). Je ziejmé

e(AB) = /(a; — b))%+ (a; — b,)2 =/(0—1)2+ (0—1)2 =2

PolopiimkaCD je modelovana uspofadanou dvojici[t; 0];t € QF. Hledame-li na ni bod E
tak, aby AB = CE, pak hledame t € Q¢ tak, aby

JO-02+(0-02=v2

Takové t oviem neexistuje, nebot’ opétv2 & Q. Model AM(Q;e) tedy neni modelem
geometrie (B; P, I;'U; S).

Felix Klein zavedl v r. 1872 shodnost v ramci tzv. erlangenského programu pomoci grupy
shodnosti. Pojem grupa zname z algebry:
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1
Y BJ1:1]
. y
A=C D E? X

Obr. 2. 3. 3. Potize se shodnosti v modelu AM(Q; e)

4. DEFINICE - grupa: Necht Gje neprazdna mnozina, na které je definovana binarni
operace o — tj. zobrazeni o : GXG—G — ktera

a) je asociativni, tj. Va;b;c € G:(aeb)oc=aco(boc)

b) existuje neutralni prvek, tj. (Aee G)(Va€e G)lace=eoa =a]

¢) ke kazdému prvku existuje prvek inverzni, tj.

(Va€e G)(Fa* € G)laca* =a*oa = e]

Pak mnozinu G spolu s operaci o nazyvame grupa, zna¢ime(G; o). Je-li operace navic

d) komutativni, tj. (Va;b € G)[acb = b o a]
hovotime o komutativni grupg.

Zobrazeni studovand v geometrii, jsou zifejmé& zobrazeni na mnozin¢ vSech geometrickych
utvart, tj. podmnozin mnoziny B vSech bodut. Pfitom nas zajimaji ta zobrazeni, kterda umozni
roztiidit geometrické utvary podle n€které jejich vlastnosti, tj. sestrojit rozklad mnoziny vSech
geometrickych Utvarii. Takova zobrazeni tedy na mnoziné geometrickych Utvarti definuji
néjakou ekvivalenci — dva tutvary Ujg; U,jsou ekvivalentni (vzhledem k néjaké mnoziné
zobrazeni @) pravé tehdy, kdyz existuje zobrazeni f € Gtakové, ze f(U;) = U,. Pak muZzeme
psatU; = U,. Aby vSak relace = byla ekvivalenci, musi mnozina G skazdymi dvéma
zobrazenimi f;; f, obsahovat i zobrazeni f; o f, (plyne z tranzitivity) — skladani tedy musi byt
binarni operaci naG, mnozina G musi obsahovat identické zobrazeni (plyne z reflexivity) a
s kazdym zobrazenim musi obsahovat rovnéz zobrazeni k nému inverzni (plyne ze symetrie).
Mnozina (G; ) tedy musi byt grupa. Podle toho, jaké vlastnosti geometrickych utvard ma
grupa téchto zobrazeni zachovavat, rozliSujeme pak napf. grupu projektivnich, afinnich,
podobnych, shodnych zobrazeni a mnohé jejich podgrupy (pfipomenime, Ze podgrupou grupy
(G; o) rozumime podmnozinu 2 mnoziny G, ktera je vzhledem k téze operaci rovnéz grupou).
Grupami jsou napt. (R; +);(Q — {0};-), naopak napi.(N; +);(Z — {0};-)grupy nejsou. Grupa
podobnych zobrazeni je podgrupou zobrazeni afinnich a ta je podgrupou zobrazeni
projektivnich. Naopak mlZeme fici, ze projektivni grupa je nadgrupou grupy afinni. Témito
zobrazenimi se budeme zabyvat dale. Grupa shodnych zobrazeni je podgrupou vsech vyse
jmenovanych. Podobné miZeme hovofit o nadgrupach (grupa podobnych zobrazeni je
nadgrupou grupy zobrazeni shodnych).

Shodnost definoval Klein pomoci euklidovské metriky.Aby to ovSem mohl udélat, musel
vyhovét axiomu S2 a byt schopen na poloptimku CD pienést kazdou tsecku AB . Abychom
to dokazali, potfebujeme provést nasledujici uvahu:

Nejdiive opét zopakujme jeden z ustfednich pojmu algebry:
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5. DEFINICE - téleso:Necht Tje libovolnd neprazdna mnoZina, na které jsou definovany
dv¢ binarni operace® TIxT>T Q TxT>Ttakové, Ze

a)(’f; 69) je komutativni grupa,
b)(T— {0}; ®)je grupa bez vlastnich déliteld nuly
tj. prokazdéa;b € T je(a@®b=0) © (a=0Vvb =0)
)  je distributivni vzhledem kép,
tj.prokazdé a; b;c € Tjea @ (b D c) = (a @ b) @ (a  ¢).

Pak mnozinuZ nazyvametélesem, podrobn¢ znaéime(’f; &b ;®). Je-li navic

d) grupa (7 — {0}; ®) komutativni, hovoiime o komutativnim t&lese.

Podobné jako o podgrupéach a nadgrupach mizeme hovofit o podtélesech a nadtélesech. Napf.
(Q; +;) je teleso a je to podtéleso télesa(R;+;-).Rovnéz(C;+;-) je téleso a je to
nadtélesotéles(R; +;-); (Q; +;-). (N; +;:);(Z; +;-) télesa nejsou.

6. AM(PK)MODEL GEOMETRIE(B;P;I;'U;S):Jak je patrné z odst. 3, je tieba téleso
vSech raciondlnich ¢isel rozsitit tak, aby kromé raciondlnich Cisel obsahovalo nejmén¢ jesté
druhé odmocniny z téchto Cisel. Takovym télesem je samoziejmé téleso(R;+;-); Model
AM (R; e)skute¢né splituje vSechny vySe uvedené axiomy, nicméné ma jesté dalsi (dulezitou)
vlastnost, kterou vsak dosavadni axiomy nevyzaduji. Pokusme se tedy najit téleso(PK; +;-),
které by spliiovalo vSechny dosavadni axiomy a pfitom by bylo ,nejmensi mozné“, tj.
(Q; +;) € (PK; +;-) € (R; +;-). Téleso (Q; +;-) bylo pro nase ucely nedostateéné proto, ze
neobsahuje odmocniny ze vSech (kladnych) raciondlnich c¢isel. NaSe téleso musi navic
umoznit konstrukci druhych odmocnin opakované. Definujme tedy PK-téleso nasledovné:

PK-téleso je téleso, které

a) Obsahuje (Q; +;-) jako své podtéleso
b) Pro kazdé a € PK plati: a > 0 = va € PK
c) Pro kazdé téleso(T; +;-), které ma vlastnosti a) b), je (PK; +;-) < (T; +;-)

Vlastnost c¢) zajiStuje, Ze jsme sestrojili skute¢né ,,minimalni* téleso s pozadovanymi
vlastnostmi, tj. téleso, které obsahuje jen cCisla, ktera lze obdrzet z celych ¢isel pomoci
(opakovaného) souctu, rozdilu, soucinu, podilu a druhé odmocniny.

Modelem AM (PK) pak budeme rozumét model, kde body resp. piimky jsou — podobné jako
vmodelu AM(Q;e) - uspofadané dvojice [p,;p,] resp. [q,+S,-t;0, +S,-t], na rozdil od
modelu AM(Q;e), kde bylo pi;P2;91;92;51;S2;t €Q; je  ovSem  tentokrat
P1;P2; q1; q2; S1; S2; t € PK.

Jak je vidét, geometrie (B;P;I;'U;S) jiz umoziuje definovat mnohé znamé utvary, nékteré
Z nich se vSak mohou mit fadu vlastnosti, které od nich bézné neocekdvame. Abychom je

pfiblizili na§im béZnym piedstavam, potiebujeme dalsi axiomy.

2. 4 Rovnobéznost

Nase dosavadni geometrie prozatim nehovofila o jedné ze zakladnich relaci, se kterou bézné
pracujeme, a sice o0 rovnobéZnosti.
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1. DEFINICE - rovnobézka: piimku p nazveme rovnobézkou k pifimce ( pravé tehdy,
kdyZ s ni nema zadny spole¢ny bod.

Definici rovnobézky lze vyslovit uz v incidenéni roving, zaroven vsak lze dokazat, ze
V geometrii vybavené pouze axiomy incidence nemusi rovnobézky viibec existovat (viz odst.
2 kpt. 2.1). Lze ukéazat, Ze v geometrii (B;P;1;'U;S) uz rovnobézKky existovat museji. Nelze
V nich vSak dokézat, ze danym bodem Ize vést k dané pfimce jedinou rovnobézku. Tim tato
geometriepiipousti moznost, ze danym bodem lze vést k dané piimce vice rovnobézek a
v nékterych jejich modelech tomu tak skutec¢né je. Nechceme-li tuto situaci pfipustit, musime
jako axiom ptijmout nasledujici tvrzeni

E(Euklidiv)- axiom rovnobéZnosti: Kazdym bodem A & p lze vést nejvySe jednu
rovnobézku s ptimkoup.

Geometrii{B; P;I,'U; S), ktera je navic vybavena axiomem E, budeme znacit (B;P;I,'U; S, E).
Protoze v(B;P;I;'U;S) Ize danym bodem vést nejméné jednu rovnobézku, dostavame jako
bezprostiedni disledek axiomu Etoto silngjsi tvrzeni:

2. VETA - jednoznacénost rovnobézky: Necht' v geometrii (B;P;1;'U;S;E) je dana ptimka
pabod A, ktery na ni nelezi. Pak existuje praveé jedna ptimka q, ktera prochazi bodem A a
nemd s P spole¢ny bod.

Diky rovnobézkdm jsme schopni vytesit jednu z dalezitych uloh — totiz danou tsecku rozdélit
na n shodnych tsecek. Dale budeme smétovat k moznosti diikkazu znadmych a zavaznych
geometrickych tvrzeni o souctu thla v trojuhelniku, Euklidovym vétam a vété Pythagorove.
Jiz k formulaci téchto tvrzeni je vSak tfeba pojmil velikost usecky a velikost thlu, které je
tieba jesté precizovat.

2. 5 Spojitost

Pojmu velikost tseCky jsme se jiz dotkli. V modelech AM(Q); AM(PK) jsme se pokusili
modelovat shodnost tim, Ze jsme shodnym useckam pftifadili jistym zplisobem stejné Eislo.
Ovsem zpuisob, jakym jsme to provedli, byl Gspésny — alespon v piipadé modelu AM (PK)-
jenom diky tomu, Ze se jednalo o0 model analyticky. Jak to ovSem udélat v ptipadech, kdy jsou
body modelovany jinak (naptiklad synteticky)? Zobrazeni, které toto Ccislo (,,délku®,
,»velikost™) useckam pfiifazuje, to musi provést bez ohledu na to, jak jsou body a usecky
modelovany, pfitom musi byt stale vhodné svazana se shodnosti.

1. DEFINICE- mira fusecky, délka usecky:Necht U je mnozina vsech usecek
geometrie(B; P;I;'U; S, E), A,B, € U libovolna use¢kaa | |[:U — R zobrazeni, takové, ze
a)VAB € U: |AB| > 0
b)VAB; CD € U: AB = CD = |AB| = |CD|
C)VAB; BC; AC € U: CuAB = |AB| = |AC| + |CB|

d) [4pBol =1
Pak zobrazeni | |:U — R nazyvame mirou tsecky, jeho hodnotu a = |AB]| pro usecku AB
pak délkou (nebo téZ velikosti) useCky AB v mife | |. Use¢ku AyBgynazyvame jednotkovou

useckou miry | |
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Tato definice sice zavadi pojem délky usecky, nefika vSak nic o tom, jak ji geometrickymi
nastroji uréovat. Zamyslime—li se hloub¢ji nad procesem méteni vzdalenosti pomoci
»stupnice® €1 ,,méfitka”, pak takové méfeni spociva v opakovaném nanaseni ,,jednotkoveé
usecky Ay B, (délky napft. jeden metr, centimetr apod.) na méfenou tsecku AB. Prvni naneseni
provedeme na polopfimku — AB tak, ze Ay = A, a jednotku nanaSime tak dlouho, az se
bodem B, ,dostaneme za bod B*“ (toto opakované nanaseni jednotky vétSinou realizuje
,odstupiiované mefidlo na pravitku ¢i metru). Ze zkuSenosti vime, Ze at' je meéfena
vzdalenost AB sebedelsi a jednotka AyB, sebekratsi, tento proces nanaSeni po konecném
poctu krokti vzdy skonci ,,piekro¢enim* bodu B. Tuto zkuSenost mizeme zformalizovat do
nasledujiciho tvrzeni:

A (Archimediv axiom): Necht AyB,; AB jsou libovolné tsecky. Na polopiimce — AB
sestrojme posloupnost Py; Py; ...; Py; ... = {Pilren tak, ze Py = Ay, PyPry1 = AgBy. Pak
existuje n € N tak, ze BuAP,.
A() BO
AR B B K B B B BB
Obr. 2. 5. 1 K Archimedové axiomu

K formulaci Archimedova axiomu ziejmé potiebujeme jen dosavadni axiomy — incidenci,
shodnost a relaci oddélovani, tj. axiomy uspoiadani. Avsak jakkoli se nam toto tvrzeni zda
intuitivné zfejmé, neni mozné ho v prostoru (B;P;I;'U;S;E) dokazat. Je tedy tieba ho
pfijmout jako axiom. Budeme ho nazyvat axiomem Archimédovym, uspotadanou sedmici
(B;P,I,’U;S;E; A) archimedovskou rovinou a jeji teorii archimedovskou geometrii.
Podivejme se nyni, jakymi pojmy a vlastnostmi l1ze tuto geometrii vybavit.

4. MERENI USECEK: ,Umét méfit useCky*“ predev§im znamend, umét kazdé usecce
geometrie(B; P;I;'U; S, E; A) prifadit kladné realné ¢islo. Archimedtv axiom dava teoreticky
navod, jak toto ¢islo najit. Méfime—li use¢ku AB V jednotkach |AyB,|, nanasime usecku Ay B,
tak dlouho, az bod B, pAB B, je posledni, pro ktery plati £, uAB (na obr. 2.3.4 je ny = 6).

Poté rozdélime jednotkovou usecku nak,shodnych tsecek (coz umime diky rovnobéznosti) a
jednu z nich pouzijeme jako novou jednotku na zbyvajici usecku (na obr. 2.3.4 je to P¢B).
Tak pouZijeme n, useéek, které maji délku 1/k,; n; < kyq; (plyne z def. 2.6.1.b). Starovéci
geometii predpokladali, ze pro kazdé dvé tsecky AB; AyByexistuje posloupnost kq; k; ...; ky,
tak, Zze bodB,,, ktery takto ziskame, splyne s bodem B, tj. B,, = B a délka usecky je tak rovna
nq ny .
ABl=ng+—+——t ot ——————
AB] =no +5-+ 11 Ky ky- ok,
(uréeni celkové délky souctem plyne z def. 2.6.1.¢), tj. Zze kazdé dveé isecky jsou soumétitelné.
Pythagoras zjistil, Ze tomu tak neni. (nesoumcéfiitelna je napf. thlopticka Etverce s jeho
stranou). Tim byl cely tento intuitivné zfejmy proces méfeni zpochybnén.

Dnes je cesta z této teoretické ,,pasti* celkem jednoducha. Diky infinitezimalnimu poctu totiz
vySe uvedeny proces skoncit nemusi a za délku isecky mizeme vzdy prohlasit soucet

|AB| = n, + Eoo I
_nO kl'kz'...'kr
r=1

Podle své konstrukce je totiz posloupnost CasteCnych souctii neklesajici a shora ohrani¢ena
jedni¢kou. Soucet dokonce ani nezavisi na volbé posloupnosti{k,}, takZze miZeme volit napf.
konstantni posloupnost {k,} = {10} tj. ,,pivodni jednotku“ v pfipadé potieby vzdy zmensit
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desetkrat. Zvolime-li pak za jednotku stranu ¢tverce a budeme timto zptisobem urcovat délku
uhlopticky, dostaneme fadu

|AC|—1+4+1+4+ . S
B 10 100 1000 10000 100000 1000000

- =1,414213 ...

jejimz souétem je V2.

Podobné jako velikost (délku) tsecky miizeme definovat velikost Ghlu. V archimedovské
geometrii pak mizeme dokdzat znamé véty o souctu thla v trojuhelniku, Euklidovy véty, vétu
Pythagorovu a mnohé¢ dalsi.

Cela véc ma ovSem jeden hacek, ke kterému se v zavéru této kapitoly jesté vratime.

5. SYNTETICKY MODEL ARCHIMEDOVSKE GEOMETRIE (PK-geometrie): Je
model, na kterém jsme se s geometrii zacali seznamovat — je to geometrie tzv. euklidovskych
konstrukci, tj. konstrukci pomoci pravitka a kruzitka. Veskeré konstrukce provadéné
pravitkem a kruzitkem lze tedy redukovat na konstrukce bodii pomoci elementarnich krokd, a
to nasledovné:

1) Prvni dva rizné body jsou dany.

2) Primka je sestrojena, jsou-li sestrojeny dva jeji ruzné body (ty Ize spojit dostate¢né
dlouhym pfimym pravitkem bez stupnice a ptimku libovolné prodluzovat)

3) Kruznice je sestrojena, je-li znam jeji stfed a bod lezici na jejim obvodu (nikoliv tedy
polomér — nemame jej jak odméfit, pravitko nema stupnici)

4) Dalsi body lze sestrojit pouze jako pruseéiky piimek a kruznic sestrojenych v bodech
2a3.

Tato konstrukce musi nékdy skoncit, jinymi slovy — timto zplisobem lze sestrojit pouze
konecny pocet bodu. Jestlize tyto kroky formalizujeme, dostavame definici PK-bodi (bodi
sestrojitelnych pravitkem a kruzitkem):

PK-bodem geometrie (B;P;I;'U;S;E; A) rozumimen - ty bod posloupnosti Py; Py; ...; B, pro
kterou plati:

1) Py; P;dva rtizné body.

2) Pro kazdy bod Py; k > 1 plati:
a) P, =Py

nebo b) P, =P

nebo c) Pyje prisecikem dvou ptimek, z nichz kazda prochazi dvéma riznymi body
P.; P; posloupnosti sestrojenymi diive, tj.r; s < k

nebo d) Pyje prusecikem dvou kruznic, které maji stfedy ve dvou rtiznych bodech
B.; Pia prochézeji bodyP;; P;, pficemzP,.; Ps;P;; P; jsou body
posloupnosti sestrojené dtive, tj.1; s;i;j < k

nebo e) Pyje prisecikem kruznice se stfedem v bodéP,., ktera prochazi bodemP;, a
piimky, kterd prochazi bodyP;; P;, pficemzP,; P;; P.; Psjsou body
posloupnosti sestrojené dfive, tj.1;s;i;j < k
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Pomoci PK-bodl (bodi sestrojitelnych pravitkem a kruzitkem) mizeme definovat PK-piimku
jako pfimku prochéazejici dvéma riznymi PK-body, PK-usecku jako tsecku, jejiz koncové
body jsou PK-body, PK-kruznici jako kruznici se sttedem v PK-bodé a prochazejici dal$im
PK-bodem. MuZzeme definovat i PK-¢islo jako ¢islo a a, kde [a; 0] je PK-bod.

Nyni je otazkou, jaké tutvary je mozné timto zpusobem (PK-konstrukcemi) sestrojit.
V analytickém modelu je pifimka modelovana jednou linearni rovnici o dvou neznamych,
kruznice pak kvadratickou rovnici o dvou neznamych. Hledani pozadovanych priseciki
Vv analytickém modelu neznamena nic jiného, nez fesit soustavu

a) dvou linearnich rovnic (prisecik dvou piimek)
b) kvadratické a linearni rovnice (prusecik pfimky a kruznice)
c) dvou kvadratickych rovnic (prisecik dvou kruznic)

Z4dné jiné body PK-konstrukcemi dostat nemtzeme. K feseni piipadu a) jsou v analytickém
modelu tfeba pouze Ctyfi zdkladni aritmetické operace. Abychom totéZ mohli udélat
synteticky, je tfeba umét provést tyto operace ,,graficky*, tj. ze dvou danych tsecek sestrojit
usecku, jejiz velikost je rovna souctu, rozdilu, soucinu a podilu velikosti danych usecek. To
PK-konstrukce umoznuji — pravé ke konstrukci soucinu a podilu potfebujeme axiom E, proto
jsme ho zminovali. Hledani prisecikii v ptipadech b) a c) vede na kvadratickou rovnici,
k jejimu feSeni potfebujeme navic druhou odmocninu. Tu ale rovnéz umime urcit graficky, a
to diky Euklidovym vétam resp. véteé Pythagorove. Ziejmé nas tedy neptekvapi, ze mnozina
vSech PK-¢isel je prave PK-téleso.

Pravée skutecnost, ze mnozina vSech PK-¢isel je vlastni podmnozinou mnozinyR, je pfic¢inou
tisiciletych netispéchi mnoha generaci geometrli pii feSeni nékterych geometrickych uloh. V
PK-geometrii nelze naptiklad provést kvadraturu kruhu (tj. sestrojit ctverec, ktery ma stejny
obsah jako dany kruh) ¢i rektifikaci kruznice (sestrojit isecku, kterd ma presné stejnou délku
jako dana kruznice). K vyfeSeni téchto tloh je totiz tfeba sestrojit ¢islo 7, které neni PK-
¢islem. Je mozné sestrojit pravidelny pétitthelnik — pokud jste zapomnéli jeho konstrukci, pak
vézte, ze pétithelnik vepsany do kruznice se sttedem P, = [0; 0], jehoz jeden vrchol jeP; =
[0; 1], mé dalsi vrcholy

V10 £2v2 —1£+5

23 = 4 4

V10 £2v2 145

4 ' 4

) 45 —

coz jsou vSechno PK-Cisla. Naopak napi. nelze sestrojit pravidelny sedmitihelnik, protoze
vzdy nejméné pét jeho vrcholll nelze zadat PK-¢isly.

6. PRIKLAD: Vratme se k odst. 4, kde jsme zméfili tsecku délky J2 pomoci Archimedova
axiomu a konvergence nekonec¢né tfady. Vezméme jednotkovou usecku AyB, a sestrojme
posloupnost PK-bodii Py; Py; ...; Py; ... = {Py }ren takto:

a) Py = Ap; P, = By

b) P,: PyuPyPy; |P,P,| = 0.1 |PyP;| = 0.1

C) P3: P,uPyPs; |P,Ps| = 0.01-|P,P,| = 0.001

d)P,: PsuPyP,; |PsP,| = 0.001 - |P,P5| = 0.000 001

Usecka AP, kterou jsme takto zmé&fili, ma délku.

30



2 Euklidovsky prostor UM FSI VUT v Brn& Studijni text

|AP| = Z|Pipi+1| — 1.101 001 000 100 001 ...
i=0
To ovSem neni racionalni ¢islo a dokonce ani PK- ¢islo. Pravé jsme zméfili Gsecku, kterd
v archimedovské geometrii neexistuje...

Aby k témto paradoxtim nedochazelo, musime byt schopni nejen kazdé usecce piiradit kladné
realné Cislo jako jeji velikost, ale také naopak — ke kazdému kladnému redlnému cislu najit
usecku, jejiz délka je timto ¢islem vyjadiena.

Vyse uvedeny bod Pptedstavuje ,,mezeru v archimedovské ptimce, kterou je tfeba ,,zalepit™.
Ptislusné ,,lepidlo* poskytuje Cantoriiv axiom:

C (Cantoruv): Necht'{A,; B, }nen j€ posloupnost Giseéek pfimky p takova, Ze pro kazdé n je
Ani1Bnir € 4B, A B, < AB,. Pak existuje bod M €p takovy, ze pro kazdé n
jeMuA, B, .

& ry

——————»
—
—
—

= —

Obr. 2. 5. 2 Cantortiv axiom

Cantorovym axiomem jsme zavrSili budovani geometrie, kterd umoziiuje analyticky pfistup,
jehoz zéklady zname ze stfedni Skoly — kazdému bodu v roviné Ize pfifadit (jedinou)
uspotfadanou dvojici realnych ¢isel jako jeho soutadnice a naopak — ke kazdé dvojici realnych
Cisel (soufadnic) existuje vroviné (jediny) bod. Rovinu, kterou jsme az dosud budovali,
muzeme oznacit (B; P;I;'U; S, E; A; C).

V poznamce 4 kpt. 2.2 jsme konstatovali, Ze uspofadanou rovinu lze vybudovat (nejménc)
dvoji soustavou axiomi. K vybudovani spojitého vedou rovnéz dve cesty.

Archimediiv a Cantortiv axiom jsou schopny ,,ucpat mezery* na husté uspotradanych ptimkach
roviny (B;P.I,;'U;S;,E;A;C), jsou ale ponékud ,nesourodé“. Zatimco Cantortiv axiom
»pracuje’ jen s incidenci a uspotradanim, axiom Archimediv pottebuje shodnost. Proto se tyto
dva axiomy nahrazuji jedinym axiomem — Dedekindovym axiomem spojitosti. Pfi konstrukei
spojitého prostoru pomoci prostoru uspofadaného pouzil Richard Dedekind stejnou myslenku
jako pfi konstrukci mnoziny R pomoci mnoziny Q. Jeho konstrukce tedy demonstruje
souvislost mezi geometrii a aritmetikou.

7. DEFINICE - Fez v mnoZiné bodii: Necht’ p je mnoZina vSech bodii leZicich na pfimce p
uspofddané inciden¢ni roviny. MnoZinu MCp nazveme fezem v mnoZziné¢ p viech bodi
pfimky p pravé tehdy, kdyz

a) m+0;

b)VC;D: (C e mAD< C) = (D € m)
C) M nema maximum
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Je ziejmé, Ze libovolny bod A € p urCuje fez M v mnoziné vSech bodu piimkyp, pro body
fezu plati: VB € m: B < A. MnoZzina M ma stejné vlastnosti, jako fez v mnozin¢ R. Mnozina
P — ™M mé minimum — totiz bod A — ten je (opét v souladu s analogickymi definicemi pro
mnozinuR) hrani¢nim prvkem fezu m. Nyni je otdzkou, zda naopak ke kazdému fezu m
mnoziny p vSech bodi pfimky p existuje hrani¢ni prvek.

Ctenafe jistd nepiekvapi, Ze tomu tak neni. Stadi vzit modelAM (Q) uspofadané incidenéni
roviny a uvazovat piimku p = AB, kdeA =[1;0;0];B =[2;0;0].Mnozina m =
{[x;0;0] € Q*|x* < 2} je pak zfejmé& fezem v mnoZin& p vSech bodi této pfimky, ktera
nema hrani¢ni prvek a je tudiz mezerou v této mnozing.

8. DEFINICE (spojita usecka, polopiimka, piimka): Necht p =AB; A<B je
ptimkav uspofadané incidenéni roving (B;P;LU). UsetkuAB nazyvame spojitou pravé
tehdy, kdyz kazdy fez m pifimky p, pro ktery je A € m; B € m, ma hrani¢ni prvek.
Poloptimku resp. pfimku nazyvame spojitou prave tehdy, kdyz je spojitd kazda jeji usecka.

9. DEFINICE - spojita incidené¢ni rovina: Uspofadanou incidenéni rovinu (B;P;1;U)
nazyvame spojitou prave tehdy, kdyz

D: Existuje alespon jedna spojita usecka
Spojitou incidenéni rovinu zna¢ime podrobné (B; P; I;'U; D).

10. VETA — ekvivalence geometrii: Dedekindiiv axiom je ekvivalentni soudasné platnosti
Archimedova a Cantorova axiomu, tj. geometrie (B;P;I,'U;S;E; A; C); (B;P.1,'U; S; D) jsou
ekvivalentni.

Vzhledem k této ekvivalenci budeme misto axiomt Z;A; dale pouzivat axiom . Jednak pro
vEtsi struénost a jednak z formalnich divodd — pismenem A budeme totiz v dal$im textu
znacit afinni prostor (viz dale).

Vsimnéte si, ze jsme v predchozi vété nepozadovali rovnobéznost. Axiom £ skute¢né neni
k vybudovani ,,smysluplné“ geometrie potieba, jak bylo dokdzano konstrukci fady jejich
modeld. Geometrie, o které je fe€ ve veté 10, proto zaslouzi specidlni pojmenovani:

11. DEFINICE - absolutni geometrie, euklidovska a neeuklidovska geometrie:

Geometrii (B;P;I,'U;S; D) nazyvame absolutni geometrii. Geometrii (B;P;1,'U;S;D;E)
nazyvame  euklidovskou geometrii. Geometrii (B;P.L;'U;S;D;—~E), nazyvame
neeuklidovskou geometrii.

V fadé¢ geometrickych uloh potfebujeme pracovat s rovnobéZnosti, zato se obejdeme bez
shodnosti:

12. DEFINICE - afinni geometrie: Prostor (B;P;I;'U;D;E) nazyvame afinni rovinou, jeji
teorii pak afinni geometrii.
2. 6 Geometrie v prostoru

V dosavadnim textu jsme prozatim mluvili jen o bodech a pfimkéch a jejich vzajemnych
vztazich. VSechny geometrie, které¢ jsme takto budovali, byly tedy geometrie rovinné
(planimetrie). Abychom mohli vbudovat geometrii prostorovou (stereometrii), je tfeba nase
rozsifit jednak mnozinu zakladnich utvari o roviny a jednak ptidat nékteré axiomy incidence:
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1. DEFINICE - incidenéni prostor: Inciden¢nim prostorem rozumime uspotfadanou ¢tverici
neprazdnych, po dvou disjunktnich mnozin(3B;P;R;]), kde prvky mnozin B;P;R nazyvame
po fadé body (zna¢ime velkymi pismeny), pfimKy (zna¢ime malymi pismeny), roviny
(zna¢ime malymi feckymi pismeny) a mnozina I je sjednocenim t¥i binarnich relaci I;; I,; 15,
kde I, € Bx?P(incidence bodl a piimek); I, € BxR(incidence bodu a rovin);J; € PXR
(incidence pfimek a rovin); kde mnozina Ispliuje diive zavedené axiomy incidencell; 12; 13a
dale:

14: (VA;B;C € B)(Vp € P)[-(AIpABIp ACIp) = ('a € R: Ala ABla A Cla)]
(ke kazdym tfem bodim soucasné neincidujicim s toutéz piimkou existuje
pravé jedna rovina, ktera s nimi inciduje), zapisujeme a = ABC
15: (VA € B)(Vp € P)(Va € R)[(AIp Apla) = (Ala)]
(jestlize bod inciduje s ptimkou a piimka s rovinou, pak bod inciduje
S rovinou)
16:(VA; B € B)(Vp € P)(Va € R)[(A+BAAIp ANAla ABla) = (pla)]
(jestlize dva rtizné body inciduji s pfimkou a soucasné s rovinou, pak ptimka
inciduje s rovinou.
17:(Va; B € R)(VA € B)[(AIa ANAIB) = (3B € B)(A +# BABIB ABla)]
(jestlize dvé roviny inciduji s bodem, pak inciduji nejméné se dvéma riznymi
body)
18:(34;B;C; D € B)Y(Va € R)[-(AJa ABIa A Cla A Cla)]
(existuji alespon ¢tyfi body, které souc¢asné neinciduji s Zadnou rovinou)
19:(Va € R)(3A € B)[Ala]
(s kazdou rovinou inciduje alespon jeden bod)

Postupnym ptidavanim axiomi uspotadani shodnosti, spojitosti a rovnob&znosti dostdvane
analogicky k diive uvedenému:

(B; PRI U) — uspofadany inciden¢ni prostor (polohovou geometrii v prostoru)
(B;P;R;IU;S;D) — absolutni prostor (absolutni geometrii v prostoru)

(B;P, RIS, D;E) — afinni prostor (afinni geometrii v prostoru)

(B;P;R; I,'U; S, D; E) — euklidovsky prostor (euklidovskou geometrii v prostoru)

(kde I znaci nikoli tfi, ale devét axiomi incidence).

Posledni z vySe uvedenych geometrii je dostate¢né bohata k tomu, abychom z jejich axiomu
mohli vybudovat celou stereometrii tak, jak ji zname ze stfedni Skoly. My se vSak chceme
dostat trochu dal, proto se podivame na modely této geometrie ponékud podrobnéji. Jak jsme
Teoreticky pifesné konstrukce lze v euklidovské geometrii neomezené provadét pouze
analyticky. Na analytickém modelu jsou zaloZeny i veskeré CAD systémy, i kdyZ ani ony
(vzhledem k omezenému poctu cifer pii reprezentaci €isla) nemohou provadét konstrukce
teoreticky zcela presné€. Presto jsou jejich moznosti nesrovnatelné vetsi nez moznosti pravitka
a kruzitka.

Synteticky piistup ke geometrii — piedstava bodi jako nekone¢né malych tecek a piimek jako
nekonecné tenkych rovnych €ar — je vSak na druhé stran€ zcela nezastupitelny. V CAD
systému koneckoncli nepracujeme proto, abychom ziskali mnozinu bodti matematicky slozité
popsanou soufadnicemi, ale proto, abychom sestrojili néjakou strojni soucast — geometricky
utvar, ktery se skldda z kiivek a ploch a ktery vnimame synteticky. V dalSich kapitolach se
tedy zamétime na souvislosti mezi analytickym a syntetickym ptistupem.
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2.7 Analyticky model afinniho a euklidovského prostoru

V ptedchozich kapitolach jsme postupné uvadéli analytické modely nejriiznéjSich geometrii —
body jako uspotadané dvojice Ci trojice Cisel, pfimky jako uspoiadané dvojice resp. trojice
linearnich rovnic, aniz bychom se zajimali 0 souvislosti mezi analytickym a syntetickym
modelem. To se pokusime nyni napravit.
1. DEFINICE - vektorovy (téZ linedrni) prostor nad télesem: Necht (V:®) je
komutativni grupa, (T + ;-) téleso a @ :Tx V—-"V zobrazeni takové, ze pro kazdé u; v € Va
kazdé c;d € Tplati:

a)1®@u=u

D)c®@V®u)=(c-d) ®u

c+d)Q@u=(cQud(du)

d)c @ (udv) = (c QuDB(c V)
Pak grupu nazyvame vektorovym prostorem nad télesem (T + ;-), jeji prvky vektory.
Podrobné¢ znacime ((V,GB), (T +;-) ;®), popf. (pfi vynechani operaci) jen (V, T) Operaci
@ nazyvame s¢itani vektort, prvky télesa T nazyvame skalary, operaci @ nasobeni vektoru
skalarem. Neutralni prvek grupy (V, EB) nazyvame nulovym vektorem a zna¢ime O .

V dal$im textu budeme pracovat jen s realnymi vektorovymi prostory, tj. (T+,) = (R;+;).
Dale budeme operace @; & znacit jen +;- a opakované s¢itani vektord klasickym sumacnim
znaménkem.

2. DEFINICE - linearni kombinace mnoZiny vektori: Linearni kombinaci prazdné
mnoziny rozumime nulovy vektor. Linearni kombinaci neprazdné (kone¢né) mnoziny vektord
M={u -, €V rozumime soudet Y, c;u;. Jsou-li viechna c; rovna nule, hovoiime o
trivialni linearni kombinaci. V opa¢ném piipadé se jedna o kombinaci netrivialni.

3. DEFINICE - linearni obal mnoZiny vektori: Linearnim obalem (kone¢né) mnoziny
M € "Vrozumime mnozinu £ (M) viech jejich kombinaci. Zna¢ime

n

v= Z Ciui} e M={u;}i_,

i=1

LM ={ug;uy;...;u,) = {v eV

L(M) = () =0 © M=0

4. DEFINICE - linearni zavislost a nezavislost (kone¢né) mnoziny vektorta: kone¢nou
podmnozinu vektorového prostoru 'V nazveme linearné zavislou pravé tehdy, kdyz alespoit
jeden vektor této mnoziny je linedrni kombinaci ostatnich vektord této mnoZziny. V opacném
pfipadé nazyvame tuto mnozinu linearné nezavislou.

5. DEFINICE - kone¢ny generator linearniho prostoru, baze: (Kone¢nou) mnozinu G <
"V nazveme generatorem prostoru Vopravé tehdy, kdyz £ (G) = V. Linearné nezavisly
generator prostoru 'V nazyvame jeho bazi.

6. VETA: Libovolné dvé konetné baze téhoz linearniho prostoru maji stejny pocet prvki.

7. DEFINICE — koneé¢na dimenze: Necht linearni prostor 'V ma koneénou bazi s n prvky.
Pak ¢&islo n nazyvame dimenzi prostoru V. Dimenzi prostoru V zna¢ime Dim V. Je-li
Dim V=1 , pak prostor V znagime V".
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Z ptedchoziho textu plynou nasledujici dasledky:

Jednoprvkova mnozina neobsahuje zadny ,,ostatni* vektor, mnozina ,,ostatnich* vektord je
Vv tomto piipadé prazdna. Linearni kombinace prazdné mnoziny je nulovy vektor (def. 2).
Nulovy vektor je tedy linedrné zavisly (def. 3). Kazdy jednotlivy nenulovy vektor je linearné
nezavisly, nebot’ neni linearni kombinaci prazdné mnoziny (def. 3).

Bazi trivialniho vektorového prostoru (prostoru obsahujiciho pouze nulovy vektor) je prazdna
mnozina, jeji linearni kombinaci je dle def. 2. nulovy vektor. I v tomto pfipad¢ je tedy kazdy
vektor linedrni kombinaci baze. Dimenze tohoto prostoru je rovna nule, nebot’ jeho baze
neobsahuje zadny prvek.

8. DEFINICE - izomorfismus vektorovych prostori: Vektorové prostory
((V@); (R; +;-);®); ((WEEI), (R; +;-);&) jsou izomorfni pravé tehdy, kdyz existuje
bijekce ¢: V- "W takova, Ze pro kazdé u; v € Vakazdé c; d € R plati:

a) p(u@®v) =) He)

b) p(c @ u) =c X g(u)

9. VETA - 0 izomorfizmu kone¢nérozmérnych prostori: Kazdy vektorovy pros‘torw/n je
izomorfni s vektorovym prostorem R™ uspotadanych n-tic realnych ¢isel.

Pracujeme-li tedy s kone¢né rozmérnym linearnim prostoremVn, pak ptedchozi véta zarucCuje
existenci izomorfismu ¢: VSRR Umoziuje tak pracovat vzdy v prostoru R™ a vysledky
pak pomoci inverzniho izomorfismu ¢! R V" prenést zpét do prostomVn. \Y
prostoruR™nejcastéji pracujeme s bazi

e; =(1;0;0;...;0); e, =(0;1;0;...;0); ...;e, = (0;0; 0; ...; 1) (2.7.1)
10. DEFINICE - standardni baze prostoru R": Bazi {e;; e,; ...; e, } dle (1) nazyvame
standardni bazi prostoruR™.
Abychom usetfili indexy zna¢ime standardni bazi prostoru R? resp. R3¢&asto {i; j} resp.
{Lj; k.
11. DEFINICE - soufadnice vektoru: Necht V" je linearni prostor dimenzen, &=
{u;}i=,jeho libovolnd baze a v =), v;u; jeho libovolny vektor. Koeficienty v;;i =
1;2; ...;n této linearni kombinace nazyvame soufadnicemi vektoru v V bazi@, piSeme v =
(v1; vg; .. ; V) g Je-li baze & standardni, budeme jeji znaceni vynechavat.

y . v . I3 - - v v ’ n r
Nyni je zfejma konstrukce izomorfismu z véty 8: Kazdy vektor prostoru V' zobrazime na
uspotadanou n-tici jeho soufadnic v libovolné bazi.

12. DEFINICE - Kkolinearni a komplanarni vektory: nenulové vektory
wv EVn(u;V;w EVn) nazveme vzajemné kolinearni (komplanarni) prave tehdy, kdyz jsou
linedrné zavislé.

13. DEFINICE - afinni prostor: Necht A" je neprazdna mnozina, V" linearni prostor
dimenzenag: A" x A" - V" zobrazeni takové, ze plati:

a) pro kazdé A€ A" akazdé x € V" existuje pravé jedno BEA" takové, ze (4; B) = x
b) pro kazdé A4,B,C € A"je p(4;C) = p(A;B) = ¢(B; ()

v ’ I3 . I3 r . 4 r n

Pak mnozinu A" nazyvame (algebraickym) afinnim prostorem. Linearni prostor 'V
I /4 W W 4 wr W n 4 /4

nazyvame zaméfeni prostoru A", znadime ¢asto V' =Z (./’Zln) Prvky A € A" nazyvame
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body afinniho prostoru. Uspofadanou dvojici [A4; B] nazyvame umisténim vektoru X
v prostoru A". Misto X = ¢(4; B) budeme psat X = B — A, popi. X = AB. Je-lix =B — 4,
pak piSeme B = A+ x. Tento model znacime podrobné jako uspofadanou trojici

(A% V% 0).

Pojmenovani tohoto prostoru neni nahodné. V kpt. 2. 5. jsme definovali afinni rovinu jako
rovinu (B;P;I;'U;D;E), v kpt. 2. 6. pak afinni prostor jako (B;P;R;1;S;D;E). Lze ukazat, ze
afinni prostor definovany definici 12 spliuje vSechny axiomy afinni roviny v ptipad¢, Ze jeho

) , 2 . , . , y .
zaméfenim je vektorovy prostor 'V, tj. vektorovy prostor izomorfni s R?, a viechny axiomy
v ax m vy , 3
afinniho prostoru v piipadé, Ze jeho zaméfenim je vektorovy prostor V', tedy prostor
izomorfni s R3. P¥imka prochazejici dvéma riiznymi body 4; B je definovéana jako mnoZina
boda
X=A+t-(B—A); teR
rovina uréend tfemi navzajem ruznymi nekolinedrnimi body 4; B; C
X=A4+u-(B-A)+v-(B—A4);, y;veR

Vektory v téchto rovnicich (smérové vektory) vétSinou zna¢ime jednim tuénym pismenem,
dostavame tak

ptimku X=A+t's; teR; (2.7.2)
arovinu X=A4+u-r+v-s; wveER; (2.7.3)
Mame-li afinni prostor (ﬂz; V2;¢) = (R%; R?; @) resp. (le3; VB; (p) = (R3; R3; @), kde
@(A; B) = (by — ay; by — ap) resp. @(4; B) = (by — ay; b, — az; by — as); jsou body stejné
jako vektory uspotadané dvojice (trojice) realnych ¢isel, takze mizeme psat s = (s;1;5,); A =
[a;;a;] (pro odliseni od vektori v hranatych zavorkach). V trojrozmérném piipadé
analogicky. Rovnice (2.7.2), (2.7.3) pak mizeme piepsat ve tvaru

[x1; x2] = [ag; az] + - (s1552) resp. [xq; x25 x3] = [ay; az;as] + ¢+ (515525 53)
Porovnanim jednotlivych sloZzek dostaneme zndmé parametrické rovnice:
x1 = a1 +t- Sl

resp. Xz =az +t-s;
x3:a3+t'53

X1=a1+t'51
x2=a2+t'52

Podobné jako v poznamce 4, bod a nenulovy vektor generuje jednorozmérny afinni
podprostor (pfimku), bod a dva nekolinearni vektory generuji dvojrozmérny afinni prostor
(rovinu). Analogicky se znacenim zavedenym v def. 3 budeme piimku uréenou bodem A a
smérovym vektorem s znacit (4; s), rovinu uréenou bodem A a nekolinearnimi vektory r; s
pak (4; r;s).

14. DEFINICE - rovnobéZnost v afinnim prostoru: Dv¢ piimky (roviny) afinniho prostoru
nazveme rovnobézné prave tehdy, kdyz jsou jejich smérové vektory kolinedrni (komplanarni).

Afinni prostor s takto zavedenou rovnobéznosti spliiuje vSechny axiomy J;'U;D;E a je tedy
afinni rovinou (v pfipadé jzlz) resp. afinnim prostorem (v piipadé _543) ve smyslu pfedchozich
definic. Takto vybudovany afinni prostor je vSak daleko obecné€jsi nez afinni prostor
definovany dfive, a to ve dvou smérech: jednak mizeme pracovat ve vice nez tfech rozmérech
a jednak mizeme opustit Cist€¢ geometrickou predstavu takového prostoru. Pozadavky def. 12
splnuyji (a afinni prostor tedy tvoii) nejen body, pfimky a roviny, ale také napt. vSechna feSeni
soustavy linedrnich algebraickych a diferencialnich rovnic a dal§i matematické objekty.
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Abychom timto zplisobem vybudovali nejen prostor afinni, ale 1 euklidovsky, je tfeba
zaméfeni prostoru vybavit dalS§imi vlastnostmi.

15. DEFINICE — norma, normovany linearni prostor: Necht "V je linearni prostor a
Il |I:"V=R zobrazeni takové, ze pro kazdé c € R; u; v € Vplati:

a) lull = 0; Jlull=0=u=0
b) llcull = [c| - [[ull
c) la + v < [lull + [lv]l
Pak zobrazeni || || nazyvame normou vektoru a prostor 'V normovanym linearnim

prostorem.

16. VETA — norma a metrika: Na kazdém normovaném prostoru lze definovat metriku.
Touto metrikou je funkce p(u; v) = ||lu — v||. Rikame, Ze tato metrika je indukovana normou,
anebo naopak norma indukuje metriku.

Obracena véta samoziejme neplati. Ne kazdy metricky prostor je prostorem normovanym. Uz
proto, Ze to nemusi byt viibec prostor vektorovy.

17. DEFINICE - skalarni sou¢in, unitarni prostor: Necht "V je linearni prostor a
(;):'Vx V=R zobrazeni takové, Ze pro kazdé u; v; w € Vakazdé ¢ € R plati:

a(wu)=20(wu)=0u=0
b) (u;v) = (v;u)

) (cu;v) = c(u;v)

d (u+v,w) =(uw)+ (v;w)

Pak operaci (;) nazyvame skalarni sou¢in a linearni prostor V nazyvame unitarnim prostorem.

18. VETA - o existenci skalarniho soucinu: Na kazdém kone¢nérozmérmém vektorovém
prostoru 1ze definovat skalarni soucin.

Podle véty 8. je kazdy konecné€rozmérny vektorovy prostor izomorfni s R", takze existenci
skalarniho soucinu sta¢i ukazat jen v R™: timto soucinem je ziejmé zobrazeni

n

(u, V) =u + UV, + .- +unvn = z u;v; (274)
i=1

19. VETA - skalarni soudin a norma: Na kazdém unitarnim prostoru Ize definovat normu.
Touto normou je ziejmé zobrazeni || | V—R takové, Ze pro kazdé u eV je |lul| =

J/ (u; u). Rikdme, Ze tato norma je indukovana skalarnim souc¢inem, anebo naopak — skalarni
soucin indukuje normu.

Obracena véta opét neplati.

20. POZNAMKA: Skalarni sougin (2.7.4), ktery znéte jiz ze stfedni §koly, indukuje normu
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llull = V(W w) = Juuy +upuy + - +upu, = \/uf +us+--+ui = (2.7.5)

kterou zname jako ,,velikost vektoru® a tato norma dale indukuje metriku

p(wiv) = llu = vl = Y =viu=v) = s = v)7 + = +ty =07 + | ) (= v)? 27.6)
i=1

kterou si miizeme predstavit jako ,,vzdalenost koncovych bodia* vektorii u; v.

21. DEFINICE - shodné zobrazeni: Zobrazeni o: A" x A"se nazyva shodné pravé tehdy,
kdyz pro kazdé u € Z(A") plati ||a(w)|| = [lull.

Afinni prostor s takto zavedenou shodnosti spliiuje vSechny axiomy I,U;S;D;E a je tedy
euklidovskou rovinou (v piipadé A%) resp. euklidovskym prostorem (v piipadé A°) ve
smyslu pfedchozich definic. Rovnéz u euklidovského prostoru mizeme uvazovat vice
dimenzi, zna¢ime obecnd E".

22. DEFINICE - ortogonalni a ortonormalni vektory, ortogonilni a ortonormalni
baze:Vektory u; v, pro které je (u; v) = 0 nazyvame ortogonalni. Je-li navic ||u|| = ||v|| = 1,
jednd se o vektory ortonormalni. Bazi, jejiz vSechny vektory jsou navzajem ortogonalni
(ortonormalni), nazyvame ortogonalni (ortonormalni) bazi.

Obecny aparat matematickych struktur a prostorti umozniuje zcela novy pohled na soufadnice
vektort. Soufadnice vektoru v napt. v bazi {u;; u,; uz} nejsou ni¢im jinym, nez koeficienty
vy; Vy; v3 V linearni kombinaci v = vyu; + v,u, + v,us. V. R3 pouzivame vétsinou bazi
{i;j; K}, kde i = (1;0;0); j = (0;1;0); k = (0; 0; 1). Je-li pak napf. v = 5i + 2j — 3Kk, pak
tento vektor ma soufadnice v = (5; 2; —3).

Uvazujeme-li bazi {u;; u,; us}

a méjme vektor V =vuy + U, + vyus

Skalarné vynasobme vektorem u,: (v;uy) = (vyuy + vyu, + vyus;uy)

Z vlastnosti c¢) d) def. 16 plyne (v;uy) = v(ug;uy) + vy (uy; uy) + vy, (uz;uy)
Je-1i baze ortogonalni, pak (uy;uy) = (uz;uy) =0

takze (v;uy) = vy (ug;uy)

Je-1i baze navic ortonormalni, pak (uj;uy) =1

takze (v;uy) =1,

analogicky (V;uy) =vy;  (Vyug) =4

Souradnice vektoru v dané ortonormalni bazi tedy nejsou nic jiného, nez hodnoty skalarnich
sou¢inti dan¢ho vektoru s jednotlivymi prvky baze. Pro libovolny prvek v n-rozmérného
prostoru s ortonormalni bazi {u;; u,; ...; u,,} tedy plati

n

V= (@)U + W)U+ V), = Y (),
i=1
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23. DEFINICE - kartézska souradna soustava, kartézské souiadnice bodu: Kartézskou
soufadnou soustavou Vv roving (prostoru) rozumime uspofadanou trojici (¢tvefici) (0; i; j) resp.

(0;1;; k); kde 0 € * resp. 0 € E°; a {i;j} resp. {i;j; k} je ortogondlni baze Z(ZE*) resp.
Z(Z'3). Bod O nazyvame pocatek, piimky x = (0;i); y = (0;j); z = (0; K) soufadnicové
osy, vektory i;j; k jednotkové vektory. Je-li A =0 + a;i+ a,j resp. A =0+ a4i + a,j +
asK, pak koeficienty ay;a,; (a3) nazyvame kartézské soufadnice bodu, zapisujeme A =
[ay; az] resp. A = [ay; ag; as).

2. 8 Geometricka zobrazeni v euklidovské roviné

Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je, jak zndmo, podmnozina kartézského soucinu A X B,
ktera obsahuje pouze uspofddané dvojice [x; x'], ve kterych kazdy vzor x ma pravé jeden
obraz x'. Specialné v euklidovské roviné > resp. v euklidovském prostoru ° je kazdému
bodu X pfifazen pravé jeden bod X'. Na stfedni Skole jste se zabyvali osovou a stfedovou
soumérnosti, posunutim, oto¢enim a stejnolehlosti, a to vyhradné synteticky — geometrické
ulohy na toto téma jste fesili pravitkem a kruzitkem. Grafické systémy pocitact tyto ulohy

Coree v NS R . I . ; 2 .
,umgji* fesit rovnéz. Resi je samoziejme analyticky. Analytickému popisu zobrazeni v Z” je
vénovana tato kapitola.

Uvazujme tedy bod X = [x;x,] € >, ktery zobrazime na bod X' = [x'y;x,] € F>. Déle
méjme zobrazeni Z: F*>—F*. Toto zobrazeni, je popsano soustavou rovnic, kterd na zakladé
soufadnic [x;;x,] bodu X stanovi soufadnice [x'y;x’,] bodu X'. Tuto soustavu lze zapsat
obecné ve tvaru

x'y = f1 (x5 x2)

x'y = fo(x1;x3) (28.1)

1 PRIKLAD: Jsou dany body A = [0;0]; B = [2m;0]; S = [m; 0] a zobrazeni ZFP P,
které je dano rovnicemi

x'y =3sin3x; + 4

"x', =2cos5x; + 6

Urcete obrazy A' = Z(A); S' = Z(S); B' = Z(B) bodu A4, S, B.

ReSeni:
. a'y=3sin3a;+4 _ a'y=3sin-0+4 _ , ., ._
AIa’Z:2C055a1+6$a12=2COS(5'O)+6:A —[al’az]_[4’8]
1 =3sin3s, +4 _ s =3sinGm 44 _ o 1.
5.5,2=2C055S1+6:>S'2=ZCos(5n)+6:>S = [s'y;5"2] = [4; 4]
B,.b1:381n3b1+4 b1:351n(3.2n)+4$3,=[b’l;b’2]=[4;8]

'b’2=2c055b1+6:>b’2=2cos(5-27t)+6

Jestlize touto soustavou transformujeme vSechny body utvaru U, obdrzime jeho obraz ‘U’
v daném zobrazeni. Pokud jsou funkce f, g spojité (nebo alespon po castech spojité), je
obrazem kiivky opét kiivka (nebo nékolik kiivek). Obrazem usecky vsak nemusi byt usecka.

V nasem piikladu je AB usecka, bod S je jeji stied. Obraz této usecky v zobrazeni Z Si
mizeme prohlédnout na obr. 2.8.1 vlevo. Déle jsou zde obrazy téze tsecky AB V zobrazenich

ZW; Z® ktera jsou dana rovnicemi
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1
Z, xf )= x, +1,5 @), %1 COS X
()—smx + 1,5 x§2)=x1+2,5
9 B ' ’ 9
]2  ATB

4 \ | S’
4 N S
2/:/ \[ B
AN

VTAO 1 2 SS 4 5 GB 7 8

Obr. 2. 8. 1: Zobrazeni usecky a trojuhelnika (k ptikladim 1 a 2)
2 PRIKLAD: Jsou dany body A = [0;0]; B = [4;1]; C = [1;4] a zobrazeni Z:F°—F* je

dano rovnicemi
Z xll = 1,5x1 - 1/.7(.'2 + 1

xlz =\X1 + X1X2o

(mnoZina fz je tedy podmnoZinou F* - je to zfeym€ mnozina bodd, jejichZ obé soufadnice
jsou nezaporn¢). Ur¢eme obraz trojuhelnika ABC.

ReSeni: Soutadnice A’; B'; C' vrcholii trojuhelnika A’B’C’ uréime stejné jako v predchozim
ptiklad¢, napf:

b’y =1,5b; — J—+1 by=15-4—vV1+1
b’y = /by + b.b, by=vVd+4-1

Pro body A;C analogicky. Toto zobrazeni si mizeme prohlédnout na obr. 2.8.1 vpravo.
Poznamenejme, Ze jsou-li funkce f; (x1;x5); fo(xq; x5) ve vztahu (2.8.1) spojité, je obrazem

usecky kiivka. O ktivkach pojedname podrobné&ji v kpt. 4., pro tuto chvili problematiku
kiivek opustime.

B’: = B' = [b'y;b',] = [6; 6]

V geometrii na stfedni Skole jste se setkdvali nejcastéji se zobrazenimi, v nichZ obrazem
ptimky byla opét ptimka. Tato zobrazeni se nazyvaji kolinearni (z latinského linea - pfimka).

Rovnice, které tato zobrazeni urcuji analyticky, jsou linearni. Lze je tedy psat ve tvaru

x,1 = aqi1XxX1 + A12Xy + V1
x,2 == a21x1 + a22x2 + 172

anebo v maticovém tvaru

/A
X1\ _ (%1 G21\ (%1 U1 1T _ A .wT T
(x'z) B (a21 azz) (xz) + (Uz) >XT =AX tv

40



2 Euklidovsky prostor UM FSI VUT v Brn& Studijni text

Body (zde x'7; XT) i vektory (zde vT) ,,funguji* v t&chto zapisech jako matice typu 1x2.
V téchto zéapisech je tedy tfeba body reprezentovat jejich polohovymi vektory. Polohové
vektory bodl budeme tedy znacit tu¢nou velkou kurzivou - pro odliSeni od vektorti znacicich
napt. posunuti (zde vektor vT). Matice A typu 2x2 v tomto zapisu pak uréuje dalsi parametry
zobrazeni (napf. otaceni, zvétSovani atd.).

Stanoveni nékterych zobrazeni je velmi jednoduché. Chceme-li napf. pouzit osovou
soumernost s 0SOU V 0se x, ziejme staci zmenit znaménko druhé soutfadnice zobrazovaného

bodu, tedy
o:  TIM =()=( %))+ ()=xT =0 x

2 = x',
kde

0(x) = ((1) —01)

je matice osové soumérnosti podle osy x. Pro osovou soumérnost s 0S0u v 0Se y analogicky
x'1=—x; x4 -1 0\ (%1 0 /T T
: = = . = = .
00) v = 4 (x’z) ( 0 1) (xz) + (o) X" =00) X
Posunuti (translace) o vektor v = (vy; v,):
= +v x' 1 0\ (%1 V1 T
TWv): X1=% 1:>< 1): - =>X" =E-X"+v7
(V) x,2 = Xy + U, xlz (0 1) (xz) + (UZ) TV
Otoceni (rotace) o uhel o kolem pocatku:
x'; =x;cosa — x,sina x's cosa —sina\ (X1 0
RO; a): -, ) :>( , ) =", . =
(0; ) X'y = x;sina + x, cosa X' (sma cosa) (x2)+(0)
X" =R(0;a) - XT
Na obr. 2.8.2 vidime takto provedenou rotaci trojithelnika o 5° kolem pocatku a posunuti o
vektor v = (% ;) (oboji nékolikrit po sobe).

NN

i

Obr. 2.8.2: Rotace trojuhelnika kolem pocatku, posunuti a osova soumérnost podle piimky
x=09.

V pocitaové grafice vSak nepotiebujeme jen takova ,,jednoducha® zobrazeni. Otacime nejen
kolem pocatku, ale i kolem obecného bodu S = [s;;s,]. Utvar potiebujeme zobrazit
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soumérné nejen podle soutadnych os, ale 1 podle jinych piimek atd. Tato zobrazeni ziskavame
skladanim zobrazeni vySe uvedenych. AvSak tato skladdni jsou v afinnim prostoru dosti
komplikovana. Na obrazku vidime sestrojenou soumérnost podle ptimky p(x = 9). Tato
piimka vznikne posunutim osy y (tj. pfimky x = 0) o vektor v = (9;0). VySe uvedena
analyticka reprezentace zobrazeni O(y); 7(v) muzZe tedy svadét k zavéru, Ze ,,posunuti
osova soumernost je tvaru

G e

Jestlize vSak podle tohoto vyjadieni spocitame soutradnice vrcholli obrazu zobrazovaného
trojuhelnika, zjistime, Ze vysledek neodpovida syntetické konstrukci. Situace je totiz ponékud

vvvvvv

musime osu p(x = 9) i trojuhelnik nejdiive posunout o vektor —v = (—=9;0), tj. pouzit
zobrazeni

X] =E-X" -V’
Takto ziskany bod X; mizeme nyni zobrazit v osové soumeérnosti s 0SOU V 0Se y, {j.
X;=0)-X] =0(y)(E-X"-v")
a kone¢né bod X, ,,posunout zpét“ o vektor v, t].
X" =E-XJ+Vv =E-[0(y) (E-XT —vD)]+V’

Pro osovou soumérnost podle osy x = v; tedy dostavame
G)=C DG -+ =G DG +(F)
Tato osova soumérnost je ilustrovana opét na obr. 2. 8. 2.

Z tohoto piikladu vidime, Ze v euklidovské roving€ je slozeni tii zobrazeni uz pomérné
komplikované. Osovou soumérnost podle obecné pfimky ale obdrzime sloZzenim ne tfi, ale
péti zobrazeni. Navic budeme skladat zobrazeni i v prostoru, kde bude princip stejny, pocet
skladanych zobrazeni muze byt jeSté vysSi a technické provedeni jesté¢ komplikovangjsi.
V euklidovském prostoru je jak analyticky, tak synteticky popis takového zobrazeni jiz
prakticky neunosny. V nésledujicich kapitolach proto prostudujeme tato zobrazeni v
projektivni roving, ktera tyto ulohy zna¢né zjednodusi.
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3 Projektivni prostor

3.1 Zakladni pojmy

Jednim z dilezitych pojml pocitaCové geometrie je pojem promitani. Promitdnim rozumime
zobrazeni euklidovského prostoru do euklidovského prostoru, které kazdou ptimku zobrazi
opét na pfimku, anebo na bod. Popis takovych zobrazeni je v euklidovském prostoru casto
velmi komplikovany.

Podivejme se na potize syntetického popisu takového zobrazeni mezi dvéma rdaznymi
euklidovskymi rovinami, které oznac¢ime napt. p; p’. Celou situaci si miizeme piedstavit tak,
ze rovina p je prihledna folie, na které je neprtihlednou barvou sestrojen néjaky geometricky
utvar (usecka, trojuhelnik, atd.). Tato folie je osvétlena svételnym zdrojem, jehoz paprsky po
priuchodu folii dopadaji na rovinné stinitko p’. Svételny zdroj muze byt bud’ bodovy, anebo
plosny, folie miize byt se stinitkem rovnob&zné, anebo riznobézna. Dostavame tak Ctyfi rizné
situace, které jsou znazornény na obr. 3. 1. 1.

Sy
/6 y’
" !
:
T
|
/

Obr. 3.1.1. Promitani roviny na rovinu

Budeme-1i se chtit podrobnéji popisovat vlastnosti tohoto zobrazeni, bude tfeba popisovat
vzdy kazdou situaci zvlast. Napiiklad trojuhelniky AABC; AA'B'C’ jsou v prvnim piipadé
shodné, ve druhém uz jen podobné. Ve tretim pfipadé uz trojuhelniky nemuseji byt ani
podobné a ve ¢tvrtém uZ obrazem trojihelnika nemusi byt trojihelnik. Pfesto maji vSechny
Ctyti pfipady mnohé vlastnosti spolecné. Proto je vyhodné povazovat je za piipad jediny. To
je ovSem mozné jen rozSifenim naSich dosavadnich geometrickych piedstav.

Zminéné Ctyti situace se lisi tim, ze promitaci pfimky bud’ maji, anebo nemaji spole¢ny bod a
roviny bud’ maji, anebo nemaji spole¢nou piimku. Tyto ¢tyfi na prvni pohled rozdilné situace
budeme tedy moci popsat jako jediny piipad, pokud zajistime, aby i rovnobézné ptimky mély
spoleény bod a rovnobézné roviny spole¢nou piimku. To vypada na prvni pohled velmi
podivné — zda se, Ze bychom v euklidovském prostoru museli zrusit axiom o rovnobézkach. |
kdyz geometrie, Ktera nezna rovnob&zky, existuje, my ptjdeme jinou cestou. V euklidovském
prostoru nebudeme nic rusit, naopak ho rozsifime. Podivejme se nejdiive na rovinu.

Euklidovskou rovinu rozsifime o projektivni axiom:
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P: Kazd¢ dvé ptimky, které lezi v téZe roviné€, maji spolecny bod.

Tim se sice dostavame do sporu s axiomem E (o rovnobézkach), situaci vSak jednoduse
napravime tim, Ze za¢neme rozliSovat dva druhy bodi: body, které jsme az dosud uvazovali,
budou tzv. body vlastni. Axiom E tedy neni tieba Skrtat, sta¢i ho pouze upfesnit:

Ep: Bodem A nelezicim na pfimce p prochazi pravé jedna ptimka a, ktera s pfimkou p
nema spole¢ny zadny vlastni bod.

Piimku a, o které mluvi axiom Ep, nazveme rovnobézkou k piimce p. Axiom Ep pak tedy
tik4, ze rovnobézky nemaji spoleény zadny vlastni bod. Protoze vSak podle axiomu P néjaky
spole¢ny bod mit musi, bude timto spoleénym bodem bod, ktery neni vlastni — nazveme ho
tedy bodem nevlastnim.

Rovinu resp. prostor, kde misto axiomu E plati axiomy P a Ep nazveme projektivni
rovinou resp. projektivnim prostorem. Budeme znagit o E> resp. o F".

Nez se zamyslime nad tim, jak si nevlastni bod, projektivni rovinu a projektivni prostor
predstavit (vime, Ze pfisn€ vzato si je nemusime piedstavovat viibec nijak), podivame se na
n¢jaké vlastnosti.

1. VETA: Kazdé dvé roviny projektivniho prostoru maji

a) spole¢ny bod
b) spole¢nou piimku

Pro ilustraci ptedved’'me diikaz této véty (dalsi véty uz dokazovat nebudeme)

Dikaz: Jsou-li roviny a; B riznob&zné, maji spole¢nou prisecnici, kterou zname jiz ze
stiedoskolské geometrie. Je-li a || B, existuji pfimky a; b tak, ze a € a; b € S a a || b. Podle
axiomu P maji pfimky a; b spoleény bod — oznatme ho R. Bod R tedy lezi na piimce a,
ptimka a lezi v roviné a. Podle axiomu 17 tedy bod R lezi v roviné a. Bod R ovSem lezi i na
ptimce b, ptimka b lezi v roviné 8, podle téhoz axiomu 17 tedy bod R lezi i v roviné 5. Bod R
je tedy spole¢nym bodem rovin «; B — dokazali jsme tvrzeni a). Maji-li vS§ak dvé roviny
spole¢ny bod, musi mit podle axiomu 19 spolecnou piimku, ktera timto bodem prochdzi. Tim
je dokazano i tvrzeni b).

Zcela bez jakychkoli piedstav, jen pouzitim dosavadnich axiomi lze dale dokazat, ze v kazdé
roviné projektivniho prostoru lezi nekonecné mnoho nevlastnich bodt, které vSechny lezi na
jedné piimce. Jedna se o tzv. nevlastni primku (na rozdil od klasickych piimek
»euklidovskych® které nazyvame piimkami vlastnimi). Nevlastni pfimkou je i spole¢na
pfimka dvou rovnobéZznych rovin.

Podivejme se nyni na to, jak si dané pojmy a vlastnosti piedstavit — na modely projektivni
roviny a projektivniho prostoru. Stejné jako v ptipad¢ euklidovské roviny a euklidovského
prostoru mame k dispozici dva zékladni modely. Oba modeluji projektivni Gtvary jako utvary
euklidovské, které vSechny prochdzeji jednim euklidovskym bodem a maji ,,jeden rozmér
navic®.

2. SYNTETICKY MODEL PROJEKTIVNI ROVINY: Projektivni rovina je matematicka
konstrukce vhodna k popisu promitani. Modelem projektivni roviny miZze byt trojrozmérny
euklidovsky prostor s vyjimkou jednoho bodu. Piedstavme si stiedové promitani na stinitko.
Kazdy euklidovsky bod v prostoru (mimo stfed promitani) 1ze promitaci pfimkou promitnout
na stinitko. Modelem projektivniho bodu projektivni roviny bude celd tato promitaci ptimka.
Mnozina vSech promitacich pfimek, které ,,svoje* body promitaji do euklidovské pifimky,
modeluje projektivni ptimku (viz obr. 3. 1. 2.).
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projektivni body

cuklidovska rovina
(stinitko)

cuklidovské body

Obr. 3.1.2. Synteticky model projektivni roviny

Na obr. 3.1.3 a 3.1.4 mame vymodelovany nékteré¢ beézné situace tykajici se incidence.
Pon€kud jsme zménili prostorové uspotfadani, abychom ho lépe vyuzili pii pozdéjSim
analytickém popisu.

Na obr. 3.1.3 vlevo jsou body A; B; C projektivni roviny (promitaci piimky z obr. 3.1.2),
vpravo projektivni pfimka p prochézejici projektivnimi body A; B . Déle je zde projektivni
ptimka n, kterd ani jednim z bodl A; B neprochdzi. Euklidovsky bod, kterym vSechny ttvary
n; p; A; B; C prochdzeji, neni objektem naSeho modelu projektivni roviny, odpovida stfedu
promitani na obr. 3.1.2.

Na obr. 3.1.4 mame vymodelovany dv¢ projektivni riznobézky p; q se spoleénym bodem A.
Navic zde mame sestrojenou rovinu, ktera neprochazi spolecnym bodem utvari n;p; q; 4,
které modeluji pfimky resp. bod v rozsifené roviné. Tato rovina tedy neni objektem naSeho
modelu, ale zfejm¢ modeluje euklidovskou rovinu — vidime vni ,klasické” modely
raznobézek p; q a jejich pruseciku A. Tato rovina opét neni objektem naSeho modelu
projektivni roviny a odpovida stinitku na obr. 3.1.2.

Na obr. 3. 1. 5 jsou dvé rovnobézky, které maji v projektivni rovin€ rovnéz spolecny bod
modelovany euklidovskou pfimkou ,A. Ta neprotind model euklidovské roviny a pro tento
bod tedy nelze v euklidovské rovin¢ pouzit ,klasicky* model — ,,bezrozmérnou tecku. Tento
bod je ovSem mozné v euklidovské roviné vyznalit jako smérovy vektor A4 - tj. spolecny
smerovy vektor ptimek p; q. VSimnéte si, Ze nevlastni bod A lezi na ptimce n, kterou rovnéz
neni mozné tradiéné znazornit. Je to nevlastni pfimka nasi projektivni roviny. Budeme-li
meénit smér rovnobéznych piimek p; g, bude se menit i jejich spolecny nevlastni bod. Vzdy
vSak bude leZet na nevlastni pfimce n.
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Obr. 3.1.3 Body 4; B; C projektivni roviny (vlevo), pfimka p prochazejici body A; B a piimka
n, ktera témito body neprochazi (vpravo)

Obr. 3.1.4 Rovnobézky p; q projektivni roviny se spoleénym nevlastnim bodem ,A.
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3. ANALYTICKY MODEL PROJEKTIVNI ROVINY. Analytickym modelem roviny
»F* je mnozina vSech jednorozmémych podprostorti zaméfeni Z (f3). Bodem v tomto
modelu je tedy mnozina vSech vektora tvaru

P = {lc- (01 p2s P3)|(P1; P2; P3) € Z(E); k € R}

Abychom tento model uvedli do souvislosti s pfedchozim modelem syntetickym, opatieme
synteticky model kartézskou soufadnou soustavou s osami x = (0;1i); y = (0;j); w = (0; K).
Pocatek zvolme ve spole¢ném bod¢ euklidovskych ptimek, které modeluji projektivni body,
tj. ve stfedu promitani 3.1.2. Tyto euklidovské piimky Ize chdpat nasobky smérového vektoru

p = (pl; pZ; wp)-

B\ A @ A

‘eprezentant
& bodu

bod

Obr. 3.1.5 K analytickému modelu projektivni roviny.

Jednotlivé  (nenulové) vektory ztohoto podprostoru, tj. napf. (pl D2 a)p) * 0;
(2p1;2p2;2wp); (—3p1;—3p2;—3wp) nazveme reprezentanty projektivniho bodu P —
budeme je znacit P*. Je-li P* = (pl; D2 a)p); pak uspotadanou trojici (p1 ;D2; wp) nazyvame
homogenni soufadnice bodu P. Euklidovska rovina n, ktera modeluje nevlastni pfimku, ma
rovnici w = 0.

Ma-li byt bod A = {k - (aj; a3; ws)} vlastni, musi euklidovska ptimka uréena pocatkem a
nékterym reprezentantem bodu A protnout euklidovskou rovinu, ktera ma v nasi kartézské
soufadné soustavé rovnici w = 1. To ovSem znamend, Ze w, # 0. V tom piipadé¢ ovSem
miZzeme polozit k = w; ! a vlastni bod reprezentovat vektorem

A" = (ﬁ; a—;; 1) = (ay;a,1) (3.1.1)

wy Wy

,,Koncovy bod“ kazdého takového vektoru lezi v euklidovské roviné o rovnici w = 1. V této
roving lze zvolit kartézskou soufadnou soustavu tak, ze ,,koncovy bod* reprezentanta A* ma
kartézské soufadnice [a;; a,]. Tento vektor budeme nazyvat standardnim reprezentantem
bodu A. V dal$im textu budeme pracovat vétSinou se standardnimi reprezentanty vlastnich
bodl. V tom piipadé budeme misto A* psat jenom A. Pfipadné jiné reprezentanty vlastnich
bodl budeme pro odliseni znacit A*.

47



3 Projektivni prostor UM FSI VUT v Brné Studijni text

4. NEVLASTNI BOD v syntetickém modelu piedstavovala piimka leZici v roving w = 0. Je-
li tedy S* = (s1;5,; ws) reprezentant nevlastniho bodu, musi byt wg, takZze nevlastni bod je
mnozina vektord tvaru

S = {(ksy; ksa; k- 0);k # 0} = {(ksy; ksp; 0); k # 0}

a je mozno ho reprezentovat vektorem
oS = (ksy;ks,;0);k =0 (3.1.2)

Ptimku s timto smérovym vektorem nelze v euklidovské roviné zobrazit jako bod. Nevlastni
body tedy interpretujeme jako sméry, jejich jednotlivé reprezentanty jako vektory daného
sméru. V analytickych konstrukcich budeme tyto body misto ,,S* ¢asto znacit malym tu¢nym
S.

5. ANALYTICKY MODEL PROJEKTIVNIHO PROSTORU Konstrukce trojrozmérného
projektivniho prostoru oE® probihd prakticky stejné jako konstrukce (dvojrozmérné)
projektivni roviny o Z>. Pokud bychom pii konstrukci syntetického modelu trojrozmémého
projektivniho prostoru méli projit celou piedchozi cestu, potfebovali bychom znéazornit
ctyfrozmérny euklidovsky prostor. Uved'me tedy radéji jen vysledky, které jsou analogické
vysledkiim piedchozim.

Nevlastni bod spolecny rovnobéznym piimkam znazoriiujeme jako jejich spolecny smér (t;.
libovolny smérovy vektor), nevlastni pfimku spolecnou dvéma rovnobéznym rovinam
znazoriiujeme jakou dvojsmér (tj. libovolnou dvojici vektorii, které tvofi jejich zaméteni).
V trojrozmémém projektivnim prostoru existuje nekoneéné¢ mnoho nevlastnich piimek
(roviny, které jsou navzdjem rovnobézné, prochédzeji vzdy jednou z nich) a mnozina vSech
bodul vSech nevlastnich piimek tvoii nevlastni rovinu.

Také analyticky popis trojrozmérného projektivniho prostoru je zcela analogicky
dvojrozmérnému piipadu. Projektivni body P € oF’ Jsou mnoziny uspofadanych ¢tvefic

P = {k (P15 P2; 03 P) | (D13 D25 P35 P4) € Z(f}); ke R}
volbou konkrétni hodnoty k # 0 dostavame jednotlivé reprezentanty.
Vlastni bod je tvaru

A={k-(aj;a3 a5 w0} wa #0
a mizeme ho reprezentovat standardnim reprezentantem, tj. vektorem

A" = (ai a—;; a_§; 1) = (ay;a5;a5;1) (3.1.1a)

wa’ wa’ wa
Nevlastni bod je tvaru
S = {(ksy; ksy; ksg; k- 0)} = {(ksy; ksz; ks3; 0)}
a je mozno ho reprezentovat vektorem
S =8 = (ksy; ks,; ks3; 0)

Mnozina vSech vlastnich bodl projektivni roviny (projektivniho prostoru) spliiuje vSechny
axiomy euklidovské geometrie, projektivni geometrie tak ,,umi“ vSechno, co tradicni
geometrie euklidovskd. Diky nevlastnim bodim vSak ,,umi“ néco navic. Projektivni rovinu
(prostor) muzeme tedy chépat jako euklidovskou rovinu (prostor) rozsifenou (rozsifeny) o

nevlastni body — proto je znacime o> resp. oE.
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Vlastni body projektivniho prostoru lze chapat jako euklidovské (jsou to koncové body
vektorl tvaru la), nevlastni body chapeme jako sméry, jejich reprezentanty jako vektory
daného sméru. V syntetickych konstrukcich mame k dispozici pouze euklidovskou rovinu
resp. prostor. Vlastni body tedy chapeme tradi¢né euklidovsky, body nevlastni pak chapeme
jako sméry.

3. 2 Délici pomér a dvojpomér bodii

V zavéru kapitoly 2.8 jsme konstatovali, ze V euklidovském prostoru se velmi obtizné
popisuje skladani zobrazeni. Tento problém se zna¢né zjednodusi v prostoru projektivnim.
Nez v8ak k nému pfistoupime, je tieba se seznamit s ustifednim pojmem projektivni geometrie
a tim je dvojpomér bodi.

1. DEFINICE - délici pomér vlastnich bodi: Délici pomér (4;B;C) tii riznych
kolinearnich vlastnich bodt A4; B; C (v tomto potadi) je Cislo, pro které plati:

|AC|

|(4; B; C)| = ==; (4;B;C) > 0 & BuAC

|BC|
K uréeni deliciho poméru v ptipadé, Ze jeden bod je nevlastni, pomize pfedstava nevlastniho
bodu jako ,,bodu v nekone¢nu® (viz obr. 3.2.1). Napi. délici pomér (4; B; ,,C) stanovime
touto tvahou: Pokud se bod C bude od bodi A;B vzdalovat, budou velikosti Giseéek AC ;
BC rust. Rozdil téchto velikosti bude sice stale stejny — na pfipojeném obrazku stale plati
|AC| — |BC| = |AB| - ovSem podil se bude ménit a bliZit se k jedni¢ce. Podobné bychom
tesili zbylé dvé trojice. Je tedy piirozené definovat

4 B cccccc

Obr. 3.2.1 K délicimu poméru bodd, z nichZ jeden je nevlastni
2. DEFINICE - délici pomér bodi, z nichzZ jeden je nevlastni:
(4;B; C) = (4;B;C) =1; (4;,B;C) =0
3. PRIKLAD: Je-li S stied usetky AB, pak
a) (A;B;S)=(B;A;S)=-1 b) (A;S;B)=(B;S;A)=2 ¢) (S;A;B)=(S;B;A)=1%
4. DEFINICE - dvojpomér: Necht A;B;C;D jsou navzajem razné kolinearni body (tj.
body lezici na téze piimce). Dvojpomérem (A; B;C; D) bodi A;B;C;D rozumime &islo
A;B;C
(A; B;C;D):—( )
(A;B;D)

V projektivni roviné a v projektivnim prostoru nas budou nejvice zajimat zobrazeni, v nichz
obrazem kazdé pfimky je bud’ opét piimka, anebo bod. Takové zobrazeni nazyvame
projektivnim zobrazenim nebo také promitanim.

5. DEFINICE - projektivni zobrazeni (promitani) je zobrazeni, V némz obrazem piimky je
opé&t piimka, anebo bod.

6. DEFINICE — kolinearni zobrazeni — je Specialnim pfipadem projektivniho zobrazeni. Je
to zobrazeni, které je projektivni a navic prosté. Toto zobrazeni tedy kazdou ptimku zobrazuje
na ptimku (nemuze ji zobrazit na bod)
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7. DEFINICE — promitani piimky na piimku: V projektivni rovin¢ jsou dany piimky p; p’
abod S & p; p’. Zobrazeni, které kazdému bodu A € p piifadi bod A" € p’ N SA nazyvame
promitanim ptimky p na ptimku p' zbodu S.Bod S nazyvame stfed promitani, Pfimku <
SA nazyvame promitaci piimkou bodu A. Promitani, jehoZ stied je vlastni, nazyvame
stiedové, promitani s nevlastnim stfedem nazyvame rovnobézné.

8. VETA Pappova: Promitani piimky na piimku zachovava dvojpomér boda.

Diikaz: Jsou-li p; p’ rovnobézné nebo S nevlastni, je ziejmé zachovan nejen dvojpomér, ale i
délici pomér. Piedpokladejme tedy p  p’ a S vlastni. Ozna¢me dle obrazku <ab odchylku
ptimek ab, podobné v ostatnich pfipadech. Bez ijmy na obecnosti mizeme piredpokladat
BUAC; CuBD (viz obr. 3.2.2) :

Obr. 3.2.2 K dukazu Pappovy véty

WBi0) ToeTe Feoe

y D . 2.9

(4;B;C;D) = _1BCl-v _ ABCS _
(4;B;D) |AD|-v  2:Spaps

|AS| - |CS|-sin<xac |BS|-|DS|-sin<«bd
~ |BS[-|CS|-sin<bc |AS|-|DS|-sin<ad
_sin<gac-singbd _ |A'S|-|C'S|-sinxac-|B'S|-|D'S| sin<«bd  Spcrs Sas'p's _
sin<bc-sin<ad |B'S|-|C'S|-sin<«bc:|A'S|-|D'S| sin<ad Spprc's Sapp's
|A'C'|-v" |A'D'|-v" (A';B';C")
“1BC|-v |BD|[-v (4;B;D)
Dutlezitym disledkem Pappovy véty je skutecnost, ze kazdé kolinearni zobrazeni zachovava
dvojpomér bod.
9. PRIKLAD: Necht 4; B; C; D jsou po fad¢ obrazy cisel 0; 1; 2; 3 na ¢iselné ose. Pak
A;B;C) 2 4 A;C;B) 1
GED =3 WOBD=(ip=T =
10. PRIKLAD: Necht 4; B; P; Q jsou po tad¢ obrazy ¢isel —1; 1; %; 2 na Ciselné ose. Pak

4B;Q) 31 1
(4B;P) 3. 1y
5:(—3)

— (A,; B,; CI; Dl)

(4;B;C; D) =

(4;B;P)  3(-3)

(A;B;P;Q)=(A;B;Q)— 31 =—-1 (4B;Q;P) =
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Obr. 3.2.3 Harmonicka &tvefice bodu

Zadané body A4; B; P; Q jsou sestrojeny na obr. 3. 2. 3. Nad primérem AB je dale sestrojena

kruznice a z bodu P K ni sestrojeny te¢ny. Bod Q pak lezi v pruseciku ptimek AB; TT,.

Dvojpomér —1 zjistime i v ptipad¢, Ze body A;B lezi na jiné se¢né vedené z bodu P . Z kot

na obrazku je zfejme:

B 27.74

(A5B5P) _ 1082 _ _,

(A5B5Q) _12.18
4.75

Koty, a proto 1 vysledek, jsou zaokrouhleny na dvé desetinnd mista. Dokazme tuto vlastnost
obecné (znaceni - viz 0br.3.2.4.).

(A5BP5Q) =

Zvolme kartézskou soufadnou soustavu (0;i;j) tak, ze S =0; P € x =(0;i) a ||i;jl|l =
I5; 5l = 7.

Obr. 3.2.4 K dikazu harmonické ¢tvetice bodu (p5Sehodit AB)
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Dokazme nejdiive, Ze tvrzeni plati pro seCnu prochazejici sttedem kruznice. Podle Euklidovy
véty o odvésné je p - g = r2. Déle je 1 = r2. Odectenim t&chto dvou rovnic dostavame pq —
1 =0, takze
pq—1=-pg+1
pgtq-p—-1=-pg+q-p+1
qp+ D) -p-1=—q(p-1D-p+1
qp+D-P+D=—q@-D-@-1
@-D+D=—-(@+DEP-D
p+1D@-1)
r-D@@+1D
|PA||Q0 By
|PB,]QoAol
(Ag; Bg; Qs P) = —1
Uvazujme nyni libovolnou se¢nu. Body 4; B; P; Q promitneme pravouhlym promitanim na
osu X, dostaneme priméty A'; B'; P'; Q'. Podle Pappovy véty je (4; B; P; Q) = (A'; B'; P'; Q"),
sta¢i tedy dokazat, ze (A'; B’; P'; Q") = —1. Kruznice ma v na$i soufadné soustavé rovnici
x?+y? =1 asena y = k(x — p). Prvni soufadnice bodi A’; B’ tedy dostaneme fe$enim
soustavy téchto dvou rovnic. Dosazenim druhé do prvni dostaneme po uprave

(1+ k?)x? —2k*px+ k*x>—1=0

=-1

tedy
k*p + M
xl;zzm; kdeMZ\/kz—kzp2+1
Protoze
B K’ptM pF+M
Pm%2 =P~ 2 T 15 k2
a
., zl_x zl_kzpi-M:1+k2—k2p$Mp
q 1;2 » 1;2 p 1+k2 p(1 + k?)
dostavame pro dvojpomér
P—x pr—M p—M
— Xy p+M _ p+tM

' .’ =p — = = —
(A5 B5C5D) =% 1+k*>?—k?»—-Mp M?—-Mp 1
9=X2 1+k?-k?’®p+Mp M?+ Mp

Pro body, jejichZ dvojpomér je roven minus jedné, zavedeme specialni nazev:

11. DEFINICE - harmonicka &étverice, harmonicky sdruZené body: Ctyii kolinearni body
A;B;P;Q, pro které je (A; B: P;Q):—l, nazyvame harmonicka ¢tvetice. O bodech P;Q
fikame, ze jsou harmonicky sdruzeny vzhledem k bodim A;B.

12. DEFINICE - pdl, polara, polarné sdruzené body: Necht’ P je bod, ze kterého Ize vést
dvé teCny ke kruznici (obecné kuzelosecce), Ty; T, body dotyku téchto teCen, p =TT,
QuT;T,. Pak bod P nazyvame polem kruznice (kuzelosecky), pfimku p polarou a Q bod
polarné sdruzeny s pélem P.
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3. 3 Zobrazeni v ., F*

1. ZACHOVANI DELICIHO POMERU: Jak jsme konstatovali v zavéru predchozi
kapitoly, vsechna kolinearni zobrazeni zachovavaji dvojpomér bodi. Mnoha z nich vsak
zachovavaji 1 d€lici pomér. Predevsim jsou to shodnd zobrazeni, ktera zachovavaji velikosti
useCek. Dale jsou to zobrazeni podobnd, kterd jsou slozena ze zobrazeni shodnych a ze
stejnolehlosti. Zachovani d€liciho poméru vyplyva z vlastnosti podobnych trojuhelniki.
Kazd¢ projektivni zobrazeni v projektivni roving lze popsat soustavou rovnic

r. !
k'x'y ai1 Q12 Qg3 kexy
kK'x'y |=(a21 Q22 a3 || kx, |; k;k'#0
k'w'y Az; A3z Asz3z/ \kwy

V této rovnici vystupuji libovolni reprezentanti bodd X; X' (Cisla k; k' 1ze volit libovolng),
budeme tedy volit vétSinou k = k' = 1, rovnice bude tedy tvaru

!
X1 a1 A1z 413\ /X1
X'y | = a1 Gz azs || x: (3.3.1)
w'y a3 Aszz asz/ \Wy

kde wy resp. w'y je rovno jedné, nebo nule podle toho, zda bod X resp. X' je vlastni, nebo
nevlastni.

Uvazujme tfi rizné kolinearni vlastni body A4; B;C. Podle definice déliciho poméru musi
byt (4; B; C) #+ 0; 1. Zobrazime-li tyto body na body A’; B’; C' zobrazenim, které zachovava
délici pomér, musi byt rovnéz (A’;B’;C') # 0;1, coz podle definice déliciho poméru
znamend, 7e i body A’;B’;C' jsou navzdjem rGzné a vSechny vlastni. Zobrazeni, které
zachovava délici pomér, tedy zobrazuje vzdy vlastni bod na vlastni bod. Jestlize tedy rovnice
(1) je rovnici takového zobrazeni, musi platit

x'y 11 Q12 Q13\ /X
x', | = %1 Q22 dz3 <X2>
1 az; 04z d4szz 1

To ovSem znamend, Ze musi byt az; =az, =0 a az3 =1. Kolinearni zobrazeni
v euklidovské roviné Ize tedy popsat projektivnim zobrazenim tvaru

x'y A1 Q12 QAq3\ /X1
x| = (‘121 azz a23> <x2> =>XT=A-X" (3.3.2)
1 o o 1/\1

kde X; X' jsou standardni reprezentanti vlastnich bodt X; X' projektivniho prostoru. Tyto
reprezentanty muzeme chapat jako polohové vektory bodt X; X' v euklidovském prostoru.
Zobrazeni, které zachovava délici pomé&r, nazyvame afinitou.

2. ZAKLADNI ZOBRAZENI V , F*:

Posunuti o vektor V:

x'y 1 0 v\ /X1
T(Wv): (x'2> = (0 1 v2> <x2> = XT =T(v) X"
1 0 0 1 1

Otoceni o uhel a kolem pocatku
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x'y cosa —sina 0\ /X
R(O; a): x5 |=|sina cosa 0 <x2> = XT =R(0;a) - X"
1 0 0 1 1

(porovnejte tato vyjadieni se zapisem stejnych zobrazeni v euklidovském prostoru — viz Kpt.
2. 5.) Kazdé kolinearni zobrazeni je tak zcela uréeno matici typu 3x3. Uved’'me v piehledu
matice znamych zobrazeni v zakladnim tvaru.

OznaCeni  S(x) S(y) 5(0) R(0; a)
Nazev Soumeérnost Soumeérnost Soumeérnost Otoceni kolem
podle osy X podle osy y podle pocatku pocatku o thel
Matice
1 0 O -1 0 O -1 0 O cosa —sina 0
S(x) = (0 -1 O) S(y) = ( 0 1 0) S(0) = ( 0 -1 0) R(O; a) = <sinaf cosa 0)
0O 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
Oznaéeni T(Vv) H(o; 1)
Nazev Posunuti 0 vektor v Stejnolehlost se stiedem O a koeficientem A4
Matice
1 0 v A 0 O
Tv)=(0 1 v, HO;A)=(0 2 0
0 0 1 0 0 1

3. SKLADANI ZOBRAZENI V . F*: Vyhodou této reprezentace zobrazeni je jednoduché
skladani. Pokusme se najit matici osové soumérnosti podle piimky p(x = 9). Tento piiklad
jsme jiz tesili v euklidovském prostoru — ,,synteticky* navod je stejny: musime slozit tfi
zobrazeni: posunuti o vektor —V, soumérnost podle osy y a posunuti o vektor V (musime
skladat ptesné v tomto potadi — sklddani zobrazeni neni komutativni). Tedy

libovolny bod X posuneme o vektor —Vv do bodu X, : XTI =T(-v)-XT
bod X, zobrazime v soumérnosti podle y do bodu X,: X} = S(y)-XT=S(y) - T(-v) - XT
bod X, posuneme o vektor v do bodu X ': XT=TwW) X, =TW)-S() - T(-v)-X".

Vsimnéte si, ze matice S(p) takto slozeného zobrazeni vznikla vynasobenim matic pouzitych
zobrazeni:

S(p) =T()-S() - T(-v) =

1 0 vy -1 0 0 1 0 -1y -1 0 21,
= (0 1 v2> ( 0 1 O) . (0 1 —v2> = ( 0 1 0 ) (3.3.3)
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Chceme-li zapsat poradi, v jakém provadime dil¢i zobrazeni, pouzijme operaci skladani,
kterou zname z matematické analyzy, tedy

S(p) = T(v)°S(y)°T(—v)

- T(v) po S(y) po T(—v) - zobrazeni tedy provadime v obridceném pofadi, nez v jakém jsou
zapsana (posunuti T(v) je zapsano jako prvni, ale provddéno je posledni). Nasobeni matic
(3.3.3) je zapsano stejné, provadime ho tedy rovnéz v obraceném poifadi. To je ponékud
nepiijemné (zaménit pofadi ndsobeni matic samoziejmeé nesmime). Tato nepiijemnost se da
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obejit tim, Ze budeme vSechny matice pouzivat v transponované podobé. Rovnice (3.3.2) by
pak byla tvaru

a;; az; O
'y % D=1 x Dfan a3 0)=2X=X-A" (3.3.4)
iz azz 1

a matice v transponované rovnici (3.3.3)
ST(p) =T (=v)-ST(¥) - T"(v)

bychom pak nasobili v poradi, v jakém zobrazeni skute¢né provadime. Tvar rovnice (4) je
viak pon&kud neobvykly, rovn&z indexy prvkl v matici AT jsou obracend nez byva zvykem.
Proto budeme dale pouzivat tvary rovnic (1) a (2).
4. PRIKLAD: Vypoétéme matici osové soumérnosti podle piimek r(y = x); s(y = —x)
ReSeni: Otocime-li piimku 0 —Z kolem pocatku, splyne s osou X. Pak Ize pouZit osovou
soumérnost s matici S(x) a nakonec pouzijeme otoceni o %, abychom osu ,,vratili do ptivodni
polohy*. Prvni z hledanych matic je tedy

— AW . A AW R-1(pn-T) =
S(r) = R(O,Z) S(x) R(o, )= R(O,Z) S(x)-R1(0 _) -

' 4

cos% —sinZ 0\ /1 0 0\/c0s —%) —sin (—%) 0
=|sinf cosZ 0 8 —01 2 sin(—g) cos(—z) 0]~
L% o\t 0 on/2Z Z 0\ 0 1 0
=lvz vz ]l0 -1 0} vz v (]=|1 0 0

2 2 2 2
0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Podobné pro druhy piipad (proved’te vypocet!)
5. PRIKLAD: Sestrojme matici osové soumé&rnosti s obecnou osou.
ReSeni: Piipad osové soumérnosti s 0sou p |l y jsme jiz vyiesili — viz vztah (3.3.3). Zcela
analogicky vysledek bychom dostali v ptipadé osy q Il x - zde by bylo S(q) = T(v) - S(x) -
T(—v). V piipad¢€ Ze osa r neni rovnobézna ani s X, ani s y, pak je tieba zapocitat i otoceni
o thel @ = «rx. Je-li tedy R € r libovolny bod a r jeho polohovy vektor, je
S(r) =T(r)-R(O; @) -S(x) "R(0; —a) - T(—r) =

=T(r)-R(O;a) - S(x) R Y(0;a) - T"1(r)

Vidime, Ze analytické skladani zobrazeni v projektivnim prostoru spociva v mechanickém
nasobeni matic. Nemusime-li tyto sou¢iny pocitat ruéné, je toto skladani podstatn¢ vyhodné&jsi
nez skladani v prostoru afinnim. Nasobeni matic je totiz programatorsky zcela rutinni
zélezitost, proto jsou geometrickd zobrazeni v CAD systémech realizovdna pravé pomoci
operaci s maticemi.

Lze ukazat, ze matice
my1 My Myg
M=|my;; my, my;

0 0 1
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je matici shodného zobrazeni v roviné pravé tehdy, je-li submatice M,, ortogonalni, tj.
jestlize plati M,,MZL, = E. Je ziejmé, Ze vtom piipadé je detM = +1. Znaménko
determinantu zde ma pfitom zajimavy geometricky vyznam. KdyzZ jsme se na zékladni Skole
zacali seznamovat se shodnymi zobrazenimi, kreslili jsme shodné utvary na prusvitku, kterou
jsme pak ,pfemistovali“. V n¢kterych ptipadech stacilo prisvitkou ,,jezdit“ (posouvani,
otaCeni), n¢kdy bylo tfeba priasvitku ,pfevratit naruby” (osova soumeérnost). Nékteré
shodnosti v rovin¢ 1ze modelovat ,,pohybem® v rovin¢ (pfimé shodnosti), k nékterym je tfeba
bud’ osové soumérnosti nebo ,,pohybu® v prostoru (nepiimé shodnosti).

Podobné v prostoru. Mame-li dvé levé boty stejného typu a stejné velikosti Ize (alespoii
myslenkove€) jednu na druhou ,,pfemistit™ tak, ze se kryji. Jedna-li se vSak o standardni par,
pak z levé boty pravou pouhym ,,pohybem‘ nevyrobime. Proména tak mize byt jen zdanliva -
potiebujeme kni zrcadlo. Cisté matematicky bychom ji mohli provést ,pohybem® ve
Ctyfrozmérném prostoru. Podobna proména skutecné boty z pravé na levou je matematicky

sice moznd, technicky ovSem neproveditelnd - Ctyfrozmérny prostor alespoii prozatim)
Vv technické praxi k dispozici nemame.

Matematicky diivod rozdilt pravé a levé boty (i jejich dvojrozmérnych stop) je nasledujici.

Obr. 3. 3. 1: Pfima a neptima shodnost v roviné
6. PRIMA A NEPRIMA SHODNOST: Shodnost, jejiz determinant je roven jedné (minus
jedné), nazyvame piima (nepiimad).
Ptimé shodnosti jsou tedy zobrazeni, ktera l1ze sloZit z translaci a rotaci. Nepiimé shodnosti
jsou shodnosti, pfi jejichz konstrukei je tieba pouZzit osovou soumérnost.

7. OSOVA AFINITA V ROVINE (viz obr. 3. 3. 2 vlevo). Osovou afinitu v roving lze urdit
fadou zpusobl. Pfedpokladejme ten nejCastéjsi, kdy je osova afinita urena osou a dvojici
odpovidajicich si bodd. Uréeme nejdiive matici A,.p.p, 050v¢ afinity A(x; P; P’) s osou v ose
X, ktera zobrazuje bod P = (p4; p,; 1) nabod P* = (p;; py; 1).
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Obr. 3. 3. 2: Osova afinita a stifedova kolineace

V této afinité je kazdy bod X = (x; 0; 1) samodruzny, tj. musi platit

x A1 A1z Aq3\ /X X = ayx + ays
O)=laz az; ax||0])=>,_
1 0 0 1 1 0 =ay1x+ays

Obé¢ tyto rovnosti musi splilovat kazdé x € R, coZ je mozné jen pro a;; = 1; a3 = ay; =
a,3 = 0. Dale ma byt A: P - P’, takze

N /1 0 a, =21
p,l _ 12 P1 p1 =DP1t+ a12p; 12 P2
P2 |=\0 axn Of{Pz]= Py = Az2D2 > 123
1 O O 1 1 2 azz = —
b2
Zcela analogicky bychom postupovali v piipadé afinity A(y; P; P'). Je tedy
, TP Py o
) b2 ) p1
A(xIPIP)_ 0 & O ) A(}’:P;P)— pz_pz 1 0
b2 p1
0 0 1 0 0 1

Matici afinity s 0sou v obecné poloze obdrzime vhodnym sloZenim téchto afinit s translacemi
a rotacemi podobné jako v pf. 5.

8. STREDOVA KOLINEACE V ROVINE (viz obr. 3.3.2 vpravo): RovnéZ stiedovou
kolineaci je mozno ur¢it fadou zpisobu. ,,Uzivatelsky nejpiijemnéjsi* je osa, stied kolineace a
dvojice odpovidajicich si bodii. Toto zadani je ovSem pfeuréeno - Stred a dvojice
odpovidajicich si bodu totiz musi lezet na jedné pfimce, jednu ze souradnic nékterého bodu by
tedy bylo mozno vynechat. Uved'me nejdiive opét matici K(x;S;P; P’) stfedové kolineace
K(x;S; P;P")sosou vose X astiedem S = (0;s,; 1) a dvojici odpovidajicich si bodi P —
P’. Néktery z téchto bodii mize byt nevlastni, ptedpokladejme vsak, ze jsou oba vlastni, tj.
P = (p1;p2;1); P' = (py; 05 1); py;p1 # 0. Obrazem piimky p Il x je piimka p' || x, takze
je-liP - P’ jerovnéz Q - Q'; kde Q = (0;p,;1); Q = (0;p,; 1). Pozor! Matici K,.s.p.p,
musime predpokladat ve tvaru (3.3.1), nikoliv (3.3.2) — obrazem vlastniho bodu totiz nyni
muze byt bod nevlastni a naopak. Navic standardni reprezentant vlastniho bodu nemusi byt
zobrazen do standardniho reprezentanta.

Samodruzné body na ose kolineace — napi. (0; 0; 1); (1; 0; 1) — davaji
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0 ki1 kiz kiz\ /0
0 |=1|kat koo ko |{O]= ki3 =ky3 =0; k33 = wy;
wq k31 ksp ki3 1

w> ki1 ki O 1
< X ) ) <k21 & o ><0> = k1 = w5 ka1 =05 k31 = w3 — @y,
w> k31 ks wy/ \1

Diky samodruznému sttedu mame

0 W ki O 0 W3 — Wy
W3Sy | = 0 koo 0 |[sz )= ki =0; kyy = w3; ks = e
w3 wy; —wy ks; w/ \1 z

Dvojice P — P’ odpovidajicich si boda dava

, w 0 0
pl 02 w 0 pl
o) 3 <pz):"“ =pitpi =4 w3 =p;tph;
W3 — Wy 2 1 1 ’ 3 2 27
Wy W, —w; —— Wy 1
S>
kde A = (P'; P;S),a zQ = Q' mame
0 W- 0 0 0
, 0 (1)3 0 -1 l
| = w3 — W, Q2 |2 w1=p1 "P1=4
(l)q (l)z - (1)1 - 0)1 1
S2
Tedy
A 0 0
K(x;S;P;P) =0 Pt Dy 0

0 sz'(pa' p—A) 4

Nasobime-li tuto matici libovolnym nenulovym ¢islem, ménime pouze reprezentanty, na které
bude tato matice zobrazovat, nikoliv body samotné. Matici stiedové kolineace tedy mizeme
psat ve tvaru
1 1 0 0
K(x;S;P;P) = ~K(x;S;P;P) = 0 prlpy A7t 0
A 0 s;"- (At ptrpp—-1D 1

coz po dosazeni za A dava

10 0 ,

a—1

K(x;S;P;P’)z(O a o); kde a=22P2. = (3.3.5)
0 b 1

P1D2 S2
Dtlezitou otazkou je, kdy stfedova kolineace zobrazuje vlastni body na nevlastni a naopak.
Vlastni bod U bude zobrazen na nevlastni bod U’ pravé tehdy, kdyz

w, 1 0 0\, 1 5,
w, =10 a 0]|u :>bu2:—1=>u2=—5=1_ (3.3.6)
0 0 b 1/\1 a

Posledni rovnice je tvaru u, = konst, coz je rovnice pfimky rovnob&zné s 0sou x, tj. S osou
kolineace. Kazdy bod lezici na této pfimce se zobrazi na nevlastni bod — tato pfimka je tedy
mnozinou vsech vzort nevlastnich bodt a nazyva se ibéZnice vzoru. Zobrazeni nevlastniho
bodu .V na vlastni bod V' pfevedeme na piedchozi piipad uzitim inverzni kolineace, jejiz
matice je matici inverzni k matici (3.3.5), tj.:
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V1 1 0 O 1 Ui U 1 0 0 v’l a
<‘U2> =10 a O v’Z = <U2> =10 a_l 0 v'z = U’Z = E (337)
0 0 b 1 1 0 0 —a'p 1 1

coz je opét rovnice piimky rovnobézné s 0sou x, tj. s osou kolineace. Kazdy bod lezici na této
pfimce je obrazem nevlastniho bodu — tato piimka je tedy mnozinou vSech obrazii nevlastnich
bodtl a nazyva se iibéZnice obrazi.

Matici kolineace se stiedem a 0SoU v obecné poloze obdrzime opét vhodnym sloZenim téchto
afinit s translacemi a rotacemi podobn¢ jako v pf. 5.

9. PRIKLAD: Stanovme matici stfedové kolineace s 0sou v ose X stiedem S = (0; 8;1);
ktera zobrazi bod P = (2; 4; 1) do bodu P’ = (5; —2; 1). Stanovme Ubé&Znici vzorl a obrazi.

Reseni: Dosazenim zadanych hodnot do (3.3.5) obdrzime

ppy 2-(=2) 2 b_a—1_—f—0—1_ 3
Ty, 5.4 100 0T s, 8 20
Tedy
1 0 O
0 2 0
K(x;S; P;P") = 10
o2 )
20
Rovnice ubéznic jsou dle (3.3.6) a (3.3.7)
2
S, 8 20 a —710
Uy, = = =— v’2=—=— = —
l-a 1-(-2 3 b 3 3
% 3

10. PRIKLAD - pravidelny n-tihelnik ve stiedové Kolineaci: Ve stiedové kolineaci
z ptedchoziho ptikladu zobrazme pravidelny n-thelnik je-li S stfed n-uhelniku; A; jeho
vrchol, A4, ¥ x; A{A, } x

a)S=(3;21); A= (3;21);
b) S = (3;151); A, = (3;21);
0 S =(3121); A, = (3:21);

Pozniamka: Podle pfedchoziho piikladu je tbéznici piimka y = 2. N-tthelnik zadany dle a)
tedy tbéznice neprotina. Dle zadani b) leZi na ubé&znici praveé jeden bod (totiz zadany bod A;).
Ten se tedy zobrazi na nevlastni bod A, obraz tedy bude mit prave jeden nevlastni bod. Dle
zaddni c¢) mnohouhelnik ub&znici protind — priseciky oznaéme R;S. Ty se zobrazi na
nevlastni body R; »S. Tento obraz tedy bude mit pravé dva nevlastni body.

Reseni: Nechame sestrojit pogita¢. Vrcholy zobrazovaného $estnactithelniku budou obrazy
vrcholu A v rotacich ka(S; a= ZI‘T”) k=1;2;..;n—1. Matice téchto rotaci je tvaru
R(S;a) = T(—s) - R(0; a) - T(s) - viz kpt. 3. 4. Takto ziskané vrcholy zobrazime v kolineaci
pomoci matice (4). Na obr. 3.3.3 vidime feSeni pro n = 64. Pfi takto velkém n jiz pravidelny
n-uhelnik vniméme jako kruZnici a jeji obrazy pfipominaji elipsu, parabolu a hyperbolu. Neni
to nahoda, obrazem kruznice ve stiedové kolineaci jsou skuteéné kuzelosecky. Ilustrujme
v kpt. 4.8.
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Obr. 3.3.3: Pravidelny 64-thelnik ve stredové kolineaci

3. 4 Uzivatelska souradna soustava v roviné

Ve vétsing programatorskych prostiedi mame k dispozici tzv. svétovou ¢i univerzalni
soufadnou soustavu (na obr. 3.4.1 vyznaCena modie) — Pocatek vlevo nahote, prvni
soufadnice vodorovna, druhd svisla, jednotkou na obou osach je strana pixelu. Na oséach jsou
tedy k dispozici intervaly (0; W — 1) resp. (0; H — 1), kde W resp. H znaci Sitku (Width)
resp. vySku (Height) vystupniho okna v pixelech. Tato soustava vSak ve vétSiné aplikaci
nevyhovuje a je tfeba ji pfedefinovat. Pfi definici soufadné soustavy udavame obvykle pozici
pocatku, sméry soufadnych os a jednotky na osach. To by vsak bylo v grafickych aplikacich
znaéné nepraktické. UZivatelsky piijemnéjsi bude procedura, do které uZivatel zada potiebny
interval na ose — (x;; x,), potiebny interval na ose y — (y;; ¥») (soustava vyznaéena Cervené).
Potfebnou transformaci uZivatelské (Cervené) soustavy do soustavy svétové (modré) a naopak
pak musi zvladnout graficky systém. Matici pifechodu z uzivatelské do svétové soustavy
sestrojime tak, Ze

a) Uzivatelsky pocatek posuneme do svétového
b) Zménime métitka v osach x; y
c) Pouzijeme osovou soumérnost s 0S0U V 0Se x (je tieba obratit smér osy y)

[0:0] [W-1:0]
X, X2
[O;H-1] ¥4 [W-1;H-1]

Obr. 3.4.1: Univerzalni a uzivatelska soufadna soustava v roving

Matice musime nésobit v obraceném potadi, tedy:

w
<1 0 0) Xy — Xq 0 0 (1 0 —x1>
M=|0 -1 0] H 10 -1 —y,|=
0 0 1 O 55 % Vo o 1
0 0 1
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0
\ YVo—=Y1 Y1— Y2
0 0 1
Matici opacného prechodu ze soustavy uzivatelské do svétové pak ziskame inverzi:

w 0 W\ TN i, —xg
Xy —Xq X1 — X3 w 0 1
M_:l = 0 H yzH = O
— Y2
\ Y2—=Y1 Y1— Y2 \ H
0 0 1 0 0

Bod X suzivatelskymi soufadnicemi X = (xy; x,; 1) pak transformujeme do uZzivatelskych
soufadnic, tj. na bod X' = (x'; x'5; 1) pomoci rovnice X' = M - XT

3.5 Zobrazeni v F?

Podobné jako v projektivni roviné mizeme i v projektivnim prostoru studovat nejrizné;jsi
zobrazeni. Zaméfme se opét na zobrazeni, kterd zachovavaji délici pomér, tj. zobrazeni, ktera

vvvvvv

Soumérnost podle Soumérnost podle Soumérnost podle
roviny x=0 roviny y=0 roviny z=0
S(x=0)= S(y=0) = S(z=0) =

-1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O

0 1 0 O 0 -1 0 O 01 0 O

0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 -1 0

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Soumérnost podle Soumérnost podle Soumérnost podle
osy X osy y osy z
Sy=z=0) = S(x=2z=0)= S(x=y=0)=

1 0 0 O -1 0 0 O -1 0 0 O

0 -1 0 O 0 1 0 O 0 -1 0 O

0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 0 1 0

0O 0 o0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Soumérnost podle pocatku  Posunuti o vektor V: Otéaceni kolem osy X
S(0) = T(v) = R(x; @) =

-1 0 0 O 1 0 0 »ny 1 0 0 0

0O -1 0 0 0 1 0 vy 0 cosa —sina 0

0 0 -1 0 0 0 1 wvg 0 sina cosa O

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1
Otaceni kolem osy Y Otaceni kolem osy z Stejnolehlost
R(y;a) = R(z;a) = H(O; 1) =
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cosa 0 sina O cosa —sina 0 O A 0 0 O
0 1 0 0 sina  cosa 0 O 0 42 0 0
—sina 0 cosa O 0 0 1 0 0 0 42 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Skladani téchto zobrazeni provadime stejn¢ jako v projektivni rovin€ - rovnéz ndsobenim
matic v obraceném poradi.

1. PRIKLAD: Uréeme matici sttedové soumérnosti se stiedem v bodé S = (s1;82;85; 1)
ReSeni: Stied soumérnosti musime nejdiive posunout do pocatku, zde provést soumérnost
podle pocatku, a poté posunout ,,zpét*. Vysledna matice tedy bude tvaru

S(S) =T(s)-S(0) - T(—s) =

1.0 0 s -1 0 0 0 10 0 -s4 -1 0 0 -—s
[0 1 0 s, ([0 -1 0 0 01 0 —-s,|_[0 -1 0 -s
" 0 0 1 s 0 0 -1 0 0 01 —-s3)] {0 0 -1 -s;5

00 0 1 0 0 0 1 0 00 1 0 0 0 1

3. 6 Promitani prostoru na rovinu

1. PROMITANI S NEVLASTNIM STREDEM: K popisu technickych objektii se pouziva
kartézska souradnd soustava tak, ze ,,vyznamné* ptimky ¢i tisecky objektu jsou rovnobézné se
soufadnicovymi osami. Chceme-li pouzit jen jeden prumét, mél by byt pokud mozno nazorny,
tj. méli bychom smér promitani volit tak aby se tyto piimky a usecky nepromitaly do bodu.
Rovnéz ,,vyznamné* roviny (tj. roviny rovnobézné se souradnymi rovinami) nebo jejich Casti
by se nemély promitat do pfimek nebo usecek. Kazdy technicky objekt ma téchto
»vyznamnych pfimek a rovin jen konecny (a relativné maly) pocet, promitani 1 priméten
mame k dispozici vZdy nekoneéné mnoho. Je tedy ziejmé, Ze tomuto pozadavku lze vzdy
vyhovét. Pokud tomu tak bude a budeme-li uvazovat jen rovnobéZzné promitani a trojici
nezapornych soufadnych poloos, bude jejim primétem trojice nesplyvajicich polopfimek se
spoleénym pocatkem tak, jak je zndzornéno na ptipojeném obrazku.

Obr. 3.6.1: Rovnobézné promitani na rovinu

Vznikd piirozené¢ otdzka, zda lze uvazovat i obracené¢ — zda ke kazdé trojici rtznych
poloptimek v primétné, které maji spolecny pocatek, 1ze zvolit smér promitani tak, ze tyto tii
poloptimky jsou primétem soufadnych poloos néjaké kartézské soutadné soustavy. Na tuto
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otazku odpovédéla v roce 1853 kladn¢ Pohlkeova véta. My se nyni budeme zabyvat
analytickym popisem tohoto promitani.

Podobné jako v kpt. 3.3 — viz rovnici (3.3.2) — lze promitani s nevlastnim stfedem v prostoru
zapsat ve tvaru

!
X1 a11 Q12 Q13 Aa\ /X
x'p | _ [ @21 G2z A2z Qg4 || X2
x'3 a3y A3z Azz QA3q || X3
1 0 0 0 1 1
Budeme-1i promitat na rovinu x, =0, bude navic
x'y ai1 A1z Q13 A1g\ /X%
X'y | @21 G2z Q23 Q4 |[ X2
0 Q31 dzz dzz Q34 |\ X3
1 0 0 0 1 1
Odtud:
x'y ai1 Q12 Q13 A1g\ /X
X'y | @21 G2z Q23 Q4 |[ X2
0 0 0 0 0 X3
1 0 0 0 1 1
Tedy

I

X1 = Q11X1 T Q12X + Q13X3 T A4
o

X 2 = Ap1X1 + ApXp + Ap3X3 + Apa

Geometricky vyznam jednotlivych koeficientti bude zfejmy z obr. 3.6.2 po pieznaceni:

xll = i1x1 +j1X2 + k1X3
x,2 = ile +j2x2 + k2x3

*2
F::‘
v e e T a7 ]
X—[x],xz,x}] [2:1,5:3]7
[ i
| hl
. 1
J 1
J 1
J 1
J ]
J ]
I
1
v -1 0,6 /
’! P! 1
' [ 0,2
< ;-
2i T
X

Obr. 3.6.2: K analytickému vyjadfeni rovnobézného promitani

Pro zjednoduSeni jsme volili a;4 = ay, =0 - v tom piipadé splyne primét O’ pocatku
soufadné soustavy (O;i;j;K) (na obr. 3.6.2 vyznaCena Cervené) s pocatkem O’ rovinné
soustavy (0%;i’;j') (Cernd), kde (iy;i); (q;j2); (kq;ky) jsou soufadnice praméti
jednotkovych vektort i;j;k Vv soustavé (0’;i’;j'). Volbou téchto soufadnic volime pfislu$né
kosouhlé promitani. Na nasem obr. 3.6.2 je
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xll = _0.6'x1 +05 Y +01 " X3
x,2 = _02 'x1 + 01 'xZ +0.6'x3

Vsimnéte si, Ze tieti fadek matice (1) tohoto zobrazeni je nulovy, matice tohoto zobrazeni je
tedy singularni. Je tomu tak proto, ze promitadni neni prosté zobrazeni (celd promitaci pfimka
se totiz zobrazi do jediného bodu).

Podivejme se nyni na pravouhlé promitani. Pro analytické zpracovani je nejjednodussi
pravouhlé promitani do nékteré ze soutadnicovych rovin, kde pouze nulujeme pfislusnou
soufadnici. Napft. promitani do roviny z = 0 (viz obr. 3.6.3) je uréeno soustavou rovnic

X'y =x
X'y =x,
x,3 == 0

coz prepsano jako projektivni transformace:

X 1 0 0 0\ /x
xlz — 0 1 O 0 xz ’T= — . T
o 000 o0lx =X K(z=0)-X
1 000 1/ \1
kde
1 0 0 O
{010 0
Kz=0={9 0 0 o
0 0 0 1
je matice pravothlého promitani do roviny z = 0.
zZ
P:[pl;pz;pﬁ]
+
-\—\—\_\_\_\—\_
Y
ﬁ_
x P':[Pl;]):;o]

Obr. 3.6.3: Pravouhlé promitani na rovinu z = 0

Chceme-li promitat kolmo na rovinu Vv obecné poloze, je ticba bud’ zadat rovnici roviny, na
kterou chceme kolmo promitat, anebo (coz je pro CAD systémy piirozenéjsi) smér ,,pohledu
kamery* do soufadné soustavy, naptf. pomoci horizontalniho a vertikalniho thlu tak, jak je
naznaceno na obr. 3.6.4. Pomoci dvou rotaci pak tento smér ztotoznime s nékterou soufadnou
osou provedeme kolmy primét do piislusné primétny a pomoci otoeni o opacné uhly
vratime kamefie piislusny smér. Pokud budeme napt. chtit pouzit vySe uvedené promitani do
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roviny z = 0, bude postup nasledujici: Nejdiive oto¢ime kameru kolem osy z o uhel w; =
—a — 2, aby pohled kamery byl kolmy na osu x (zaporna znaménka proto, Ze otac¢ime proti
zadanému uhlu «). Matice otacenti je

cosw; —Sinw; 0 O
sinw COS w 0 0

R : — 1 1
@ 1) 0 0 10
0 0 0 1

Nasleduje otoceni o Ghel w, = f — 7 kolem osy Xx:

1 0 0 0
) [0 cosw, —sinw, 0
R(x; wp) = 0 sinw, cosw, 0
0 0 0 1

Nyni mizeme promitnout kolmo do roviny z = 0, tj. pouzit matici K(z = 0). Tyto matice
nasobime v obraceném potadi, takZe matice P naSeho promitani je tvaru

P =K(z=0) R(x;w,) -R(z; w;)

» smér pohledu kamery
(normdla roviny)
i

kamera

Obr. 3.6.3: Pravouhlé promitani na rovinu v obecné poloze
Matici stfedového promitani sestrojime podobnym zpisobem. Odvozeni matice sttedového

promitani se sttedem S = (0;0;s5;1) do roviny z =0 je jiz ponékud komplikovangjsi,
uved’'me tedy pouze vysledek:

C(z=0) =

S O O
S O R O
_ O OO

Matici stfedového promitani na obecnou rovinu obdrzime analogicky jako v ptipadé
promitani rovnobézného, je tedy

P=C(z=0) R(x;w,) R(z; w;)
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7 Smér pohledu kamery
(normdla roviny)

kamera
S [51 38,585 ]

Obr. 3.6.4: Stiedové promitani na rovinu v obecné poloze
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4 Krivky
4.1 Definice kiivky, plochy a (geometrického) télesa

V kapitole 2. 4. jsme konstatovali, Zze zobrazeni v euklidovské roviné je obecné dano
soustavou rovnic

x'y = f1(xg5x2)

x'y = fo (x5 %)
pticemz jsou-li funkce f;; f, spojité, je obrazem usecky kiivka. Tato definice pochazi od
Camille Jordana (1838 — 1922), ale po konstrukci Giuseppe Peana (1858 — 1932) ocitla ve
velkych potizich.

1. PRIKLAD — Peanova kiivka: Peano zobrazil surjektivné interval (0; 1) na pfimku a
ukazal, ze ve smyslu Jordanovy definice je kfivkou i ¢tverec. Peanova konstrukce je patrna
zobr.41.1

AN
AK LA
ttatetate!
IR RICAN

R SRR YK R,
bt
R RAA KA AL
3 et
<
AR
< e

S
08

6%
63

5554
%,J

A

S
X
A
63

X KA KK etaions
e 7 KUK
N\ ANVAN piateleinisloliletelsd
/é/zl/ /</</ DS 85
& NN S S RSSiSisisat RS

Obr 4.1.1 Peanova konstrukce surjektivniho zobrazeni (0; 1) — (0; 1) X (0; 1)

Kftivku si bézné predstavujeme jako jednorozmérny utvar, tj. Gtvar, u n¢hoz métime délku,
plochu jako utvar dvojrozmérny, kterému métfime obsah, téleso jako Utvar trojrozmérny, zde
méfime objem. Nema smysl napf. dvojrozmérmému utvaru méfit délku (ta je vzdy
nekonecna), ani objem (ten je vzdy nulovy). Uvazujeme-li tedy pouze omezené utvary (tj.
utvary, které jsou podmnoZinou vhodného kruhu popi. koule), je vymezeni pojma kiivka,
plocha a téleso zdanlivé velmi jednoduché: Kiivka je utvar, ktery mé konecnou (a nenulovou)
délku a nulovy obsah i objem. Plocha je utvar, ktery ma nekone¢nou délku, kone¢ny (a
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nenulovy) obsah a nulovy objem. T¢leso je utvar, ktery ma nekonec¢nou délku i obsah a
kone¢ny (a nenulovy) objem. Ani tato predstava vSak neobstoji, jak svéd¢i nasledujici ptiklad.

2. PRIKLAD - Sierpiiiského trojihelnik: Sestrojme rovnostranny trojuhelnik a vyjméme
z n¢j vnitiek trojuhelnika uréeného stfednimi piickami. Ve zbyvajicich tfech trojuhelnicich
proved'me totéz a timto zplisobem pokracujme do nekonecna. Obdrzime tak utvar zvany
Sierpiniského trojuhelnik. Ur¢eme jeho obsah.

Reseni: Oznatéme obsah ptvodniho trojuhelnika S, a uréeme nejdfive obsah S’ odebranych
trojihelnika.

Obsah trojuhelnika odebraného v prvnim kroku:  §; =-S5,

2 So-
Obsah trojuhelnik odebranych ve druhém kroku: S, = 3 - %Sl = %SO
2
Obsah trojuhelnik odebranych ve tietim kroku:  S3 = 3 - iSZ i—SSO
n-1
Obsah trojuhelnik odebranych v n-tém kroku: S, =3 %Sn_l = 34—1150

Obsahy odebirané v jednotlivych krocich tedy tvoti geometrickou fadu a celkovy obsah
odebranych trojuhelniki je

3

Obsah Sierpiniského trojuhelnika je tedy S = S, — S’. Podle na$i pfedchozi Gvahy se tedy
ziejme nejednd o utvar dvojrozmérny, ale jednorozmérny. Pokusme se tedy urcit délku
Sierpiniského ,.kiivky*“. Vyjdeme tedy z obvodu pivodniho trojuhelnika, ke kterému budeme
postupné pficitat obvody odebiranych trojihelniki. Oznaéme ¢, obvod vychoziho
trojuhelnika.

Obvod prvniho odebraného trojihelnika je (= %lﬂo
Obvody trojihelnikli odebranych ve druhém kroku jsou €, = %Zl = 2%60
2
Obvody trojithelnikii odebranych ve tretim kroku jsou € =6, = 2{
n-1
Obvody trojithelniki odebranych v n-tém kroku jsou &, =26,y = ——¢,
Celkovy obvod je tedy souctem
3n-1 €~ 3"
=0 T3 L5
n=1 n=1

nebot’ posledni geometricka fada diverguje.
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Jednoduchou intuitivni uvahou, kterou jsme provedli v uvodu této kapitoly, tedy nelze
rozhodnout, zda tato mnozina je kiivkou, anebo plochou. Nase vymezeni pojmt dimenze
(,,poctu rozmeéri*), kiivka, plocha a téleso je tieba geometricky precizovat. Zakladem tohoto
zptesnéni budou topologické pojmy oteviené mnoziny, uzavéru, souvislé mnoziny a pokryti.
3. DEFINICE - &-okoli, vnitini, vnéjsi a hrani¢ni bod, hranice: e-okolim bodu X
v prostoru " rozumime mnozinu

0:.(X) = {P € F"||PX| < ¢}

Bod A se nazyva vnitinim bodem utvaru ‘U pravé tehdy, kdyz existuje 0. (A) tak, ze 0.(A) N
‘U=0.(A). Bod B se nazyva vnéjsim bodem utvaru ‘U pravé tehdy, kdyz existuje O.(B) tak,
7ze 0.(B) N ‘U=@. Bod C se nazyva hrani¢nim bodem ttvaru ‘U pravé tehdy, kdyZ neni ani
vnitfnim, ani vné&j§im bodem, tj. pro kazdé 0.(C) je 0.(C) N ‘U#® a soucasné¢ 0.(C) N
‘U+#0,.(C). Mnozinu vSech hrani¢nich bodti nazyvame hranici ttvaru.

4. DEFINICE — oteviena mnoZina: je mnozina, jejiz vSechny body jsou vnitini

5. DEFINICE - souvisly atvar: Geometricky utvar U € £ nazveme souvisly pravé tehdy,
kdyz pro kazdé dvé neprazdné oteviené mnoziny F;G takové, ze US FUG; UNF #
?Q; UNG + @, plati F N G # @. V opacném piipadé nazyvame utvar ‘U nesouvisly.

G o G

Obr 4.1.3 Souvisly a nesouvisly utvar

F

Nyni budeme sméfovat k pojmu dimenze.

6. DEFINICE - pokryti: Uvazujme souvisly utvar ‘U a sestrojme okoli O, (X;) nékterych
jeho bodu X5; X,; ...; X, tak, ze plati

UEC 0,,(X;) U0, (X;) U ..U 0, (X,) = U 0., (X))
i=1

Rikame, Ze jsme sestrojili pokryti utvaru “U. Pouzitych okoli miize byt i nekone&né mnoho,
V tom piipadé piSeme

UC 0, (X)) U0y, (X) U ... = U 0., (X))
i=1

Jestlize polomér Zadného pouzitého okoli neni vétsi neZ &, oznaujeme toto pokryti jako € -
pokryti.
7. DEFINICE - topologicka dimenze: Geometricky tutvar ‘U ma (topologickou) dimenzi n

pravé tehdy, kdyz pro kazdé € > 0 existuje jeho e-pokryti tak, ze kazdy bod uGtvaru U je
pokryt maximalné n + 1 okolimi.

Privlastek topologicka v tuto chvili neni tfeba zddraznovat. Bude nutny az v kpt. 10, kde
pojem dimenze jeSté ponckud zobecnime. Definice kiivky, plochy resp. télesa je nyni uz
velmi jednoducha:
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Obr 4.1.4 Topologicky jednorozmérny (vlevo) a dvojrozmérny (vpravo) ttvar

8. DEFINICE - krivka, plocha, téleso: Kiivkou (plochou, télesem) euklidovského prostoru
" rozumime (topologicky) jednorozmémy (dvojrozmémy, trojrozmérny) souvisly atvar.

Vratme se nyni K piikladu 1, kde jsme prozatim nebyli schopni rozhodnout, zda Sierpifiského
trojuhelnik je kiivka, anebo plocha. Na obr. 4.1.5 je sestrojeno € - pokryti tohoto trojuhelnika,
kde k pokryti kazdého bodu sta¢i maximalné dvé okoli. Je ziejmé, ze pokud jsme takto
sestrojili € - pokryti pro n&jaké &, mizeme zcela analogicky sestrojit i pokryti pro Z; (viz
obrazek vpravo) < atd., tedy pro kazd¢ € > 0. Znamena to, Ze Sierpiiiského trojuhelnik je
(topologicky) jednorozmérny - je to tedy ktivka. Ktivka je to, pravda, velmi ,,za§modrchanad*
(v kazdém svém bod¢€ ma ,,uzel®), ale v pt. 2 kpt. 13. 4 ukdzeme, Ze Sierpiiiského trojuhelnik
1ze skuteéné ,,uplést™ z ptimky.

Obr 4.1.5 Sierpinského trojuhelnik jako topologicky jednorozmérny utvar

Pro potteby analytického popisu kiivek, kdy je potieba kiivku popsat pomoci soutradnic jejich
bodu, vSak definice 8 nestaci.

2 DEFINICE — parametrizace kiivky: Necht k ¢ Z" je kiivka, pro kterou existuje spojité
surjektivni zobrazeni y: {(a; b) — k. Pak kiivku k nazyvame parametrizovatelnou, zobrazeni y
nazyvame jeji parametrizaci, kazdy prvek t € (a;b) nazyvame parametrem. Kiivku k
parametrizovanou parametrizaci y zna¢ime podrobné (k; y).

Pro potfeby matematické analyzy se jesté zavadi pojem orientovana kiivka. Je-li (k;y)
parametrizovana bijekci y, pak tato bijekce na kiivce indukuje uspotradani bodu:
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VA4;BeEk:(A<Bo [y 1A <y 1B

Na mnozin¢ vSech bijektivnich parametrizaci téze ktivky k, lze pak definovat ekvivalenci
takto: dvé parametrizace (k; y,); (k; ¥2) jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyZ pro kazdé A; B €
k plati A <, B & A <, B. Orientaci parametrizované kiivky (k;y) pak nazveme jednu ze
dvou tfid ekvivalence, do které parametrizovana kiivka patii.

Orientaci ktivek vSak v dal$im textu potfebovat nebudeme a byla uvedena pouze pro tiplnost.

4.2 Klasifikace krivek

Kiivky muzeme délit podle dimenze prostoru, jehoz jsou podmnozinou a podle moznosti

analytického popisu, tj. moznosti stanovit obecné vztahy mezi soufadnicemi jednotlivych
bodu kiivky:

podle dimenze prostoru podle moZnosti analytického popisu

rovinné: prostorové analytické grafické

A2

“v : \.‘\\
> N\
X W
W -
N
AN
fx) = .
2,2 _ X = COoS o
1 [c?x? + |cx| 6i To— 2| y=sint x = 2sin 15t 1392797

¢ c?x?+ |cx| + 6 y =3cos 11t

z=t

V této kapitole se budeme zabyvat pouze analytickymi kiivkami, a to prozatim rovinnymi.

4. 3 Analytické urceni krivky
Rovinnou kfivku mizeme analyticky popsat nékolika zplisoby.

1. KRIVKA JAKO GRAF FUNKCE: Funkce jedné realné proménné je zobrazeni f:D —
R, kde D € R, je defini¢ni obor funkce. Grafem funkce rozumime mnozinu

G(f) ={lxyl < Ely =f ()}
Timto grafem je velmi Casto kiivka (napf. grafy funkei sin x; In x) & vice kiivek (napt. x1;
In|x|).
2. PARAMETRICKE VYJADRENI KRIVKY: Jedna se o zadani kiivky pomoci soustavy

dvou popf. tfi rovnic v nichZ je soufadnice kazdého bodu kiivky zapsana jako funkce redlné
proménné, kterou nazyvame parametr. Pro kiivku v roving tedy

x = ¢(t),
y =y(t)

kde I je interval. Tyto rovnice nazyvame rovnice parametrické. Casto se setkdvame
S vyjadienim rovinné kiivky v polarni soustavé soufadné, a to ve tvaru

tel (4.3.1)
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p=o(); tel

kde t je orientovany thel, ktery svira priavodi¢ bodu s polarni osou a r je vzdalenost bodu od
pocatku. Toto vyjadfeni ovSem snadno pievedeme na vyjadieni parametrické pomoci
znamych vztaht

x =pcost = ¢@(t)cost

y = psint = yY(t) sint’
3. OBECNA ROVNICE KRIVKY: Upravime-li soustavu (4.3.1) na jedinou rovnici tak, Ze
se v ni nebude parametr vyskytovat, dostaneme rovnici obecnou. Tomuto postupu fikdme
vylouceni parametru. Upravime-li naopak obecnou rovnici na rovnici o jedné neznamé
pomoci substituce tak, ze tato rovnice piejde v rovnost, je tato substituce parametrickymi
rovnicemi téze kiivky. Tomuto postupu fikame parametrizace. Timto zplisobem lze ovSem
vyjadrtit jen rovinné kiivky. Vylou¢enim parametru z parametrickych rovnic rovinné kiivky
dostaneme rovnici tvaru

tel

fy)=0

Vyloucenim parametru z parametrickych rovnic prostorové kiivky dostaneme vyjadieni této
ktivky pomoci soustavy dvou rovnic

fOsy;2)=0; glxy;2)=0

Kazd4a z téchto rovnic je rovnici plochy v prostoru, prostorovou kiivku tak dostavdme jako
prasecnici téchto dvou ploch.

3. PRIKLAD: Parametrizujme obecné rovnice kiivek
x2 yZ x2 yZ
A5+5=1 b) (x —m)? = 2p(y — n) 0)=—5=1
Reseni: a) polozime-li x = acost; y = bsint a dosadime do obecné rovnice, obdrzime
(acost)?> (bsint)?
a? * b?

coz je rovnost, ktera plati pro kazdé t € R. Parametrické rovnice nasi elipsy tedy jsou

=1=cos’t+sin*t=1

X =acost LER
y = bsint’

Parametrickymi rovnicemi téZe elipsy jsou samoziejmé vSechny rovnice tvaru

X =acosvt

y=bsinvt; teRr

kde v je libovolna nenulova realnad konstanta. Chapeme-li parametr t v téchto rovnicich jako
Cas, konstanta v urcuje rychlost pohybu a znaménko souéinu vt jeho orientaci.

b) Z této rovnice lze vyjadtit y: y = % (x —m)? + n. Parametrické rovnice tedy budou
zfejme tvaru

x=t

1 .
2 teR
=—Ww0-—m)°+n

Y= ( )
) Pii parametrizaci elipsy jsme vyuzili znamou vlastnost sinu a kosinu — goniometrickou
jednicku. Pokud bychom chtéli stejny obrat pouzit u hyperboly, museli bychom najit dvé
funkce, u nichz analogicky funguje ne soucet, ale rozdil ¢tverci, tj. dvé funkce f; g takové, ze
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pro kazdé t € R je f2(t) — g?(t) = 1. Pak bychom mohli polozitx = a- f(t);y = b-g(t) a
dosazenim do rovnice hyperboly zcela analogicky:

(azgn4jbign =1=>f20 -9 =1

Je jen otazkou, zda takové funkce existuji. Odpoveéd’ na tuto otazku je kladna. Polozime-li
totiz
f®) =cos71t; g(t) =tgt

pak je skute¢né

f2@) —g*(t) =

1 sin’t  sin®t + cos®t —sin?t

cos?t cos®t cos? t

takze ptislusna parametrizace hyperboly je tvaru

x=a-cos"'t m 3m
Jinou zajimavou moznosti je
) = et +et ) = et —et
f - 2 ) g - 2

pak je opét
1 1 1
f2(t) — g2 = 7 (et + e t)? 7 (et —eH)? = 7 (e?*+2+et—e?t+2—-e"2)=1

Protoze funkce f;g plni u hyperboly analogickou ulohu jako sinus a kosinus u elipsy,
nazyvaji se v matematice hyperbolicky sinus resp. hyperbolicky kosinus a znaci se
et —e™t et +et

inht =——;cosht=——; t€eR
sin > cos >

Parametrizaci hyperboly pak dostdvame ve tvaru

x =a-cosht

y=b-sinht’t€]R

4. PRIKLAD: Kuzeloseky v polarnich soufadnicich: Lze dokézat, e mnoZina bodd, které

maji konstantni pomér & vzdalenosti od dané (fidici) pfimky a daného bodu (ohniska), ktery
na ni nelezi, je kuZelosecka.
Na obr. 4.3.1 jsme polarni osu ztotoZnili s osou kuZelosecek, pocatek umistili do spole¢ného
ohniska F. Dale mame oznaceno dy, = d(Fd) d,; = d(Xd); p = d(XF); je tedy d, =d, +
p * cos @, takze

P P

g:d_1:d0+p-cos<p

Odtud dostavame polarni rovnici kuzelosecky tvaru

B _ doe
P=f@) =10 - (4.3.2)

pti¢emz pro € < 1 se jedna o elipsu, pro e = 1 o parabolu a pro & > 1 o hyperbolu.
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d

5+

Obr. 4.3.1: KuZelosecky v polarnich soufadnicich

4. 4 Algoritmy konstrukce krivek

1. GRAFY FUNKCI: Je-li funkce po ¢astech spojitd, je konstrukce jejiho grafu pomérné
jednoducha. Intervaly spojitosti rozdélime ekvidistantnim délenim na subintervaly, kde graf
interpolujeme tGseckou tak, jak je patrné z obr. 4.4.1 vlevo nahote.

2. KRIVKY ZADANE PARAMETRICKY A POLARNE: Postup je zcela analogicky.
Ekvidistantné tentokrat nedélime interval (x;; x,) nezavisle proménné, ale interval (ty;t,)
parametru v piipadé parametrického zadani (obr. 4.4.1 vlevo dole), resp. interval {(@;; @,)
argumentu v ptipadé vyjadieni v polarnich soutadnicich (obr. 4.4.1 vpravo).

hx x+hx

-~

]/’=f(x) [992;[)((02)]

xpfeep)l 1%2:(6)]
th ; t+ht =)

y=y(t)

o 9 |\ lepr@p]

2wt
@yl i)

Obr. 4.4.1: K algoritmu konstrukce grafu funkce a kiivek zadanych parametricky, resp.
V polérnich soufadnicich
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3. KRIVKY ZADANE ROVNICI f(x;y) = 0: Nejjednodussi algoritmus pro sestrojovani
téchto kiivek vyuziva rozdilu mezi fyzickymi a logickymi pixely (viz kpt. 1. 1 odst. 3, 4).
Kiivku f(x; y) = 0 je mozno vykreslit samoziejmé pouze fyzickymi pixely (viz svétle modra
Hkiivka®“ na obr. 4.1.2). Kazdy takovy pixel je vSak logicky obdélnik o stranach hx, hy
(redlnd velikost stran zavisi na rozmérech uzivatelské kreslici plochy). Je zfejmé, ze fyzicky
pixel ma byt vykreslen pravé tehdy, protina-li kiivka hranice tohoto pixelu. Je tedy tieba
nastavit kroky hx; hy tak, aby logické obdélniky ptesné pokryvaly fyzické pixely.

Kriteriem pro zobrazeni fyzického pixelu jsou pak rizna znaménka funkce z= f(X,Yy)
alespoil ve dvou vrcholech obdélnika.

Fyzicky pixel

Logicky pixel

Obr. 4.4.1: K algoritmu konstrukce kiivky f(x;y) = 0.

4.5 Analytické modelovani pohybu

1. BODOVA FUNKCE: Zatimco funkce jedné realné proménné je zobrazeni f: D — R, kde
D € R je definicni obor funkce, rovinnou resp. prostorovou bodovou funkci jedné redlné
prom&nné v euklidovském (projektivnim) prostoru rozumime zobrazeni f:D — F> resp.
iD= B (f:D = oFE resp. f:D - ) kde D C R je defini¢ni obor funkce. Proménnou
budeme znacit t a nazyvame ji parametr. Hodnotou bodové funkce pro t € D € R je bod

Q) = [f1(t); fo(®)] € E* resp. Q(t) = [f1(8); fo(®); fs(D] € F°

popt.

QW) =k i)k fo(t);k-w] € wE resp. Q) = [k i)k f,(8)i k- 5Ok - w] €

Kazda hodnota parametru t urCuje bod Q(t) jednozna¢né. Vlastni body projektivniho
prostoru budeme reprezentovat standardnimi reprezentanty, tj. budeme psat

Q(t) = () o(8); ) € F (4.5.1)

resp.

Q(t) = (L) o) () w) € o E° (4.5.2)

kde w =1 resp. w =0 pravé tehdy, kdyz bod Q(t) je vlastni resp. nevlastni. Rovnice
(4.5.1); (4.5.2) nazyvame bodové rovnice kiivky K. Mizeme se rovnéz setkat s tim, Ze
vlastni bod Q(t) = (q4; q,; 1) € F* kiivky R je reprezentovan jeho polohovym vektorem

Q) = q(®) = Q(t) — 0 = (q1; 92, 1) — (0;0;1) = (45423 0) € F*
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(v E> analogicky). Rovnice (4.5.1) a (4.5.2) jsou pak tvaru
q(®) = (A@®); (D) € 2(F)

q(®) = (L) f(8); (1)) € Z(F°)

Hovotime pak o vektorovych rovnicich kiivky.

resp.

Obor hodnot bodové funkce (tj. mnozinu bodu, které jsou obrazem né&jakého t € D € R)
budeme nazyvat grafem bodové funkce. Funkce f;(t); fo(t) popi. f3(t) nazyvame
souradnicové funkce.

Lze ukazat, ze pokud je definiénim oborem bodové funkce interval (tj. souvisla podmnozina
mnoziny R) a vSechny soutfadnicové funkce jsou spojité, pak grafem bodové funkce je kiivka
Rk v prostoru o, E> popt. »F°. Rikame pak, Ze kfivka je uréena bodovou funkei.

Je-li D = (t;;t,); kde —oo < t; < t, < o0, pak bod T; = (fi(t1); f2(t1); w(t;)) nazyvéme
pocatednim a bod T, = (fi(ty); f2(t2); w(t;)) koncovym bodem rovinné kiivky. Pro
prostorovou kiivku analogicky.

2. POZNAMKA: Protoze nehrozi nedorozuméni, mluvime &asto jen o bodu t misto o bodu

Q).
3. PRIKLAD: Parametrickymi rovnicemi
X =cost
y=sint; t € (0;2m)

je ur¢ena kruznice. PrepiSeme-li je do tvaru K(t) = (cost;sint;1), t € (0; 2m), dostivame
kruZnici jako rovinnou bodovou funkci. Parametrickymi rovnicemi

X = cost
y =sint; t € (0;2kn); k € Z
z=t

je urceno k zavitd cylindrické Sroubovice. Tyto parametrické rovnice miZeme piepsat do
tvaru prostorové bodové funkce S(t) = (cost;sint;t;1), t € (0;2km). Bodovou funkci
tedy dostaneme z parametrickych rovnic kiivky jednoduse ,,pfepisem™ do jednoho fadku.

Pokusme se nyni presnéji specifikovat, co budeme rozumét rovinnym objektem a jeho
pohybem. ,,Pohyb* probiha v case, jeho ,,vysledkem* musi byt nova ,,poloha‘ objektu, kterou
Ize z t¢ pivodni ziskat pfimou shodnosti.

4. POHYB BODU V ROVINE: Podivejme se nejdiive na pohyb objektu, ktery fyzikové
oznacuji jako hmotny bod — tedy objektu zanedbatelnych rozméri. Pohyb probiha v case,
ktery lze modelovat realnym cCislem t € (t;;t,). Pro kazdy casovy okamzik musi byt

k dispozici ptima shodnost, ktera umozni ze znalosti poc¢ate¢ni polohy X = (x;x,;1) € o’
ziskat aktualni polohu X' = (x'y; x'5; 1) € & F~. Pohybem P tedy bude mnozina zobrazeni

x'q f11(®)  fi2(®)  fiz (O /X1 .
<X’z>=(le(t) f22(t) f23(t)><xlz> tedy X" =M(t)-X"; tel (45.3)
1 0 0 1

kde prvky matice M(t) jsou spojité funkce, I je interval a pro kazdé t € I je matice M(t)
matici pfimé shodnosti.
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5. PRIKLAD: MnoZina zobrazeni

x'q cost —sint 0\ /X1
x5 |=|sint cost 0 <x2> t € (0; 2km) (4.5.4)
1 0 0 1 1

je mnozinou vSech otoceni bodu X = (x;; x,; 1) o Ghel t € (0; 2km) kolem pocatku. Popisuje
tedy pohyb libovolného vlastniho bodu po kruznici se sttedem v pocatku (pfesnéji feCeno jeho
jednu otacku).

6. NEPROMENNA ROVINNA SOUSTAVA A JEJi POHYB: Neproménnou rovinnou
soustavou X rozumime libovolny geometricky rovinny utvar. Pohybem tohoto ttvaru
rozumime mnozinu piimych shodnosti, kterou lze obecné zapsat ve tvaru

T =M@ - 17
Pro kazdy bod X tutvaru X tak plati rovnice (4.5.3). Kazdy bod X € X je tedy zobrazovan na
body jisté kiivky. Tuto kiivku nazyvame drahou piislusného bodu.
7. PRIKLAD: Podivejme se je§té jednou na rovnici (4.5.4) a vypoétéme dréhu bodu X =

(r;0;1):
x'y cost —sint 0\ /7 rcost
(x’2> = (sint cost O) <0> = <r sin t) t € (0; 2km)
1 0 0 1/ M 1

Porovnanim slozek dostaneme parametrické rovnice kruznice, coz nas asi neptekvapi.

Pohyby v roviné lze, jak jiz bylo feceno, sestrojovat pomoci pifimych shodnosti. Protoze
kazda ptima shodnost se skldda z posunuti a otoCeni (viz kpt. 2.5. odst. 2), znamena to, Ze
kazdou nésledujici polohu pohybujiciho se Gtvaru Ize nalézt pomoci posunuti a otoceni.

5. OKAMZITY STRED OTACENI: Normaly trajektorii viech bodi soustavy v dané
poloze prochazeji jedinym bodem — okamzZitym stfedem otaceni.

Toto tvrzeni plati 1 v pfipadé, ze se jednd o ptimocary pohyb. Trajektorie bodl soustavy jsou
V tomto piipadé totiz vzajemné rovnobeézné piimky. Normaly k nim jsou kolmice, které jsou
rovnéZ vzajemnée rovnobézné — stied otaceni je v tomto pripadé€ nevlastni.

Zname-li tedy drahy alespont dvou bodii pohybujiciho se utvaru, lze najit okamzity sted
otaceni, a to jako prusec¢ik normal drah pohybujicich se bodt. Na obr. 4.5.1 je tato skute¢nost
ilustrovana pro pohybujici se trojahelnik.

neproménnd rovinnd soustava X

trajektorie bodu

normdla k trajektorii

okamZzity stied otdcCent

Obr. 4.5.1: Pohyb neproménné rovinné soustavy
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V nasledujicim textu budeme potiebovat pojem délka oblouku kiivky, zopakujme tedy:

6. DELKA ANALYTICKE KRIVKY: je piiblizné rovna soudtu délek obloukt Af
ohrani¢enych body t; t + h;, kde h; > 0 . Ziejmé plati

A=\ [AR(D]? + [AL(O]2 + [Af(D)]?

AfS;Af/gj “t+h l,
e e
l P

Obr. 4.5.2: K délce kiivky

Jsou-li soufadnicové funkce diferencovatelné, muizeme pftirastky soufadnicovych funkci
nahradit diferencialy, t;.

det) (W~y/ [dfi (O W2 + [df(O) (W12 + [dfz (D) (W)]? (4.5.5)

Z matematiky vime, Ze pro kazdou diferencovatelnou funkci f(x) je df (x)(h) = f'(x) - h,
vyraz (4.5.5) mé tedy tvar

() - th[f'l(t) ]+ [, k] + [0 - h]°
e(t) - hz\/[f’l(t)]z + [, +[f,®] R (4.5.6)

Pro h — 0, je h =dt avztah (4.5.6) piejde v rovnost, takze

e@ae= [, OF + [, OF + [, 0] a

a délku kiivky obdrzime ziejmé integraci

t= f ¢(t)dt = f J[f'l(t)]z+[f'2(t)]2+[f'3(t)]2dt (4.5.7)

7. ODVALOVANI KRIVKY PO KRIVCE: Uvazujme dvé rovinné kiivky p(t); h(t).
Sestrojme posloupnost kiivek hy(t); hy(t); ...; h,(t), a to nasledujicim zpusobem: Na
kiivce p(t) sestrojme posloupnost bodd Py; P;;...; B,a na kiivece h(t) posloupnost
Hy; Hy; ...; Hy, tak, aby pro kazdé¢ i =0;1;..;n—1 platilo €(P;P;,,) = €(H;H;,,), kde
€(P;P;,,) resp. €(H;H;,,) je délka kiivky p®(t) < p(t) resp. h®®(t) € h(t) ohrani¢ené
body P;; P;,q resp. H;; H; . Kiivku h;(t) pak sestrojime nasledujicim zptsobem: Kiivku
h(t) zobrazime v rotaci R;(H;; a;), kde thel a; je roven uhlu smérovych vektori P(P;);
«H(H;) kiivek p(t); h(t) v bodech P;; H; (na obr. 4.5.3 provedeno pro i=2). Kiivku h(t),
kterou takto obdrzime, posuneme o vektor v; = fP{ Proi =0;1;..;n—1 je tedy

vi = HP; a; = <(P(P); oH(H)))
Z; = T,(v)°R;(H; a;)
Z;:h(t) - h;(t)
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Ktivky h;(t); h(t) se nyni dotykaji (tj. maji spole¢nou te¢nu) v bod¢ P,. Takto sestrojenou
posloupnost kiivek hy(t); hy(t); ...; h,(t) nazyvame odvalovanim kiivky h(t) po kiivce
p(®).

2y

Obr. 4.5.3: Odvalovani kiivky po kiivce

8. PEVNA A HYBNA POLODIE: Piedpokladejme nyni, e znime drihy dvou bodi
pohybujici se soustavy X. Podle odstavce 5 muzeme pro kazdou polohu soustavy sestrojit
okamzity stied otdceni. Mnozinou vSech okamzitych stfedid otdceni soustavy pii jejim
rovinném pohybu je rovinna kiivka p(t), kterou nazyvame pevna polodie. Sestrojme
soustavu X' = X U h tak, Ze h je mnozina vSech bodi H;, které se v jistém okamziku stanou
sttedem otaceni. Mnozina h je kiivka, kterou nazyvame hybna polodie (viz obr. 4.5.4).

hybna polodie

pevnd polodie

Obr. 4.5.4: Pevna a hybna polodie
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Plati nésledujici diilezita véta:

9. VETA O POPISU ROVINNEHO POHYBU, VRATNY POHYB: Kazdy pohyb
Vv roviné lze popsat odvalovanim hybné polodie po polodii pevné. Pohyb P, ktery vznikne z
pohybu P zaménou polodii, nazyvame vratnym pohybem k pohybu 2.

Pohyb P vratny k pohybu P tedy ziskame tak, Ze pevnou polodii pohybu P nechame
odvalovat po polodii hybné (zaménime pevnou a hybnou polodii).

10. CYKLOIDALNI POHYB: je pohyb, jehoz hybnou polodii je kruznice, pevnou polodii
muze byt libovolna kiivka. Trajektoriemi bodii pohybujici se soustavy jsou kiivky, které se
nazyvaji cykloidy. Trajektorii bodu, ktery lezi na hybné polodii, je prosta cykloida, trajektorii
vnitiniho (vnéjSiho) bodu kruznice je zkracena (prodlouzend) cykloida. Zde ukazeme
specialni ptipad, kdy pevnou polodii je piimka (viz obr. 4.5.5).

y

S=H| r__ S P
v=(rt;0,0)

Obr. 4.5.5: Cykloidalni pohyb

Konstrukce: Hybnou polodii (kruznici) a pevnou polodii (ptimku) zvolime tak, aby slozeni
translace a rotace bylo co nejjednodussi. Tedy h = x2 + y? =72 = (rcost;rsint; 1); p =
y = —; stted S kruZnice v pocatku (viz obr. 4.5.5). Valivy pohyb se sklad4 z rotace o uhel - ¢
kolem pocatku a posunuti o vektor v. Velikost tohoto vektoru musi byt rovna délce oblouku
kruznice, pfislusnému thlu - ¢, tedy |v| = |r - t|. To znamena, Ze v = (rt;0;0). Matice
tohoto pohybu je tedy

1 0 rt cos(—t) —sin(—t) O cost sint rt
M=T,Rg;={0 1 O |-|sin(—t) cos(—t) O0])=/|-—-sint cost 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Spojime-li tedy s valici se kruznici bod A = (0; —a; 1), obdrzime jeho drahu ve tvaru

a'y cost sint rt 0 , :
a,=—a-'sint+rt
AT=M-A"T=|(q,|=|-sint cost 0] |-al|= 1
1 0 0 1 1 a, =—acost

Je-li a = r, jedna se o prostou cykloidu (v tom ptipad¢ je totiz A € h), je-li a <r (a > 1),
jedna se o zkracenou (prodlouzenou) cykloidu, nebot’ bod A lezi uvnitt (vn€) h — viz obr,
4.4.6.
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1
(VS

Obr. 4.5.6: Prosta, zkracena a prodlouzena cykloida

11. EVOLVENTNi POHYB je pohyb vratny k pohybu cykloidalnimu, tj. pohyb, jehoz
pevnou polodii p je kruznice a hybnou polodii h je libovolna kiivka. My se omezime na
ptipad, kdy hybnou polodii je ptimka. Trajektoriemi bodi pohybujici se soustavy jsou kiivky
zvané evolventy. Pfitom trajektorii bodu, ktery lezi na pfimce, je prosta evolventa, trajektorii
bodu leziciho v poloroviné urcené te€nou a normalovym vektorem kiivky resp. vektorem
opacnym je prodlouzena (zkracend) evolventa. Opét ukdzeme specialni piipad, kdy pevnou

polodii je kruznice.
N
B

rt
4 A

X
v =(0;-r1:0)

Al
Obr. 4.5.7: Evolventni pohyb

Konstrukce: Polodie opét zvolime tak, aby slozeni translace a rotace bylo co nejjednodussi.
Tedy p=x2+y?2 =r2= (rcost;rsint;1); h =y = —r; stied S kruznice v pocatku (viz
obr. 4.5.6). Pohyb se sklada z posunuti o vektor v = (0; v,) a rotace o thel t kolem pocatku.
Velikost vektoru musi byt opét rovna délce oblouku kruznice, pfislusnému uhlu t, tedy |v| =
|r - t], tj. v = (0; —rt). Matice tohoto pohybu je tedy

cost —sint 0 1 0 O cost —sint rtsint
M=Rg, T, =(sint cost O (0 1 —rt]=|sint cost —rtcost
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Spojime-li valici se piimkou bod A = (a; 0; 1), obdrzime jeho drahu ve tvaru

a'y cost —sint rtsint a ' :
a,=a-cost+rtsint
AT=M-AT=>|q,|=|sint cost —rtcost|(0)=" .
1 0 0 1 1 a', =asint —rtcost

Je-li a =r, jedna se o prostou evolventu, je-li a >r (a <r), jednd se o prodlouzenou
(zkracenou) evolventu. V ptipadé a = 0 dostavame tzv. Archimedovu spiralu.

12. EPICYKLOIDALNI POHYB pevnou polodii p i hybnou polodii h jsou kruZnice,
piicemz jejich dotyk je vné&jsi. Trajektorie tohoto pohybu se nazyvaji epicykloidy. Trajektorie
sttedu O hybné polodie je kruznice soustfedna s p. Vnitini (vné&j$i) body hybné polodie h
opisuji zkracené (prodlouzené) epicykloidy. Body kruznice h vytvoti prostou epicykloidu.
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Obr. 4.5.8: Epicykloidalni pohyb

Konstrukce: Stied S pevné polodie p umistime do pocatku. Oblouk hybné polodie hg
ptislusny jejimu sttedovému thlu a se odvali po oblouku pevné polodie, ktery pfislusi jejimu
uhlu S. Polodii h oto¢ime kolem pocatku o uhel a, stied takto otocené polodie h posuneme o
vektor v = (R + r; 0; 0), ¢imz ji zobrazime na polodii hy. Tu je pak tieba otocit opét kolem
pocatku, tentokrat o thel . Matice epicykloidalniho pohybu je tedy

cosf —sinf 0 1 0 R+r cosa —sina 0

M=Rgsp T, Rge = (sinﬁ cos 3 O) ' (0 1 0 ) : (sina cosa 0) =
0 0 1 0 0 1 0 0 1

<cos B —sinp (R+r)cos ﬁ) (cos a —sina O)

sinf cosf (R+r)sinf sina  cosa O
0 0 1 0 0 1
cosfcosa—sinfsina —cosfBsina—sinfcosa (R+71r)cosp
= <sinﬁ cosa + cosfsina —sinfBsina+cosfcosa (R+7) sinﬁ) =
0 0 1
cos(a +B) —sin(fa+pB) (R+r)cosp
= (sin(a +B) cos(a+B) (R+r) sinﬁ)
0 0 1

Jeste je tieba dotesit vztah mezi uhly a; . Ty musi byt voleny tak, aby si délky ptislusnych

obloukii byly rovny. Mtizeme tedy poloZit napt. @ = t, pak by bylo f = Rr~1t. Volba t €

(0; 2m) pak znamena, Ze hybna polodie projede cely obvod pevné polodie. Opacna volba dava

B =t; «a =rR™t. Volba t € (0; 2m) pak znamen4, Ze hybna polodie provede jednu otacku.
Zvolme prvni moznost. Pak je

cos(Rr-'t+t) —sin(Rr~'t+t) (R+71)cos t)

M=Rsp Ty Rgq = <sin(Rr‘1t +t) cos(Rr~t+t) (R+r)sint
0 0 1

Spojime-li s valici se kruznici bod A = (a; 0; 1), obdrzime jeho drahu ve tvaru

a'y cos(Rr~'t+t) —sin(Rr~'t+t) (R+7r)cost\ ,a
AT=M-A"=|a', | = sin(Rr1t + ¢) cos(Rr~'t+t) (R +7)sint |- <0> =

1 0 0 1 1

a'y =acos(Rr~t+t)+ (R +71)sint

a',=asin(Rr t+t)+ (R +71)cost
Je-li |a| = r jedna se o prostou epicykloidu, je-li |a| <r (|a| > r), jedna se o zkracenou
(prodlouzenou) epicykloidu (viz obr. 4.5.9 vlevo). Chceme-li valit bod A vyznaceny na obr.
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4.5.8, musime volit a < 0. Prosta epicykloida, pro kterou je Rr~* = 1 (Rr~! = 2) se nazyva
kardioida (nefroida).

—t0 —
9
]
7 6
— 7?)_ B 5 /
; 5
;" 4 \ R:6 4
[ R:4 | — -
.’ 3 \ | r=2 P
\ 2 \ ,
f — - A ol
Nt ' " -
876543200 1% 3 2 w‘( 7 L 1
JEERY, | — X T
[ 2 A F6 a3 2200
‘ |‘ -3 I‘I ‘ T _'T..\“
| -4 a:_oj 25 / _2\
\ _5- \.\
7a=-2 4 N
9 a:_{ ) \
10 6 =

Obr. 4.5.9: Prosta, prodlouzena a zkracena epicykloida (vlevo) a hypocykloida (vpravo)

12. HYPOCYKLOIDALNI POHYB: pevnou polodii p i hybnou polodii h jsou kruZnice,
pficemz jejich dotyk je wvnitini. Trajektorie tohoto pohybu se nazyvaji hypocykloidy.
Trajektorie sttedu O hybné polodie je kruznice soustiedna s p. Vnitini (vnéjsi) body hybné
polodie h opisuji zkracené (prodlouzené) hypocykloidy. Body kruznice h vytvoii prostou
hypocykloidu.

Konstrukce hypocykloidy: je zcela analogicka konstrukci epicykloidy, a to jak synteticky,
tak analyticky. Rozdil je ve velikosti stfedné kruznic p; h — u epicykloidy byla R + r, u
hypocykloidy je to R —r. Dale je tfeba mit na paméti, Ze pohyb bodu dotyku po pevné
polodii se déje v opacném smyslu nez v jakém se otac¢i polodie hybna. V konstrukci je tieba
zménit znaménko u jednoho z uhlu a; . Matice hypocykloidalniho pohybu je tedy

sin(Rr~1t —t) cos(Rr~'t—t) —(R—r7r)sint
0 0 1
parametrické vyjadieni pak obdrzime ve tvaru

(cos(Rr‘lt —t) —sin(Rr~'t—t) (R—71)cost )
M=

a'y =acos(Rr~1t—t)+ (R —r)cost

AT=M-AT >
a', =asin(Rr~'t—t) — (R—r)sint

(4.5.7)

Je-li |a| = r jedna se o prostou hypocykloidu, je-li |a| < r (Ja] > r), jedna se o zkracenou
(prodlouzenou) hypocykloidu (viz obr. 4.5.9 vpravo). Prostd hypocykloida, pro kterou je
Rr~1 = 3 (to je ptipad naSeho obrizku) se nazyva Steinerova hypocykloida, pro Rr~1 = 4
obdrzime asteroidu.
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4. 6 Softwarové modelovani pohybu

Pti predchozim odvozovani matic technickych pohybii jsme byli limitovani ruénimi vypocty.
Pohyby jsme skladali tak, aby nasobeni matic bylo pro ru¢ni vypocty co mozna nejjednodussi,
a tak skladani epi- a hypocykliod bylo dosti krkolomné. Pfi strojovém zpracovéani se
nemusime ohlizet na pracnost mechanického pocitani — to mizeme zcela prenechat pocitaci.
Navic mizeme sestrojovat valici se kruznice a pifimky v pohybu, a to naprosto pfirozenym
zpusobem.

Uvazujme znovu cykloidalni pohyb. Nasim cilem tentokrat nebude matice tohoto pohybu ani
jeho parametrické rovnice. Cilem bude vymodelovani valici se kruznice a zndzornéni drahy
nékterych jejich bodi. Cely pohyb v &ase t € (ty;t,) rozlozime na snimky situaci
v okamzicich t;; i = 0;1;...;n. Predpoklddejme, Ze mame snimek v okamziku t; a
potfebujeme sestrojit situaci v okamziku nésledujicim (viz obr. 4.6.1). Hleddme tedy
zobrazeni Z;, které zobrazi bod H;,, nabod S;,; abod 0; na 0;,,. Zobrazeni Z; je tedy tfeba
slozit z rotace R(0;; ) a posunuti T(v) o vektor v — smérovy vektor pevné polodie o
velikosti |v| = ra. Matici posunuti mame k dispozici (viz kpt. 3.4.), rotaci vSak zname jen
jako rotaci kolem pocatku. Bod O; pocatkem neni, rotaci kolem tohoto bodu musime tedy
slozit.

hrf :S,' f(V) S p

i+l
Obr. 4.6.1: K modelovani cykloidalniho pohybu

Bod, ktery ma rotovat kolem bodu 0;, je tfeba nejdiive posunout tak, aby stfed rotace splynul
S po¢atkem, tj. posunout ho o vektor —,0; = —(0;; 05; 0). Takto posunuty bod mize rotovat
kolem pocatku o pozadovany uhel, poté je tieba celou situaci ,,posunout zpét“, tj. o vektor
»0; = (01;0,; 0). Rotace R(0;; ) tedy vznikne slozenim R(0;; @) = T(—0;)°R(0; a)
°T(,,0;) a jeji matice je tvaru Ro;a = T— 0, " Roja * T, 0, Piislusny krok C; cykloidalniho
pohybu tedy dostaneme tak, Ze kruznici h; oto¢ime kolem bodu O; o thel a, a pak ji
posuneme o vektor v, tedy
G = T(v)°R(0;; @)

Matice tohoto zobrazeni je
Ci = TV ' ROi,‘O_’ = TV ' T—oool' ' RO,'O_’ ' Toooi

Lze také kruznici h; nejdiive posunout do kruznice h;,; a tu pak rotovat o potiebny uhel,
tedy

C; = R(0141; 2)°T(V)

Ci =Ty Ropya = T o,y Row T, T

000it1 00i+1
Pozor! Neznamena to ovSem, ze jsme prosté zaménili pofadi posunuti a otoceni! V prvnim

ptipadé jsme totiz rotovali kolem bodu 0;, ve druhém kolem bodu 0,4
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Takové feSeni je samoziejme pro rucni pocitdni netinosné — jednak je tfeba nasobit Ctyfi
matice, coz je velmi pracné, ale hlavné matice potiebné v jednotlivych krocich jsou pro kazdy
krok jiné (rotujeme totiz pokazdé kolem jiného stiedu). Pro kazdy krok je tedy tfeba vypocet
opakovat. Pro simulace na pocitaci je vSak naopak tento zptsob sklddani velmi vyhodny —
mechanické vypoCty zde nepiedstavuji zadny problém (soucin matic je programatorsky zcela
rutinni zalezitost) a ,,sestavovani pohybt timto ,,pfirozenym® zptisobem je velmi vyhodné.

Navic umoznuje sestrojovani drah pohybt nejriznéjSich bodl: zvolime pocatecni polohu A,
poté jednoduse sestrojime posloupnost 4;,; = C; - A;. Timto zpiisobem jsme schopni sestrojit
drahu bodu 4, aniz bychom explicitné znali jeji rovnici (ta je ,,skryta® v maticich C;). Navic je
mozné sestrojit 1 ,,valici se kruznici. Aby bylo poznat, ze se kruznice skute¢né vali a nikoli
jen posouva, je dobré spojit s jejim obvodem néjakou pevnou a ,,viditelnou konstrukci, napft.
dva na sebe kolmé primeéry. I k jejich sestrojeni je mozné vyuzit vySe uvedeného skladani
zobrazeni — zvolime jeden bod na obvodu, ktery valime s kruznici, dal$i body ziskame
Vv kazdém snimku otoCenim o uhel Z kolem stiedu ,,aktudlni* kruznice (viz obr. 4.6.2).

\/ \/

Obr. 4.6.2: Softwarové modelovani kruznice valici se po pfimce

Zcela analogicky muZeme vymodelovat pohyb epicykloidalni a hypocykloidalni. Krok Z;
epicykloidalniho pohybu slozime z rotace kolem stfedu O; kruznice h; o tihel a a z rotace
kolem stiedu pevné polodie (ktery miizeme volit v po¢atku) o uhel S.

hi+1
O )
y 11{ A (Q ,'CZ)
p it }/jj:'+1 \\\
[24 0{_
”
yi; R Si=H; h;
l
X
RI[0:0;8)

Obr. 4.6.3: K modelovani epicykloidalniho pohybu

Uhly a; B je tieba volit tak, aby délky odpovidajicich si kruhovych oblouki si byly rovny. Je
tedy M; = R(0; B)°R(0;; @), popf. podobné jako v predchozim ptipadé M; =
R(0;41; ®)°R(0; B), matice tohoto kroku tedy je

Mi = RO;ﬁ ' ROi;a = RO;ﬁ ! T—oool- ' RO;a’ ' TOOOL-
popr.
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M; =Ro;,;;a "Rozp = T- 0, " Roja " Tio0, " Rosp

U hypocykloidalniho pohybu je situace analogickd. Matici pohybu je sestavena naprosto
stejné, jen stfed hybné polodie je tieba volit s ohledem na vnitini dotyk a u jednoho z thla «a;
B je tieba zménit znaménko.

12. Piiklad: Stanovme drahu hypocykloidalniho pohybu, je-liR = 2-r a
a)a=-05-r b)a=-1.5"r; c)a=-r

Reseni: Vymodelujeme-li drahu zptsobem naznatenym v predchozim odstavci, dostaneme
vystupy na obr. 4.6.4 a mizeme vyslovit hypotézu, ze v ptipadech a) b) je hledanou drahou
elipsa, v ptipad¢ ¢) primér pevné polodie.

Obr. 4.6.4: Drahy hypocykloidalniho pohybu dle zadani piikladu 12
Tyto hypotézy ovétime pomoci rovnic (4.5.7). Jsou-li parametrické rovnice hypocykloidy
a'; =acos(Rr~1t—t)+ (R —r)cost
a', =asin(Rr~'t—t) — (R—r7)sint
je v ptipad¢ a)
a';=-05r-cosQQrr 't —t)+ (2r—r)cost = 0.5 r-cost
a,=-057r-sinrr 't —t)— Q2r —r)sint = —-1.5-r-sint
Jedna se o parametrické vyjadfeni elipsy s poloosami a =1.5-r;b =0.5"r

V ptipadé b) zcela analogicky dostaneme (a’y;a’,) = (0.5r cost; —2.5r sint).
V piipade c) je
ay=-r-cosrrit—t)+ @2r—r)cost=0
a,=-r-sin(2rr~t—t)— (2r —r)sint = =2 -r-sint

coz je skute¢né isecka s krajnimi body A = [0; —2r] (pro t = 7); B = [0; 2r] (pro t = 30);

vvvvvv

obr. 4.6.5.

4.7 Softwarové modelovani rychlosti

Jak jiz bylo naznaceno v kpt. 4.3., Ize parametr v parametrickém vyjadieni kiivky chapat jako
hodnotu zavislou na ¢ase a modelovat tak rychlost pohybu. Naptiklad v polarnim vyjadieni
kuzelosecky (4.3.2) je timto parametrem urCen uhel kladné poloosy x a privodice, tj.
spojnice daného bodu s ohniskem (viz obr. 4.3.1). Konstantni pfirtstek parametru tedy
modeluje konstantni tthlovou rychlost pohybu po kuzeloseéce — pro elipsu viz obr. 4.7.1
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&

Obr. 4.6.5: Skladani slozitgjsich cykloidalnich pohybi

Obr. 4.7.1: Konstantni uhlova rychlost pohybu po elipse a parabole podle (4.3.2)

Tento pohyb pfipominé pohyb planety kolem Slunce ¢i satelitu kolem Zemé, ma vSak zasadni
vadu. Konstantni thlova rychlost zfejme¢ znamena riznou rychlost obvodovou — ta je v tomto
piipad€ nejmensi ve vrcholu kuzelosecky (v ptipadé¢ elipsy hlavni vrchol blize ohnisku), tedy
v periheliu ¢i perigeu, a nejvetsi v nekonecnu (v ptipadé elipsy ve druhém hlavnim vrcholu - v
afeliu ¢i apogeu). Z fyziky vSak vime, Ze ve skuteCnosti je tomu pravé naopak. Souhlasu se
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skutecnosti 1ze docilit zménou parametrizace. Pokusme se nejdiive o model konstantni
obvodové rychlosti.

Konstantni obvodovou rychlost 1ze obecné zajistit tzv. parametrizaci obloukem znamou
z diferencidlni geometrie. KuzeloseCku (4.3.2) vyjadieme v kartézskych soutadnicich
vektorovou rovnici. Dostaneme

p(®) = (p1(); (D) = (

Tato rovnice vyjadiuje zavislost polohového vektoru p bodu P na velikosti tuhlu t dle obr.
4.7.2. Vektor okamzité rychlosti v bodé P dostaneme derivaci vektorové funkce p (podle
zvyklosti fyzika ji ozna¢ime teckou):

p®) = (5. (©); P, () (4.7.2)

kde p,(t); p,(t) jsou dany rovnici (4.7.1). Drahu, kterou urazi bod P mezi thly ¢4; @,
dostaneme integraci velikosti rychlosti v pfislusnych mezich, tj.

P2 (]
s(t) = f (30 p®) e = f JHOP+ HOFd  (473)
P1 P1

- srovnejte vztahy (4.7.3) a (4.5.7).

doccost dyesint )

; 471
1—¢ccost 1—e¢&cost ( )

P R P
th

Obr. 4.7.2: Ke konstantni obvodové rychlosti

V piipadech, kdy kiivkou je kuZelosecka, nelze pfesnou hodnotu integralu (4.7.3) ziskat
pomoci kone¢ného poctu elementarnich funkci. OvSem pfiblizné softwarové feSeni neni pfilis
slozité. Zvolime staly krok drahy — délku kuzeloseckového oblouku PQ. Okamzitd rychlost
Vv bod¢ P je uréena derivaci p jeho polohového vektoru p. Tu mizeme urcit analyticky, ale
rovnéZ numericky, a to nejlépe pomoci tzv. prvni centralni diference. Podle (4.7.2) je tedy

P = (5. (©); (D)
kde dle (4.7.1) je

(6 = 1 dye cos(t + At) dye cos(t — At)
piit) = 2At |1 —ccos(t+ At) 1—ecos(t—At)
() = 1 dye sin(t + At) dye sin(t — At)
P2 = ont |1T—¢ cos(t + At) 1 — ecos(t—At)

Diferenci At doporucujeme volit At ~ 1075,
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Zvoleny krok (délka d(PQ) kuzelose¢kového oblouku PQ), ktery ma mit stdlou hodnotu, je
pro malé kroky h; (viz obr. 4.7.2) pfiblizné roven délce d(PR) use¢ky PR, kde bod R
stanovime nasledovné:

p p

R=P+f'd PR zP-|'f'd P

TR T2
Ke konstrukci elipsy dle odst. 2 kpt. 4.4 a obr. 4.4.1 vpravo potifebujeme pro zvoleny krok
hy = d(PQ) = d(PR) drahy znat krok h; Ghlu pravodi¢a. Z trojuhelnika AFPR mame
d?(PR) ~ d?(FP) + d?(FR) — 2+ d(FP) - d(FR) - cos h;
tedy
d?(FP) + d*(FR) — d*(PR)
2-d(FP)-d(FR)

Vysledek pro elipsu a parabolu si mtizeme prohlédnout na obr. 4.7.3.

/
\\\\

Obr. 4.7.3: Konstantni obvodova rychlost pohybu po elipse a parabole

h; = arccos

Pohyb planety kolem Slunce ¢i satelitu kolem Zemé se vSak fidi druhym Keplerovym
zakonem, podle kter¢ho je konstantni nikoliv thlova ¢i obvodova rychlost, ale rychlost
plosna, tj. privodi¢ mé za stejnou Casovou jednotku opsat stejnou plochu. Staly tedy ma byt
obsah trojihelnika ur¢eného vektory p; p (viz obr. 4.7.2) tj. velikost vektoru p X p. To vede
na integral

P2

1
50 =3 [ {00 xp®) - (b(© x p©) s

P1
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Ani tento integral nelze ziskat pomoci kone¢ného poctu elementarnich funkci, ovSem
priblizné softwarové feSeni je v tomto piipadé analogické piredchozimu ptipadu a diky nému
je jiz jednoduché. Jako konstantu tentokrat volime obsah eliptické vysece FPQ (viz obr.
4.7.2). Ten je pii malych thlech pravodi¢e piiblizné roven obsahu trojuhelnika AFPR,
pozadovany krok h; uhlu privodi¢t z toho jiz spocitame velmi jednoduse:

2 Sprpr
d(FP) . d(FR)'

Vysledek pro elipsu a parabolu si miizeme prohlédnout na obr. 4.7.4.

1
SAFPR = E - d(FP) - d(FR) - sin h’t = ht = arcsin

Obr. 4.7.4: Konstantni plo$na rychlost pohybu po elipse a parabole (dle 2. Keplerova zakona)

4. 8 Transformace krivek

V této kapitole si vS§imneme nékterych transformaci, které zndme z konstruktivni geometrie.
Na tomto misté nékteré tyto transformace popiSeme analyticky. Bodovou rovnici K'(t)
obrazu kiivky K(t) ve zobrazeni, které je urCeno matici M, dostaneme jednoduchym
nasobenim

K"(t) =M-K"(t)

1. PRIKLAD - KkruZnice v osové afinité: Zobrazme kruZnici K(t) = (cost;sint; 1)
V osové afinité uréené matici

0
0 (4.8.1)
1

O N|w NP

>
I
o o K
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ReSeni:
1 % 0 cost cost+%sint
K'®)=A-K'(@) =0 % 0 -<sint>= 3int
00 1/ ‘1 !

Parametrické rovnice kiivky dostaneme volbou K'(t) = (x; y; 1) a porovnanim slozek:

X = cost+%sint
3 (4.8.2)
y = Esin t

Tuto kiivku muZeme sestrojit algoritmem popsanym v kpt. 4.4. odst. 1. Je to rovnice elipsy, 0
c¢emz se muzeme piesveédCit vylou¢enim parametru:

po umocnéni a Gpravée
9x% —6xy +5y2—9=0 (4.8.3)

Tuto elipsu muZzeme sestrojit algoritmem popsanym v kpt. 4.4 odst. 3. Rovnice (4.8.3)
popisuje stejnou mnozinu bodi jako rovnice (4.8.2). Vysledek je ilustrovan na obr. 4.8.1
vlevo.

2. PRIKLAD - kruZnice ve stiedové kolineaci: Zobrazme kruznici E(t) = (% cost;s+
>sint; 1) ve stiedové kolineaci
1 0 O
K=({0 1 o0 (4.8.4)

0 -1 1
Reseni: Zadana kolineace ma osu v 0se x, nebot’ se snadno piesvéd&ime o tom, Ze kazdy bod
A = (x;0; 1) je samodruzny. Ubé&Znici vzort je ptfimka u, = 1, snadno se ptesvédcime o tom,
7e kazdy bod bod B = (x; 1; 1) se zobrazi na nevlastni bod B = b = (x; 1;0). Zobrazme
v této kolineaci kruznici E(t) = (% cost;:+:sint; 1). Na ubé&nici lezi jediny bod kruznice,
a sice E(g) = (0;1; 1), obraz této kruznice bude tedy mit jeden nevlastni bod. Pro t # Z pak

dostavame
- 1 Lcost
X 1 0 O 5 €OS t 2
y|l=10 1 0] %+%sint = %+%sint
w/ A0 -1 1 ! Lsine

Abychom dostali rovnici kfivky v Z°, musime jeji body reprezentovat standardnimi
reprezentanty, tedy

5C0St cost  (1+sint) cost- (1+sint)
X 2-3sint (1 —sint) (1+sint) cos2 t
<y> = %4— %sin t|=1 (1+sint) _ (1+sint) | = (1 +sint)?
1 w (1 —sint) (1+sint) cos?t
1 1 1

Porovnanim slozek dostaneme parametrické rovnice
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1+sint

cost
(1 + sint)?
~ cos?t
a jednoduchym vylouc¢enim parametru rovnici paraboly y = x2. Tato parabola mé pravé jeden
nevlastni bod, timto nevlastnim bodem je smér jeji osy. Jestlize dale tuto parabolu zobrazime
Vv libovolné osové afinité, dostaneme opé€t kuzeloseCku, ktera mé pravé jeden nevlastni bod

(nebot’ kazda afinita zachovava vlastni a nevlastni body — viz kpt. 3. 3. odst. 1). Touto
kuzeloseckou je tedy opét parabola — viz obr. 4.8.1 vpravo.

‘|u—‘/—\

Obr. 4.8.1: Vlevo - kruznice v osové afinité (4.8.1), vpravo kruznice ve stfedové kolineaci
(4.8.4)

Zcela analogicky bychom mohli zvolit kruZnici, kterd ma s ubé&znici pravé dva rtizné body.
Jejim obrazem je tedy kuzelosecka, ktera ma dva nevlastni body. Touto kiivkou je hyperbola,
jejimi nevlastnimi body jsou sméry jejich asymptot.

Konecné v ptipadé, kdy kruznice nemd s ubéznici Zadny spole¢ny bod, je jejim obrazem
kuzelosecka, kterd nema Zadny nevlastni bod, touto kuzeloseckou je elipsa.
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5 Reprezentace krivek v CAD systémech

Naprosta vétSina kiivek a ploch, které se uzivateli jevi jako velmi riiznorodé, je v modernich
CAD systémech sestrojovana zcela jednotnym zptisobem. Od usecky pies kuzelosecky az po
slozité ornamenty definované uzivatelem, od ¢tverce pies kulovou plochu az po karoserii
automobilu. V tomto textu se postupné nastinime alesponn geometrické principy téchto
konstrukeci.

5. 1 Afinni kombinace bodiu

V kapitole 2.7 jsme pouzili zapis

X=A+u (5.1.1)
a polozili otazku si, zda mizeme zapis
u=X-4 (5.1.2)

chépat jako rozdil bodl afinniho prostoru, jehoz ,,vysledkem* je vektor. Pokusme se nyni na
tuto otazku odpoveédét. Pokud bychom zapis X — A chépali skute¢né jako rozdil bodd, mél by
existovat predevsim soucet téchto bodi, v afinni roving tedy

[x1 + a2, + az] ),
= [xq; ; = 27 5.1.3
X4 A= D + lagag) = {1 ] 0072 T (513)
a také soucet nasobkti (kombinace)
[c1%1 + caaq;5 0122 + C2a2] (5.1.4)

¢t X+A=c|x;x,]+c,|ag;a ={ 77
! v rixnlt e lasel (c1x1 + cpaq; ¢1%5 + Cpa3)

Co by ovsem takovym souctem, poptipadé ,.kombinaci® bodi melo byt. Bod? Pro¢? Vektor?
Z jakého ditvodu? A jaky by to mélo geometricky smysl?

V kapitole 2.7 jsme definovali linearni kombinaci vektorii. V projektivnim prostoru lze
podobné definovat projektivni kombinaci bodii

1. Projektivni kombinace bodi projektivniho prostoru: Bod V prostoru o, E> resp.
nazveme projektivni kombinaci boda Uy; Uy; ...; U, pravé tehdy, kdyz pro kazdého
reprezentanta V* bodu V existuji reprezentanti Uy; U3; ...; Uy, bodu Uy; Us; ...; Uy, takovi,
ze V™ je jejich linearni kombinaci, tj. kdyz existuji ¢; € R; i = 0; 1; ...; m takova, ze

V' =cyUy+ c Ui+ -+ c,Up, (5.1.4)

Projektivni kombinace bodu je tedy netrivialni linearni kombinace jejich reprezentantti —
reprezentanti Ug; U7; ...; Uy, bodu Uy; Uy; ...; Uy, jsou ze své definice nenulové vektory a
rovnéz reprezentant V* bodu V musi byt nenulovy. To znamena, Ze alespon jedno ¢; € R; i =
0; 1; ...; m musi byt nenulové.

Nyni by se mohlo zdat, ze zapisy (5.1.1), (5.1.2), (5.1.3) vysvétlime pomoci projektivnich
kombinaci bodi. Bohuzel tomu tak neni, a to ze dvou duvodu. Jednak si vSimnéte, ze
reprezentanti v predchozim odstavci jsou dle odst. 3. kpt. 3.1. oznaceni hvézdickou, tj. nemusi
jit o reprezentanty standardni. To znamena, Ze tito reprezentanti obecné nemohou modelovat
body afinniho prostoru. Za druhé rozklad (5.1.1) neni pro dané body jednoznacny.

Pfesto budeme projektivni kombinace bodli pouzivat k modelovani geometrickych utvara
Vv euklidovském prostoru. Ten totiz, jak jiz bylo feceno, lze chapat jako mnoZinu vSech
vlastnich bodu projektivniho prostoru. Aby toto naSe modelovani bylo uspésné, je tedy tieba,
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abychom pouzivali jen takové projektivni kombinace, kde kombinaci euklidovskych
reprezentantl je euklidovsky reprezentant. V o F? tedy musi byt

(i3 v2; 1) = co(Uors Ugz; 1) + c1(Urps Usp; 1) + - + (Ui Ums 1D (5.1.5)
V o E> analogicky. Ma-li oviem platit (5.1.5), musi byt
oty + -+, =1 (5.1.6)

Operaci (5.1.5), ktera splituje podminku (5.1.6), budeme nazyvat afinni kombinaci bodu.
Muzeme tedy definovat:

2. Afinni kombinace bodii projektivniho prostoru: Vlastni bod K € £ nazveme afinni
kombinaci vlastnich bodi Py; Py;...; By € E' pravé tehdy, kdyz jeho standardni
reprezentant K je linearni kombinaci standardnich reprezentantl bodu Py; Pj; ...; By, tj. kdyz
plati K = ¢coPy + c; Py + -+ + ¢, Py, @ soucasné (5.1.6).

Diky podmince (5.1.6) mizeme afinni kombinaci zcela analogicky definovat i v afinnim
prostoru:

3. Afinni kombinace bodi euklidovského prostoru: Bod K € E" euklidovského prostoru
nazveme afinni kombinaci boddi Py; Py; ...; P, € E" pravé tehdy, kdyZ pro polohové vektory
K; Po; P1; -3 Pm t€chto bodi plati

K=copot+cipr+ "+ CmPm; cotcg+-+ep=1
Zapisujeme
K=COP0+C1P1+"'+Cmpm (517)

V afinnim prostoru tak nema smysl pouze ,,operace* (5.1.3). Operaci (5.1.1) odpovida v "
operace

X=(x13;%0; 05003 1) = (ag;ay; ;a3 1) + (ugsuy; o5 uy;0) =A+ ,U=A+u (5.1.8)
a operaci (5.1.2) operace

u= U= (u;uy ..;un; 0) = (x1; x9; ;%5 1) — (ag;a5; .50, 1) =X —A (5.1.9)
Afinni kombinace bodli ma vsak i zcela jasny geometricky i fyzikéalni vyznam. Naptiklad pro
konkrétni hodnoty ¢isel 0 < my; my; ...; m, < 1 ur€uje afinni kombinace

T = moAO + m1A1 + -+ mnAn

t&zisté soustavy hmotnych bodt Agy; Aj; ...; A, 0 hmotnostech mgy; my; ...; m,. Je-li navic

2%

my; My; ...; My, lze afinni kombinaci urovat geometrické t&€zist€ mnohotihelnikti — viz obr .
5.1.1.

[os]

Obr. 5.1.1: Fyzikalni a geometricky vyznam afinni kombinace boda
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5. 2 Ridici body

Nyni se budeme zabyvat dal$im geometrickym vyznamem afinni kombinace bodd, kterd ma
zésadni vyznam pro soudasné CAD systémy. Jsou-li A; B dva rizné body v E> resp. E°, pak
kazda afinni kombinace

X=COA+ClB; C0+C1=1

lezi na pfimce prochazejici body 4; B, coz znamen4, ze naptiklad rovnice
Xt)=1-t)'A+t-B; teR (5.2.1)

je rovnici ptimky prochazejici body A; B, pro t € (0; 1) usecka s krajnimi body A; B. Pokud
obecné v afinni kombinaci (5.1.7) pouzijeme misto konstant cy; cq; ...; ¢, Spojité funkce
co(t); c1(t); ...; e (t) takové, ze pro kazdé t € R je co(t) + ¢, (t) + -+ + ¢, (t) = 1, tedy

K(t) = co(t) Py + ci(t) Py + -+ cip(t) - By (5.2.2)

dostaneme rovnici ktivky, jejiz konkrétni vlastnosti zaviseji na konkrétni volbé funkci c;(t).

Pouzijeme-li v afinni kombinaci bodi v F° misto konstant Co; €Cq1; - Cyp Spojité funkce
co(u,v); c;(u,v); ...; cp(u, v) takové, ze pro kazdé u,v € R je co(u,v) + ¢, (u,v) + -+ +
cm(u,v) = 1, tedy

K(u,v) =co(u,v) Py +c,(u,v) - Py + -+ c,,(u,v) - By, (5.2.3)

dostaneme rovnici plochy, jejiz konkrétni vlastnosti opét zaviseji na konkrétni volbé funkci
ci(u,v).

Body Py; Py; ...; By, V rovnicich (5.2.2) (5.2.3) se nazyvaji fidici body. V grafickych systémech
se vyuzivaji kiivky a plochy, které mohou témito body prochazet, anebo také nemusi. Podle
toho délime kiivky a plochy na:

a) interpolaéni — prochazeji v§emi fidicimi body Py; P;; ...; By,
b) aproximaéni — neprochazeji vSemi zadanymi body Py; P;; ...; B,

Funkcemi c;(t) jsou polynomy, jejichZ stupein miize uzivatel volit uvniti piikazu, ¢i specialni
racionalni funkce. Nepoucenému uZzivateli jsou tyto funkce skryty, v tomto textu o nékterych
Z nich pojedname dale.

Kazda kiivka generovand CAD systémem miiZze byt afinni popi. projektivni kombinaci
fidicich bodt. Timto zplsobem jsou sestrojovany i bézn¢ znamé kiivky napf. kruznice elipsa
atd. (v€etné usecky)

Naptiklad kruznice je afinni kombinaci osmi fidicich bodi, které tvoii vrcholy a stfedy stran
¢tverce. Funkcemi ¢y (t); ¢1(t); ...; ¢y (t) jsou funkce ,,schopné generovat kruhové oblouky*
(podrobnéji o nich pojedname déle). Zménou polohy jediného fidiciho bodu je pak uZzivatel
schopen ,,pfedvidatelné ménit tvar* velké ¢asti modelované kiivky — viz obr. 5.2.1.

Podobné je tomu i u ploch. I funkce c;(u, v) jsou polynomy ¢&i specialni racionalni funkce
(tentokrat dvou proménnych). Timto zpisobem jsou v Rhinoceros opét sestrojovany vSechny
plochy vcetné ,.elementarnich® — napt. kulova, valcova ¢i kuzelova plocha (v€etné roviny).

Zménou jednoho nebo nékolika malo fidicich bodl je pak mozno dosdhnout pozadované
zmény tvaru Casti plochy— viz obr. 5.2.2.

O nékterych takto generovanych plochéch opét pojedname dale v tomto textu.
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Obr. 5.2.1: Modelovani tvaru kiivky pomoci fidicich bodi v systému Rhinoceros

Obr. 5.2.2: Modelovani tvaru plochy pomoci fidicich bodd v systému Rhinoceros
5. 3 Bézierovy krivky

Jak jiz bylo fe€eno, drtiva vétsina kiivek a ploch je v CAD systémech modelovana jako afinni
kombinace fidicich bodii. Lisi se od sebe vlastn¢ jen poctem téchto bodu a tzv. bazovymi
funkcemi — tj. funkcemi, které funguji jako koeficienty pfislusné afinni kombinace.

Prvni takové kiivky navrhl Pierre Etienne Bézier (1910 - 1999) pro firmu Renault.
Odvodime je zpisobem, ktery navrhl Paul de Casteljau (nar. 1930) pro firmu Citroén

1. Bézierova krivka 1. stupné: Tuto kiivku (isecku) jsme vlastné jiz zminili — viz (5.2.1).
Nyni pouzijeme jen obvyklejsi znaceni. V F* resp. F° tedy mame

QW) =1 —-t)-Py+t-P, t €(0; 1). (5.3.1)
V o F resp. oE%, kde pracujeme se standardnimi reprezentanty vlastnich bodd, pak

QW) =(1—-t)-Py+t-P; t €(0; 1). (5.3.2)
viz obr. (5.3.1) Vsimnéte si, ze tyto zapisy jsou tvaru

QW(t) = B (1) - Py + BL(t) - Py; kde BP(t) =1—t; BX(t) =t
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Poznamenejme jesté, ze zapisy kiivek ve tvaru afinni kombinace vlastnich fidicich bodl jsou
jen jinou formou zapisu bodové funkee - rovnici (5.3.2) lze totiz v o, E> prepsat do tvaru

QW) = ((1 —t) " Por +t Poz; (1 —1t) p11 + 1t Diy; 1);

kde p;; znaci j-tou soufadnici bodu P; (v »F® analogicky). Je vidét, ze ,afinni“ a
,projektivni zapisy jsou podstatné tspornéjsi a prehlednéjsi, proto je u aproximacnich kiivek
uptfednostiujeme.

h
() ;u
0w ’
p—x !
v 1=t

Obr. 5.3.1. Bézierova kiivka 1. stupné

2. Bézierova krivka 2. stupné: Pfidejme dalsi fidici bod a sestrojme tutéz afinni kombinaci
bodi P;; P,. Pti znaCeni dle obr. 5.3.2 obdrzime

B(t)=(1-t)-P,+t-P,
Dale sestrojme tutéZz kombinaci bodt A(t); B(t). Dostaneme
Q@) = (1—-1t)-A(®) +t-B(t)
Po dosazeni
QM) =(1-t) [(1—-t) Po+t-Pl+t-[(1—1t) P +t-P]
a uprave
Q@) =(1—-1t)? Py +2t(1—1t) P, +t>-P,; t€(0;1) (5.3.3)

f
Alt) )
} , -t __Hm
' !,}
A ;
' If” Q) B(t) xb
l}r ]—f T j‘ "

B
Obr. 5.3.2. Bézierova kiivka 2. stupné
Podobné jako v pfedchozim ptipadé¢ i zde miiZeme oznacit
B® ) = 1-0% BP @) = 2t(1 — 0); BP (1) = t2
takZe dostaneme
Q?(t) = BP () Py + B (t) - P, + BP (1) - P,

Lze ukazat, ze se jedna o oblouk paraboly (dokdzeme v kpt. 5. 6). VSimnéme si jesté
geometrického vyznamu fidicich bodi. Dosazenim t = 0 zjistime, Ze kifivka ma pocatecni
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bod v bodg& P, pro t = 1 dostavame koncovy bod v P,. Je tedy P, = Q2 (0); P, = Q@ (1).
Smérové vektory tecen v téchto bodech jsou dany derivacemi Q’, (0) resp. Q- (1)
QM) =02)-1-t)-Py+(2—4t)-P,+2t-P,
Q4 (0) =—-2-Py+2-P, =2(P, — Py)

Rozdil P; — P, reprezentantii P;; P, vlastnich bodu P;; P, vSak reprezentuje nevlastni bod
ptimky, ktera prochazi témito body — viz (5.1.9), v nasem piipade tedy smérovy vektor tecny
v bod¢ P,. Pro bod P; analogicky. Smérové vektory tecen v krajnich bodech jsou tedy urceny
reprezentanty P,P;; P,P,. Pokud bychom parametr ¢ v (5.3.3) interpretovali jako &as (viz kpt.
4.7), bude rychlost v krajnich bodech vy = 2 - PyP;; v, = 2 - P,P;

Protoze pro kazdé t € R plati
BP0 +BPm)+BP W) =1 -2 +2t(1-t) +t2 =1
je kazdy bod takto ziskané kiivky opét afinni kombinaci fidicich bodii.

3. Bézierova krivka 3. stupné: Pridanim dalSiho bodu a zopakovanim piedchoziho postupu
dostaneme (viz obr. 5.3.3):

At)=0—-t)-Py+t-P;
Bt)=(1-t)-P,+t-P,
C)=>0-1¢t)-A(t) +t-B(t)
Dt)=0—-t)-P,+t-Ps
Et)=(1—-1¢t)-B(t)+t-D(t)
Q) =1 —-1¢t)-C(t) +t-E(t)

Obr. 5.3.3. Bézierova kiivka 3. stupné

Po postupném dosazeni a upravé dostaneme kiivku ve tvaru
3

Q¥® = ) BP® P, (53.4)
i=0

kde
BE ) =1 -03% BP () =3t(1 - 1) BP () =3t2(1 —1); BO () =1t°
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Jedna se o kiivku, ktera je urdena dvojici (V oZ>) resp. trojici (V oE>) parametrickych
rovnic, z nichz kazda je tietiho stupné. V oE> kiivka jiz nemusi byt rovinna. Zcela
analogicky jako v ptedchozim ptipad¢ lze dokazat, ze prochazi fidicimi body Py; P; a vektory
m; @) jsou smérové vektory teCen v bodech P,; P;. Rovnéz se lze presvédcit, ze pro
kazdé t € R opét plati

B0 +BP®) +BP ) +BP 1) =1

4. Bézierova krivka n tého stupné: Vyse uvedenym zplisobem lze pokracovat dale. Pro
fidici body Py; Py; ...; P, bychom dostali kiivku tvaru

n
QW) = Y B@© P te (0;1) (5.35)
i=0
kde
Pi= {P}ELE; QWD) = {QW®)} € uE
a
BM™ (1) = (’;‘) ti(1 -t nen; (5.3.6)
jsou tzv. Bernsteinovy polynomy. Lze ukazat, Ze pro kazdé n € N je
n n
Yo=Y (1)a-omi=1,
i=0 i=0

projektivni kombinace (5.3.5) je tedy zaroven kombinaci afinni. M4 tedy reprezentaci i
Vv euklidovském prostoru a Ize psat

QM® = ) BN P e (0:1); Py QD € F
i=0

Bézierovy kiivky jsou v CAD systémech pouzivany zcela bézn¢, bohuzel ¢asto pod jinymi
nazvy. Naptiklad v systému Rhinoceros jsou dostupné z menu Kiivka/Volny tvar/Ridici
body. V ptikazovém fadku je mozno zadat stupen ktivky. Jak vyplyva z rovnice (5.3.5), pti
volbé stupné n je tieba zadat nejméné n + 1 fidicich bodl. Vyzkousejte si, Ze timto zpisobem
l1ze obdrzet 1 usecku jako kiivku zadanou dvéma ftidicimi body, které jsou pak krajni body
usecky (viz odst. 1). Na obr. je znazornén jeden oblouk Bézierovy kiivky stupné 2, 3, a 5.
Zobrazeni fidicich bodi je mozné zapnout v panelu hlavnich néstroja.

Obr. 5.3.4. Bézierova ktivka druhého, tfetiho a patého stupné v systému Rhinoceros
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5. 4 Nékteré dalsi krivky

Jak jiz bylo fe€eno, k sestrojeni kiivky ve tvaru afinni kombinace fidicich bodd, tj. ve tvaru
(5.2.2) 1ze pouzit libovolné diferencovatelné funkce, které spliuji podminku

o)+ c;()+ - +cp(t)=1

1. Fergusonovy kFivky jsou interpolac¢ni kubické kiivky, které se v CAD systémech zadavaji
dvéma fidicimi body A;B a dvéma tecnymi vektory vy;vy; Vtéchto bodech. Napiiklad
Vv syst¢tmu Rhinoceros ji najdeme jako ,,Handle Curve® (v ceské lokalizaci jako ,kiivku
pomoci manipulatorii), coz je ovSem dost matouci (viz obr. 5.4.1). Bodova rovnice jakékoliv
kubické kiivky je obecné tvaru

Q(t) = Dt3>+ Et’?+Ft+G, (5.4.1)
jeji derivace Q'(t) =3Dt? + 2Et +F
Pro t =0 mame Q0)=A=>A=G (5.4.2)
Q(0) =vy=>vy=F (= F) (5.4.3)
Pro t =1 pak Q1)=B=>B=D+E+F+G=A+vy,+D+E

Q1)=v;=>v;=3D+2E +F=3D+2E+Vv,
Resenim soustavy poslednich dvou rovnic (ptipad t = 1) s neznamymi D; E dostavame
D: ZA_2B+ VO+V1
E= —3A+3B_2V0_V1

Spolu s ptedchozim F =v, viz (5.4.1)
G=A viz (5.4.2)

dosadime do (5.3.5) a obdrzime
Q(t)= Dt3*+ Et’+Ft+G
=R2A—-2B+ vy +v)t3+(—3A+3B—2vy —v)t>+ vyt +A

coz po Upravé na tvar (5.1.4) dava
Q(t) = Fo(t) A+ Fi(t) - B+ F,(t) " v + F3(t) - vy

kde Fo(t) = 2t3 =3t +1; F,(t) = —2t3 + 3t?;
F()= t3-2t2+t; F{t)= t3- t? (5.4.4)
Krivka
J00F28 06

=)
bu hﬂ W |Iﬁ_lﬁvk2 pumuciun;zniﬂulémrtd

L ¥§%Le bR§Q9 IO 0

Obr. 5.4.1: Fergusonova ktivka v Rhinoceros

Mezi Fergusonovymi kiivkami (5.4.4) a Bézierovymi kiivkami (5.3.4) existuje té€sna
souvislost. Obé jsou tfetiho stupné, ob& prochazeji dvéma body, u obou zname tec¢nu
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V pocateCnim a koncovém bodé. Presto se nejednd o jednu a tutéz kiivku. Jak ilustruje obr.
5.4.2, 1isi se zfejme jenom velikostmi derivaci (,,rychlostmi®) v poc¢ate¢nim a koncovém bodé.
Misto (5.4.4) tedy uvazujme kiivku
Q(t) ES Fo(t) -A + Fl(t) ‘B + k2 ) Fz(t) ) VO + k3 - Fg(t) " Vl (54‘5)
a urCeme konstanty k,; k5 tak, aby kiivka (5.4.5) byla Bézierovou kubikou.
Q(t) = Fo(t) - Py + F1(8) - Py + kg Fo () - (Py — Po) + kg - F5(¢) - (P3 — Py)
Q(t) = [Fo(t) — ko F2(0)] - Po + ky - Fo(8) * Py — k3 - F5(¢) - Py + [F(2) + k3 - F53(0)] - Ps
ky F,() =BO) > k- (13 -2t2+1) =3t(1-t)2 =k, =3
—ky F3() = BE () = —ky - (3 — t2)  =3t2(1—t) =ks=3

P

.

Obr. 5.4.2: Vztah Fergusonovy ktivky a Bézierovy kubiky

Bézierova kubika urcend body Py; P;; P,; P; tedy definuje jinou mnozinu bodd nez
Fergusonova kiivka ur¢ena body A = Py; B = P; a vektory vy = P; — Py; vy = P3 — P, (viz
obr. 5.4.2 vlevo nahote). Pokud chceme timto dvojim zpusobem definovat stejnou mnozinu
bodd, je tfeba bud’ na tfetinu zkratit usecky PyP;; P,P; V polygonu Bézierovy kubiky (obr.
5.4.2 vlevo uprostied), anebo tiikrat prodlouzit vektory vy; v; Vv zadani Fergusonovy kiivky
(obr. 5.4.2 vpravo). V CAD systémech je tato disproporce Casto feSena jednoduchou
modifikaci Fergusonovy kiivky, kdy misto rovnice (5.4.4) je pouZzita rovnice

Q(t) = Fo(t) - A+ F,(t) B+3-Fy(t) - vy + 3 F3(t) - vy (5.4.6)

obr. 5.4.2 vlevo dole).

Poznamenejme jeste, ze pro kazdé t € R je Fy(t) + F;(t) = 1, tj. kiivka (5.4.4) resp. (5.4.6)
je tvaru

Q(t) = F(t) +v(t)

kde bod F je afinni kombinaci bodti 4; B a vektor v je linearni kombinaci vektord vy; v;.
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2. Coonsovy kFivky jsou opét afinnimi kombinacemi ¢tyi fidicich bodt. Uvazujme Bézierovu
kubiku

QP =1 —-1t)%-Py+3t(1—t)*- P, +3t2(1—¢t)- P, +t3-P; (54.7)

jejiz tidici body jsme opatfili prouzkem. Tyto body vyjadiime jako afinni kombinace bodi
Py; Py; P,; P3, a to nasledovng:

_ 1 _ 1
P0=€(P0+4P1+P2), P1=§(2P1+P2),

_ 1 _ 1
Py =3 (2P + P;); Py = = (P + 4P; + P3) (5.4.8)

Promysleme nejdfive vzajemnou polohu bodt Py; P;; Py; Ps; Py; Py; Py; P3. Pomiize ndm v tom

Py; P, je tedy stied Sy, tseCky P, P, kde ptisobi polovi¢ni hmotnost bodu P; (viz obr. 5.4.3).
T&ziste P, soustavy Py; Py; P, lezi tedy na tsece Sy ,P; ve tieting jeji délky, ovsem nikoliv
blize stiedu Sy, (tam je t&zisté Ty, trjihelnika AP,P;P,), ale blize bodu P;. Jedna se o tzv.
antit&zisté trojihelniku AP, P; P,. Podobné bod P; je antitéZistém AP; P, P;. Bod P; je t&Zistém
soustavy hmotnych bodi P;; P, nachazi se tedy na useéce P;P, bod P;ma dvakrat vétsi
hmotnost nez bod P,; bod P; je tedy dvakrat bliz bodu P; nez P,.

B B

Jthj

R

Obr. 5.4.3: Vztah Coonsovy kiivky a Bézierovy kubiky
Vyjadiime-li nyni kiivku (5.4.7) jako afinni kombinaci bodu Py; Py; P,; P; — viz (5.4.8), pak
po dosazeni, roznasobeni a Gipravé dostaneme:
Q(E) = 2-[Co(D) * Py + C1(£) - Py + Co(£) - Py + C3(8) - Py]
kde
Co(®) =1 —-10)3 C(t) =3t3—6t2+1; Cr(t) =-3t3+3t>+3t+1; C3(t) =t¢3

V nékterych CAD systémech nejsou Coonsovy kiivky uzivateli piimo k dispozici, jsou vSak
pouzivany skryté. Napiiklad v Rhinoceros pii napojovani kiivek v nabidce Krivka/Nastroje
pro tpravu kiivek/Naviazat. UmoZiuji totiz snadné navazovani s hladkosti G (viz
nasledujici kapitola).
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5. 5 Bazové funkce, prostory funkci a krivek

V kapitole 2.7 jsme uvedli definici vektorového prostoru a nékterych souvisejicich pojmu
(napf. baze, dimenze apod.). Vektorové prostory tvofi rovnéz mnohé mnoziny funkci.
Napiiklad mnozina C°(0; 1) funkci spojitych na intervalu (0;1); mnozina C™(0; 1) funkei,
které jsou na intervalu (0; 1) spojité i se svymi derivacemi az do fadu n. Vektorové prostory
tvofi rovnéz mnoziny kiivek uvedené v predchozich kapitolach. Naptiklad Bézierovy tsecky
Vv roving tvofi dvojrozmérny podprostor prostoru €°(0; 1) nad télesem R? (rovinné kiivky)
resp. R3 (prostorové kiivky). Bazi tohoto podprostoru je mnozina funkci {t; 1 — t}. Funkce
t; 1 — t jsou linearné nezavislé, protoze funkce t neni linearni kombinaci funkce 1 —t a ani
naopak 1 —t neni linearni kombinaci t. Funkce t; 1 — t jsou bazovymi funkcemi. Podobné
Bézierovy kiivky druhého, tietiho resp. n-tého stupné tvoii dvoj-, troj- resp. n- rozmérny
podprostor prostoru €%(0; 1) nad t&lesem R? (rovinné kiivky) resp. R3 (prostorové kiivky).
Bézovymi funkcemi jsou Bernsteinovy polynomy B®; B®; resp. B, Linearni zavislost &i
nezavislost téchto polynomil (a obecné jakychkoliv funkci) se podle definice 3 kpt. 2.7
ovéfuje obtizné, k témto ucelim se proto vétSinou pouziva nasledujici véta:

Linearni zavislost a nezavislost funkci: Funkce f,(t); f1(t); ...; f(t) € C™ jsou linearné
nezavislé prave tehdy, kdyz jejich wronskian je nenulovy, tj. kdyz plati

@®  A® . A0

o'  fL@® .. 2@ 40

ARG EN AR O RN ARI ()
Jako piiklad uved’'me Bernsteinovy polynomy druhého stupné:
1-—2t+t% 2t—2t% ¢t
2t — 2 2—4t 2t| =t?
2 —4 2

1—2t+t> 2t—2t
2t — 2 2 — 4t

|2t2—2 2:4t|_2t|1—2§+t2 2t —2t%| |

—4

2
+2 |=4t2+8t2+8t+2t2—4t+2=14t2+4t+2¢0

5. 6 Aproximace po ¢astech, splajny

V kapitole 4. 3. jsme vyjadiili Bézierovy kfivky zcela obecného stupné n € N. Aproximacni
ktivky vyssich stupni se vSak pouzivaji zfidka. Vezméme kuptikladu Bézierovu kiivku 10.
stupné. Je urcena fidicimi body Py; P;; ...; P a pfi zméné byt jen jednoho jediného z nich se
zméni celd kiivka — viz obr. 5.5.1. Pro kazdé 0 < t < 1 je tedy Q(t) # Q(t), kde Q je bodova
funkce kfivky pied a Q je bodové funkce po zméné fidiciho bodu. Rikdme, Ze tato kiivka neni
lokalné kontrolovatelna.

vvvvvv

Znamena to, ze pro fidici body Py; P;; ...; P, nebudeme sestrojovat jeden Bézieriv oblouk
stupné m, ale radé¢ji napt. dva oblouky stupné¢ n <m; m—n—1, prvni ureny body
Py; Py; ...; Py; druhy urceny body Py 1; Pryz; -3 Py Ktomu je ovSem tieba tyto dva oblouky
vhodné spojit. Spojitost miize byt dvojiho druhu a rtzného stupné. Diive nez se ji budeme
zabyvat, je tieba uvést dva diilezité pojmy
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Obr. 5.6.1: Zména jednoho fidiciho bodu Bézierovy kiivky 10. stupné

1. K¥ivost a oskula¢ni kruZznice: Kiivosti kiivky Q v bodé t, rozumime ¢islo

1Q"(to) X Q" (to)l
1Q'(t)I?

Oskulaéni kruznice (rovinné) kiivky Q v bod¢ t, je kruznice K, ktera ma v bod¢ t, stejnou
prvni a druhou derivaci jako kiivka Q. V ptipad¢ prostorové kiivky je jesté tieba specifikovat,
Vv jaké rovin¢ tato kruZnice lezi. Touto otazkou se v tomto textu zabyvat nebudeme a
prenechame ji diferencialni geometrii. Zde dodejme, ze polomér r(t,) této kruznice v bod¢ t,
je nepfimo imérny kiivosti v tomto bodé, tj.

Kk(ty) =

r(ty) = —=
k(o)

Kiivost a oskulacni kruznice jsou dillezitymi parametry kiivky, CAD systémy proto maji
nastroje na jejich ur€ovani popt. grafickou reprezentaci. Na obr. 5.5.2 vidime ¢ast elipsy,
ktera je sestrojena v Rhinoceros, s n¢kolika oskula¢nimi kruznicemi a se zapnutym grafem
ktivosti.

Obr. 5.6.2: Oskula¢ni kruznice a graf kiivosti v Rhinoceros

Nyni jiz ke spojitosti. Rozeznavame spojitost analytickou (parametrickou) a geometrickou.
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2. Analyticka (parametricka) spojitost: Kfivka Q(t) je analyticky spojitd az do fadu n (je
tiidy C™) pravé tehdy, kdyz ma ve vSech bodech spojité derivace az do fadu n (pfitom
derivaci nultého fadu rozumime ptivodni bodovou funkei). Jestlize tedy v pocitatové grafice
spojujeme dva segmenty Q(t); Q(t) a chceme dosahnout spojitosti C1, musi mit oba oblouky
V bod¢ spojeni stejny tecny vektor. V piipadé Bézierovych kiivek stupné m; n musi tedy bod
P,, = P,, ve kterém oblouky spojujeme, byt sttedem tsecky uréené piedposlednim fidicim
bodem P,,,_; kiivky Q(t) a druhym fidicim bodem P; kiivky Q(t). Na obr. 5.5.2 vlevo jsou
takto spojeny kiivky tfetiho a druhého stupné.

3. Geometricka spojitost: Kfivka Q(t) je geometricky spojita G° pravé tehdy, kdyZ je spojita
— tj. spojitosti C° a G° jsou ekvivalentni. Kfivka Q(t) je geometricky spojitd G pravé tehdy,
kdyz pro vektor QL(t) polote¢ny zleva a vektor Q (t) polote¢ny zprava plati Q}(t) = k-
Q_(t); k > 0. Na obr. 5.5.2 vpravo jsou takto spojeny Bézierovy kiivky tietiho a druhého
stupné, kdy k = 2. Dva segmenty Q(t); Q(t) maji v bodé spojeni spojitost G2 pravé tehdy,
kdyz maji spojitost G a navic stejnou kiivost.

Obr. 5.6.2: Bézierovy kiivky tfetiho a druhého stupné, spojitost C* (vlevo) a G* (vpravo)

Z obr. 5.2.2 je ziejmé, Ze jak spojeni C?, tak spojeni G* implikuje spolecnou te¢nu, ani C1, ani
G! vsak nezaruCuje spojitou zménu kiivosti. Spojeni C* je vétSinou ,,hladsi* - skok v kiivosti
je vétSinou mensi. Jak ovSem plyne zodst. 3, spojitou zménu kiivosti lze zajistit i bez
spojitosti C2 a dokonce i bez C!. Spojitou zménu kiivosti mizeme zajistit spojitosti G2.
Rozdil spojitosti C* a G? ilustruje obr. 5.5.3.

V praxi je vétSinou snazsi zaruCit geometrickou spojitost nez spojitost analytickou. Proto se

spojitosti v CAD systémech vétSinou rozumi spojitost geometrickd. Pfi navazovani kiivek
byva nazyvana poziéni (G?), te¢na (G') a kiivostni (G?).

Obr. 5.6.3: Spojeni Bézierovych kiivek se spojitosti C2 (vlevo) a G2 (vpravo)
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Pomoci vhodného spojovéani vhodnych Bézierovych kiivek byly v 80. letech minulého stoleti
definovany standardy vektorovych pocitacovych fontd. V r. 1984 fonty Adobe Typel, které
jsou definovany pomoci Bézierovych kubik, koncem 80 let pak konkuren¢ni True Type, ktera
jsou podporovana opera¢nimi systémy Windows a GNU/Linux. True Type ma oproti Adobe
Typel rychlejsi rastrovani, které probiha na tirovni operacniho systému, dani za tuto rychlost
je dvojnasobna velikost souborii oproti Adobe Typel. V soucasné dob¢ se prosazuje standard
Open Type, ktery spojuje vyhody predchozich standard a je podporovan opera¢nimi systémy
Windows, Mac OS X a Linux.

Obecné muzeme u kiivek n-té¢ho stupné pozadovat spojitost az do stupné n — 1. Dospivame
tak k pojmu splajn kiivky.

4. Splajn krivka, B-splajn kfivka: Splajn kfivkou n-tého stupné rozumime kiivku, kterd
vznikla spojenim konecného poctu aproximacnich popi. interpolacnich obloukt n-tého stupné
tak, ze vysledna kiivka ma ve vSech bodech spojitost C" 1.  Kone¢nym poctem obloukii je
samoziejm¢ 1 jeden oblouk, znamend to, ze 1 jednotlivé oblouky (napf. Beziérovy,
Fergusonovy, Coonsovy atd.) mohou byt splajn kiivkami. Pfi konstrukci splajn kiivek se
vétSinou pouzivaji linedrné nezavislé (bazové) funkce (viz predchozi kapitola). Takové splajn
ktivky potom oznacujeme jako B-splajn kiivky nebo stru¢né B-splajny.

5. Coonsiv B-splajn: Uvazujme Coonsovu kubiku Cy3(t) urCenou fidicimi body
Py; P;; Py; P5 a sestrojme dal$i Coonsovu kubiku Cq4(t) s fidicimi body Py; Py; Ps; P, (1. jako
prvni tii fidici body pouzijeme posledni tii body prvniho segmentu a teprve posledni fidici
bod zvolime). Je ziejmé, ze vyslednou kiivku mizeme chépat jako dvé Bézierovy kubiky,
Z nichz prvni ma fidici body Py; P;; P,; P; a druh4 Ps; P,; Ps; P, (viz obr. 5.4.4). Lze snadno
ukazat, Ze bod P; je stiedem tsecky P,P,, coz vV bod& P; indikuje spojitost C1. V tomto bodé
je viak dokonce spojitost C?, jak ukdzeme vypoétem druhé derivace v bodé P; = Co3(1) =
C14(0).

f

~ul
[ o]

‘ILJ'U

g

Obr. 5.6.4: Coonstv B-splajn sestrojeni navazanim dvou Coonsovych kubik

Co®)=1-0)3=2Co(t)=-31-0t)?2=>C"y(t)=6(1-1)
C()=3t3—-6t2+1=>C"1(t) =9t2—-12t=>C",(t) =18t — 12
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C,(t) = =3t3+3t2+3t+1=>C",(t) =-9t2+6t+3=>C",(t) =—-18t+6
C3(t) =t3=C'53(t) =3t2 = C"3(t) =6t

C"03(t) = <[Py - (6 — 6t) + Py - (18t — 12) + P, - (—18¢ + 6) + Py - 6t]
C'y3-(1) =P, — 2P, + P,

Podobné

C' 4 (t) = %[P1 -(6—6t) +P,- (18t —12) + P; - (—18t + 6) + P, - 6t]
C"14+(0) =Py — 2P, + P;

Miéme tedy C”o3_(1) = C"14,(0), takze v bod& P;, kde jsou oba segmenty spojeny, je druha
derivace zleva rovna druhé derivaci zprava. V bodé P; tedy existuje (oboustranna) druha
derivace. Druha derivace je tedy v tomto bod¢ spojita, kiivka je tfetiho stupn€ a ma spojitost
C?, podle definice je to tedy kubicky splajn. Lze ukazat, ze funkce Cy(t); C,(t); C,(t); C5(t)
jsou linearné nezavislé, jedna se tedy o B-splajn.

6. Lokalni kontrolovatelnost: Kiivka, kterda vznikla aproximaci po ¢astech, tj. napojenim
nékolika obloukl niz§ich stupniti, se oproti kiivkam vysSich stupiit vyznacuje tzv. lokalni
kontrolovatelnosti. Zména jednoho fidiciho bodu takové kiivky totiz nemusi mit vliv na
konstrukei celé kiivky. U téchto kiivek ovliviiuje maximalné tfi jeji sousedni oblouky.

Obr. 5.6.5: Lokaln¢ kontrolovatelna kiivka vznikla spojenim nékolika segmentii nizkych
stupiiti.

5.7 B-splajny
Jak jiz bylo feceno, splajny, kjejichz konstrukci je pouzito vyhradné bazovych funkci

nazyvame bazové splajny, kratce B-splajny. B-splajny jsou vSechny samostatné Bézierovy,
Fergusonovy i Coonsovy oblouky. B-splajny mohou byt konstruovany i spojovanim téchto
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obloukii, u Bézierovych a Fergusonovych kiivek je vSak potifeba splnit pomérné
komplikované podminky. UZzivatelsky nejpiijemnéjsi je z tohoto hlediska Coonsova kiivka,
kdy uzivatel zada prvni oblouk ¢tyfmi body a kazdym dal§im bodem definuje dalsi hladce
navazany oblouk, nebot’ konstrukéni procedura tento bod chape jako posledni bod fidiciho

polygonu, jehoz prvni tii body automaticky pfevezme z predchoziho oblouku.

Vsechny predchozi postupy lze zobecnit, a to postupem, ktery objevili nezavisle na sobé M.
Cox a C. de Boor v roce 1972. Je to postup obecného vypoctu B-splajn bazi, tj. mnozin
funkci, které jsou v afinni kombinaci (5.2.2) oznaceny c;(t). Zaroven je mozno obecné fesit
,hapojovani obloukl, a to pomoci tzv. uzlového vektoru a parametru t; jehoz hodnota jiz
nemusi byt omezena intervalem (0; 1)

1. Uzlovym vektorem rozumime uspotadanou m + 1-tici t = (ty; ty; ...; ty); jejiz slozky
neklesaji, tj. tp < t; < -+ <ty

2. B-splajn bazi stupné nula nad uzlovym vektorem t = (ty; ty; ...; t;,) rozumime mnozinu
funkei {Néo)(t) NO@); . N (t)} kde
(0) 1o te(t;tive)
N = { ;
i W= ot & (ti; tive)
3. B-splajn bazi stupné k; 1 < k < m — 1 nad uzlovym vektorem (ty; t;; ...; t;,) rozumime
mnozinu funkci {NOU‘) ©; N ©); ...; N (t)}, kde

def
=0;1;..;m—1; {(a;a):=0

m—k—1
(k) t—-t (k—1) bivk+1 — (k-1) adef
N = Nl (0 + —N1+1 ®);i=0;1;..;m—k—-1,—:=0
bivk — L t —t; 0
i+k i+k+1 i+1

4. Priklad: Najdéme vSechny B-splajn funkce stupné k = 2 nad uzlovym vektorem & =
(0;0;0;1;1;1).

B-splajn baze je definovana rekurzivng, je tedy tfeba nejdiive urcit bazi stupné nula a jedna.
Stupen nula:

NO© =1, = NO®) =0

jinak
(0) loete(t;t,) =(0,0) = 0) gy
NO@©) = { ik >NO®@%) =0
N7 () = {O jinak

N;O)(t) = Nio)(t) = (ViZ NO(O);Nl(O)) =0

Stupeni jedna:
) adef
N()(t)— N(O)( )+ N(O)(t)— 5:=0]=0
1

N(l)(t)— N(O)(t)+ N(O)(t)—t —t=1-t¢

-4 )
0/

NP = —2N20) + — NOW =t—t,=t

— 2 3

0/0
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MPW = NP0 + 200 =
4- 3 4
% %
Stupeni dva:
1-t
t - tO t
NP () = — NP + 22— P N(l)(t) = (1-1t)?
2 0 3 1 T
0/0 1
N2 () = — N(l) (t) f Lzt N(l)(t) 2t(1—t)
3 —_ L,_/ t
1 1
NZ(Z) (t) = f (1) () + — (1) () =
4- 2 5 3
1 1

B-splajn funkce stupné k = 2 nad uzlovym vektorem t = (0; 0; 0; 1; 1; 1) tedy jsou
2 _ . 2 _ . (2) —
Ny“(@®) =1 -0)?% N7 =2t(1—-¢t); N,7(t) =t?
Vsimnéte si, Ze jsou to Bernsteinovy polynomy 2. stupné. Neni to nahoda, Ize dokdzat, ze
Bernsteinovy polynomy Bl.(") (t) = (?) t'(1—t)"* jsou B-splajn funkce Nl.(n) (t) nad

uzlovym vektorem t = <O; 0;..;0;1;1; ...; 1).

(n+1)x (n+1)x

5. B-splajn krivky v euklidovském prostoru: Lze dokazat, ze pro vsechny B-splajn funkce
sestrojené podle odstavceti 2 a 3 plati:

m-1
(vm; k € N)(Vt € R) (k <m-1= Z NB(t) = 1)
i=0

tj. lze je vyjadtit v afinnim prostoru jako afinni kombinaci fidicich bodu P;, tj.

m-1

K
0w =Y NP®-P

i=0
6. Uniformni a neuniformni B-splajny: Jestlize v uzlovém vektoru t = (tq; ty; ...; t;) Pro
kazdé i = 0;1;...;m — 1 plati t;,4 — t; = konst., nazyvame pfisluSny B-splajny uniformni,
V opacném piipadé se jedna o splajn neuniformni. Uniformni B-splajny nejsou témét vibec
pouzivany, lze ukazat, Ze vSechny jejich bazové funkce se li§i pouze posunutim, tj. vSechny
jsou tvaru Ni(")(t) = Nén) (t —i-At)

5. 8 NURBS krivky

Piijjemnou vlastnosti B-splajn kiivek je jejich invariantnost vic¢i afinnim transformacim.
Pokud chceme zobrazit B-splajn v néjakém afinnim zobrazeni, nemusime zobrazovat bod po
bodu celou kiivku. Staci zobrazit pouze jeji fidici polygon a poté sestrojit splajn uréeny timto
novym polygonem. Nedostatkem je, Ze tyto kfivky nejsou invariantni vuéi projektivnim
transformacim, coz je nepiijemné v piipadé, je-li v geometrickém modelafi pouzito stfedové
promitani. Jejich vaZznym nedostatkem je nemoznost piesného modelovani kuzeloseckovych
oblouku. Tyto nedostatky piekonavaji tzv. NURBS kiivky (Non Uniform Rational B-Spline)
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1. Definice NURBS krivky: Necht P,; Py;...;P,,_; jsou standardni reprezentanti bodu
projektivniho prostoru, Nék) (t); Nl(k) (t);...;N (k)l(t) jsou B-splajn funkce. NURBS kiivkou
rozumime mnozinu bodi, jejichz reprezentantl jsou tvaru

% k
Q' (t) = woNO@®) - Py + 0N () Py + -+ + i 1N<")1(t) Pp; =

- Z w N @®) - P, (5.8.1)
i=0

Koeficienty wg; w;q;...; w;,—1 nazyvame vahy bodi Py; Pi;...; Pp,_;. Vektor w =
(wg; W1} ..n; Wypm—q) Nazyvame vahovym vektorem.
Zdiraznéme, ze alespon jedna védha w; musi byt nenulova (nulovy vektor totiz nemuze

reprezentovat bod Vv projektivnim prostoru). Dale si vS§imnéme, ze projektivni kombinaci
(5.6.1) standardnich reprezentanti jiz nemusi byt standardni reprezentant.

2. Priklad: Pomoci Bernsteinovych polynomi sestroyme NURBS kfivku 2. stupné s vdhami
Dwy=Lw =3w,=1 d)wy=20; =4 w, =2
b)w0=w1=a)2=1 e)a)0=10,a)1=20,a)2=10
Qwo=Lw =2w,=1 Nwg=-1Lw, =-2;0, =-1

Reseni: Viechny kiivky budou ziejmé tvaru

Q' (1) = woNg” (£ * Py + w1 Ny (6) * Py + 0, N, (8) Py =

=wy (1—-1)?Py+wy-2t(1—1t) Py +wy-t? Py
tedy
Q) =10—-t)2Py+t(1—t) P +t? Py,
b)Q(t) = (1 —¢t)2-Py+2t(1—t) P, +t? Py,
Q) =(1—-t)2-Py+4t(1—¢t) P, +t*-P,,_,
atd.
Vsimnéme si, ze v piipadé b) probiha funkce Q(t) standardni reprezentanty — dostavame B-
splajn (v nasem ptipad¢é Bézierovu kfivku). Je tomu tak vzdy, kdyZ pro kazdé i je w; = 1. B-
splajn dostaneme dokonce i Vv piipad¢, kdy je pouze w; = w; pro kazdé i;j (i kdyz v tomto
ptipadé Q*(t) nejsou standardni reprezentanti. Abychom pochopili, pro¢ tomu tak je, je tfeba
se zamyslet nad geometrickym vyznamem vah a s tim souvisejici otazkou, pro¢ se tyto kiivky
nazyvaji raciondlni, kdyZ ani v rovnici (5.6.1), ani ve specialnich ptipadech piikladu 2 Zadné
lomené vyrazy nejsou.
Rovnice (5.8.1) vyjadiuje NURBS kiivky v o E". Lze je oviem vyjadiit v E"?

3. NURBS krivka v euklidovském prostoru: Prepiseme-li rovnici (5.8.1) do soufadnic v
%, méame

CHOXHGRING) (Z 0N © - pus Z wNP© P Z 0N © - 1)

Chceme-li tuto kfivku vyjadiit v F* musime bod Q(t) € »F* reprezentovat jeho
standardnim reprezentantem, tedy

HOAG) 1) i ww)(t) P T wN“”(t) Pz
NORTIOX LN (6) ’ m LN (6)

coz lze zapsat jako afinni kombinaci

(ql(t); qZ(t); 1) = <
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- k
oY - P
?;61 wiNi(k) (t)
Odtud tedy piivlastek ,,rational v nazvu téchto kiivek. Poznamenejme, Ze NURBS kiivky,

kde B-splajn funkce v (5.8.2) jsou rovny Bernsteinovym polynomim, byvaji nazyvany
racionalni Bézierovy kiivky.

4. NURBS krivky maji tyto vlastnosti:

Q(t) = (5.8.2)

a) Lze je vzdy zadat tak, aby prochéazely prvnim a poslednim bodem fidiciho polygonu.
b) Jsou lokalné kontrolovatelné, tj. zména polohy, resp. vahy jednoho bodu ma tedy vliv
pouze na Cast kiivky.

€) Jsou invariantni vici projektivnim transformacim

d) Umoznuji piesné vyjadieni kuzelosecek (podrobnéji ukazeme v nasledujici kapitole)
5. Geometricky vyznam vahového vektoru objasnime na pfipadu rovinné B-splajn kiivky 2.
stupné. Kazdy bod B-splajn kiivky vznika jako kombinace Béz)(t) - Py +Bl(2)(t) Py +
BZ(Z)(t) - P, standardnich reprezentantii fidicich bodi Py; P;; P,. Diky tomu, Ze Béz)(t) +
Bl(z)(t) + Bz(z)(t) =1, je tato kombinace afinni, tj. touto kombinaci je opét standardni
reprezentant. Véhy pftifazené jednotlivym fidicim bodim zpisobi, Ze se z ptivodni afinni
kombinace reprezentantii stane pouze kombinace projektivni, tj. vysledni reprezentanti kiivky
,»opusti euklidovskou rovinu. Na obr. 5.8.1 mame kromé¢ této kiivky dalsi kiivku, kde jsme
bodim Py; P, pfifadili vahy w, = w, = 1 a bodu P, jsme pfitadili vahu w, = 3. Jeji vinou
neni soudet BS2(t) - Py + B2 (t) - P, + B{?(t) - P, standardnim reprezentantem a opustil
euklidovskou rovinu. Bod ,Q, ktery tento soucet reprezentuje, se v projektivnim prostoru

ziejmée bude se vzrustajicim w; blizit bodu P;. To znamen4, Ze i jeho standardni reprezentant
»Q se bude blizit ke standardnimu reprezentantovi P; bodu P; .

Obr. 5.8.1: Geometricky vyznam vahy bodu

NURBS kiivky tak lze tvarovat nejen zménou fidicich bodi, ale 1 zménou jejich vah. V
euklidovské roving se to projevi tak, ze se vzristajici vahou se budou body kiivky vice blizit
ptislusnému fidicimu bodu. Naopak bude-li vaha mensi, kiivka se od fidiciho bodu vzdali tak,
jak ilustruje obr. 5.8.2.
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6. Poznamka: Je ziejmé, ze vyndsobime-li vahy libovolnym ¢islem riznym od nuly, kiivka
se nezméni. Vektory (wpy; wpy; w); (kwpy; kwp,; kw) jsou totiz reprezentanty téhoz bodu.
V piikladu 2 c) d) e) f) dostaneme tedy tytéz NURBS kiivky — vyplyva to rovnéz z (5.8.2).

- Ny
1 Xo&
[© Zméni vah Fdicino bod]

Obr. 5.8.1: Zména vahy bodu v Rhinoceros

Zménu tvaru NURBS kiivky pomoci vah ov§em nelze chépat jen takto intuitivné. Jak uvidime
v dal$im textu, maji tyto zmény hlubsi geometrické souvislosti. K jejich objasnéni provedeme
n¢kolik ptfipravnych uvah.

5. 9 KuZeloseckové oblouky jako NURBS

1. wyg= w; = w,: Uvazujme parabolu y =x%. Ta méa bodovou rovnici (t;t?;1).
Z prikladu 2 kpt. 4. 8. vime, ze tato kiivka je obrazem kruznice (cost;sint; 1) ve stfedové

kolineaci
1 0 O
K=({0 1 0
0 -1 1

Ma4 jeden nevlastni bod ,,B, ktery je obrazem bodu E(g) = (0;1;1):

<=(s 2 o 0)-()

Nevlastnim bodem této paraboly je tedy smér jeji osy.

Vrchol paraboly ozna¢me A. Zbodu P = (0;—1;1) vedme teény ty; t, Kktéto parabole,
body dotyku jsou zfejmé Ty, = (0; —1;1) a oznatme Q stfed usecky T;; T,. Celou situaci
muizeme nechat sestrojit pocitat — osa paraboly ma rovnici (0;t;1); teCny ti, =
(t; £2t — 1; 1); polara (viz. def. 12 kpt. 3.2.) pak p = (t; 1; 1) — viz obr. 5.7.1 vlevo. Tutéz
konstrukci jsme provedli v kpt. 3.2. pro kruznici (viz obr. 3.2.4), kde jsme dokazali, ze
(4;B; P; Q) = (P; Q; A; B) = —1. Parabola je projektivnim obrazem kruznice, a protoze
projektivni zobrazeni zachovava dvojpomér, 1 v piipad¢€ paraboly musi byt

(P;Q;4)  (P;Q;A) 0 A) = —
(P;Q;0B) 1 Soir oA =

To ovSem znamenad, ze bod A je stifedem tsecky PQ.

(P;Q;4, xB)=-1>

Zobrazme piedchozi situaci v libovolné afinité “A. Afinita zachovava incidenci i vlastni a
nevlastni body, obraz “A(,B) nevlastniho bodu B je tedy opét nevlastni a uréuje smér osy
paraboly. Afinita dale zachovava délici pomér, proto také (JZL(P) ;D A(Q); le(A)) = —1,izde
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je tedy A(A) stiedem usecky A(P)A(Q). llustrujme tuto skuteénost pro afinitu urenou

matici
1 20
2
A=[0o0 2 0
2
0 0 1

Obrazy jednotlivych mnozin bodt (paraboly, pdlu, teCen a polary) dostaneme, kdyZz matici
afinity vynasobime zprava transponovanou bodovou rovnici. MiiZzeme to provést najednou, tj.
matici afinity A vynasobit zprava matici, jejiz sloupce tvotfi bodové rovnice jednotlivych
utvard, tj.

1 20\ /¢t o ¢ " E+3t2 ko trt—2 t+4

0 2 o) |t* ¢t H2t—1 1)=| 3. 3, 4343 3
o 1 1 1 1 2 2= 2 2

0 0 1 1 1 1 1

kde sloupce v matici bodovych rovnic jsou po fad¢ rovnice paraboly, jeji osy, teCen a polary.
Ptislu$né utvary jsou sestrojeny na obr. 5.9.1 vpravo. Srovname-li tuto konstrukci s obr. 5.3.2,
zjistime, ze jsme dostali Bézierovu ktivku 2. stupné

Q(t) = Py(1 — )2+ P, - 2t(1 — t) + P,t? (5.9.1)

s fidicim polygonem P, = A(T,); P, = A(P); P, = ‘A(T,). Bod “A(A) pak splyva s bodem
Q(t) Bézierovy kiivky pro t = 2.

=10-1

01 2 3 4,/5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17~

A(172)

10 11 12 *1p-1 109 -8 -7 6 |5 4 -3 2 -

B(2) | Q(n) _,;”_,’4(14)

\ o / o
\ 4/

/p
/:1-\\
/o5 pfam =
/N it
Obr. 5.9.1: Parabola y = x? s polem P a harmonickou &tvefici bodll 4; B; P; Q;(vlevo) a jeji
obraz v afinit¢ A (vpravo).

0 1 2 3 4/5 8 7 8 9
T A

S odkazem na poznamku 6 kpt. 5. 6 dodejme, ze kazda rovnice
Q(t) = wPy(1 —t)2 + wP; - 2t(1 — t) + wP,t?;

urcuje stejnou mnozinu bodu jako rovnice (5.7.1).

wF0
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2. Wy = w3 # wq: Zpoznamky 6 kpt. 5.6 je opét zfejmé, Ze bez Gjmy na obecnosti mizeme
polozit wg = w, = 1; w; = w # 1. Podivejme se jeste jednou na geometricky vyznam véahy
w; # 1 (obr. 5.6.1). Vazenim piejde bod Q projektivniho prostoru do bodu ,Q, jehoz
standardnim reprezentantem je Q. V syntetickém modelu projektivni roviny dostaneme bod
»Q jako obraz bodu Q v kolineaci K, mezi rovinami PyP;P,; P,,QP, se smérem ,Q* —Q
a bod ,,Q jako obraz bodu ,,Q v kolineaci /K, mezi stejnymi rovinami a smérem ,Q* — ,Q.
Ob¢ tyto kolineace zachovavaji dvojpomér, jejich sloZzeni tedy opét zachovava dvojpomér,
parabolu z pfedchoziho odstavce zobrazi tedy na kuzelosecku. Zbyva rozhodnout, na kterou.
Uvazujme tedy NURBS kiivku tvaru

(1—1t)?Py + 20 (1 — t)?P; + t2P,

O = ra-D+e
a spo¢téme bod Q*(3):
o () (1-Po+20(1 - )P + ()P, _Py+wP, +P,
S O S CRE U R

Zapsano pomoci polohovych vektori 0Q; OPy; OP,; OP, bodd Q; Py; Py; P, v prostoru F2.
3
resp. £

— OPy+ wOP; + 0P,

0e = 1+ w
Vyuzijme afinni invariantnosti, tj. skutecnosti, Ze volbou jinych (vlastnich) fidicich boda
nezménime pocet nevlastnich bodti kuzelosecky (tj. elipticky oblouk ziistane eliptickym a
hyperbolicky hyperbolickym). Polozme tedy TPO =(-1,0 €z ( sz); TPZ =(1;0) €
Z( F%), pro Z( £°) analogicky — viz obr. 5.9.2. Dostavame

— 0w — |0Q] )
0Q = 1-|-—w0P1 = 0P, = Tt o (5.9.2)
Y g AN ’ f 2
y 1{)) 0 f; X
%B‘ o
. B
P (0] B X p o B x

Obr. 5.9.2: Vliv vahy bodu: w = 1 (vlevo); w < 1 (uprostied); w > 1 (vpravo)

Je-li w < 1, pak
<152 <o 001< 0] = (P 0;Q) < 1
Oznaéme B dalsi priusecik se¢ny OP; s kuzelosecCkou. Pak
(Py; Q) PO [P, 0|
P;0;0;B) = —— —P,O =-1= e€(0;1) = |P,0 P,B

Jedna se tedy o elipsu (viz obr. 5.9.2 uprostred).
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Je-liw > 1, pak
w 1
‘“>”T*ﬁ'OQ'>'0P1'$‘1<(P1‘0;Q)<0
P;;0;0;B P,O =-1= >1=|P,0| > |P;B
( 1 Q ) (Pl,O B) ( 1 Q) |PlB| |PlB| I 1 I I 1 |

€(-1
Jedna se tedy o elipsu (viz obr. 5.7.2 Vpravo).

Muzeme tedy shrnout: Racionalni Bézierova kiivka 2. stupné s vahami w, = w, je:
w; < Wy = W,.

pro w; < wy = w, elipticky oblouk;

pro w; = wy = w, parabolicky oblouk

pro w; > wy = w, hyperbolicky oblouk

8. Kruhovy oblouk a kruZnice jako NURBS: Kruznice je dilezity specidlni pfipad elipsy.
V CAD systémech je hojné pouZivana, a to nejen sama o sobé&, ale slouzi k modelovani celé
fady téles. Podivejme se tedy na podminky, za kterych elipticky oblouk z ptedchoziho
odstavce ptejde v oblouk kruhovy. V pfipadé¢ kruhového oblouku musi pfedev§im byt
|P,Py| = |P,P,|. Umistéme pocatek O soufadné soustavy do stiedu Sy, usecky PyP, (viz obr.

5.7.3) a dale polozme w, = w, = 1. Zbyva tedy najit w; = w. Podle (5.9.2) ma byt ||§§||

E. Je-1i kuzelosecka kruznici, lze délky |0Q|, |OP;| vyjadtit pomoci jejiho poloméru a

prislusného stiedového thlu:

0S| =rcosé; |SP,| =
051 = reost; ISPl =

B

=~

S,=0 10(0.5)

B

Obr. 5.9.3: Kruhovy oblouk jako NURBS

Dale je
|0Q| =71 —1cosZ
r r(l — cos?
|OP;| = |SP;| — 0S| = — —rcosl = ———-=
cos$ cos%
Pro pomér téchto vzdalenosti tedy dostdvame:
w |0Q] B (r — rcos%) cosy  COsg

= = = = w = cosZ
1+w |OP] r(l — cos? %) 1+ cos % 2

Kruhovy oblouk se stfedovym thlem « tedy dostaneme volbou fidicich bodi Py; Py; P, tak,
aby |PyPi| = |PiP,|; <PyP;P, = —a (pro¢?) a vahového vektoru w = (1; cos¥; 1).
Specialné pro ¢tvrtkruznici museji fidici body tvofit vrcholy rovnoramenného trojuhelnika a
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vahovy vektor je w = 1;£; 1). Celou kruznici pak obdrzime hladkym spojenim ctyt
y 2

takovych obloukd, tj. pouzijeme celkem osm fidicich bodi, z nichz krajni body kazdého
segmentu tvofi stiedy stran a prostiedni body jeho vrcholy. Stiedy maji vahu w = 1, vrcholy

vahu ' = g (poptipadé nasobky téchto hodnot — viz opét poznamku 6 kpt. 5. 6). Snadno se o

tom muzeme presveédcit v Rhinoceros. Sestrojme kruhovy oblouk s libovolnym stfedovym
uhlem, zobrazme jeho fidici body a zkontrolujme jejich vahy. Dale sestrojime kruznici
(jakymkoli zptisobem), opét zobrazme jeji fidici body a zkontrolujme jejich vahy.

Obr. 5.9.4: Kruhovy oblouk a kruznice jako NURBS

9. Elipticky oblouk a elipsa jako NURBS: NURBS kiivky jsou invariantni vuci
projektivnim transformacim. Znamena to nasledujici: Pro kazdé dvé NURBS ktivky K;; K,
stupné n S tymiz bazovymi funkcemi existuje prokjektivni zobrazeni P takové, ze P:K; —
K,, tj. obrazem kiivky K; je kfivka K,, a to bez ohledu na pouzité vahy, ¢i fidici body.
Vezmeme-li napiiklad libovolnou racionalni Bézierovu k¥ivku druhého stupné, jedna se vzdy
o oblouk kuZzelosecky. Pouzijeme-li vdhy w; = wg = w,, je kiivka obloukem paraboly.
Pouzijeme-li w, = w, # w4, je kiivka obloukem eliptickym nebo hyperbolickym. Pfitom jak
elipticky, tak hyperbolicky oblouk lze obdrZet jako obraz oblouku parabolického ve vhodném
projektivnim zobrazeni.

Dale lze ukazat, Ze dvé NURBS kiivky stupné n s tymiZ bazovymi funkcemi a navic stejnym
vahovym vektorem @, jsou afinn€ invariantni, tj. pro dvé takové kiivky K;; K, vzdy existuje
afinni zobrazeni A takové, ze A: K; — K, a to bez ohledu na pouzité fidici body.

10. Konstrukce elipsy ze sdruZenych priaméra v Rhinoceros. Mame-li pravitkem a
kruzitkem sestrojit osy elipsy, zname-li jeji sdruzené priméry, je mozné pouzit Rytzovou
konstrukci. Ocitneme-li se ve stejné situaci v Rhinoceros, mame k dispozici jednodussi cestu.

Pomoci ptikazu Kopirovat aplikované na zadané sdruzené priiméry opiSeme hledané elipse
rovnobéZnik, jehoZ vrcholy spolu s koncovymi body zadanych primér poslouzi jako fidici
body ¢tyt Bézierovych obloukd druhého stupné. Po sestrojeni téchto obloukli zménime vahy
ve vrcholech rovnobéznika na hodnotu w = \/2—5 Takto vzniklé Ctyfi eliptické oblouky

Vv ptipadé potieby sjednotime piikazem Spojit

115



5 Reprezentace kiivek v CAD systémech UM FSI VUT v Brné Studijni text

5 -

=1 w=—

Obr. 5.9.5: Kontrukce elipsy ze sdruzenych praméri (Rhinoceros)
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6 Plochy

V kpt. 4. 1. jsme definovali plochu jako topologicky dvojrozmérny souvisly geometricky
utvar. Stejné jako v pripade kiivek mizeme plochy délit podle moznosti analytického popisu
na plochy analytické a grafické. Vyse uvedena definice plochy je sice velmi obecnd, na druhé
stran¢ vSak neposkytuje névod, jak plochu popsat analyticky. Témto otdzkdm se budeme
vénovat v nasledujicich kapitolach.

6.1 Analytické vyjadreni plochy v Fa OOZ3

1 DEFINICE — parametrizace plochy: Necht Q € R? je souvisla oteviend mnoZina Q C
F® (Q € »E>) je plocha, pro kterou existuje spojité surjektivni zobrazeni p:Q — y. Pak
plochu y nazyvame parametrizovatelnou, zobrazeni p nazyvame jeji parametrizaci, slozky
u; v usporadané dvojice [u;v] € Q nazyvame parametry. Plochu Q parametrizovanou
parametrizaci p zna¢ime podrobné (Q; p). Rovnici, ktera kazdému [u; v] € Q pfitazuje bod
plw; v] = [x(w; v); y(u; v); z(u; v)] € E°, nazyvame bodovou rovnici plochy v 2. Rovnici,
ktera kazdému [u;v] € Q pfifazuje bod plu;v] = (x(u; v); y(u; v); z(u; v); w(w; v)) €
<, nazyvame bodovou rovnici plochy v +F3. Rovnice x = x(uv);y =y(wv);z =
z(u; v) nazyvame V obou piipadech parametrickymi rovnicemi plochy.

2 DEFINICE - regularni a singularni body: Necht' (Q; p) je parametrizovatelna plocha.
Bod plu; v] = [x(u; v); y(u; v); z(u; v)] nazveme regularnim bodem plochy (Q; p) pravé
tehdy, kdyz
a) Existuje okoli O[u; v], na kterém je parametrizace je prosta.
b) Funkce x(u; v); y(u; v); z(u; v) maji v bodé [u; v] spojité parcialni
derivace az do 3. Radu
c) V bodé [u; v] je

dx Jdy 0z

Ju odu Jdu | _
h ox 0y 0z =2

v Jdv dv

Bod, ktery neni regularni, nazyvame singularni.

Je zfejmé, Ze plocha je jednoznaéné urcena svymi parametrickymi rovnicemi. Naopak ovSem
mize byt tatdZ plocha vyjadfena riznymi parametrickymi rovnicemi. To ma (mimo jiné) za
nasledek, ze piipadna singularita bodu miiZze zaviset na parametrickém vyjadieni. Podle toho
mizeme rozliSovat body nepodstatné singularni (tj. bod, ktery v jednom parametrickém
vyjadreni singuldrni je, ale v jiném neni) a podstatné singuldrni (ktery je singularni v kazdém
parametrickém vyjadieni).

6. 2 Krivky na ploSe

Méjme [uy; vo] € Q libovolny ale pevny bod oblasti £, nad kterou je definovana regularni
plocha. Mnozinu bodt Q,,, pro které plati Q,, = Q. (u; vy), nazyvame u -mnozinou, mnozinu
bodu Q, plochy, pro které plati Q, = Q, (uy; v), nazyvame v -mnozinou. 1 -mnoZzina ani v-
mnozina nemusi byt kiivkou, muze se ,rozpadnout™ (viz obr. 6.2.1). Vzdy vsak existuje
(alespori jednostranné) okoli O, [ug; vo] bodu [ug; ve], ve kterém to kiivka je.
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Obr. 6.2.1: u -mnoziny a v-mnoziny (vlevo), u -kiivky a v-kiivky (vpravo)

Tecéné vektory
0Q, dx dy 0z
6=50= ()

_0Qy _ (ax dy 6z> (6.2.1)

17 %u ~ \ou'ou’ou

U -mnozin a v-mnozin jsou linearné nezavislé.

1. DEFINICE - k¥ivka na plose: Necht' Q = Q(u; v); [u; v] € Q je dana regularni plocha a
u=u(t);v =v(t) (6.2.2)
jsou dvé funkce s témito vlastnostmi:
a) jsou to realné funkce realné proménné definované na spoleéném intervalu (a; b)
b) ve vsech bodech intervalu (a; b) jsou spojité i se svymi derivacemi alespoti prvniho
c) f/agalildném bodé intervalu (a; b) nejsou funkce u'(t); v'(t) soucasné rovny nule
d) dvéma riznym bodim intervalu (a; b) pfitazuji dva rizné body oblasti (.
Pak mnozinu vSech bodt
y = x(u(®);v(0)); t € (a;b) (6.2.3)
nazyvame kiivkou na plose. Rovnice (6.2.2) nazyvame (vnitfnimi parametrickymi) rovnicemi
kiivky na ploSe, rovnice (6.2.3) je jeji vektorovou rovnici.
Derivujme rovnici (6.2.2):
dy _0x du Oy dv_ (a_x.a_y.%>.d_”+ (a_x.a_y.%).d_”
dt odu dt odv dt \ou’'du’ou/ dt \dv’'dv’ adv/ dt
Podle rovnice (6.2.11) je vsak
dx 0y 0z
(%; %‘%)

takZe pro kazdy te¢ny vektor plati:

dx dy 0z

= ty; (%,%,%) =1t

dy du dv
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. oy ;e 1 du dv . v r « “ v ,

Vektory t;;t, jsou linearné¢ nezavislé a 5 3 helsou Vv zadném bod¢ soucasné nulove,
dy

dt
regularni plose je v kazdém bodé nenulovy, takze kiivka na plose je regularni kiivka

< v v < dy . Y < , < . ”
Z ¢ehoz plyne, ze teCny vektor d_}tl je v kazdém bod¢ nenulovy. Te¢ny vektor y = kiivky na

Dale plati:

2. VETA: Mnozina bodd [u; v] regulari plochy, pro kterou plati g(u;v) = 0, kde g je
funkce definovana na oblasti ), je zde spojitd 1 se svymi prvnimi parcidlnimi derivacemi,
piicemz ob¢ derivace nejsou nikde soucasné rovny nule, je kiivkou na plose.

3. DEFINICE - krivka na ploSe definovana implicitné: kiivka z pfedchazejici véty se
nazyva kiivka na plose definovand implicitné.

6.3 Explicitni a implicitni rovnice plochy

V definici plochy jsme pouzili parametrické rovnice. Plochu v§ak mizeme definovat i pomoci
rovnic explicitnich a implicitnich.

M¢jme danu funkei

z=f(y) [yl €Q (6.3.1)
definovanou na jisté oblasti (), kterd je na této oblasti spojitd i se svymi parcidlnimi
derivacemi az do tietiho fadu. Pak mnoZina viech bodd [x;y; f(x;¥)] € E je regularni

plocha. Rovnici (6.3.1) nazyvame explicitni rovnici plochy. Je ziejmé, ze plocha dana
explicitni rovnici, ma parametrické rovnice

X=u
y=v [u; v] € Q (6.3.2)
z=1z(u,v)

Tyto rovnice spliyji vSechny piedpoklady definice 1 kpt. 6.1. Pfedpokladejme nyni obracené,
ze dana regularni plocha je definovana parametrickymi rovnicemi

x = x(u,v)
y=ywv) [wv]€EQ
z=2z(u,v)

Tuto plochu nelze vzdy vyjadrit explicitné, nebot tato plocha nemusi byt grafem funkce dvou
proménnych. Aviak pro kazdy bod [x; y; z] € E> této plochy existuje okoli O.[x; y; z] tak, Ze
plocha v tomto okoli grafem funkce dvou proménnych je. Je-li totiz

dx Jdy 0z

ou Odu Jdul _
Moox ay oz |~ 2

ov Jdv Jv

pak existuje Ctvercova submatice, ktera ma hodnost dva. V okoli kazdého bodu lze tedy ze
soustavy tii rovnic vybrat dvé, které 1ze vyfesit vzhledem k proménnym u; v (tyto proménné
lze ,,vyjadiit*) a dosazenim do rovnice tieti dostaneme explicitni vyjadieni.

Dale predpokladejme, Ze je dana funkce g(x; y; z) definovana na trojrozmérné oblasti () € F°
a je ve vSech bodech spojitd i se svymi parcidlnimu derivacemi az do fadu tfi. Necht’ mnoZina
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M = {[x;y; z1 € Blg(x;y;2) = 0}

je neprazdna a v Zadném bod¢ této mnoZziny nejsou parcidlni derivace funkce g soucasné
rovny nule. Pak mnoZzina M je regularni plochou a rovnice g(x;y;z) = 0 jejim implicitnim
vyjadienim.

6.4 Algoritmy konstrukce ploch

1. Konstrukce u, v kiivek: Algoritmicky nejjednoduss$im grafickym znazornénim ploch je
konstrukce osnovy u-kiivek a v-ktivek. Kazdou u-kiivku a v-kiivku lze sestrojovat pouzitim
algoritmt popsanych v kpt. 4. 4.

2. Reseni viditelnosti: Zakladnim problémem pii realistickém zobrazovani prostorovych
utvard je urcit, které ¢asti objektu jsou viditelné a které zakryté. Existuje fada algoritmu, které
tuto ulohu fesi. Jeden z nejrozsitenéjSich je tzv. malifGv algoritmus (Painter's algorithm,
Priority list). Princip spoc¢iva v pifimém vykreslovani ploch, a to v potadi od nejvzdalenéjsich
po nejbliz§i vzhledem k pozorovateli. Bliz§i plochy piekryji vzdalenéjsi a viditelnost je tak
vyfeSena prirozenym zpusobem. Plochy se mohou ptekryvat dosti slozitym zptisobem. Nekdy
nelze jednoznaéné rozhodnout, kterd plocha mé byt kreslena diive a viditelnost je tfeba fesit
dosti slozitymi testy. Rozbor téchto situaci pfesahuje ramec tohoto textu a nebudeme se jimi
zabyvat.

Protoze se zabyvame plochami vyjadienymi analyticky, stojime v prvni fadé pted ukolem, jak
plochu rozd¢lit na jednotlivé ¢asti, jak ji segmentovat.

Piedpokladejme nejdiive spojitou funkci z = f(x;y) definovanou na obdélniku (x;; x,) X
(y1;v,) C 2. Plochu budeme interpolovat segmenty, ato tak, ze na osach zvolime déleni
pomoci krokd hx; hy a témito kroky cyklujeme pies intervaly (x;; x5), (V1; V2)-

Vrcholy segmentu maji pak soufadnice:

A=la;aa3] a;=x a, =y az = f(x;y)
C=lcycye3] cqg=x+hx c;=y+hy c3=f(x+hx;y+hy)
D =[dy;dy;ds] dy=x d;=y+hy d;=f(y+hy)

Segmenty nejsou obecné rovinné, je proto tfeba segment sestrojovat jako dva trojihelniky,
napt. AABC; ACDA.

Pti konstrukci plochy zadané rovnici z = f (X, Yy) neni tfeba zjisStovat vzdalenosti jednotlivych

segmentl od pozorovatele, sta¢i na obou osach postupovat vhodnym smérem. V ptipadé, ze
se pozorovatel nachazi v 1. oktantu, je tfeba postupovat souhlasné s orientaci obou os — Vviz
obr. 6.4.1.

Je-li plocha zadana parametrickymi rovnicemi x = @(u;v); y = Y(u;v); z = t(u; v), kde
u € (uqs;uy), v € (vy;v,) Je situace pii konstrukci segmentt je zcela analogicka. Pomoci
krokli hu; hv zvolime d¢leni intervalli a témito kroky opét cyklujeme pies intervaly
(uq; uy); (vy; v3). Vrcholy jednotlivych segmentt maji tentokrat soufadnice:

A =lag;aza3] a; =@w,v) a, =P(u,v) as; =yPu,v)

B = [by; by; b3] by = @(u + hu,v) b, =Y (u + hu,v) b; = Y(u + hu,v)
C=lcy;cyce3] aqg=pu+hu,v+hv) c;=¢Yu+hu,v+hv) c3=v¢u+hu v+ hv)
D =[dy;dy;ds] di = @(u,v+ hv) d, =yY(u,v+ hv) d; =yY(u,v+ hv)
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Obr. 6.4.1: Konstrukce plochy zadané explicitné

Pted vlastnim vykreslovanim je tfeba nejdiive spocitat v§echny segmenty plochy a usporadat

zavisi na efektivnosti pouzitého ttidiciho algoritmu.
Na obr. 6.4.2 si miZeme prohlédnout takto sestrojenou plochu s parametrickymi rovnicemi

x = (4+ 2cosu)cosv
y = (4+ 2cosu)sinv; [u; v] € (m; 2m) x (0; 2m) (6.4.1)
z=2sinu
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Obr. 6.4.2: Konstrukce plochy zadané parametricky

Rub a lic plochy je rozliSen pomoci jeji orientace. Normalovy vektor v daném bodé je
nahrazen normadlou pfisluSného trojlihelnikového platu, kterd je pocitana vektorovym
soucinem. Tento algoritmus samoziejmé funguje pouze na dvojstrannych plochach. Na
plochach jednostrannych nema smysl rub a lic rozliSovat.

3. Konstrukce ploch urcenych implicitné: algoritmus konstrukce téchto ploch je
trojrozmérnym zobecnénim algoritmu konstrukce implicitné zadanych kiivek (viz kpt. 4. 4.).
Zatimco rovinna kiivka f(x;y) = 0 byla podmnoZzinou obdélnika (x;; x,) X (y;; y2), ktery
jsme rozdé€lili rovinnou siti na mnozinu obdélniki - fyzickych pixeld, plocha f(x;y;z) =0
je podmnozinou kvadru (xq; x5) X (¥1; ¥2) X (21; Z3), ktery rozdélime prostorovou miizkou
na mnozinu kvadrt - fyzickych voxelit ABCDA'B'C'D’, kde (viz obr. 6.4.3)

A=[x;y; z] B =[x + hx; y; z] C =[x+ hx;y+ hy;z] D = [x;y + hy; z]
A=[x;v;z+hz] B=[x+hx;y;z+hz] C=[x+hx;y+hy,z+hz] D=][x;y+hy;z+ hz]
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Vrcholy kvadru postupné ohodnotme hodnotami 2°; 2*; 2°:...;27, a to pravé tehdy, kdyz v
piislusném vrcholu je f(X,y,z) >0, jinak vrcholu ptitad'me nulu. Cely kvadr tak mize byt
ohodnocen hodnotami 0,1,...,255. Z hlediska nasi konstrukce je tedy celkem 256 moznosti,

jak miize plocha kvadr protinat. Kvadr na obrazku vlevo je ohodnocen &islem h;, = 2° + 21 +
23 + 2%+ 25 =159, kvadr vpravo pak &islem hp = 2% 4+ 2%+ 27 = 196. Soudet téchto
ohodnoceni je 255 a je zfejmé, Ze postup konstrukce bude v obou ptipadech stejny - v obou
pfipadech je tfeba hledat praseciky na hranach BC,CD,DD',A'D',B'C’ a nalezeny fez pak
interpolovat celkem tfemi trojuhelniky. Ackoli je tedy celkovy pocet piipadu, které je tieba
fesit, dvé sté padesat ¢tyfi (kvadry s ohodnocenimi O resp. 255 plocha neprotind), program
staci vétvit ,,pouze na sto dvacet sedm vétvi. Hodnoty fezli je opét mozno ndzorné vyjadiit
ve dvojkové soustavé, popi. se pokusit o redukci vétveni programu pomoci symetrii
jednotlivych piipadi. Je-li napf. ohodnoceni vyjadieno jako mocnina dvou (tj. h = 2%; a =
0;1; ...; 7), znamena to, ze f(x;y;z) > 0 plati pravé v jenom vrcholu a fezem je tedy jediny
trojuhelnik.

Obr. 6.4.3: Interpolace implicitné zadané plochy v elementarnim kvadru (voxelu)

Vzhledem k tomu, co bylo feceno vyse, dostavame trojuhelnikovy fez rovnéz pro h = 255 —
2%, a=0;1;...;7. VSech téchto Sestnact piipadii bychom tak mohli fesit jedinou vétvi
programu. Redukce poctu ptipadd je ovSem moznad pouze dal$im ne zrovna jednoduchym
programovanim rozpoznavani symetrii a jejich pfevodem na jediny pfipad. Je tedy otazkou,
zda by vysledny program byl jednodussi. V kazdém piipadé by vSak byl pravé o toto
rozpoznavani a tyto prevody pomalejsi.

Podobné jako v pfedchozim odstavci nasleduje tiidéni segmentti podle jejich vzdalenosti od
pozorovatele a jejich vykresleni.

Na obr. 6. 4. 4 si miizeme prohlédnout takto sestrojenou plochu 2x2 + 2y% —z2 —4 =0 pro
xX;y;z € (—2.5;2.5).

4. Stinovani: Dal$im krokem ke zlepSeni vzhledu zobrazovaného objektu je stinovani. Realné
predméty jsou vyrobeny z rizného materialu a jejich povrchy maji rizny vzhled. Hovotime-li
0 vzhledu povrchu, fikdme, Ze je Cerveny, leskly, drsny, prihledny atd. Tyto vlastnosti se
vztahuji vesmés k optickym vlastnostem povrchu, popt. celého télesa. Dopadne-li svétlo na
povrch télesa, je casteCn¢ pohlceno a Casteéné odrazeno. Piedpokladejme nejjednodussi
ptipad, kdy je dokonale difuzni povrch pfimo osvétlen jednim plosnym zdrojem bilého svétla.
Barva v kazdém bod¢ je pak urcena schopnosti plochy odrazet jednotlivé vinové délky
dopadajiciho svétla a jeji jas je pfimo umérny velikosti prumétu segmentu do roviny kolmé
k dopadajicimu svételnému paprsku, tj. kosinu thlu, ktery tento paprsek svira s normalou.
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Obr. 6.4.4: Konstrukce jednodilného hyperboloidu zadaného implicitné

Nejjednodussi metodou je konstantni stinovani, které cely rovinny segment vyplni jedinou
barvou ur¢enou vyse zminénym kosinem. Toto stinovani vSak ¢asto nezadoucim zplisobem
zvyraziuje hrany mezi interpola¢nimi platy, které na sestrojované plose nejsou — viz leva ¢ast
»anuloidu® na obr. 6.4.5. Existuje n€kolik moznosti, jak tomu piedejit. Zde stojime v prvni
fad¢ pfed ukolem urcit pfiblizn€ smér normaly hledané plochy ve spole¢ném vrcholu Etyt
interpolujicich segmentt - vétSinou ji nahrazujeme normalizovanym souctem normal téchto
segmentl. Ve Ctyfech vrcholech segmentu tak ziskdme obecné Ctyfi rizné normadly. Pak lze
spocitat normalu Vv kazdém bodé segmentu bilinearni interpolaci téchto normal a podle
normaly pfifadit barvu (interpolace normaly), anebo nejdiive spocitat barvu pfislusnou
normalam ve vrcholech a v jednotlivych bodech segmentu interpolovat barevné slozky
(interpolace barvy). Tyto metody jsou schopny nechténé hrany mezi interpolujicimi platy
skryt (viz prava cast anuloidu na obr. 6.4.5.).

Obr. 6.4.4: Konstantni stinovani (vlevo) a interpolace normaly (vpravo).

5. Textury: Povrch realnych predmétih mé malokdy konstantni barvu. Riiznobarevnost plochy
vyjadiime nejlépe nanesenim textury. Texturou rozumime funkci, kterd pfifazuje bodim
roviny hodnotu modulované veli¢iny, v nasem piipadé barvy: T:K x L — H, kde K;L; H ¢ R
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pro spojity a K;L; H c N pro diskrétni piipad. Aplikaci této textury na povrch télesa
provedeme definovanim tzv. mapovaci funkce M:K X L - P, ktera kazdému bodu
z defini¢niho oboru textury pfifadi bod A na povrchu P télesa. Barva tohoto bodu je pak
definovana hodnotou textury h € H. Defini¢ni obor textury se sklada z fyzickych pixeli, tj.
logickych ctverci o strané 1 (ve svétovych soufadnicich). Mapovaci funkci pfifadime
kazdému pixelu textury segment ABCD sestrojované plochy. M¢la by byt prosta, protoze
Vv programové realizaci potfebujeme vétSinou obraceny postup — dle parametrizace
texturované plochy prochazime segment po segmentu a kazdému z nich pfifazujeme barvu
Z textury. Mapovaci funkce neni urcena jednoznacné. Tvofii-li povrch télesa jedina analyticka
plocha, je nejjednodussi volit jako mapovaci funkci pfimo parametrizaci plochy. Texturu
mizeme definovat bud’ matematickym predpisem (nejéastéji u jednoduchych pravidelnych
textur), nebo tabulkou hodnot (nejlépe ve formé obrazu) — viz obr. 6.4.5.

hy

fyzicky pixel
L

h
Obr. 6.4.5: Nanaseni obecné textury na parametricky zadanou plochu

NanaSenim obecnych nepravidelnych textur mizeme pomérné vérn€ imitovat material, ze
kterého je téleso ¢i plocha zhotovena. Na obr. 6.4.6. si mizeme prohlédnout anuloid
Z dubového dfeva.

5. Osvétlovaci modely: Pokud by redlné rovinné optické rozhrani mélo mikroskopicky
dokonaly povrch, pak by opticky odraz a lom zachovaval rovnobéznost. Jinymi slovy - pokud
by na takové rozhrani dopadal rovnobézny svazek paprski, pak by odrazeny i lomeny svazek
byl opét rovnobézny. Dokonale hladky povrch vSak zadny realny predmét nema. Neni-li
povrch dokonale hladky, pak normaly tohoto povrchu maji riizny smér, rizné sméry maji tedy
1 odrazené¢ a lomené paprsky. Nerovnosti povrchu maji fraktalni charakter a vlastnosti
odrazeného 1 lomeného svazku lze popsat jen velmi pfiblizné. Funkci, kterd se tento charakter
snazi popsat, nazyvame odrazovou resp. lomovou funkei. Aplikaci této funkce v konkrétni
situaci pak nazyvame osvétlovacim modelem.
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K vyhodnoceni odrazu a lomu svétla lze pristupovat v podstaté dvojim zpiisobem:

a) Fyzikalni modely: vychazeji z fyzikalnich zdkont Sifeni svétla a odraz od nerovného
povrchu se snazi popsat pomoci popisu Sifeni energie. Tyto metody mohou poskytnout témet
dokonalé fotorealistické vystupy. Jsou vSak znacné slozité, casové velmi narocné a pro
skute¢né vypocty pouzitelné jen s velkymi obtizemi.

b) Empirické modely: nemaji piimy vztah k fyzikdlni podstaté Sifeni svétla. Chapou slozity
fyzikdlni d¢&j jako cCernou skiinku a jeho vysledek se snazi vice €1 méné jednoduse
kvantifikovat. Nemohou poskytnout tak piesné a vizualné presvédcivé vysledky, jako modely
fyzikalni, jsou vSak zna¢né jednodussi a aplikace, které jsou na nich zaloZeny, jsou podstatné
rychlejsi. Jsou proto Casto pouzivany.

Pokud by naopak mély normaly povrchu diky jeho mikronerovnostem statisticky rovnomérné
rozlozeni, pak by tato plocha odrazela zafeni rovnomérné do celého prostoru bez ohledu na
smér dopadajiciho svétla. Takovy odraz se nazyva difuzni. U redlnych ploch neni Zadny odraz
dokonale zrcadlovy, ani dokonale difuzni. Za velmi pfesny model zrcadlového odrazu vsak
muze slouzit odraz na vyleSténych kovech, za model difuzniho odrazu muze slouzit napft.
odraz na Cerstvé napadlém sn¢hu nebo bilém papite.

Nejjednodusi empirické osvétlovaci modely vychdzeji tedy z toho, Ze celkovéa svitivost,
piichazejici z daného bodu k pozorovateli, je dana souctem lesklé (Specular I5) a difuzni
(Diffuse Ip) slozky. Vétsinou se jesté zapocitava ,,rovnomérny piispévek okolniho svétla“
(Ambient I,). Okoli scény je fyzikaln¢ feCeno kromé specifikovanych svételnych zdroju
osvétleno jesté sférou, jejiz polomér roste nade vSechny meze a ktera je kosinovym zatiCem.
Receno jazykem pocitatovych grafikil - je to slozka, ktera zabrafiuje tomu, aby plochy
odvracené od svételnych zdroju, byly zobrazeny jako zcela ¢erné. Celkova svitivost je pak
déana souctem
[=Ig+1p+ 1y

Phongiiv model: je historicky prvnim a nejjednodusim empirickym osvétlovacim modelem.
V tomto modelu je leskla slozka definovana jako

I _{IL-rS-(v;r)h(:)(v;r)ZO
s 0e(v;rn<o

kde I, je svitivost dopadajiciho paprsku, 75 je koeficient zrcadlového odrazu, ktery urcuje
miru zastoupeni lesklé slozky v odrazeném svétle. Koeficient h > 1 udava ,ostrost
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zrcadlového odrazu®. Vektor v je normovany vektor definujici smér pohledu pozorovatele, r
pak smér zrcadlového odrazu, tj. vektor symetricky s dopadajicim svételnym paprskem 1
podle normaly n. Plati r=2(n;D)n—1. Je-li (v;r) <0, nachazi se pozorovatel na
»odvracené stran¢ zpracovavané plochy*“ a nemuze odraz vidét. Difuzni slozka je déna
vztahem:

I _{IL-rd-(n;l)c)(n;l)ZO
b= 0emD<o0

kde 14 je koeficient difuzniho odrazu. V ptipadé, ze (n;1) < 0 je povrch opét odvracen od
svétla a odraz nemuize byt vidét.

Celkovou svitivost bodu plochy, na ktery dopada svétlo z m svételnych zdroji pak pocitime
jako

m
I=1,+ Z([Dk +15,)
k=1

kde piispévek okolniho rozptyleného svétla (tzv. ambientni slozka) se pficita jen jednou.

6. 5 Metody generovani ploch
Plochy v prostoru miZzeme vytvafet v podstaté trojim zptisobem.

1. Geometricka transformace plochy: Mé&jme plochu, ktera je ur¢ena bodovou rovnici
Qw,v) = (A(wv); fo(wv); fs(w,v); w(u,v)). Dile méjme matici M(u, v) &tvrtého fadu,
jejimiz prvky jsou spojité funkce m;;(u, v). Pak bodovou funkci

Q"(wv) =M v)-Q"(u,v)
je uréena opét plocha. Je-li plocha Q(u, v) regularni, matice M(u, v) regulami a jeji prvky
m; ;(u, v) maji spojité parcialni derivace, je plocha Q(u, v) rovnéz regularni.

2. Priklad: Matici

a 0 0 0
0 b 0 0
M(u,v) =
(w,v) 0 0 cv1—u2—v2 0
0 0 0 1
a plochou
Q(u,v):(0; 1) x (0; 2m) = (ucosv;usinv; 1; 1)
a O 0 0 U COS U au cosv
0 b 0 0 i businv .
Q" v) = [usiny ] ue;)
0 0 c/y1—-u2—-v2 0 1 cv1—u?2—v2 | ve(0;2n)
00 0 1 1 1

Pro a = b = ¢ = je to polovina kulové plochy, Vv ostatnich piipadech se jedna o elipsoid
(viz obr. 6.5.1).

3. Sablonovani kiivky: Uvazujme kiivku K(u) a matici M(v); v € {(vy; v,), jejimiz prvky
jsou spojité funkce m;;(v). Pak bodovou funkci

Q" (wv) =M(v) K'(w)

je urCena plocha. Kiivku K(u) nazyvame $ablonou, popt. Fidici kiivkou, matici M(v) je
ur¢ena tiida geometrickych transformaci fidici kiivky — tzv. generujici princip.
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Obr. 6.5.1: Geometricka transformace plochy (k ptikladu 2)

Je-li kivka K(u) regularni, matice M(v) regularni a jeji prvky m;;(v) maji spojité derivace,
je plocha Q(u, v) rovné&Zz regularni.

Geometricky si tento zptsob konstrukce plochy lze predstavit tak, Ze matice M(v) popisuje
zménu ,,tvaru®, velikosti a ,,polohy* kiivky K(u) v ¢ase v. Plocha je pak vytvoiena vSemi

body, kterymi kiivka prochazi v ¢asech v € (vy; v,).
4. Specialni typy ploch:
Podle Sablony:
a) Piimkové plochy: K(u) je pifimka nebo ¢ast piimky. Piimkové plochy se dale déli na
rozvinutelné a nerozvinutelné (zborcené).
b) Cyklické plochy: K(u) je kruZnice nebo ¢ast kruznice
Podle generujiciho principu:
a) Kolinearni a afinni plochy: M(v) je pro kazdé v € (v;; v,) matice kolineace resp. afinity,
b) Homotetické plochy: M(v) je pro kazdé v € (v;; v,) matice stejnolehlosti.
c) Transla¢ni plochy: MM(v) je pro kazdé v € (v;; v,) matice posunuti.

d) Rotaéni plochy: M(v) je pro kazdé v € (v,; v,) matice rotace.
e) Sroubové plochy: M(v) je pro kazdé v € (v,; v,) matice shodnosti sloZzené z rotace a

posunuti ve sméru kolmém na rovinu rotace.
Ptehled ploch podle Sablony a podle generujiciho principu je na obr. 5.6.2.

5. Piiklad: Bodovou funkci U(u) = (0;u;2u;1); u € (0; 1) je urCena tseCka s krajnimi
body A = U(0) = (0;0;0;1); B =U(1) = (0; 1; 2; 1). Usecku nechame rotovat kolem osy z

o uhel v € (0; 2m). Plocha

cosv —sinv 0 O 0 —usinv
—r _[sinv cosv 0 0 u|_ [ ucosv | u€(0;1)
QCwv)={ ", o 1 0] \2u]™\ 2u [ wve(o;2n
0 0 0 1 1 1

je plastém rotacniho kuzele s vrcholem v pocatku, polomérem podstavy r = 1 a vyskou z =
2. Jeho u-kiivky jsou tsecky, v-kiivky kruznice.
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tvorici  posunuti otocCeni Sroubovani  stejnolehlost afinita

princip  translacni rotacni Sroubové homotetické afinni
I plochy plochy plochy plochy plochy
tvorici
krivka

primka
primkové
plochy

kruznice
cyklické
plochy

ostatni

Obr. 6.5.2: Piehled ploch podle $ablony a podle generujiciho principu

5. Priklad: bodovou funkci
K(u) = (cosu;sinu;2;1); u € (0; 2m)

je uréena kruznice leZici v rovin€ z = 2 S polomérem r = 1, matice

v 0 0 O
0 0 O

M(v) = 0 g s 0l v €(0; 1)
0 0 0 1

je matici vSech stejnolehlosti koeficientem v € (0; 1) (tyto stejnolehlosti zmensuji) se stiedem
Vv pocatku soufadnicové soustavy, pfi v = 0 je cela kruznice zobrazena do pocatku. Kruznice
K(u) podrobena vsem témto stejnolehlostem vytvoii cyklickou homotetickou plochu

v 0 0 O cosu v Ccosu
—r _ kT [0 v 0 0) [sinu)_[vsinu]l uc€(0;2mn)
@ G v) = M) K = 0 0 v O 2 |7\ 2v ] ve(o1)
0 0 0 1 1 1

Je to plast stejného rotacniho kuzele jako v predchozim ptipadé€ s tim, Ze jeho u-kiivky jsou
kruznice, v-kiivky pak usecky (viz obr. 6.5.3).

6. Priklad: bodovou funkci
K(u) = (2cosu + 4;2sinu;0;1); u € (0;2m)

je ur¢ena kruznice se sttedem S = (4;0; 0; 1) a polomérem r = 2, ktera lezi v roviné z = 0.
Matice
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Obr. 6.5.3: Plast’ rota¢niho kuzele jako pfimkova rota¢ni plocha (vlevo) a cyklicka
homoteticka plocha (vpravo).

cosv 0 sinv 0
0 1 0 0
—sinv 0 cosv O
0 0 0 1

M(v) = ;v €(0;2m)

je matice rotaci kolem osy y. Kruznice K(u) vytvofii pii téchto rotacich rota¢ni cyklickou
plochu

Q"(w,v) =M(v) -K"(u) =

cosv 0 sinv 0 4+ 2cosu (4 + 2cosu)cosv
0 1 0 0 2sinu 2sinu

= . = ;u,v €(0;2
—sinv 0 cosv 0 0 (4 + 2 cosu)sinv wv €(0;2m)
0 0 0 1 1 1

Jedna se o anuloid, jehoz ¢ast jsme sestrojili jiz na obr. 6.4.2.
7. Priklad: ur¢eme rovnici rota¢ni plochy vytvofené rotaci ptimky
P(u)=A+us=(1;0;0;1) +u(0;1;1;0) = (L;u;u; 1)
kolem pifimky  Z(v) = 0+ tr = (0;0;0; 1) + t(0;0;1;0) = (0;0;¢t; 1)
Reseni: Osou rotace je osa z, plocha tedy bude tvaru
Q" (wv) =M() -K'(w) =
kde M(v) je matice rotace kolem osy z. Tedy

cosv —sinv 0 O 1 cosv —usinv
=T _[sinv cosv 0 O ul|_|sinv+ucosv
Qv =| ", o 1 0] \ul” u

0 0 0 1 1 1

Tuto plochu zname z matematiky. Presvédéime se o tom vylouenim parametri
Z parametrickych rovnic:

X =cosv—usinv) x2=cos?v—2ucosvsinv+u?sin?v I
y =sinv+ucosvy=y? =sin?v + 2ucosvsinv + v?cos?v Il
z=u z2 =u? 111

T+l =1 oy o 2y
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Jedna se tedy o jednodilny rotac¢ni hyperboloid.

773

{‘\“e:‘l:“lln "",'I
W)
\\\\\|||}§,}M/’

RN

Sl

Obr. 6.5.4: jednodilny rota¢ni hyperboloid z pt. 7.

8. Priklad: Odvod’'me rovnici a) osové cyklické Sroubové plochy b) Archimedovy serpentiny.
Reseni:

a) Osova cyklicka Sroubova plocha je plocha, ktera vznika Sroubovanim kruznice, lezici
v roving prochazejici osou §roubovice. Sroubovice je drahou $roubového pohybu, tj. pohybu
sloZzeného z rotace a posunuti ve sméru kolmém na rovinu rotace. M&me tedy rotaci kolem
0sy z a posunuti ve sméru této osy. Matice takto daného pohybu je tedy

1 0 0 O cosv —sinv 0 0 cosv —sinv 0 O

[0 1.0 O } (sinv cosv O O)_|[sinv cosv O O
SW={o 0 1 v 0 o 10/ | o 0 1 v ©>D

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

kde v, je tzv. redukovana vyska Sroubovice, tj. posunuti ve sméru osy z, které odpovida rotaci
o jeden radian. Uvazujme tedy Sroubovici s 0SOou Vv 0se z, polomérem R a redukovanou
vyskou v,. Dale uvazujme kruznici se sttedem S = (R;0;0;1) a polomérem r, ktera lezi
v rovin¢ y = 0. Tato kruZnice lezi v rovin€ prochazejici osou Sroubovice a je urcena bodovou
funkci K(u) = (R +rcosu;0;rsinu;1). Hledana plocha vznikne S$roubovanim této
kruznice po dané Sroubovici, tedy

cosv —sinv 0 0 R +rcosu (R+rcosu)cosv
—r _|[sinv cosv 0 0 |, 0 _| R+rcosu)sinv
Q wv) 0 0 1 wvyv rsinu rsinu + vyv
0 0 0 1 1 1

b) Archimedova serpentina je Sroubova plocha, ktera vznika Sroubovanim kruznice lezici
v roviné kolmé na teCnu Sroubovice. Uvazujme tedy situaci z pfipadu a). Budeme opét
Sroubovat kruznici se sttedem S = (R; 0;0; 1) a polomérem r, ta vSak tentokrat musi lezet
vV roviné kolmé na te¢nu Sroubovice. Smérovy vektor s te€ny Sroubovice vbodé¢ A =
(R; 0;0; 1) ma slozky s = (0; 1; vy; 0). Aby tedy kruznice K(u) Kk leZela v roviné kolmé na
teCnu, je tieba ji otocit o thel @ kolem osy x (viz obr. 6.5.5). Budeme tedy Sroubovat kruznici

1 0 0 0 R +rcosu R+ rcosu
T 0 cosa —sina O 0 —rsinusina
K'(w) = ) . . = .
0 sina cosa O rsinu rsinucosa
0 0 0 1 1 1
Miéme tedy
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cosv —sinv 0 O R+ rcosu
Qu,v) = sinv cosv 0 O | (-r §inusina _
’ 0 0 1 wvev rsinucos a
0 0 0 1 1

(R+rcosu)cosv+rsinusinvsina
(R+rcosu)sinv —rsinucosvsina
rsinucosa + vyv
1

Obr. 6.5.6: K odvozeni rovnice Archimedovy serpentiny

v . Mo . (4 r e .. .
Protoze je zfejmé sina = ——; cosa = ; dostavdme rovnici Archimedovy
/r2+vg /r2+v§
serpentiny tvaru
TV . :
(R + rcosu) cosv + ———=sinusinv
Jr2+vd
(R + ) si Vg .
_ 7 €cosu)Sinv — ———=sinucosv
Q(u,v) = V72 + vé
r? _
————sinucosa + vyv
VT2 + vé

1
6. 6 Rozvinutelnost ploch

1. Izometrické zobrazeni mezi plochami Q; Q je zobrazeni p: Q(u; v) — Q(u; v), které
zachovava délky kiivek na plose.

2. Rozvinutelné a zborcené plochy: Plochu, pro kterou existuje izometrické zobrazeni do
roviny, nazyvame rozvinutelnou plochou. Lze ukazat, Ze kazda rozvinutelna plocha musi byt

nutné plochou ptfimkovou. Obracend véta vSak neplati — existuji piimkové plochy, které
rozvinutelné nejsou. Tyto plochy nazyvame nerozvinutelné, nebo také zborcené.

Polozme si nyni otazku, jak urcit, zda dana pfimkova plocha (napi. viz obr. 6.6.1.) je
rozvinutelna, anebo zborcena. Pfimkova plocha vznika Sablonovanim (viz kpt. 6.5 odst. 4),
kde Sablonou je ptimka - ozna¢me ji P(u). Tato plocha ma proto rovnici tvaru

Qw,v) =M(v) - PT(w) = M(v) - (AT + us")
tedy
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Qu,v) =M@)-AT+u-M®) s" = f(w) +u-g) (6.6.1)

f) g)

Obr. 6.6.1: K otazce rozvinutelnosti ploch

Polozme si nyni otazku, jak urcCit, zda dana piimkova plocha (napf. viz obr. 6.6.1.) je
rozvinutelna, anebo zborcena. Piimkova plocha vznika Sablonovanim (viz kpt. 6.5 odst. 4),
kde $ablonou je piimka - ozna¢me ji P(u). Tato plocha ma proto rovnici tvaru

Q" (u,v) = M(v) - P"(w) = M(v) - (A" +us")
tedy
Q"(w,v) =MW)-AT+u-M() sT = f(w) +u-g) (6.6.1)
f@) g
Smérové vektory tecnych rovin jsou

0 ST _ . i_T =f -q'
— Q@) =g0) 5 ww) = @) +u-g'®)

Polozime-li v = v, = konst, ptedstavuji vektory g(vy), f'(vy); g'(vy) smérové vektory
teénych rovin plochy v bodech tvofici pfimky P(u). Jsou-li tyto vektory linearné zavislé,
dotyka se tato rovina plochy podél celé tvofici piimky. Piimku P(u) Stouto vlastnosti
nazyvame torzalni primkou plochy. Jsou-li vektory linearné nezavislé, tecna rovina se pro
rizné hodnoty parametru U kolem tvofici ptimky ,,0ta¢i* - fikdme, Ze te€né roviny tvori
svazek s osou P(u). V tom piipad¢ je pfimka P(u) regularni piimkou plochy.

Lze ukazat, ze ptimkova plocha je rozvinutelna pravé tehdy, jsou-li v§echny jeji tvorici
primky torzalni.

3. Priklad: Zjistéme, zda jsou rozvinutelné nasledujici plochy

a) jednodilny rota¢ni hyperboloid
b) plocha tecen Sroubovice

C) QT (u,v) = (cosv + ucosgcosv; sinv + ucosgsinv; using; 1)
Reseni:
a) Jednodilny rota¢ni hyperboloid vznika rotaci pfimky kolem osy, ktera je s touto osou
mimobéZzna. Volme po jednoduchost hyperboloid s osouv ose zadalea =b = c = 1.
Tato plocha vznikne rotaci ptimky P(u) = A + us = (1;0; 0; 1) + u(0; 1; 1; 0) kolem osy z,
podle (6.6.1) ma tedy rovnici
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cosv —sinv 0 O 1 cosv —sinv 0 O 0
T _|sinv cosv 0 O 0 sinv cosv 0 0 1],
Hwv) =17 o 1 1) {o]T| o o 1 1/ {1]"
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
f) agw)
Je tedy

Derivovanim obdrzime

f() = (cosv; sinv;0;1);

f'(v) = (—sinv; cosv;0;0);

g) = (—sinv; cosv;0;1)

g'(v) = (—cosv; —sinv;0;1)

Vektory g(v); f'(v); g'(v) jsou ortogonalni (miizeme se o tom piesveédcit napf. vypoétem
jejich skalarnich soucinii) a nemohou tedy byt linearné zavislé. Tvofici pfimky jsou tedy
regularni. Stejny vysledek dostaneme pro libovolny jednodilny hyperboloid. Jednodilny

hyperboloid je nerozvinutelny. Tato skutecnost je ilustrovana na obr. 6.6.2.

TSN
st 1 B

iy

t,
1
e 277 ]
| e s
R

SRS

N

Obr. 6.6.2: Nerozvinutelnost jednodilného hyperboloidu

b) Plocha tecen Sroubovice vznika Sroubovanim te¢ny Sroubovice po této Sroubovici. Volme
pro jednoduchost osu Sroubovice opét v ose z a dale r = v, = 1. Matice S(v) Sroubového
pohybu — viz (6.5.1). Sroubujme napt. bod A = (1; 0; 0; 1), tedy

cosv —sinv 0 O 1 cos v
cT _ AT _ | sinv cosv 0 0 0]_ sinv
S =5w@-A 0 o 1 v]lo v

0 0 0 1 1 1

Sroubovat budeme te¢nu v bodé A, tedy piimku T(u) = A + S’(0) - u. Protoze S'(v) =
(=sinv;cosv;1;0),je S'(0) = (0; 1; 1; 0) arovnice plochy je tedy dle (6.6.1) tvaru

Cosv

—sinv 0

1

0 cosv —sinv 0 O 0
= _|sinv cosv 0 O 0 sinv cosv 0 O 1],
Twv) ={ " o 1 v]lo/T{ o o 1 v)\1["
0 0 0 1 1 0 0 0 1 0
f) g)
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Tedy
f(w) = (cosv; sinv;v;1); gw) = (—sinv; cosv;1;0)

f'(v) = (—=sinv; cosv;1;0); g'(v) = (—cosv; —sinv;0;0)
Vektory f'(v); g(v); g'(v) jsou tentokrat linedrné zavislé (dokonce je f' = g). Analogicky

vysledek dostaneme pro plochu tecen libovolné Sroubovice. Plocha te€en Sroubovice je
rozvinutelna. Je ilustrovana na obr. 6.6.3.

Obr. 6.6.3: Plocha teéen Sroubovice jako rozvinutelna plocha

c) PiepiSeme-li zadané parametrické rovnice do tvaru (6.6.1), obdrzime

cosv cosicosv 0 0 1 cosv coszcosv 0 0 0
M(u, v) = sinv coscsinv 0 0 0 4| smv coszsinv 0 0 1 ‘"
0 0 sin? 0] \0 0 0 sn? ol 11
2 1 2 O
0 0 0 1 0 0 0 1
f@) gv)
tedy

f(w) = (cosv; sinv;0;1);
gw) = (cos;cosv; cos;sinv;sin;;O)

f'(v) = (=sinv; cosv;0;0);

g' () = (—%singcosv — cosgsinv; —%singsinv + cosgcosv;%cos;; 0)
Polozme napi. v = 0. Pak je f'(0) = (0; 1;0;0) ; g(0) = (1;0;0;0); g'(0) = (0;1;3;0);.
Tyto vektory jsou ziejmé linedrné nezavislé, mizeme se o tom piesvédCit jednoduchym
vypoctem hodnosti matice

g(0) 10 0 0 10 0 0
Rl F(0) |=r[0 1 0 0)|=h|{0 1 0 0|>h=3
g'(0) 01 10 00 0

Pro v = 0 dostavame tedy regularni ptimku M (u, 0). To znamena, Ze vSechny tvofici ptimky
plochy nejsou torzalni a plocha tedy neni rozvinutelna.

Poznamka: Vysledek piikladu 3c) je velmi zajimavy. Tato plocha je totiz zndma jako
Mobitiv prouzek (viz obr. 6.6.4), ktery si snadno miZzeme vyrobit z Gizkého prouzku papiru
tak, ze slepime jeho konce, kdyZ jsme predtim jeden z nich otocili o 180°. Tim je zaroven
demonstrovana jeho ,.femeslna rozvinutelnost* — jestlize totiz prouzek opét rozlepime, snadno
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se z n¢j opét stane puvodni rovinny prouzek. Tento trik je ovS§em mozny pouze diky pruznosti
papiru a malé $ifce prouzku — piekrouceni okraje totiz nepatrné prodlouzi vzdalenosti mezi
body prouzku. Cim je prouzek S$irsi, tim je prodlouzeni vétsi. Proto je s pribyvajici $itkou

Obr. 6.6.4: Mobiav prouzek

6. 7 Rozvinutelné plochy

Mezi rozvinutelné plochy patfi:

a) vdlcovd plocha b) kuzelova plocha C) plocha tecen
prostorové kiivky

Obr. 6.6.1 Rozvinutelné plochy

1. Valcové plochy: Vilcovou plochou rozumime mnozinu vSech bodi navzajem
rovnobéznych piimek, které prochazeji danou kiivkou f(v) = (f;(v); f,(v); fz(v); 1).

ur¢eném spole¢nym smérovym vektorem s = (S;; S,; S3; 0) rovnobézek, tedy
1 0 0 squ fi(v)

[0 1 0 s,ul (L) uE(usuy)
QuwI={y o 4 szu fi(V) T v E(v;vy) (6.6.1)
0 0 0 1 1

Jedna se tedy o plochu translacni. Zaroven je to ovSem plocha pfimkova, nebot ji 1ze obdrzet i
Sablonovanim piimky, kterd protind kfivku f vbod¢ v, a ma smérovy vektor S. Je totiz

rovnéz
10 0 fi(w)— fi(w) fi(wo)+siu
Qu,v) = 0 1 0 f(0)—fiw) |.[ falvo)+su |, u€w;uz), (6.6.2)
, 0 0 1 f;(w)—fi(vo) fsWo)+szu | v Evi;v2)’ -
0 0 O 1 1
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o ¢emz se muzeme piesveédCit rozndsobenim pravych stran vztaht (6.6.1), (6.6.2).

Je-li ktivka f rovinna a vektor S lezi v jeji roving, je valcova plocha rovinnym tUtvarem.
V opa¢ném piipadé se jedna o utvar prostorovy. Je-li kiivkou f v rovnici (6.6.1) kruznice a
vektor s nelezi v jeji roving, dostavame kruznicovou valcovou plochu, je-li s navic kolmy na
rovinu této kruznice, jedna se o rotacni valcovou plochu, nebot’ ji Ize vytvofit rotaci (viz
nasledujici kapitola). Kazda valcova plocha je rozvinutelna.

2. Kuzelové plochy: Kuzelovou plochou rozumime mnozinu v§ech bodu vSech piimek, které
prochazeji danou ktivkou f(v) = (f;(v); ,(v); f3(v); 1) a danym vlastnim bodem V =
(v1; v9;v3; 1) (vrcholem kuzelové plochy). Mizeme ji modelovat bud’ $ablonovanim, tj.
zobrazovanim fidici k¥ivky ve stejnolehlostech H(V; 1); 1 € R , tedy

10 0 v\ /A 0 00 1 0 0 -\ /fi(®
Q1) = 01 0 v, 0 A 00 01 0 —v, | [f0®].2EA;1,)
’ 0 0 1 vy 0 0 2 0 0 0 1 —vus (D) ] tE(ty;ty)

0 0 0 1 0 0 0 1 0 00 1 1

Jedna se tedy o plochu homotetickou, zaroveil ovSem 1 ptimkovou, nebot’ ji 1ze opét obdrzet
Sablonovanim ptimky p, kterd prochdzi tentokrat vrcholem V a jeji dalsi bod lezi na ktivce f.
Pro takto vytvotfenou plochu dostaneme

Obr. 6.6.2 Kuzelova plocha jako plocha homoteticka (vlevo) a ptimkova (vpravo)

V1 i) %1
0w =V @70 -vyu= 2] || B0 )
3

Rovnéz kazda kuzelova plocha je rozvinutelna.

6. 8 Zborcené plochy

Zborcenou plochu vytvoii pfimka, pohybujici se po tfech kiivkéach - tzv. Fidicich krivkach,
které nelezi na téZe rozvinutelné plose (viz obr. 6.8.1). Uved'me dva typy téchto ploch.

1. Konoidy: jsou zborcené plochy, kde dvé fidici kiivky jsou pfimky, pfi¢emz jedna z nich je
nevlastni. Nevlastni pfimka je urena dvéma nevlastnimi body, které lze v euklidovském
prostoru reprezentovat dvéma riznymi sméry, tedy stejn¢ jako mnozinu vSech navzijem
rovnobéznych rovin — vSechny tyto roviny totiz prochédzeji pravé touto nevlastni pfimkou.
Konoid Ize tedy urcit rovnéz Fidici pfimkou, rovinou, se kterou budou rovnobézné vsechny
tvotici pfimky — Fidici rovinou, a jednou Fidici kiivkou. Podle této fidici kfivky hovoiime
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pak o konoidu kruhovém, eliptickém, parabolickém atd. (viz obr. 6.8.2). Je-li navic fidici
rovina kolma k fidici ptimce, hovoiime o konoidu pFfimém. Jeden piimy konoid jiz zndme —
konoid Sroubovy. Jeho fidici kiivka je Sroubovice a fidici pfimka je osa této Sroubovice — je to
pravouhla uzaviena Sroubova plocha, kterou jsme uvadéli v kpt. .11.3.

Obr. 6.8.2: Konoidy zleva: obecny, elipticky, Sroubovy

2. Piiklad: Ur¢eme rovnici pfimého eliptického konoidu, s fidici pfimkou P(t) = (t; 0; 0; 1)
a fidici elipsou E(u) = (acosu;bsinu;3;1).
Reseni: Plochu vytvoii body viech piimek g = XY takovych, ze X € P(t) = X = (¢; 0; 0; 1);
Y€ E() =YY= (acosu;bsinu;3;1) — viz obr. 6.8.3. Piimka Q prochazejici t¢émito body
ma rovnici Q = X+ (Y —X) - v. ProtoZze se jednd o konoid pfimy, musi byt pfimka Q
rovnobé&zna s rovinou x = 0, coZ znamena, ze jeji smérovy vektor
(Y=X)-v=[(acosu;bsinu;3;1) —(t;0;0;1)]-v=(acosu—t;bsinu;3;0) v
musi mit prvni slozku nulovou, takze je a cos u = t. Miizeme tedy psat
Q(u,v) =X(t) + (Y(u) —X(t)) v=(t;0;0;1)+ (acosu—t;bsinu;3;0) v =
= (acosu;0;0;1)+ (0;bsinu;3;0)-v=(acosu;bvsinu;3v,1)
Druhym typem zborcenych ploch, které zde uvedeme, jsou piimkové kvadriky. Jednodilnym

hyperboloidem jsme se jiz zabyvali (viz pt. 3 a kpt. 6.6.). Podivejme se jesté na jednu takovou
plochu
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Y =(acosu;bsinu;3;1) e =(acosu;bsinu;3;1)
T ~

“\‘“‘““‘--..
T R
R S S 7,
Y = (u;Lu;1) Ateee g

0
R
e a e nuAu g 41y
S

7775
2L 7
iz
T L7 ot e
ll"ll'l’l%,i%%iz{;””
T T L7 224 7 72
H 2T

7z I/’ S22

Obr. 6.8.2: Piimy elipticky konoid

3. Priklad: Ur¢eme mnozinu vSech bodi vSech piimek Q = X + (Y — X) - v; jestlize bod X
probiha primku X(w) = A+ u -1 = (0;0;0;1) + u - (1;0; 0; 0) a bod Y piimku Y(u) = B +
u-s=1(0;1;0;1)4+u-(1;0;1;0)
Reseni: Ziejmé je X(u) = (w;0;0;1); Y(u) = (w; 1;u; 1), takze

Quwv) =X+ (Y - X)) v= w001+ ((wLwl) —(w001) v
tedy

Q(w,v) = (wv;uv; 1) (6.8.1)

Rovnéz tuto plochu zname jiz ze zakladniho kurzu matematiky. Abychom se o tom
presvédcili, oto¢me ji nejdiive o Z kolem osy z:

cosZ —sinZ 0 0 u ‘/2_7u — \/Z_Ev
_ P T T
QU (wv) = sin; cos; 0 O v\ _ VE T
0 0 1 0/ \W L
1
0 0 0 1 1
zapiSme parametrické rovnice a vyluéme parametry U;V :
X = Eu—ﬁv x? = E(u—v)2 x? =Lz _yply2
\2/? 2\/7 = \2/5 =) 212 : 1.2 11_1_21112—x2—22=0
y=Zu+5v y2=7(u+v)2 yr=sut+uv+sv N y
Z=uv Z =uv Z =uv

Jedna se tedy o hyperbolicky paraboloid. Ten lze tedy vytvofit nejen Sablonovanim paraboly
po parabole, ale jak ukazuje parametrizace (6.8.1) (i pfipojeny obr. 6.8.3), jeho u -ktivky i v-
kiivky mohou byt ptimky. Lze ho urcit dvéma mimobézkami a nevlastni pfimkou, ktera
neprochazi jejich nevlastnimi body

i
i
i
il
)
il

il
Gl
il

0,7;;;',02,,//,,/% il

il
W
/i

Obr. 6.8.3: Hyperbolicky paraboloid
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6. 9 NURBS plochy

1. Tenzorovy soucin u, v kfivek: Mé&jme dany bazové funkce f = ( fow); fi(w); ...; fm (u));
g = (90(); 91 (V); ...; gn(¥)) @ matici M(wijPij) typu m X n, jejimiz prvky jsou ¥idici body
opatfené¢ vahami. Vyraz

wo0Poo wo1Po1 . wonPon go(w)

. wqoP wq1P e W1 P v
Q*(w,v) = (fo(u)Ff1(u)F ...;fm(u)) . 1(.)" 10 11 11 1n i |.[ 9:(v)
WmoPmo  Wm1Pm1 - OpnPmn gn(v)

nazyvame tenzorovym soucinem kiivek. Je to soucin m + 1 u-kiivek, jejichZ rovnice jsou
dany skalarnim sou¢inem tadku f = (fo(w); fi(w); ...; fn(w)) @ j-tého sloupce matice
M(w;;P;;), an + 1 v-kiivek — skalarnich sou¢indl i-tého fadku matice M(w;;P;;) a sloupce

= (go(v);gl(v); ...;gn(v))T. Pij; i =0;1;...;m; j = 0;1;..;n; jsou body projektivniho
prostoru, které tvofi tzv. fidici polygon. V praktickych konstrukcich jsou fidici body vzdy
vlastni.

2. NURBS plochy vznikaji tenzorovym sou¢inem NURBS ktivek. Ve vyrazu

wooPoo  wo1Po1 . @WonPon Yo
Q =f-M-gT = (fyi fis i fin) wioPro  w1aPyy o @1Pin | [ 91) _
- - yJ1 o Jm =
mePmO c’Jmlpml wmann In
m n
= Z figjwi;Pij
i=0 j=0

oznaCme P;; = (pl-jl; Dij2; Pij3; 1). Pro bod Q pak dostavame

Q= (Q1;QZ;Q3;Q4) =
Zngwl]pljl'Zng wUPUZIZng wl]pl]3'Zng (‘)L]
i=0 j= i=0 j= i=0 j=0 i=0 j=0

K vyjadfteni této plochy v euklidovském prostoru je tieba tento bod reprezentovat standardnim
reprezentantem, tedy

_ (q1 Q2 q3 1) _ (Zﬁo }1=0 figjwijpijl .2?10 Z}l—o f-gjwijpijz .Zﬁo Z?:o fl-gjwijpijS . 1)
qa ' qa ’ qa ’ :‘ZO Z]r'l:O flgjwl] ’ Zl 0 Z Of 9; wl] , Z?i() Z}T'l:() flg]wl] ’
Vyjadieni NURBS plochy v euklidovském prostoru je tedy tvaru

4 9 CI3] [ LOZ;}—Of'g-wijpijl Xito j=0 f:9,04Dij2 ZﬁoZ?:ofigjwijPiﬁl B
94’ s’ qa ZI"OZ ()fg iWij , Zl ()Z ()fgwu ’ Z?ioz;'l:of-g'wij

Zl OZ] Oflgjwl] [pljl’ 112’ LJS] Zl OZ Oflg]a)l]Pl]
Zﬁozj_oftgjwu ZﬁOZ]—Oflg]wU

3. Priklad: M¢gjme bazové funkce Nl(l) w=1-y Nz(l) (u) = u stupné jedna (jejich
kombinaci je urCena tusecka — viz pf. 4 kpt. 5. 6) a bazové funkce Néz)(v) = (1-v)?%
N1(2) (v) =2v(1 —v); NZ(Z) (v) = v? stupné dva (jejich kombinaci je uréena kuzelosecka (viz
opét pt. 4 kpt. 5. 6). Tenzorovym soucinem
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Poo me Py (1-v)?
Py §P11 P12> 217(11]2 ) wr e

je plocha, jejimiz wu-kfivkami jsou U;(u) = Pyo(1 —u)+Pou; U,(u) = 2Py (1 —
u)+§P11u; Us(u) = Py, (1 —u)+Pj,u (coz jsou usecky) a v-kiivkami jsou H*(v) =
Poo(1 — v)2 + 2Py - 20(1 — 1) + Py E*(v) = Pig(1 — v)2 + 2Py - 20(1 — v) + Pypv
, tedy hyperbolicky resp. elipticky oblouk — viz obr. 6.9.1.

Q(wv) = (1—u;u)'<

% Nastaveni vahy Fidicich x| L
ID 1 B I]_‘ B 10.0 o - _. ’TI Stomo | Napovéda |
Vaha: 20 o _' .

oK | somo | Mépovida | L .

hyperbolicky
oblouk /

elipticky
0bl ouk

Obr. 6.9.1: Plocha z piikladu 3

V Rhinoceros muzeme NURBS plochy definovat jako tenzorovy soucin Zz menu
Plocha/M¥izka bodii, nebo pomoci ikony dle obr. 6.9.2. Systém vybizi k zadani tadka a
sloupcti bodu a stupné izoktivek. Plocha je vymodelovana jako B-splajn plocha, tj. vSechny
fidici body maji vahu @ =1. NURBS plochu obdrzime naslednou zménou vah.

¥ oHE
o i3 AN

&, ¥ [
- 8 Plocha z mFizky bodi
':B = B Plocha z mfidky Fidicich bodl

Obr. 6.9.2: Tenzorovy souc¢in NURBS ktivek v Rhinoceros
4. Priklad: Urc¢eme plochu danou tenzorovym soucinem
wooPoo  W1Po1  wo2Po2 Yo
Q =f-M-g" = (fo; fi; f2) | W1oP10 w11P11 w12P12 |- 91 ] =
WPy W21 Pr1 Wy Py 92

Poo 2Py; Py, (1—v)?
=((1-w?2u(l—w;u?) | Py 2P;; P, 2v(1 — v)

PZO 21')21 P22 172
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Reseni: u-kiivky i v-kiivky jsou kuzelose¢ky. Trojice fidicich bodd ve sloupcich ma vzdy
stejnou vahu, u -kiivky jsou tedy paraboly. Pro trojice v fadku je wg = w, = 1; wq = 2; v-
kiivky jsou tedy hyperboly. Jedna se o hyperbolicky paraboloid.

5. Priklad: Urceme plochu danou tenzorovym soucinem

wooPoo  Wo1 P 9o Poo Po1) [1—v
f—f.M- ol = . . [@ooroo 01%fo1) | =(1-wu)- 00 01,

ReSeni: u-kiivky i v-kiivky jsou piimky. Lezi-li tedy fidici body v jedné roving, je plochou
ctytuhelnik. Jestlize ne, jedna se o hyperbolicky paraboloid.

6. Priklad: Urceme plochu danou tenzorovym soucinem

2Pyo 2Py, 1—p
Q =fMgl=(1-w5ud-usud)-( Pp Py |-("7)
2P,y 2P, v

ReSeni: u-kfivky jsou eliptické oblouky, v-kiivky jsou piimky. Podle volby fidicich bodi
tedy muze jit napt. o ¢ast valcové plochy (napojenim Ctyf téchto ¢asti 1ze obdrzet valcovou
plochu), ¢ast kuzelové plochy se stejnou moznosti, mize jit i o jednodilny hyperboloid nebo i
obecngjsi plochu.
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Obr. 6.9.3: Plochy k ptikladiim (zleva): 4, 5, 6.

13. Elementarni plochy jako NURBS: Elementarni plochy (hranolova, jehlanova, valcova,
kuzelova a kulova) jsou v CAD systémech modelovany jako NURBS plochy. Plast hranolu a
jehlanu plochy dostaneme jako souciny n-tthelnika (podstavy) a isecky (pobo¢né hrany).

Plast’ hranolu je tvaru
H(u,v) = fl Mf;,[l‘ =

(€Y (D Poo Por o Poy (1D €)) €Y T
( 0 W) 1 (u)) Pio Pi1 ... Pip ( 0 @) 1 @) n (U))
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kde NP@); NP @) resp. NP @); NP (w);...; NP (v) jsou Bernsteinovy polynomy
stupné jedna. Body Pyo; Pyq; ...; Pon jsou vrcholy jedné podstavy, body Pyg; Piq; -..; Pin JSOU
jejich obrazy v posunuti ve sméru riznobézném s rovinou podstavy a urcuji vrcholy druhé
podstavy. Soucin

P P v P T
— M. €T — [(*oo 01 on\ . 1) L@ L @
PO =M1 = (0 ) (NP ) MWDV )
urcuje podstavy a soucin
Pyy P . P
HGD = 060 M = (N0 0; M) (50 5 7 g
n

pobo¢né hrany. Jsou-li body P;y; Piq;...; Py, Obrazem boda Pyy; Pyq; ...; Pop v afinité
(stejnolehlosti, stiedové kolineaci), jedna se o hranol setiznuty rovinou (komoly jehlan, jehlan
sefiznuty rovinou).

Plast’ valce a kuzele dostaneme jako souciny kruznice (podstavy) a tsecky (strany). Plast
valce je tvaru

Kuv)=f -M-fl =

(DN y@® (wooPoo  wo1Po1 .. 0)08P08) ( @y vy, @ )T
B (NO ()i Ny (u)) (0310P10 w11Pyy .. w1gPig No™ (@) Ny (@); i Ng ™ (v)

kde Nél)(u); Nl(l)(u) resp. Néz)(v); Nl(z)(v); ...;Ns(z)(v) jsou B-splajn funkce stupné jedna
resp. dva a wuzlovy resp. vahovy vektor je t=(0;1); w =(1;1) resp. t=

.0 11) = (1:Y2.1.Y2.1.92. 4.2 b . p .
(00,0322 511); 0 = (15555 15,55 1,2 Tvoii-li body Pos; Pos; Pos;
Py, vrcholy ¢tverce a body Pyg; Poz; Pos: Pos: Pog = Pyo stfedy jeho stran, je témito body
uréena podstavna kruznice. Jsou-li body P,,; Pi,;...;P;g jejich obrazy v posunuti ve sméru

riznobézném s rovinou ¢tverce, pak souéin

wooPoo  Wo1Pp1 .. WogPpg

—M-fT =
Pv)=M fg <0010P10 w11P1; .. wigPig

)- (NP0 NP @) NP w)

uréuje podstavy a soucin

oo — (DN D (WooPoo  wo1Po1 .. wospos)
H@) =1, M_(NO (w; M (u)) <0010P10 w11Py; .. w1gPg

plast. Ridici body valcové plochy tvoii klec Sestnacti bodii. Ridici kruznice se dotykaji klece
ve stfedech stran Ctverce, tyto body maji vahu w = 1, vrcholy klece maji vahu w' = g (viz
obr. 6.9.4).

Komoly kuZel obdrzime z vilce zménou polohy osmi fidicich bodi, které tvaruji jednu
z podstav. U kuzZele téchto osm bodi splyva ve vrchol, ktery ma vahu w = 1.

Kulova plocha: Krychlova klec je tvofena dvaceti Sesti body. Kulovou plochu dostaneme
jako sjednoceni osmi kulovych plati. Trojice fidicich boda, které ur€uji jejich okraje, museji
tvarovat Ctvrtkruznice, jejich vahy tedy museji byt vpoméru wy:wq:w, = 1:?: 1.

1
Oznacime-li tedy w = (Q) = g

> (tyto vahy maji stfedy hran krychlové klece), pak stfedy

stén maji vahy w°® = (\/2—5)0 = 1 avrcholy w? = (\/2—5)2 = ;

O tvarovani elementarnich ploch pomoci vah se miizeme pifesvédCit v Rhinoceros. Ridici
body téles, jejichz povrch je sloZen z vice ploch (napt. vélec, kuzel) ndm vsak Rhinoceros
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Obr. 6.9.4: Valcova a kulova plocha jako NURBS

nezobrazi. Je tfeba vytvofit jen jednu plochu, napt. plast’ valce pomoci kruznice a ptikazu

Plocha/Vytahnout k¥ivku/P¥imo.

6 Plochy
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7 Fraktaly

Fraktalni geometrie je rozvijena zhruba od Sedesatych let minulého stoleti jako nastroj popisu
chaoti¢nosti pfirody. Geometrie se az do devatenactého stoleti zabyvala ,,idedlnimi* utvary,
,dokonalost“ utvard byla spatfovana v jejich pravidelnosti. Ctverec nebyl specialnim
pfipadem obdélnika, ale naopak, obdélnik byl nedokonaly c¢tverec. Koncem minulého
a zacatkem naSeho stoleti byla objevena celé fada konstrukci podivnych ttvart, které naprosto
nezapadaly do téchto koncepci a mnohymi matematiky byly pfijimany s odporem jako
,,matematicka monstra“. S jednim z téchto ,,monster — Sierpifiského trojuhelnikem - jsme se
seznamili jiz v pf. 1 kpt. 1.4.

Tyto ,Cisté logické™ konstrukce se v dobé svého vzniku zdaly na hony vzdalené jakékoli
realité. Teprve B. B. Mandelbrot pocatkem 60. let ukazal, ze logika vedla matematiky blize
ke skute¢nosti, nez sami tusili, a Ze jejich ,,matematickd monstra® jsou k popisu realnych jeva
daleko vhodngjsi, nez ,,idedlni* utvary. Svét piirody vzdy obsahuje prvky chaotického
chovani. V sedmdesatych letech se védci nejriiznéjSich profesi (matematikové, biologové,
chemici...) zacali zajimat o popis souvislosti mezi nahodilymi a chaotickymi strukturami a
prvni vysledky je vedly rovnou do svéta pfirody. Redlnd hora neni ani jehlan ani kuZzel, kmen
stromu neni ani zdaleka valec. Tabletka zivoc¢isného uhli tvaru ,,valce* s polomérem podstavy
5 mm a vyskou 4 mm ma (idajné) povrch 10 m? (1) V lidském hrudniku je ,,svinuta® plocha
veétsi, nez tenisovy kurt. Obchova soustava lidského téla musi vméstnat do vymezeného
objemu znacné velkou plochu. Jeji fraktalni struktura pracuje tak efektivné, Ze ve vétSing
tkani neni zadna bunka vzdalena od cévy vice, nez tfi az Ctyfi bunky. Piesto cévy a krev
zaujimaji velmi maly objem (necelych 5% lidského téla). K jakému ,klasickému*
geometrickému utvaru méame pfirovnat takovy blesk? Hory, feky, mraky, galaxie, drihy
bleski, cévni a kofenové systémy, geneticky kod - kK popisu podobnych struktur je tfeba zcela
nového pohledu, ktery se starému v nicem nepodoba. Vyzaduje zbavit se zvyku uvazovat o
objektech a jevech v kategoriich délka, plocha a objem.

7.1 Pojem fraktalu - motivace

Na tomto misté doporucujeme ¢tenafi, aby si zopakoval pojem topologicka dimenze (viz kpt.
4.1 def. 7) a v prikladu 1 ptipomeneme jesté jednou Sierpiniského trojuhelnik z pt. 2 kpt. 4.1.

U omezenych geometrickych tGtvart (tj. utvaru, které 1ze pokryt néjakou kouli) jsme zvykli na
to, Ze je mozné je méfit, tj. urcit jejich ,,velikost* jako nenulovy a kone¢ny pocet ,,jednotek*
velikosti. U jednorozmérnych utvari je touto ,,velikosti® délka, u dvojrozmérnych obsah, u
trojrozmérnych pak objem. Z b&zné zkuSenosti vime, Ze pokusy urcit obsah ¢i délku
trojrozmérnych utvarti vedou k nekone¢nym ¢isllim, objem dvojrozmérného utvaru je nula,
jeho délka je nekone¢na. Objem ¢i obsah jednorozmérného tutvaru je nulovy. Pocéet rozméri
(dimenze) omezeného geometrického utvaru je tedy z metrického hlediska dan tim, zda tento
utvar ma konec¢nou a nenulovou délku, obsah ¢i objem, pfi¢emz nenulova a konecné je prave
jedna z téchto velicin.

1. Priklad — Sierpifiského trojihelnik a ¢tverec: Sestrojme rovnostranny trojuhelnik a
vyjméme zng vnitfek trojuhelnika urceného stfednimi piickami. Ve zbyvajicich trech
trojuhelnicich proved’'me totéz a timto zpusobem pokracujme do nekonecna. Pokud bychom
analogickou konstrukci provedli se ctvercem (zde ctverec rozd€lujeme vzdy na devét
shodnych ¢Etvercii a vyjimame vnitiek prosttedniho z nich), dostaneme Sierpinského ctverec
(viz obr. 7.1.1).
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1 i o é%
e
g
= £
1]
3
3
i 4 e 53] §§1§§

Obr. 7.1.1: Sierpinského trojuhelnik a Sierpinského ¢tverec

Pfi programovani takto se opakujicich se konstrukci se pouzivaji tzv. rekurzivni procedury, tj.
procedury, které volaji samy sebe. Nemohou se samoziejm¢ volat donekone¢na, obvykle
kon¢i, az velikost utvaru, ktery se ma sestrojovat, je mensi nez jeden pixel zobrazovaciho
zafizeni.

V kpt. 1. 4 jsme zjistili, ze Sierpinského trojuhelnik je z topologického hlediska kiivka, totéz
bychom zjistili 1 u Sierpiiiského ctverce. Z ,metrick¢ého* hlediska to vSak neni Utvar
jednorozmérny (ma nekonecnou délku), ale ani dvojrozmérny (ma nulovy obsah). Tyto utvary
tedy nelze ,,béznym zptisobem® méfit, tj. urcit, ktery z nich je vétsi a ktery mensi.

V technické praxi vétSinou pracujeme s kiivkami jednoduchymi (tj. kiivkami, které
neprotinaji samy sebe), anebo se jedna alespon o kiivky po Castech jednoduché, tj. kiivky,
které 1ze na neprotinajici se kiivky rozdélit. Sierpiiského trojuihelnik a ¢tverec jsou kiivky,
které samy sebe protinaji v kazdém bod¢ a nejsou tedy jednoduché ani po ¢astech. Existuji
v8ak i jednoduché ohrani¢ené kiivky s nekoneénou délkou. Nez se s jednou z nich blize
seznamime, upifesnéme pojem délky jednoduché kiivky.

2. Délka jednoduché krivky: Délku jednoduché kiivky pfiblizné ur¢ime tak, Ze Ssstrojime
posloupnost bodli Ag; Ay; ...; Ap; Ap4q leZicich na kiivce tak, ze body Ag; Ay jsou krajni (v
piipad¢ uzaviené kfivky je Ag; Ap4q jeji libovolny bod), a plati |Ax_q Al =v; k=
1;2;...;p; |Ap Apsa| < v, picemz pripoustime i A, = A, 41, 4. |4y Apy1| = 0. Za piibliznou
délku kiivky pak prohlasime &islo € ~ (p + 1) - v + 2 (viz obr. 7.1.2).

4 A,4,,

Obr. 7.1.2: K délce jednoduché kiivky
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Je zfejmé, ze ¢im mens$i bude v, tim se tento soucet bude blizit ¢islu, které bychom méli
prohlésit za délku kiivky. Délkou jednoduché kiivky bude tedy ziejmée limita
(=limp-v (7.1.1)

p—>

pokud tato limita existuje.

Takto zavedena délka kiivky velmi dobfe odpovidd bézné predstavé méteni délky pomoci
délkovych jednotek — méeficimi useCkami jsou usecky Ayx_q Ak, k = 1;2; ...; p.

3. Priklad — Kochova krivka a Kochiiv ostrov: Uvazujme usecku, kterou rozdélime na
tietiny, nad prostfedni tfetinou sestrojime rovnostranny trojuhelnik a ptvodni prostfedni
tretinu vyjmeme. Nad takto vzniklymi ¢tyfmi tiseCkami zopakujme tutéz konstrukci a takto
pokracujme do nekone¢na (viz obr. 7.1.3 vlevo). Je ziejmé, ze usecky vznikajici
V jednotlivych krocich mohou slouzit jako ,,méfici Gsecky®. Oznadime-li v, velikost méfici
usecky v n-tém kroku a v, jejich pocet, je ptriblizna délka zjisténa v n -tém kroku

(o (o) s

p=1
4, ) A=A=4,,
2
p=4
A, A, A=4,,
A
p=16 °
4, 4 AL A=4,,
p=32 - -
}m, """"""""""""
p =256 Ei,_., -

Obr. 7.1.3: Kochova kiivka a Kochtv ostrov
Pti tomto méfeni je navic vzdy A, = A, 44, takze nemusime uvazovat toleranci a psat pfimo
., =pn vy (7.1.2)
Dale pron > 1 plati v, = v,y = 37" vy, p, = 4p,_4 = 4" 'py, takze
€= limp, - v, =lim3 "1y 4" 1p, =

(nebot v; > 0; p; > 0). Utvar, ktery takto vznikl, je jednoducha kfivka. Je zfejmé ohrani¢ena
a pfitom ma nekonecnou délku. Ani tuto kiivku tedy nelze rozumné zméfit. Zopakujeme-li
konstrukci Kochovy kiivky nad tfemi tseCkami, které tvofi strany rovnostranného
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trojuhelnika, dostaneme tzv. Kochlv ostrov, ktery ma kone¢ny obsah, ale jeho hranice ma
nekonecnou délku (viz obr. 7.1.3).

Pozdé&ji se ukazalo, Ze tyto ,.exotické” vlastnosti maji nejen umélé geometrické konstrukce,
ale i utvary, se kterymi se setkdvame zcela bézné.

4. Priklad - pobiezi Bretané: Pokusme se zméfit délku pobiezi Bretané, a to postupem
uvedenym v odst. 1. Takto zavedena délka ziejmé nezavisi na volbé velikosti pocateéni méfici
usecky, pro nazornost ji tedy zvolime tak, Ze pro v; bude p; = 4, tj. stejné jako pro Kochovu
ktivku.

M¢teni a délka pobiezi zjisténa témito méfidly je na obr. 7.1.4. a v posledni tabulce je
porovnana s délkou Kochovy kifivky. Je vidét, Ze se zmenSujicim se méfidlem se zjiSténa
délka pobiezi opét vyznamné zvétSuje a limita € = limp, - v, definujici tuto délku bude
ziejmé opét nevlastni. Na zékladé presnych méfeni v 50. letech minulého stoleti dospél Lewis
Fry Richardson skute¢né k zavéru, ze vSechna pobiezi jsou stejné, a to nekone¢né dlouha.

4 |1,333

15 |1.666
9

b, | Bretan | Koch. krivk

4 |1,333|4 1,333

1 ’ 1,333

5 11,666 15 |1,666|16 | 1,777

OQu mper 3| = 2,370 64 (2,370 64 | 2,370

Obr. 7.1.3: Méfeni délky pobiezi Bretané

Pro porovnavani geometrickych utvar typu ,,vétsi — mens$i“ jsou tedy ,velikosti v
topologickych dimenzich® (tj. délka, obsah a objem) Casto pfili§ hrubymi ndstroji. Proto jsou
zavadény dimenze obecnéjsi, ve kterych je mozné porovnavat i takové utvary jako
Sierpiniského trojuhelniky a ¢tverce, Kochovy kiivky i pobiezi a ,,velikosti* nejriznéjSich
piirodnich tutvarti. NejstarSi a nejobecnéj$i je dimenze Hausdorffova (podle némeckého
matematika Felixe Hausdorffa, ktery ji publikoval vr. 1919). Prozatim uvedeme definici
ponékud specialngjsi, kterou zobecnime v nasledujici kapitole.
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5. Fraktalni dimenze: je zobecnénim pojmu ,pocet rozméri“. Na obr. 7.1.4 mame
topologicky jednorozmérny a dvojrozmérny utvar, ktery postupné ,,co nejuspornéjic
pokryvame shodnymi kruhy. Zajima nds, kolik kruhti bude potieba, jestlize jejich primér
postupné¢ zmenSujeme na polovinu, ctvrtinu atd. Ukazuje se, ze u topologicky
jednorozmérného utvaru plati, ze s kazdym dvojnasobnym zmensenim prumeéru potfebujeme
zhruba dvakrat vice kruht. U topologicky dvojrozmérnych utvar s kazdym dvojnasobnym
zmenSenim priméru potiebujeme zhruba &tyfikrat (22) vice kruhd. Pokud bychom provedli
totéz S utvarem trojrozmérnym, ktery bychom pokryvali koulemi, potfebovali bychom
s kazdym dvojnasobnym zmenSenim priméru zhruba osmkrat (23) vice kouli. Je-li {v,}
klesajici posloupnost priméri pouzitych kruhii (kouli) a {p,} posloupnost udavajici pocet
kruht (kouli) o praméru (,,velikosti*) v, potiebnych k pokryti Gtvaru, pak pro D-rozmérny
ohrani¢eny tutvar je skutecné

Pn - V2 =~ konst (7.1.3)
Dale existuje limita tohoto soucinu a je

0<limp, vl <o; D=1;2;3

=2

v - p, =~ konst V2. p. ~ konst
0 < konst < o 0 < konst < o 0 < konst <
Obr. 7.1.4: K motivaci fraktalni dimenze

Pozadavek ,,co nejusporngj$iho” pokryti topologicky jednorozmérného utvaru ziejmé
znamena, ze je tieba kruznice (koule) pokladat tak, aby pruseciky s utvarem lezely na
praméru, pocet kruhii (kouli) vynasobeny jejich poctem bude tedy pifimo aproximovat délku
kiivky, tj. pp, - v, = €&
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(=limp, - v}
U topologicky jednorozmérného utvaru je dale zfejmée
limp, ' v? =limp, - v3 =

Pro topologicky dvojrozmérné Gtvary je vyraz p, - v2 zfejmé roven souctu obsahii &tvercii
opsanych pokryvajicim kruhtim. Protoze se Ctverce prekryvaji, tento vyraz ani v limité neni
roven obsahu utvaru. Protoze vSak pro topologicky dvojrozmérny utvar plati

limp, vl =0; 0<S<limp, v:<oo; limp,-v2=0

je tato limita vhodnym ,,indikatorem dvojrozmérnosti“. Podobné v trojrozmérném piipadé
(promyslete!). Tato ivaha nas vede k nasledujici hypotéze:

6. Hypotéza: pro kazdy geometricky je bud’

a) pro kazdé d > 0: limp,, - v¢ =0
anebo
b) existuje D > 0 tak, ze
a) 0 <limp,, - vl < o
B) pro kazdé d < D je limp, - v¥ = o
v) pro kazdé d > D je limp,, - vs =

Pokud by tato hypotéza platila, pak bychom ¢islo D mohli prohlasit za fraktalni dimenzi
(,,poet rozméri*) geometrického ttvaru a ¢islo M = limp,, - v2 za jeho miru — &islo, které
umoznuje srovnavani utvart typu veétsi — mensi. Délka, obsah a objem tutvaru by tedy byly
jeho miry v dimenzi jedna, dvé resp. tfi.

Na prvni pohled se mize zdat, ze bychom takto zavedli zbytecnym pojem, protoze fraktalni
dimenze topologicky jednorozmérného (dvojrozmérného, trojrozmérného) tutvaru je jedna
(dvé, tf1). Pojem fraktalni dimenze vSak zbytecny nebude, jak ilustruje nasledujici priklad.

7. Fraktilni dimenze Sierpiniského trojuhelnika: Podivejme se je$t¢ jednou na
Sierpifiského trojihelnik. Pro jednoduchost (bez tjmy na obecnosti) mizeme piedpokladat, ze
prvni kruh ma primér roven jedné poloving, tj. v; = 271, K prvnimu pokryti jsou potieba tf
takové kruhy, tj. p; = 3. Vzdy, kdyZ zmenSime priméry kruhii na polovinu, je k pokryti tfeba
vzdy trojnasobny pocet kruhi tak, jak naznacuje obr. 7.1.5.
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Obr. 7.1.5.: K fraktalni dimenzi Sierpiniského trojuhelniku
Je tedy v,, = 27"; p,, = 3™. Protoze je
limp, vl =1im3": 2" = oo; limp,, - v2 = lim 3" - 272" = (;
je délka trojuhelnika nekonetna a obsah nulovy (to uz jsme zjistili vpi. 1 kpt. 4. 1

stiedoskolskymi metodami). Nyni vSak pifedpokladame, Ze musi existovat dimenze 1< D <2
takova, ze limita pro tuto dimenzi je nenulova a kone¢na, tedy

0<limp, v =1m3" 2" <

Pokusme se tuto dimenzi D najit. Ozna¢me D,; M,, piibliznou hodnotu dimenze a miry
zjisténou v n-tém kroku, tedy
3" 270 = M,
Logaritmovani obdrzime
n-ln3—-n-D,-In2=InM,
InM,, In3
n-ln3 In2

D =limD,, = lim (—

n =

In M, +1n3> _In3
n-In3 In2/ In2
(vzhledem k tomu, ze 0 < M,, < )

Fraktalni dimenze Sierpinského trojuhelnika zavedena v odst. 5 by tedy byla necelociselna
(dokonce iracionalni) a byla by rovna

In3
D =—~1,584962...
In2

8. Fraktalni dimenze Sierpinského ¢tverce a Kochovy krivky: Pti pokryvani Sierpiniského
¢tverce je vyhodné zmenSovat priméry pokryvacich kruhli na tfetinu, jejich pocet tim
zvysime osmkrat. Postupem zcela analogickym piedchozimu dostaneme
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In8
D=——~1,892789 ..
In3
Kone¢né pro Kochovu kiivku bychom dostali
In 4
D=—~1,261859...
In3

Tyto a fada podobnych vysledkt vedly k pojmu fraktalu, ktery zavedl Benoit Mandelbrot
(1924 - 2010):

9. Fraktal je utvar, jehoz fraktalni dimenze je (ostfe) vEtsi nez dimenze topologicka.

Protoze topologicka dimenze Sierpiniského trojihelnika a ¢tverce, jakoz i Kochovy kiivKky je
jedna, jsou tyto tfi utvary piiklady fraktalt. Fraktalni dimenze je vhodnou mirou ¢lenitosti
geometrického utvaru. Fraktdlni dimenze je tak ,jemnéjSim ndstrojem™ pro popis
geometrickych utvarii nez dimenze topologicka. ,,Nefraktalni utvary (isecka, kruh, vélec...)
maji fraktalni dimenzi rovnu dimenzi topologické a povazujeme je za ,,necélenité. Kochova
ktivka je clenita (D = 1,26), ¢lenitéj$i je ovSem Sierpiniského trojuhelnik (D = 1,58) a
¢tverec (D = 1,89). Pobiezi Bretang, které nam poslouzilo jako motivaéni piiklad (viz pt. 4),
je pomérné Clenité (D = 1,25), pobiezi Severni Afriky je naopak témét hladké (D = 1,02).
Velmi ¢lenité plochy (topologicka dimenze dvé) pak predstavuje povrch lidského mozku
(D = 2,79) aplic (D = 2,97).

Tato teorie by tedy jisté pfinesla fadu zajimavych vysledku. Tak, jak byla dosud podana, je
vSak bohuzel nekorektni, jak svéd¢i nésledujici priklad.

10. Priklad: Oznatme R =(0;1); 9 =(0;1)NnQ; I=(0;1) — Q. Mnozina R je tedy
»klasicky* interval (0;1); mnozina @ ,vybira“ ztohoto intervalu pouze racionalni ¢isla,
mnozina J pak ¢isla iracionalni. Podle pfedchozich vzort ur¢eme jejich fraktalni dimenzi.

Reseni: Zvolme v, = ~. Pak je pro kazdou z mnozin R; &I zfejmé p, = n. Pro kazdou
z mnozin R; Q; T je pak limp,, - v} = 1, takZe fraktalni dimenze vSech tfi mnozin je D = 1.
Mira vSech tfi mnozin v této dimenzi (tedy délka) je shodou okolnosti rovnéz rovna jedné.

V ¢em je problém? Délka, obsah ¢i objem by mély mit jednu zékladni vlastnost, kterou jsme
zatim nezminovali — totiz aditivitu. Ta fika, ze jsou-li dva utvary U;; U, disjunktni, pak
délka (obsah, objem) jejich sjednoceni je rovna souctu délek (obsaht, objemt) téchto dvou
utvary, tj. U; N Uy, =0 = (U, U 'Uy) = p (Uy) + p*(Uy), kde ™ by mélo znadit miru
mnoziny (kterou nazyvame specidlné¢ délka, obsah ¢i objem podle dimenze ptislusného
utvaru). V naSem ptikladu mame 9NJ=@, piitom je u*(QU I) = u*(R) =1, ale u*(Q) +
pu*(I) = 2. Nase predchozi tivahy je tedy tfeba precizovat, coz u¢inime v nasledujici kapitole.

7.2 Mira a dimenze

1 Definice - o algebra: Neprazdny systém S = {S;},c; podmnozin mnoziny M se nazyva
o algebra na mnozin¢ M pravée tehdy, kdyz

a) SLES:M—SLES

j=1
2 Definice — vnéjsi mira a mira na o algebie: Necht' S je o algebraa u*: S — R zobrazeni

takové, ze
a) VAeS:u*(A)=0
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b) uw(®)=0 _ _
¢) jsou —1i S; € S po dvou disjunktni, pak p* <U Si> < Z w (S
i=1 i=1

Je-li v bodé ¢) vzdy rovnost, pak vnéj$i miru u* nazyvame mirou a znac¢ime (.

3 Definice — u*-mé¥itelna mnozina: Necht’ u* je vnéjsi mira. Mnozina A € S se nazyva u*-
méfitelna pravé tehdy, kdyZ pro kazdou mnozinu T € S plati

w(T) = p (TN A) +p (T — A) (7.2.1)

4. Priklad: Vratime-li se k ptikladu 9 ptedchozi kapitoly, pak u* by mélo znacit miru, je to
v8ak jen vnéj$i mira. Polozime-li totiz M = R; S ={9; I; R; 0}, pak S je podle definice 1
o algebra na mnoziné M = R. Oznaéme nyni S; = 9 ; S, =Japroi> 2 pak S; = @. Pak
nas systém S = {S;};¢; splituje v definici 2 pouze nerovnost, nikoliv vSak rovnost. To ma za
nasledek dalsi problém: Ozna¢ime-li T = R; A = Q , narazime na problém, ktery jsme
zminili jiz v z&véru minulé kapitoly — v definici 3 totiz je

W@ =R =1

pwTNnA)+p(T-A)=p@+p)=2

takze neni splnén vztah (7.2.1). Mnoziny Q = (0; 1) N Q; 7 = (0; 1) — Q jsou vn&j§i mirou
u* z predchozi kapitoly nemétitelné.

5 Definice — primér mnozZiny: Necht' (M; ) je metricky prostor. Primérem mnoziny A
rozumime ¢islo diam A = sup o(x;y).

X;YEA
6 Definice — husta mnoZina, separabilni metricky prostor: MnoZina A je husta
Vv metrickém prostoru (M; @) pravé tehdy, kdyz A = M, tj. jejim uzavérem (viz def. 4 kpt. 4.1)
je cela mnozina M. Metricky prostor (M; 0) nazyvame separabilni pravé tehdy, kdyz v ném
existuje husta podmnoZina.

7 Hausdorffova a miizkova vnéjsi mira: Necht' (M; g) je separabilni metricky prostor, na
kterém definujeme tyto mnozinové funkce:

1
*H,(ls) 4) = Aclrg‘l k{Z(dlam Ap)? |diam A4, < n;n € N} (2.7.2)
resp.
1
*Gr(ls)(A) = Clrllcg k{Z(dlam An)? |diam Ay, = —in € N} (2.7.3)

kde I je nejvyse spocetna indexova mnozina. Lze ukazat, ze mnozinové funkce
*H®(4) = lim *HS (4)
n—->0oo
6 (4) = lim ¢ (4)
n—-oo
jsou vné&jsi miry na mnozing 2™ viech podmnozin mnoziny M a jejich restrinkce H® (A);
G®)(A) na mnoziny méfitelné vn&jsimi mirami *H® (4); *G®)(4) jsou mirami na 2Y.
Vngjsi miru *H®) resp. miru H®) nazyvame s-dimenzionalni (,,zjednodusenou) vnéjsi

Hausdorffovou mirou resp. (,,zjednodusenou*) Hausdorffovou mirou, vn&jsi miru *G ) resp.
miru G nazyvame s-dimenzionalni vngj§i mfizkovou mirou resp. miiZkovou mirou.
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Mnozinu méfitelnou H®) mirou resp. G*) mirou budeme nazyvat H-méfitelnou resp. G-
meéfitelnou.

Ptivlastek ,,zjednoduSena“ prozatim neni podstatny a budeme ho zatim vynechéavat. Vratime
se k nému v odst. 10.

Jak je vidét ze (2.7.2) a (2.7.3) miizkova mira je specidlnim piipadem Hausdorffovy miry. To
znamena, ze je-li mnozina G-méfitelna, pak je H-méfitelna. Obracena véta vSak neplati.
Vratme se nyni k pf. 4, kde jsme ukazali, Ze mnoziny Q = (0; 1) N Q; I = (0; 1) — Q nejsou
G-méftitelné, a ukazme, ze jsou H-méfitelné. Méfili jsme délku téchto mnozin, tj. jejich miru
v dimenzi jedna.

Uvazujme tedy mnozinu @ = (0; 1) N Q. Tato mnozina je spocetna, lze ji tedy zapsat jako
posloupnost Q = {q,, }nen. Polozme nyni

Apie = {qr — 2757 gy + 277F)
Protoze pro kazdé k € N je {g,} € A,x, mame

9= U{Qk} c U<QR — 27K gy +27K) = UAnk

kel kel kel
Protoze

diam A, = diam (g, — 27%™; q + 277k) = 217k < %
je
QcUkAnk 9cUpAnk n-oo

*HD(Q) = inf z diam A4, = _ inf 2 217k = lim 27 =0
el el

Jiz v piedchozi kapitole jsme zjistili, ze *GV(R) = *6™M(0; 1) = 1 (zde uvedena , fraktalni
mira“ je totiz zfejmé vné&j§i miizkova mira), podobné *¢G™M()) =1 a dale vime, Ze

*GW(R) = *HO(R); *6¢V(ID) = *HD(J). Je tedy
*HO(R)=1; *HOD) =1; "HO(Q) = 0= *HO(R) = *HW(Q) + *HD(])

Mnoziny Q; I; R tedy spliuji podminku méfitelnosti (7.2.1). Tuto podminku Ize ovéfit zcela
obecné, tj. pro kazdou u mnozin 9; I; R lze pouzit libovolnou ,,testovaci mnozinu T € R.
Vsechny tyto mnoziny jsou tedy H-méfitelné. G-méfitelna je pouze mnozina R=(0; 1).

Nyni se da dokézat tvrzeni, které jsme v pfedchozi kapitole oznacili jako hypotézu 6, s tim, ze
je tfeba ho vyslovit pro H-méfitelné resp. G-méfitelné mnoziny. Uvedeme bez diikazu. Tato
véta nasledné opraviiuje ke korektni definici H-dimenze resp. G-dimenze:

8 Véta - Hausdorffova a miizkova dimenze: Pro kazdou H-méfitelnou resp. G-méfitelnou
mnozinu A plati bud’
a) prokazdéd > 0je HD(A) = 0resp. GW(A) =0
anebo
b) existuje D > 0 tak, ze
a) 0 < HP)(A) < ooresp. 0 < GPI(A) <
B) pro kazdé d < D je H®(A) = oo resp. G (4) =
y)prokazdé d > D je HW(A) =0resp. GH(A) =0

Cislo D pak nazyvame Hausdorffovou resp. miizkovou dimenzi mnoziny A ( H-dimenzi resp.
G-dimenzi). V ptipad¢ a) klademe D = 0.V literatuie se vétSinou uvadi nasledujici definice:
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9 Definice - Hausdorffova a m¥izkova dimenze: H-dimenzi Dy (A) resp. G-dimenzi D;(A)
H-méfitelné resp. G-méfitelné mnoziny A rozumime ¢islo

Dy (A) = sup{d € R} U {oo}| HD(A) = oo} = inf{d € R} U {o0}| HD(4) = 0}
D;(A) = sup{d € R} U {0}|G @D (4) = oo} = inf{d € R{ U {0}| @D (4) = 0}

Nyni mtzeme upiesnit definici fraktalu:

10 Definice - fraktal: Fraktalem rozumime mnozinu, jejiz Hausdorffova dimenze je ostie
vEtsi nez dimenze topologicka.

Krom¢ Hausdorffovy a miizkové dimenze existuje mnoho dalSich definic dimenzi, které
piipoustéji necelociselné hodnoty. V literatuie byvaji oznaCovany jako dimenze fraktalni.

11 Hausdorffova mira: Vratme Se nyni k vyrazu (2.7.2), ktery jsme v odst 7 nazvali
»zjednodusenou* mirou. Hodnota tohoto vyrazu staci k uréeni dimenze, nebot pro s = 1; 2; 3
jiz splituje obecné pozadavky kladené na délku, obsah a objem. Ma-li vSak byt skutecné roven
bézné chapané délce, obsahu ¢i objemu, je ticba ho modifikovat. Pro s = 1 je sice skute¢né
roven délce méfené kiivky, pro s = 2 vSak neni roven bézné chdpanému obsahu a pro s = 3
neni roven objemu. Infimum sice zarucuje, ze pokryvajici kruhy ¢i koule se neptekryvaji,
vyraz (diam A,,;,)? viak neni roven obsahu kruhu ale opsaného &tverce (viz obr. 7.2.1), vyraz
(diam A, )3 neni roven objemu koule, ale ji opsané krychle. Je-li tedy mnozinou A kruh, je
H®(A) 2 nasobek hledaného obsahu; H®)(A) pak £ nasobek hledaného objemu. Aby vyraz
H®@(A) uréoval b&zné chapany obsah a H®)(A) b&zné chapany objem je tfeba miru H®
nasobit vhodnou funkei a(s), jejiz funkéni hodnoty jsou (1) =1; «(1)=1; a(1) =7 a

a(2) = Z. Touto funkci je funkce
S
2

= 2.7.4
a(s) 25-F<%+1) (2.7.4)

kde
r(r) = f x" e *dx (2.7.5)

0

je tzv. gama funkce. Je to vyssi transcendentni funkce, tj. funkce, jejiZ hodnoty az na vyjimky
nelze ur¢it metodami, které zndme ze zakladniho kurzu matematiky. Existuji vSak tabulky
jejich funkénich hodnot i1 rizné kalkulatory, které jsou schopny tyto hodnoty urcit. Zde
uved’'me jen ty, které jsou potieba k uréovani mér v celociselnych dimenzich:

s=1: r(%+1)=r(1.5)=g
s = 2: r(%+1)=r(2.5)=1
s = 3: r(§+1) =TI'(3.5) :%\/E

Vyraz (2.7.2) korigovany funkci a(s) je pak jiz pro s = 1; 2; 3 roven délce, obsahu a objemu
utvaru a poskytuje 1 ,,velikost* (miru) utvari 1 v necelo¢iselnych dimenzich.
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Obr. 7.2.1: K Hausdorffové mife

Hausdorffovou mirou utvaru ‘U v dimenzi s rozumime tedy hodnotu vyrazu
1
H®(A) = a(s)- inf Z(diam An)’® |diam Ape <—3n €N (2.7.6)
ACUrAnk e n

kde funkce a(s) je uréena rovnicemi (2.7.4) a (2.7.5).

11 Priklad: Uréete Hausdorffovu miru kruhu a koule.

Reseni: Infimélni (v tomto piipadé dokonce minimalni) pokryti kruhu resp. koule o poloméru
r je jediny kruh resp. koule o poloméru r. Dimenze kruhu je D = 2, koule D = 3. Je tedy

Kruh:

N

HAOK) = a(2) - 1nf {Z(dlam An)? . } nz - (2r)% = nr?

@)
Koule:
§
H®(K) = a(3) {Z(dlam A3 . } [‘(3 N 1) - (2r)3 = %nr3

4. Priklad: Odhadnéme Hausdorffovu miru Kochovy kiivky, jejiz koncové body maji
vzdalenost 1m.
ReSeni: Nabizeji se dvé moznosti, jak vytvotit pokryti — bud’ tak, Ze v prvni iteraci budou tii

. . ., . : .y 3, .
kruhy opsané rovnostrannému trojuhelniku se stranou , tj. kruhy s priimérem % (viz obr.

7.2.2 vlevo), anebo &tyfi kruhy s primérem 3 (obr. 7.2.2 vpravo). Obsah pokryti je v prvnim
ptipadé 2=, ve druhém 5. Miizeme tedy predpokladat ze infimalni pokryti je prvni z nich.

ey 0

Obr. 7.2.2: K Hausdorffové mife Kochovy kiivky
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V kazdé dalsi aproximaci klesne primér kruhd na tietinu a jejich pocet vzroste Ctyfikrat.
Kruhy se neptekryvaji, je tedy

D 5 .
2 V3 4
H®(XK) = a(D) - j(CiL?fA {Z(diam An)P } = 5 -3 o5 -gmgﬁ =
=UkAnk kel 2D.l"(7+1)
In 4 In4
3 - T[m \/g In3 en-ln4 31,892 78... . 7T0'630 92...
-2 () ~ ~ 0,503 72....
() (12) now gnInd 12126185 7(0,630 92 ...)
n

Jak je vidét, vypocet Hausdorffovy miry je velmi komplikovany uz i u velmi jednoduchych
ttvartl. U vech ,nefraktalnich® mnozin jsou viak miry H®; H® a H® rovny jejich délce,
obsahu resp. objemu. Na pracné vypocty Hausdorffovych mér jsme tak odkazani jen u
fraktalt. U nich vSak ke srovnani vétSi-mensi staci dimenze, takze mira nema prakticky
vyznam.

7. 3 Box Counting

Vyhodou Hausdorffovy dimenze je skute¢nost, Ze je velmi obecna, a tedy pouzitelna na velmi
Sirokou tfidu mnozin. Nevyhodou této obecnosti je vSak velmi obtizny vypocet. Proto existuje
fada dalSich dimenzi, které jsou jednodussi a vhodné pro pocitatové zpracovani. Jednu z nich
jsme jiz uvedli — jedna se o dimenzi m¥iZkovou. Jeji softwarova implementace je nasledujici:

V defini¢nim vztahu pro miizkovou miru (2.7.3) pouZijeme &tvercovou (Ceby$evovu) metriku
(viz kpt. 2. 3 a obr. 2.3.2). Cebysevovské kruhy resp. koule jsou euklidovské &tverce &i
krychle, primérem cebySevovskych kruhii ¢i kouli je strana Ctverce resp. hrana krychle.
Abychom zjistili infimalni pokryti, které vyzaduje vztah (2.7.3), bereme do sjednoceni U A,
jen ty Ctverce resp. krychle A, pro které je Apr N A # @. V softwarovych implementacich
miuZeme pracovat vzdy jen s koneénymi mnoZzinami, takto sestrojeny system {A,;} je tedy
vzdy konecny. Pocet prvki tohoto systému pro konkrétni n € N oznacme p,. Ze vztahu
(2.7.3) tak obdrzime

Pn Pn 1 D 1 D
G ) ~ ) (diam Ay)® = ) (z) — P <5>
i=1 t=1

tedy

D

G (A) ~ py (%) (7.3.1)

Dospéli jsme ke stejnému vztahu jako (7.1.3) v kpt. 7. 1. “Velikosti” pokryvajici mnoziny je
zde velikost strany Ctverce (hrany krychle) -, konstantou, ktera v (7.1.3) nebyla blize
specifikovana, je hodnota vné&jsi miizkové miry. Ze (7.1.3) dostaneme

Pn = *Gr(lD) (4) -nP
Logaritmovanim mame

Inp, =D -Inn+In *G,ED)(A) (7.3.2)

Je to (ptiblizn€) linedrni zavislost

Yo =k xy, + q
kde x,, je ménici se velikost ¢tvercové miizky, y, je dino ménicim se poctem pokryvajicich
¢tvercl. Z jednotlivych méfeni tedy dostaneme body B, = [x,,; ], kterymi je tfeba prolozit
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pfimku metodou nejmensich ¢tverct. Jeji smérnici je hledana dimenze. Hodnota aditivni
konstanty g souvisi s mirou méfené mnoziny.

Na pfipojenych obrazcich si muzete prohlédnout nckteré vysledky. Méfené utvary byly
vygenerovany na obrazku s rozliSenim 1024x1024. U usecky a ¢tverce program zaznamenal
pfesn¢ linedrni resp. kvadratickou zévislost mezi celkovym poctem Cctverci a Ctverct
potiebnych k pokryti. Pfimka tedy prochazi piesné¢ zadanymi body a dimenze téchto utvara
vychazi zcela ptresné. U slozitéjSich utvari dava tento nejjednodussi algoritmus vysledky
pouze piiblizné, ptesnost méteni zavisi do zna¢né miry na kvalité vygenerovaného obrazku a
jeho vzajemné poloze s pokryvajici siti.

r [ " i
usecka =TEy Ctverec =TE

Otevift |

Konec |

Oteviit | Konecl

2
3 3 3
4
5
2 2
6 1/64 1024
! Dimenze |1 nooo ; Dimenze Ig_gggg
1 Chyba |n.nuon ] Chyba ID.DDDD
i} 1]
1 2 3 4 5 6 P 2 3 4 5 B

Kochova trojithelnik
s | kfivka =l Sierpinského

Oteviit |

Il

Oteviit |

Kones | Konec |

4 Paint Ma. [v_n ph 1 Paint Mo, |v_n ph
142 2 142 4
144 [ 144 12
3 3
1/8 14 1/8 38
1418 32 1416 120
2 1432 BB . 1432 374
1/64 185 1/84 1152
T Dimenze 1.2637 1 Dimenze 1.6333
Chyba |n.21 89 Chyba |n.0300
D ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ D ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥
1 2 3 4 5 [ 1 2 3 4 5 [

Obr. 7.3.1: Mé&feni dimenze metodou Box-Counting

Z vyrazu (7.3.2) mizeme vyjadfit dimenzi

Inp, In *G,ED)(A)
~ Inn Inn

a pfechodem k limité obdrzime

Inp, "GP\  Inp,
— lim
n-oo \ lnn Inn n-o Inn

Tato limita je v literatufe znama jako box counting dimenze.
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7. 4 Sobépodobnost a sobépribuznost

Sierpiniského trojihelnik, ctverec i Kochova kiivka maji jesté jednu zajimavou vlastnost, ktera
je znazornéna na obr. 7.4.1. Sierpiniského trojuhelnik vznikne sjednocenim tii ,,zmensenych
kopii“ sebe sama. Pfesnéji feCeno: zobrazime-li tento utvar ve stejnolehlostech se stfedy ve
vrcholech vychoziho trojuhelnika s koeficientem > a tyto obrazy sjednotime, dostaneme

puvodni atvar. Podobnou vlastnost maji i Sierpiniského ¢tverec a Kochova kiivka.

1. Definice - sobépodobnost: Utvar ‘U je sobépodobny pravé tehdy, kdyz existuji podobna
zobrazeni Z;; i = 1;2; ...; p takova, ze

U= U Z,(W) (7.4.1)

Sobépodobny je napiiklad trojuhelnik Sierpiniského. Zde jsou podobnymi zobrazenimi Z;
stejnolehlosti se stfedy ve vrcholech trojuhelnika a spole¢nym koeficientem A = 3, tedy napf.

1 0 o0 1 0 1 1ot

2 2 3 2
Zy=\0 t o)Z:=(0 t o)Zzs=|pg 2 v
2 2 2 2

0 0 1 0 0 1 0 0 1

pro AABC: A[0; 0]; B[2; 0]; C[2; V3]

Sobépodobna je i Kochova kiivka (zde jsou to dvé stejnolehlosti a dvé obecnéjsi podobna
zobrazeni slozena ze stejnolehlosti a rotace). Sobépodobné jsou i mnohé utvary, které nejsou
fraktaly (,,obycejny* trojihelnik a ¢tverec, rovnobéznik apod.).

Obr. 7.4.1: Sobépodobnost

2. Hausdorffova dimenze sobépodobnych mnozZin: Zajimavy je vztah mezi sobépodobnosti
a Hausdorffovou dimenzi. Podle definice je Hausdorffova dimenze je rovna D > 0 pravé
tehdy, kdyz

0< HOMW) = a(d) Z(dlam AP ..t < oo
Jsou-li nyni A; A; ...; A, koeficienty , tvoficich® podobnych zobrazeni Z; ze (7.4.1), pak
p p
HO(W = a(D)  inf Z(Ai -diam WP .. = a (D), inf (diam W)° Z){?
k nk e k nk
i=1 TN
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Tedy
14
HO(W = HO(W- » A7
2

B+ ++20=1 (7.4.2)

V ptipadech, kdy A;; A5; ...; A, jsou riizna Cisla, Ize rovnici (7.4.2) fesit numericky. V piipade,
ZeM =A==, =4je

Inp

In

2+ +-+=p-AP=1=>D= (7.4.3)

1
7
Napt. Sierpinského trojuhelnik je sjednocenim tii svych kopii (p = 3) zmensSenych na
polovinu (; = 2), dle (7.4.3) je dimenze tedy D = {22, U Sierpinského ¢tverce je p = 8; + = 3;

=123
tedy D =i Kochova kiivka: p=4; 1=3; tedy D =22  Obycejny“ Gtverec je
sjednocenim napt. Ctyf kopii zmensSenych na polovinu (D = :E—‘z‘ = 2) nebo deviti kopii
zmen§enych na tfetinu (D = 22 = 2). ,,Oby&ejny* trojuhelnik p = 4; 3+ = 2 nebo p = 16; ; =

In3

4, tedy opét D = 2 D =2. Promyslete pro usecku!

3. Priklad: Uréeme Hausdorffovu dimenzi fraktalniho trojuhelniku uréené¢ho zobrazenimi T,
T,; T3 s maticemi

036 048 0 036 —0.48 0.64 -0.28 0 0.64
T, =(1048 -036 0]; T,=|—-048 —-036 0.48]; T; = 0 0.28 0.48
0 0 1 0 0 1 0 0 1
(viz obr. 7.4.2).

Obr. 7.4.2: Fraktalni trojuhelnik k ptikladu 3.

ReSeni: S dosavadnimi znalostmi mame dvé moznosti, jak Glohu fesit. Za prvé trojihelnik
naskenovat z obr. 7.4.2 méfit dimenzi na naskenovaném obraze metodou box counting
z pfedchozi kapitoly. Vysledek by vSak zfejmé byl znacné nepfesny. Stejnd mysSlenka by
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vedla k presnéjsimu vysledku, kdybychom uméli zadany trojuhelnik sestrojit — ani to vSak
prozatim neumime. Druhou moZnosti je vyuziti sobépodobnosti a vztaht (7.4.2) a (7.4.3).
Nejdiive je vsak tfeba zodpoveédét dveé otazky — zda je dany trojihelnik sobépodobny, a pokud
ano, jaké jsou hodnoty A;; 4,; A3.

Je tedy tieba identifikovat slozky slozenych geometrickych zobrazeni danych maticemi Ty;
T,; Ts. Je to tloha inverzni k piikladum, které jsme fesili v kpt. 3.3., 3.6. a 4.5.

Aby dana matice byla matici podobnosti, nesmi to byt matice stftedové kolineace s vlastnim
sttedem. Ve vsech naSich tfech ptfipadech mé kolineace stfed nevlastni — zaruCuje to treti
fadek matic T;; T,; Ts. Ve vSech tiech pfipadech se tedy jedna o afinni zobrazeni. Z hlediska
zobrazuji samy na sebe. Naptiklad samodruzné body zobrazeni T; bychom zjistili feSenim
maticové rovnice X7 = T;X”. V nasem piipadé bude ale dilezitéjsi identifikovat osu a smér
afinity (a v pfipad¢ osy staci rovnéz jen jeji smér). Neni tedy tieba uvazovat posunuti, Stac¢i
tedy pracovat pouze v zaméteni Z (fz) euklidovské roviny F?, coz je vektorovy prostor. Nase
tii afinni zobrazeni se tak redukuji na linedrni zobrazeni vektorového prostoru urcené
submaticemi druhého fadu sestavenymi z prvnich dvou sloupct resp. fadkt matic T;; T,; Ts,
oznaéme je Ty; Ty; Ts.

Afinitu A: A — A', kterd nas v kazdém ze tii sloZenych zobrazeni zajima, charakterizuji dva
parametry: samodruzné sméry a tzv. charakteristika afinity, coZ je délici pomér (4; A"; A"),
kde A" € AA’ n o (viz obr. 7.4.3).

Obr. 7.4.3: Samodruzné sméry (vlastni Cisla a vlastni vektory) v osové afinité a soumérnosti

Z obr. 7.4.3 je naptiklad ziejmé, ze afinita zachovava vektory urcujici smér afinity- jsou to
samodruzné vektory. Pro zobrazeni T; bychom samodruzny vektor v ziskali feSenim rovnice
vl = T,;v’. NaSe afinita je vSak pouze jednou slozkou slozeného zobrazeni a miZze byt
slozena napiiklad se stejnolehlosti, ktera vektor v ndsledné zvétsi ¢i zmensi na jeho nésobek
A+ vT. Navic je tieba najit nikoli samodruzny vektor, ale samodruzny smér, ktery, jak vime, je
mozné reprezentovat libovolnym nenulovym nasobkem kteréhokoliv smérového vektoru.
Resime tedy rovnici
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A-vl =TT
Tu? —21-vl = o7
(T, —A-E)-vl =0T (7.4.4)

Cislo A, které vyhovuje této rovnici, se nazyva vlastni &islo matice Ty, vektor v je vlastni
vektor. Vektor v identifikuje samodruzny smér zobrazeni, ¢islo A udava kontrakci ¢i dilataci
V pfislusném samodruzném sméru. Rovnice (7.4.4) ma ziejme vzdy feSeni — totiz v = 0. Toto
(tzv. trividlni) feSeni ovSem nepfiispéje k feSeni naseho problému, protoze nulovy vektor neni
vektorem smérovym. Musime tedy hledat nenulové feSeni. To existuje pravé tehdy, kdyz
determinant soustavy je roven nule, tedy

det(T,— 1 E) =T, —1-E[ =0 (7.4.5)

Jedna se o tzv. charakteristickou rovnici zobrazeni. V nasem konkrétnim ptipade
dostavame:

odtud (36 %8y -a-(3 N =137 2% =0
u
A, = 0.6

Jiz nyni tedy mtzeme fici, ze slozené zobrazeni 7; obsahuje obecnou osovou afinitu nebo
osovou soumé&rnost a stejnolehlost s koeficientem 0.6. Samotné afinita ¢i soumérnost ma totiz
alespont kladné vlastni ¢islo rovno jedné (viz obr. 7.4.3). O dal$im rozhodneme po vypoctu
vlastnich vektort. Ty ziskame dosazenim vlastnich ¢isel do rovnice (7.4.4):

Vlastni vektor v; ptislusny vlastnimu ¢islu 4; = +0.6:
(Tl_/llE)VI :0T

(636 )06 9)-(2) = (9)

0.36 — 0.6 0.48 Y11y _ (0
( 0.48 —0.36 — 0.6) (V12) B (0)
Tato rovnice ma nekone¢né mnoho feseni (hledame totiz smer) — mizeme vybrat libovolného
nenulového reprezentanta. Volme tedy napf. v; = (2;1). Tento vektor urCuje smér osy
(proc?).
Pro vlastni ¢islo A, = —0.6 dostavame zcela analogicky v, = (—1; 2). Tento vektor urcuje
smér afinity (proc?).

Vektory v;; v, jsou ortogonalni a maji stejnou velikost, znamena to, ze tato afinita je osovou
soumérnosti. Zobrazeni 7; je tedy sloZeno z osové soumérnosti se smérem osy v; = (2; 1),
dale ze stejnolehlosti s koeficientem 0.6 a z posunuti. Vektor posunuti, ani piesné umisténi
osy soumérnosti €i stiedu stejnolehlosti neni pro feSeni naSeho problému podstatné. |
z informacemi, které mame, miZeme totiz konstatovat, e zobrazeni T, pievede dany
trojuhelnik na jeho kopii zmensenou koeficientem 0.6.

Zopakujeme-li cely postup pro zobrazeni T, dostaneme 1A'y, = £0.6; v'; = (=2;1); v/y =
(1; 2). Opét se tedy jedna o podobnost s koeficientem 0.6. Kone&né pro zobrazeni T3 vychézi
Ay, =10.28; v’y = (0;1); v’ = (1; 0) — podobnost, tentokrat s koeficientem 0.28.
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Nase vysledky jsou ilustrovany na obr. 7.4.4. Nas trojuhelnik je tedy sobépodobny — sklada se
ze dvou kopii zmenSenych na 0.6 a jedné kopie zmenSené na 0.28. Dle (7.4.2) mame tedy pro
jeho dimenzi rovnici

0.6° + 0.6° +0.28° =1

jejimz (numerickym) feSenim dostaneme D = 1.622 339 ...

Obr. 7.4.4: Zmensené kopie fraktalniho trojuhelnika z obr. 7.4.3

2. Sobépribuznost (self-affinity): je zobecnénim sobépodobnosti. Sobépiibuznym uGtvarem
nazyvame utvar, ktery je sjednocenim konec¢ného poctu svych vlastnich obraz v afinnich
zobrazenich, jejichz modul je mensi neZ jedna. Utvar ‘U je sob&piibuzny pravé tehdy, kdyz
existuji afinity Z;; i = 1;2; ...; p takova, ze

P
U= U Z,(W) (7.4.4)

Afinni zobrazeni nemusi byt podobnosti. Muze to byt specidlné¢ 2D-scaling, tj. zobrazeni,
které ,zkracuje“ ve smérech soufadnych os v riznych pomérech. Takto je casto
sobéptibuznost (Gzce a nespravné) dokonce definovdna. Sobépiibuzny utvar tedy neni
sjednocenim svych zmensenych kopii, diky koneénému poctu afinit vSak v utvaru mizeme
vypozorovat donekonecna se opakujici ¢asti, které se svym tvarem pfili§ nelisi a lidské oko je
schopno je identifikovat jako stale se opakujici motivy. Fraktal na obr. 7.4.2 vlevo je
sjednocenim péti svych kopii v afinitdch uréenych maticemi

100 10 3 10 6
3 3 3
Mi=lo 2 o)iMz=(0 2 o[iMs=|0 2 ¢
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 1
00 06
Mi=lo ! 2)iMs=]o ! 2
0 0 1 0 0 1

Afinity zkracuji jeho kopie ve sméru osy x tiikrat, zatimco ve sméru osy y jen dvakrat. Cely
fraktal je vepsan do Ctverce, zatimco jeho zelené a Cervené kopie maji pomér stran x:y =
2:3, modra kopie uz x:y = 4:9; rizova x:y = 8:27 atd. Fraktal na obr. 7.4.2 vpravo je
sjednocenim dvou svych obrazil v afinitach ur¢enych maticemi

08 —03 3 —03 -04 8
M;,;=(03 08 1|; M= 03 -03 -3
o o0 1 0 0o 1

Prave sobéptibuznost je typicka prakticky pro vSechny ptfirodni utvary od vesmiru jako celku
ptes strukturou listu a tvar mrakd ¢i krajiny pokracujic az po vétveni zil v organismech.
Fraktal na obr. 7.4.1 ndm pfi troSe fantasie miiZe pfipominat moiského konika. Fraktaly na
obr. 7.5.5 uz asi fantazii nevyzaduji vibec. Byly vytvofeny metodou, o které pojedname
Vv nasledujici kapitole.
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Obr. 7.4.1: Sobéptibuznost

Predtim ovSem prostudujeme jeste jednu zélezitost. Opét zde totiz méame zajimavy vztah mezi
sobépiibuznosti a Hausdorffovou dimenzi. Jsou-li zobrazeni Z; v (7.4.4) afinity, pak kazda

Z nich je ur¢ena matici
Z11 212 713
Z; =221 Z22 Z23

Z31 Z32 Z33
Matice je pouze tietiho fadu — nepracujeme totiz v projektivnim, ale v euklidovském prostoru,
kde je kazda afinita tvaru X7 =Z-XT + vT; kde X = [xq;xp;x3]; X' = [x';;x'5;x'3]av =
(v1; vy; v3) je vektor posunuti, ktery nema na miru vliv, a proto ho nebudeme dale uvazovat.

Vyuzijeme opét ¢étvercové metriky a budeme tedy méfeny ttvar ‘U < > pokryvat ctverci
resp. utvar ‘U < F krychlemi, pak se kazdy ctverec resp. krychle zobrazi do rovnobézniku
resp. do rovnobéznosténu. Proto se pfi stanoveni zmény miry jakéhokoliv utvaru v F resp.
F® stati omezit na zobrazeni rovnob&niki resp. rovnob&znosténii. Pfedpokladejme, Ze
rovnob&znostén v E° je uréen trojici linearné nezavislych vektort a; b; c Ty se v afinité Z;
zobrazi na vektory

a'=2z,-a"; b =Z,-b"; ¢ " =2Z;- T
nebo

a =a-Zl; b =b-Z/; ¢ =1Z;-cT
tedy

Z11 221 Z31
(a'y;d'y;d'3) = (ag;ay;a3) | 212 Z22 Z32 =((a;z1);(a;z2);(a;z3)) (7.4.5)

Z13 223 233
kde z4; Z, ; Z3 znaéi prvni, druhy resp. tieti sloupec matice Z!. Podobng
(b'1;b'2;b'3) = ((b;21); (b; 22); (b; 23)) (7.4.6)
(c'1;¢'25¢"3) = ((621); (6 22); (6 23)) (7.4.7)
Objem rovnobéznosténu uréeného vektory a’; b’; ¢’ je, jak znamo, v F® dan jejich smisSenym

soucinem, takze z rovnic (7.4.5), (7.4.6) a (7.4.7) mame
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a'y a, a’ (@a;z1) (az2) (a;z3) a; Aaz Qz| |Z11 Z21 Z31
b'y b’y b3|=|(bz) (b;z) (b;z3)|= by b, bs|-|z12 z22 Zz32
¢y 'y 5 (czy) (czy) (cz3) €1 C2 C3| |Z13 Zz3 Z33

tedy
V(@’;b’;c’) = det Z] - V(a; b; ¢) = det Z; - V(a; b; c)

Pro obsah rovnob&zniku urdeného vektory a’; b’ v % bychom dostali analogicky
S(@’;b’;c’) =det Z; - S(a;b)
Pramér krychle (Ctverce) stejného objemu (obsahu) ve ¢tvercové metrice je

diam A’ = y/det Z; - V(a;b; ¢) = i/det Z;-diam A,, vE

resp.

diam A’ = \/det Z; - S(a;b) = Jdet Z; - diam Ay, v >

Pro vngjs$i miru sobépiibuzného fraktalu ‘U vytvotfeného sjednocenim p kopii sama sebe
sestrojenych v afinitdch urenych maticemi Z;; i = 1; 2; ...; p tedy dostavame v F*

HO(W = a(D)  inf {z(dlamA'nk)D }—

knk

USUgAnk

= a(D) inf {Z(,/det Z; - diam Ank)D =

= a(D) u:br:(fA k{z [(,/det Z,) Z(dlam Ank)D } =

kel

= (D), inf, nkZ(diam Ank)DZ(,/det Z,) = H(D)(U)Z(,/det Z,)"
kel i=1 i=1

HD) (W)

tedy

p
HOW) = HO(W ) (Jdet Z;)
i=1
Odtud

(Jdet Z,)" =1 (7.4.8)

F-M’ti
[y

V F* pak analogicky

P
> (A z) =1 (7.4.9)
i=1
Rovnice (7.4.8), (7.4.9) s neznamou dimenzi feSime numericky. Determinanty matic M; —
M; urcujicich sobépiibuzny fraktal na obr. 7.4.1 vlevo jsou detM; = ; pro dimenzi tohoto
fraktalu tedy podle (7.4.8) dostdvame

165



7 Fraktaly UM FSI VUT v Brné Studijni text

5 D
D
D (Jderm) =1 = 5<\F> =1 > D=2-M5~1796488..
6 Iné6
i=1
Pro fraktal na obr. 7.4.1 vpravo mame

(Jdet M) +(Jdet M) =1 = (V073)° +(V21)" =1= D ~1.796 161 ...

7.5 Itera¢ni systémy

1. Obecna iteraéni metoda: se pouziva pii hledani pfiblizného feSeni rovnic tvaru x = g(x).
Spociva v tom, Ze pocatecni aproximace (startovaci bod) x, X, se dosadi do pravé strany,
¢imZ obdrzime prvni aproximaci tvaru x; = g(x,). Tento postup Se neustale opakuje, takze
obecné je x,41 = g(xy). Naptiklad v rovnici x = —%(x2 + 5) zvolme x, = 0, pak je

x; = —2(x3 +5) = —2(0?+5) = - = —0,833 33 ..
1 5

1, 2 2
X = —a(x +5) = -1 ((—g) + 5) = —0.949 07 ...

x3 = —(x3 +5) = —=((—0.949 07 ...)? + 5) = —0.983 45 ...
X, = —%(x32 +5) = —%((—0.983 45..)% +5) = —0.994 53 ...

atd. Pfitom piesné feSeni rovnice je x = —1 (jak se mizeme snadno piesvéd¢it dosazenim).
Tato metoda ovSem funguje (konverguje) pouze za ptedpokladu, Ze rovnice x = g(x)
definuje kontraktivni zobrazeni.

2. Iteracni systém: je systém rovnic tvaru

Xl = fl(xl; xZ; ey xn)
xy = f2(x15 X255 Xp) (7.5.1)
Xn = fu( X1 Xg5 e Xp)

a studium podminek, za kterych systém konverguje, je obecné velmi slozité. Moderni
vypocetni technika vSak umoziuje iteracni procesy efektné vizualizovat.

3. Juliovy mnozZiny: Jsou mnoZiny vSech startovacich bodi, ze kterych iteracni proces
systému (7.5.1) konverguje. MnozZiny nesou jméno francouzského matematika Gastona
Maurice Julia (1893 — 1978), ktery zkoumal konvergenéni procesy rovnic tvaru z = z% + C
v oboru komplexnich ¢isel. Tuto rovnici 1ze ptepsat do tvaru

Zi+ 2y i =(z1+ 2z, )%+, +cy0 05 715756156, ER
Porovnanim realnych a imaginarnich ¢asti dostaneme

z, =2z — 72+ ¢

Zy = 221Z2 + Cy (752)

tedy specialni tvar soustavy (7.5.1). Pro kazd¢ komplexni ¢islo C dostdvame jinou soustavu
(7.5.2), tedy jinou Juliovu mnozinu. Na obr. (7.5.1) jsou Juliovy mnoziny pro € = —1.2 +
0.154i; ;C=—-1+0iaC = 0.24 + 0.54i.

4. Mandelbrotovy mnoZziny: Benoit Mandelbrot (1924 - 2010) se zabyval problémem, pro
ktera C je Juliova mnozina souvisla, a sestrojil timto zptisobem mnozinu, kterd dnes nese jeho
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jméno. Zatimco krovnici z = z?+ C existuje nekoneéné mnoho Juliovych mnozin,
Mandelbrotova mnozina této rovnice je generovana jen jedna (viz obr. 7.5.2).

Obr. 7.5.1: Juliovy mnoziny rovnice z = z2 + C pro riizna C € C

Obr. 7.5.2: Mandelbrotova mnozina rovnice z = z> + C

Pfesto je mnozné Cislo v tvodu tohoto odstavce opravnéné — podobnym zpiisobem lze totiz
pouzit i jiné rovnice. Na obr. 7.5.3 je Mandelbrotova mnozina rovnice z = cosz + C.
Mnozina rovnice z = z2 + C je soumérna podle realné osy, mnozina z = cos z + C je navic
diky (komplexnimu) kosinu ,,periodicka®.
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Hranice Juliovych resp. Mandelbrotovych mnozin patii k ,,nejclenitéj$im* mnozinam. Jsou to

v

kiivky — maji topologickou dimenzi jedna, jsou vSak ¢lenitéjsi nez Sierpiiiského Ctverec —
Hausdorffova dimenze Mandelbrotova mnoziny je dve.

Obr. 7.5.2: Mandelbrotové mnozina rovnice Z = cosz + C

5. Obarvovaci algoritmy — pii vykreslovani Juliovych a Mandelbrotovych mnozZin se
pouzivaji nejruznéjsi obarvovaci algoritmy. Ten nejjednodussi (Escape algorithm) obarvuje
kazdy pixel, ktery do mnoZiny nepatii, podle rychlosti, s jakou je tato skutecnost zjiSténa.
Jednou z mnoha dal$ich moznosti jsou napt. normalizované iterace — barva je volena podle
vzdalenosti poslednich dvou zjisténych iteraci. Byly to pravé barevné Juliovy a
Mandelbrotovy mnoZiny, které podstatné ptispély k popularizaci fraktalni geometrie.

Obr. 7.5.3: Detail Juliovy a Mandelbrotovy mnoziny — obarveno Escape algoritmem
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Obr. 7.5.4: Detail Mandelbrotovy mnoziny rovnice z = sinz + C (vlevo)az = cosz + C
(vpravo), obarveno Normalized Iteration algoritmem

6. Iteracni systémy funkci (IFS) — itera¢ni systémy definované soustavou (7.5.1) podrobuji
kazdy bod transformacim, které obecné nezobrazuji pfimku na piimku. Je-li vSak soustava
(7.5.1) linearni, definuje projektivni zobrazeni, které lze definovat matici. jsou tedy
definovany kone¢nym poctem projektivnich zobrazeni, kterymi v kazdém kroku prochéazi
startovaci bod. Je-li napf. tento systém tvofen tfemi stejnolehlostmi se stiedy ve tfech
nekolinearnich bodech a s koeficienty 0.5, pak startovaci bod vytvori Sierpifiského
trojuhelnik. Na obr. 7.5.5 si miZeme prohlédnout mnoZiny vytvofené systémy urenymi

maticemi
0O 0 O 02 —-03 0
M, = <O 0.2 O); M, = ( 0 0.2 O)
0O 0 1 0 0 1
—-01 03 O 0.83 0.05 0
M; = < 0.3 0.2 0.4); M, = (—0.05 0.83 1)
0 0 1 0 0 1
resp.
0.195 —-0.488 0.443 0.462 0414 0.251
M, = (0.344 0.443 0.245); M, = (_0.252 0.361 0.569>
0 0 1 0 0 1
—0.058 —0.070 0.598 —0.637 0 0.856
M; = ( 0.453 —-0.111 0.097>; M, = ( 0 0.501 0.251)
0 0 1 0 0 1

V konkrétnich algoritmech ovSem neni mozné startovaci bod podrobovat vzdy vSem
transformacim, nebot’ pocet takto generovanych bodii by exponencidln€ narlstal a zptsobil by
pieteCeni sebevétsi paméti. Tento problém se vétSinou ftesi tak, ze v kazdém kroku je
generatorem nahodnych ¢isel vybrana vzdy jen jedna transformace, které je bod podroben.
V kazdém kroku se tedy bod ocitne jakoby na kiizovatce, kde si vylosuje dalsi cestu. Proto je
tento algoritmus nazyvan metodou nahodné prochazky. Touto metodou byly vytvofeny i
fraktdly na obr. 7.4.1. a 7.5.5. Metodou ndhodné prochazky byl sestrojen 1 fraktalni
trojihelnik na obr. 7.5.6, ktery nam v nasledujicim ptikladu pomize pti vypoctu dimenze
podle vzorcii (7.4.3) a (7.4.8).

169



7 Fraktaly UM FSI VUT v Brn& Studijni text

A
W
oy 7

S o4 a

N T
e _&/ag%gg
Y/ «W

£

C
..hb

g

Obr. 7.5.5: Ptiklady itera¢nich systému funkci (IFS)

7. Priklad: Ur¢eme Hausdorffovu dimenzi Sobépiibuzné mnoziny uréené maticemi

036 048 0 0.36 0.48 0.64 —-0.28 0 0.64
M, =1048 -036 0|;M,=|-048 —-0.36 0.48 |;M; = 0 0.28 048
0 0 1 0 0 1 0 0 1
ReSeni: Podle 7.4.8 mame

(Jdet M) =1

-
IIMm
fury

7.6 Dynamické systémy

Dynamickym systémem rozumime systém, ktery je definovan pomoci koneéného poctu
podminek, které popisuji zménu systému v ¢ase. Mnozina vSech moznych stavi systému tvoii
tzv. stavovy prostor, konkrétni stav systému v libovolném ¢asovém okamziku je opét popsan
konecnou posloupnosti hodnot — stavovym vektorem. Jestlize podle danych podminek
nechame systém vyvijet se v ¢ase, vznika ve stavovém prostoru bud’ kiivka (jestlize parametr
reptezentujici ¢as je spojity), anebo mnozina bodu reprezentujicich konkrétni stavy (je-li
Casovy parametr diskrétni). MnozZina stavii, ke kterym systém konverguje pro t — oo, se
nazyva atraktor. Dynamické systémy mohou byt stabilni, anebo nestabilni, a to podle toho,
jak reaguji na zménu vstupnich parametr. Atraktorem stabilniho systému je bud’ bod, anebo
uzaviena kiivka, atraktorem nestabilniho systému jind mnoZina.

V tomto smyslu je dynamickym systémem napt. i metoda ndhodné prochdzky zminovana
v zavéru predchozi kapitoly. PocateCnim stavem je startovaci bod, pocatecnimi podminkami
jsou transformace, kterym ma byt vystaven. Kazdy iteracni krok predstavuje Casovy okamzik,
atraktorem je mnozina sestrojena po ,.dostatecném poctu krok“. Projektivni systémy jsou
zcela necitlivé pokud jde o startovaci bod — metodu ndhodné prochazky muizeme startovat ze
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zcela libovolného bodu, vysledkem je vzdy identicky atraktor (strom ¢i kapradina podle
Napftiklad Juliova mnozina je extrémné citliva na zménu parametru C, Citlivost projektivnich
systému zavisi na podminénosti matic pfislusnych projektivnich transformaci.

Pomoci dynamickych systémt Ize studovat jevy zavislé na mnoha parametrech, jejichz pfesny
vliv lze obtizné predvidat, napf. vodni viry, turbulence apod. Na obr. 7.6.1 si muZeme
prohlédnout tzv. Cliffordtv atraktor — atraktor dynamického systému popsané¢ho soustavou
rovnic

x = sin 1.5y + 1.6 cos 1.5x

y =09cos1.8y — sin 1.8x

7.7 L -systémy

L -systémy byly navrzeny madarskym biologem Aristidem Lindenmayerem vr. 1968
(Lindenmayerovy systémy) jako formalni matematicky nastroj popisu ristu fas. Dnes jsou
vyuzivany piedev§im k modelovani morfologie rostlin. Ve své nejjednodussi podobé je L -
systém formalné trojice mnozin L = (X;S; P), kde X je mnozina piipustnych symbold, S je
mnozina axiomu, které definuji pocateni stav systému a P je mnozina piepisovacich
pravidel, kterd umoZiiuji generovat dalsi stavy. Tyto stavy se posléze interpretuji pomoci tzv.
zelvi grafiky, kde Zelva reprezentuje kreslici zafizeni. Jeji stav je popsan polohou a orientaci.

Obr. 7.6.1: Cliffordav atraktor

1. Pfiklad — Kochova k¥ivka jako L -systém: Uvazujme L —systém L = (X; S; P), V némz je
abeceda obsahuje tfi znaky X ={F;+; —}
axiomem je znak F,tedy S ={F}
a prepisovacim pravidlem P ={F - F+F — —F + F}
(coz znaci, Ze znak F se vzdy ptepisuje posloupnosti F - F + F — —F + F)

Mozné stavy tohoto L -systému tedy jsou:
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F

F+F——F+F

F+F——-F+F+F+F——F+F——-F+F——-F+F+F+F——F+F
F F F F

atd. Graficka interpretace urcuje ,,cestu* pro kreslici zafizeni (zelvu):
F - krok vpted, + otoc¢ se 0 60° v kladném smyslu; — oto€ se 0 60° v zdporném smyslu

Je-li tedy zelva v pocatku soufadné soustavy a orientovana ve smeéru osy x, je

prvni mozny stav A

druhy mozny stav m

treti mozny stav

2. Priklad — Sierpinského trojuihelnik jako L -systém: Vhodnym L -systémem lze rovnéz
,Huplést™ Sierpinského trojuhelnik. Pfidame jeden znak a jedno piepisovaci pravidlo:

abeceda: 2 ={F;G;+; -}

axiom: S ={F}

piepisovaci pravidla: P={F>G—-F—-G,G->F+G+F}
Interpretace je stejna jako v ptedchozim ptikladu: F; G - krok vpted; + oto¢ se o 60°
v kladném smyslu; — oto¢ se o 60° v zaporném smyslu. Na obr. 7.7.1 vidime nékteré
mozné stavy (krok kazdého nésledujiciho stavu je z technickych divodi vzdy zkracen):

-

Obr. 7.7.1: Sierpinského trojuhelnik jako L -systém

Jak bylo feceno v tivodu této kapitoly, jsou L -systémy vyuzivany pfedev§im k modelovani
morfologie rostlin. K tomu je tfeba umoznit L -systému vétveni, a to pomoci zavorek.

3. Priklad — modelovani morfologie rostlin: Abeceda, axiom i graficka interpretace jsou
stejné, jako v prfedchozim ptipadé. Leva zavorka znamena ulozeni stavu zelvy do zasobniku,

prava pak vyzvednuti stavu ze zasobniku. Modely se 1i$i pfepisovacimi pravidly a uhlem «a, 0
ktery se otaci (uvedeno u jednotlivych vystupi):
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F>GHF)G(-F)+F F>G-((F)+F)+G(+GF)-F F —>G(+F)(-F)GF
G—>GG G—>GG G—>GG
a=20° a=22,5° a =26°

Obr. 7.7.2: Modelovani morfologie rostlin pomoci L -systému

7. 8 Nahodné fraktaly

V piedchozich kapitolach jsme se zabyvali tzv. deterministickymi fraktaly — tedy fraktaly,
které jsou pln¢ urceny nékolika relativné jednoduchymi pocateénimi podminkami, kde nebylo
misto pro nahodu. Tyto fraktaly maji z hlediska popisu pfirodnich utvard jednu zasadni vadu -
jsou totiz piili§ pravidelné. Pti popisu pfirodnich tutvaru je tfeba pracovat i s nahodou -
dostaneme utvary, které mnohem lépe odpovidaji realnym objektim.

1. Zakladni princip: S ndhodnymi procesy lze pracovat v podstaté dvojim zpiisobem:

a) Pomoci generatoru nahodnych C¢isel ,rozmazavat® soufadnice bodu, které urcuje
deterministicky algoritmus. Aby vysledek nebyl uplné chaoticky, je tfeba vhodné volit jednak
typ generatoru (nejcastéji se pouziva generator s normalnim rozloZenim) a také rozpéti (u
rovnomérného rozloZeni) resp. rozptyl (u normalniho). Tyto parametry se museji zmensSovat
umérné urovni rekurze. Na obr. 7.8.1 si miZeme prohlédnout takto upraveny Kochiv ostrov,
Sierpiniského trojuhelnik a jednu z rostlin generovanou L -systémem.
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Obr. 7.8.1: Nahodné¢ upraveny Kochiiv ostrov, Sierpiiiského trojuhelnik a rostlina

b) Pouzivat algoritmy nahodné jiz ze své podstaty. Ve 20. letech minulého stoleti modeloval
Norbert Wiener Brownliv pohyb tzv. metodou piesouvani stiedniho bodu (Midpoint
Displacement Method - MDM. V jednorozmérném piipadé je princip metody nasledujici:
zvolme tsecku AB, najdéme jeji stied a jeho y-ovou soufadnici zménme o nahodné ¢islo. Na
vzniklé dvé€ usecky aplikujme tentyZ postup, atd., teoreticky do nekonec¢na. Vznikla ktivka je
pfikladem grafu funkce, kterd je na daném intervalu spojitd, ale nemd nikde derivaci.
V praktickych situacich algoritmus opét ukonc¢ime tehdy, jestlize se rozdil x-ovych soutadnic
sousednich bodii dostane pod rozliSovaci schopnost vystupniho zafizeni. Vysledkem je
ktivka, kterd ne ndhodou pifipomina profil ¢i horizont realné krajiny

Obr. 7.8.2: Profil krajiny generovany metodou piesouvani stfedniho bodu

2. Hurstiiv exponent: Jak jsme konstatovali v pfedchozim odstavci, pfi generovani
ndhodnych fraktala je tfeba velmi peclivé volit rozpéti resp. rozptyl generatoru ndhodnych
¢isel. Tyto parametry ovliviiuji ¢lenitost vysledného fraktalu, a tim i jeho fraktalni dimenzi.
Pii generovani fraktali metodou piesouvani stfedniho bodu lze pomoci vhodné voleného
rozptylu gaussovského generatoru vygenerovat fraktal s pfedem danou fraktdlni dimenzi.
Pouzijeme-li totiz generator, jehoz rozptyl v n-té iteraci je dan vztahem

o2 = 002 . 9—2(n+1)H
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kde o, je pocatecni rozptyl, pak fraktalni dimenze fraktalu vygenerovaného metodou MDM je
D =2 —H. Cislo H € (0; 1) je tzv. Hurstiiv exponent — ¢im je jeho hodnota mensi, tim vEtsi

je dimenze vygenerované kiivky a tim je tedy fraktal ¢lenitéjsi. Na obr. 7.8.3 je n¢kolik kiivek
S riznymi hodnotami H.

H=0,75 D=1,25

H=0,5 D=15

=025 D=175

Obr. 7.8.3: Profily krajiny generované MDM s riznymi hodnotami Hurstova exponentu

3. MDM ve 2D: Vyse popsany algoritmus pro Usecku je mozné rozsifit na obdélnik. V tomto
pfipadé¢ vytvafime nahodné funkci dvou proménnych — napf. model terénu. V tom
nejjednoduss$im piipadé definujeme funkEni hodnoty ve vrcholech obdélnika, poté jsou
pocitany a ndhodné piesouvany dalsi body. Moznosti, jak je postupné prochdzet, je vic.
Nejcastéji se najdou a posunou stiedy obvodovych usecek aktudlné zpracovavaného
obdélnika a pomoci nich se ndhodn¢ ptesune jeho stied. Podobné jako v jednorozmérném
ptipadé¢ je mozno ovliviiovat Hausdorffovu dimenzi volbou Hurstova exponentu.

Popsané rekurzivni déleni ¢tverce je mozné vyuzit jak pro vytvareni prostorovych modelt
terénu (viz obr. 7.8.4), tak i pro tvorbu vystupt, kterym se v pocitacové grafice fika plasma.
Ta se pouzivd pro modelovani nejriznéjSich objekti — oblacnosti, barevnych odstinti pudy
apod. Na pripojeném obrazku si muzeme prohlédnout obrazek kapradiny, k jehoz
vygenerovani bylo pouzito nékolik vySe popsanych technik. Pidni profil byl vytvoien
metodou MDM v 1D. Barva pidy a obloha je plasma vytvofena metodou MDM ve 2D. Listy
jsou projektivni IFS vytvorené dle odst. 6 kpt. 7.5, kone¢né kofenovy systém je L-systém dle
kpt. 7. 7.
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F i
Obr. 7.8.4: Krajina vytvotena metodou MDM ve 2D a jeji prostorovy model

Obr. 7.8.5: Model kapradiny vytvofeny kombinaci étyt fraktalnich metod
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