Orientovany graf

Orientovany graf je dvojice G=(U, H ), kde U je neprazdna kone¢na mnoZina
vrcholli nebo uzlia H < { (u,v)|u,veUu } je kone¢na mnoZina orientovanych

hran.
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U={a,b,c,d} H={la,b),(a,d),(d,a),(b,c),(c,d) (c,e),(e,e)l
Poznamka

Z definice plyne, Ze orientovany graf je t€Z mozno chépat jako neprazdnou

koneCnou mnozinu s binarni relaci.



Vstupni a vystupni stupen uzlu

Necht G=(U, H) je orientovany graf. Pro uzel u€U grafu G definujeme &isla
deg. (u)=| M|, deg_(u)=|N|,

kde

M={heH|3veU:h=(v,u)l a N={(heH|IveU:h=(u,v)}.
Cislo deg, (u) se rovna poctu hran, které vedou z né¢jakého uzlu do uzlu u, a
nazyva se vstupnim stupném uzlu u. Cislo deg_(u) se rovna potu hran, které
vedou z uzlu u do néjakého uzlu, a nazyva se vystupnim stupném uzlu u. Pokud

plati deg_(u)=0 |y se nazyva koncovy uzel, a pokud deg, (u)=0 | u se nazyva

pocatecni uzel grafu G.




Uzel deg, deg_
U 3 1
U 1 1
Us 2 2 smyc¢ka zvyS$i vstupni i vystupni stupen uzlu
Us 0 4 pocatecni uzel
Us 1 0 koncovy uzel
Us 1 0 koncovy uzel
U 0 0 koncovy 1 poc¢atecni uzel



Analogicky k obyCejnym grafum definujeme (uzavreny) orientovany sled,

orientovany tah, orientovanou cestu a orientovanou kruznici. Hrany v

prislusnych posloupnostech jsou pfitom nahrazeny orientovanymi hranami tak,

aby sméfovaly od predchoziho k nasledujiicmu uzlu v posloupnosti.

©

Cervene hrany na obrazku predstavuji orientovanou cestu a modré hrany
orientovanou kruznici.



Symetricka orientace grafu

Mame-li zad4n obyéejny graf G=(U, H) , je k nému moZno definovat
orientovany graf G'=(U, H') tak, ze pro kazdou hranu {u,v}€H existuji
v H ' pravé dve hrany 4, /' takove, ze h=(u, v)/\h ’:(v, u) . Pfitom v H ' Zadné
jin¢ hrany nejsou. Takovyto graf se nazyva symetrickou orientaci grafu G.
Jinymi slovy, hrana v oby¢ejném grafu mezi uzly u a v se nahradi obéma

orientovanymi hranami mezi témito uzly v novém grafu.
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Orientace grafu

Mame-li zad4n oby&ejny graf G=(U, H) , je k nému moZno definovat
orientovany graf G'=(U, H') tak, ze pro kazdou hranu {u,v}€H existuje
v H'jedina orientovana hrana 4 takova, ze h= (u,v) nebo h=(v,u) a pritom
H ' 7zadne¢ jin¢ hrany neobsahuje. Tento graf se nazyva orientaci grafu G.

Jinymi slovy, hrana v obycejném grafu mezi uzly u a v se nahradi orientovanou hranou vedouci z

uzlu u do uzlu v nebo orientovanou hranou vedouci z uzlu v do uzlu u. Je zfeyme, Ze na rozdil od

symetricke orientace grafu, ktera je jednoznacné definovana, mé obycejny graf orientaci vice.

Navic orientace grafu neobsahuje kruznice délky 2.
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Symetrizace grafu

Mame-li zadan orientovany graf G=(U, H) , potom k nému maZeme sestrojit
jednozna¢né obydejny graf G'=(U, H') , ktery se nazyva symetrizaci grafu G.
Polozime

H'={u,v}u,veU ,uzv,IheH h=(u,v)Vh=(v,u))

Jinymi slovy, symetrizace vznikne “zanedbanim’ Sipek a smycek v puvodnim

grafu.
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Souvislost

Rekneme, e orientovany graf G=(U, H) je souvisly, jestlize jeho symetrizace
G'=(U,H') jesouvisly graf.

Silna souvislost

Rekneme, Ze orientovany graf G=(U, H) je siln& souvisly, jestlize pro

libovolné dva uzly u,v€U existuje orientovana cesta z uzlu u do uzlu v.

Ztejmé kazdy silné€ souvisly graf je 1 souvisly, ale opacné toto tvrzeni neplati, jak

je vidét na obrazku.
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Turnaj

Orientovany graf T=(U, H) bez smy&ek se nazyva turnajem, kdyZ pro kazdou
mnozinu uzla {u,v}, u,veEU ,u# v existuje pravé jedna hrana s € H takova, ze

plati h=(u,v)Vh=(v,u).

V turnaji tedy existuje pro kazdou dvojici ruznych uzli jedina orientovana hrana

jdouci z jednoho uzlu do druhého

o T




Véta

Bud T=(U, H) turnaj a v€ U uzel s maximalnim vystupnim stupném. Pak pro

kazdy uzel we U existuje orientovana cesta z uzlu v do uzlu w délky nejvyse

dva.

Dukaz:

Necht' deg_(v)=m anecht z uzlu v vedou hrany 7, 7, ..., 7,, do uzld
Vi V,y..., Vv, . Ma-li T nuzld, z kazdého uzlu u; ze zbyvajicich n—m—1 uzla

Uy, Uy,...,u, . vede hrana s; do uzlu v, protoze T je turna;.




Potom pro kazdé i, 1 <i<m zieymé existuje orientovana cesta v, r;, v; delky 1
z uzlu v do uzlu v.. Dokazeme nyni, Zze zuzluvdouzluu, 1< j<n-m-1,
existuje cesta délky 2. Uvazujme uzel u;, 1 < j<n—m—1 . Jestlize pro n¢které i,
1<i<m , existuje hrana #; z uzlu v; do uzlu u;, potom takovouto cestou je zfejmé
cseta v, i, vi, t;, u;. Pripustme, ze existuje uzel uy, 1< k<n—-m-1 takovy, ze z
zadného uzlu v;, 1 <i<m do n¢j nevede hrana. ProtoZe T je turnaj, znamena to,
ze pro kazdy uzel v; existuje hrana ¢; vedouci z ux do v;. Protoze vSak z uzlu uy
vede hrana s, i do uzlu v, znamena to, ze deg (u,)=m+1 | coz je spor s tim, Ze

uzel v je uzlem s maximalnim vystupnim stupném.



Eulerovsky graf

Orientovany graf G=(U, H) se nazyva eulerovsky, jestlize v ném existuje

uzavieny orientovany tah obsahujici vSechny jeho hrany.

Vzhledem k tomu, Ze v tahu se nesm¢ji opakovat hrany, je orientovany graf eulerovsky praveé tehdy, kdyz se
vSechny jeho orientované hrany daji nakreslit ve sméru Sipek jednim tahem, aniZ zvedneme tuzku z papiru,

pii¢emz po kazd¢ hran€ tahneme pravé jednou a nakonec se vratime do uzlu, z néhoz jsme vysli.
h‘ ;

Uzavienym tahem eulerovského grafu na obrazku je naptiklad tah definovany posloupnosti uzla C, 4, D, F,

C,FE B ED,B,A,C.



Véta

Souvisly orientovany graf G=(U, H) je eulerovsky pravé tehdy, kdyz plati
deg,(u)=deg _(u) pro kazdy uzel u€U .

Diikaz:

To, Ze je podminka deg. (u)=deg (u) k existenci uzavieného orientovaného
tahu obsahujiciho vSechny hrany nutna, je zteym¢e. Dukaz toho, ze je tato
podminka 1 dostate¢na, neni obtizny. Je vSak formalné slozity a proto ho zde

uvadét nebudeme.



Uloha

Mame rozmistit na obvod kotouce ¢ervené a modre body tak, abychom vzdy
jednoznacné poznali polohu otacejiciho se kotouce, kdyZ vidime okénkem pouze
vyiez k po sobé jdoucich bodi na kotouci. Pi1 daném k& chceme navrhnout co

nejvétsi délku m(k) kotoude.




ReSeni
Protoze vSech riznych posloupnosti modrych a ¢ervenych bodt délky k je 2°
plati m(k)<2" . Cyklické usporadani délky 2* pozadovanych vlastnosti
sestrojime takto: Definujeme orientovany graf G=(U, H ), kde U je mnoZina
vSech posloupnosti cervenych a modrych bodt délky k-1 a H je mnozina vSech
posloupnosti cervenych a modrych bodu delky &, pficemz pro
hZ(aLaZ,... ,a,)€H plati hZ((al,az,... La,_,), (aZ, as ..., a,)).
G je Eulerovsky graf, nebot’ deg.= deg.= 2 pro kazdy uzel x grafu G. D4 se
snadno ovérit, ze G je souvisly: orientovana cesta z uzlu (al, Ay ooy Ay 1) do uzlu
(b, b, ... ,b,_,) je dana napf. posloupnosti hran
(al,az,... .a,_,b,), (azj... , bl,b2)’ e (azk_1 N bk—l)‘ Dale plati, ze pocet

hran grafu je 2*. Polozme 2°=K . Zvolme libovolny uzavieny orientovany tah



(uo,hl,ul,h2,“' U g, MK) a utvorme cyklické usporadani (a} , af, af) ,
kde jsme oznadili h,=(d.,d),...,a\) (4. vzali jsme prvni prvky kazdé
posloupnosti /;). Vzhledem k volbé vrcholt a hran grafu G se kazda posloupnost
delky k vyskytuje v cyklickém uspotradani (a}’ ai ., ay ).

Pro k£ =4 dostavame naprtiklad cyklickeé usporadani

;
Q000000000000 Qn’

které dostaneme z uzaviené¢ho orientovan¢ho tahu zndzornéné¢ho v grafu na

obrazku poradovymi €isly jednotlivych hran:
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Pocate¢ni bod posloupnosti definujici hranu ma vzdy tu¢né ohraniceni.
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Definice

Orientovanou hamiltonovskou cestou v garfu G nazveme orientovnou cestu,
ktera prochazi kazdym uzlem grafu G. Orientovanou hamiltonovskou kruznici
grafu G nazveme orientovanou kruznici, ktera prochazi kazdym uzlem grafu G.

Orientovany graf nazveme hamiltonovskym, ma-li orientovnou hamiltonovskou

kruznici.




Véta

V kazdém turnaji 7'= (U, H) existuje orientovand hamiltonovska cesta.

Diikaz:
Indukci vzhledem k poctu uzli. Pro turnaje s jednim uzlem je tvrzeni trivialni.

Predpokladejme, Ze tvrzeni véty plati pro vSechny turnaje s po¢tem uzli .
Uvazujme turnaj I's n+1 uzly a zvolme v T'libovolny uzel u, . Odstranime-li z
T'uzel u; 1s hranami vedoucimi do ného €1 z n¢ho, ziskame graf 7', ktery je
zieymé také turnajem. Proto v ném existuje orientovana cesta U, U, ..., U,
obsahujici vSechny jeho uzly. Pokud z zddného uzlu u,, 1<i<n nevede do u,
hrana, pak vede hranaz u, do u, ,tedy uyu,...,u, je cesta. Necht naopak
vede hrana z ngjakého uzlu u,, 1<i<n douzlu Y, a oznaéme i,, 1<i,<n,

nejvetsi index takovy, ze z U;, vede hrana do #, . UvaZzuyme nyni posloupnost



uzlu ¥, U, ..., u; ,uy U, .y,..., U, vturnaj 7. Z vlastnosti turnaje snadno plyne, ze

z uzlu uo vede hrana do uzlu ¥, ., atedy v T existuje orientovana cesta dana

touto posloupnosti.

Véta

Je-11 T, je siln€ souvisly turnaj s n uzly, n= 3, potom 7, obsahuje orientované

kruznice o délkach 3, 4, ...., n.

Diukaz:
Necht’ 7, je siln€ souvisly turnaj s n uzly, n= 3. Dokdzeme napied, ze 7,

obsahuje kruznici délky 3. Necht' v je uzel v T,. Protoze T, je turnaj, 1ze ostatnich

n— 1 uzll rozdglit do dvou mnozin U={u, u, ..., u,} a V={v, v,...,v |

> "n-m-1

tak, ze pro kazdy uzel u ,1<i<m existuje hrana s; z uzlu u; do uzlu v a pro

kazdy uzel v;,1< j<n—m—1 existuje hrana ¢ z uzlu v do uzlu v;. Kdyby



mnozina U byla prazdna, potom by platilo deg_ (v)=n-1, coz neni mozné,
protoze T, je siln€ souvisly. Podobn¢ se dokaze, Ze 1 mnozina /' nemuze byt
prazdna. V mnoziné V existuje uzel v;, ze kterého vede hrana 4 do n€jakého uzlu
u; mnoZiny U. Jinak by nevedla cesta z uzli mnoziny V do uzlu mnoZiny U a graf
by nebyl silné souvisly. Ztejmé (u;, s, v, ¢ Vi h, u;) je hledana orientovana
kruznice o délce 3. Predpokladeyme dale, Ze n > 3 a v T, existuje orientovana

kI'lliIllCG Ck:<u1,h1’u2,h2,'" ’ hk_ 1> uk} hk ’ ul)) 35 k <n OZIlaéIIle
D= {VI, Vyeous Vo k} neprazdnou mnozinu uzla, které do ni nepatii. Vzhledem k

siln¢é souvislosti 7, existuje aspon jedna hrana g vedouci z néjakého uzlu
kruznice Ci do n€jakého uzlu mnoziny D a aspon jedna hrana vedouci z né¢jakeého
uzlu mnoziny D do néjakého uzlu z kruznice Ci. Za téchto okolnosti jsou mozné

nasledujici pripady.



a) V D existuje uzel v takovy, Ze z n¢ho vede hrana /# do uzlu w kruznice Cj a
zaroven do ného vede hrana g z uzlu u kruznice Ci. Vzhledem k tomu, ze 7, je

turnaj, jsou piitom uzly u a w od sebe rtizné.

V kruznici C; ziejmé existuje uzel u', z néhoz vede hrana g' do uzlu v, uzel w',
do ktere¢ho vede hrana 4' z uzlu v a hrana » vedouci z uzlu u’ do uzlu w’, jak je
vidét na obrazku. Kruznice, ktera vznikne z C; nahrazenim useku (u', , w')

usekem (u', g', v, h', w'), je potom zieym¢& kruznici o délce k& + 1.



b) V D zadny uzel vySe uvedenych vlastnosti neexistuje. D se potom rozdéli na
dv¢ neprazdne podmnoZiny D, a D, takove, ze z kazdého uzlu v D, vedou hrany

do vSech uzli Ci a do kazdého uzlu v D, vedou hrany ze vSech uzli Ci.

Existuje hrana z uzlu v D, do uzlu v D, protoze T, je silné souvisly. Oznacme 4

hranuz u€D, do vED,. C, ma aspon 3 uzly x, y, z, vyberme tedy jeji tisek



(x, p, v, q, z). Necht’ dale s znac¢i hranu z uzlu x do uzlu u a g hranu z uzlu v do
uzlu z. Potom, nahradime-li usek (x, p, y, g, z) usekem (x, s, u, h, v, g, z),

obdrzime opét kruznici o délce k£ + 1. Tim je véta dokazana.

Dusledek

Turnaj T s alespon tfemi uzly je hamiltonovsky, pravé kdyz je silné€ souvisly.

Diikaz:

Predpokladejme, ze T ma n uzli, n=3. Pokud je siln¢€ souvisly, ma podle

predchozi véty orientovanou hamiltonovskou kruznici o délce n. Tato kruznice

obsahuje kazdy uzel turnaje 7" a proto je 7 hamiltonovsky.

Pokud obracené T je hamiltonovsky, potom obsahuje orientovanou kruznici
C=(v, h v, hy.. ,h,_ v, h, v,). Jsou-li v, v; libovolné uzly turnaje 7, potom,

pokud i <, existuje v T orientovana cesta (Vi b, v, hey e hj_l,vj),

a pokud j <1, existuje v T orientovana cesta



(vl')hl')vi+1)hi+1j"°)hn_1y vn}hnyvl,hl"°°)hj_1)vj) . TJe tedy Sllné SOUVISI},’.

D¢lka hrany, délka cesty

Graf bude dale vZzdy znamenat orientovany graf bez smycek, hrana orientovanou

hranu a cesta bude vzdy znamenat orientovanou cestu.

Necht G=(U,H) je graf a kazdé hrané h€H necht je pfifazeno realné &islo

[(h). Potom tomuto ¢islu budeme tikat délka hrany /.

Délka [(p) sledu p v grafu G se definuje jako soucet délek vsech hran

obsazenych v sledu p. Je-1i p tvofena jedinym uzlem, klademe /( p)=0



Cesta minimalni délky

Necht je dan graf G=(U,H ) a u,veU . Pokud existuje mezi uzly u a v cesta
minimalni délky, definujeme &islo d(u,v) jako délku této cesty. Pokud z uzlu u

do uzlu v vilbec Zadn4 cesta neexistuje, klademe d(u,v)=

>
\/

Naptiklad v grafu na obrazku plati d(u,x)=14,d(u, y)=33



Poznamka

Protoze obecné¢ mohou byt délky hran 1 zaporna Cisla, nema v pripadé existence
kruznice se zapornou delkou pojem cesta minimalni delky prakticky vyznam,
nebot’ prirozené¢ pozadujeme, aby cesta minimalni délky byla také sledem
minimalni délky. Na obrazku nize je napriklad vidét, ze z uzlu s do uzlu v
existuje sled s delkou mensi, nez libovolne realne ¢islo. Omezime se tedy napred

na pripad, kdy jsou vSechny délky hran kladné.

c>0




V jednoduchych grafech je stanoveni cesty minimalni delky snadne, avSak u

vvvvvvvvvvvv

proto tuto ulohu:

V grafu G=(U, H) , kde kazdé hrané 4 je piifazeno kladné realné &islo I(h) a
kde je vyznaden vychozi uzel s, najdéte ke kazdému uzlu v#s cestu p(s,v)
minimalni délky a tuto minimalni délku d(s,v) .

K 7eseni ulohy pouzijeme tzv. “Dijkstrova algoritmu”. Jeho autorem je holandsky matematik
prof. Edsger Wybe Dijkstra * 11. 5. 1930 {1 6. 8. 2002

Budeme dale tikat vzdalenost mezi dvéma uzly misto deélka cesty minimalni délky mezi

témito uzly. Pokud jsou tyto uzly totozné, pak je tedy jejich vzdalenost rovna O.



Definice pomocnych pojmiu

Horni odhad vzdalenosti uzlu s a uzlu v je cislo D(v) takove, ze plati

D(v)2d(s,v). Pro kazdy uzel veU bude symboln(v) oznacovat uzel, ktery
bezprostiredné predchazi uzlu v v cest¢ minimalni delky z uzlu s do uzlu v
zkonstruované Dijkstrovym algoritmem. Pokud v=s nebo pokud takova cesta

dosud nebyla zkonstruovana, poloZime n(v) =,

Dale pro kazdy uzel v€U definujeme symbol N (v) oznacujici mnozinu vsSech
uzlt, do nichz vede n&jakd hrana z uzlu v, tedy N (v)={weU|(v,w)EH]}.
Symbol §, SEU , zna¢i mnozinu vSech uzll v, pro které¢ uz byla Dijkstrovym
algoritmem definitivné stanovena cesta minimalni délky p(s,v) a odpovidajici

vzdalenost d(s,v). Navic budeme pouzivat oznateni QO=U-S .



Schéma algoritmu

1. Inicializace: Pro kazdy uzel u€U poloZime
m(u)=0 , D(s)=0, D(u)=co jestlize u#s , S=0 , O=U .
2. Test na ukonceni algoritmu: Pokud S=U , prechod na 5.
3. Nalezeni uzlu s definitivni cestou: Z mnoZiny Q presuneme do mnoZiny S uzel v s minimalni
hodnotou D(v). Jestlize pro vSechny u€Q plati D(u)=co , piechod na 5.
4. ZlepSeni hornich odhadii: Pro kazdy uzel weN(v)nQ takovy, ze
D(w)>D(v)+I((v,w)) , polozime D(w)=D(v)+I((v,w)) a t(w)=v . Pfechod na 2.
5. Konstrukce vystupu:
Do uzlu, ktere zistaly v mnozin€ Q, Zadna cesta z uzlu s neexistuje. Pro vSechny ostatni uzly v
polozime d(s,v)=D(v) a cestu minimalni délky sestrojime obracenim cesty

vor(v)—n(x(v)) »n(x(x(v))) - —s.
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Inicializace: m(s)=Tt(u)=mt(v)=1t(w)=0,5=0,0={s,u,v,w}, D(s)=0,D(u)=D

1. krok: S={s},0={u,v,w},D(s)=0,D(u)=3, D(v)=7,D(w)=c0
(u)=s,m(v)=s
D(u)=3,D(v)=6,D(w)=5
(u)=s,m(v)=u, t(W)=u
3. krok: S={s,u,w},O0={v}, D(s)=0,D
4. krok: S={s,u,w,v}, 0= ﬂ D(s)=0,D(u)=3,D(v)=6,D(w)=5
T (u)=s,T(v)=u, (w)=u

2. krok: S={s,u},0={v,w}, D(s)=0,
(u)=3,D(v)=6,D(w)=5
T (u)=s,m(v)=u, m(w)=u
pls,u)=s—u,p(s,v)=s—>u—-v,p(s,w)=s—>u—-w



Véta Dijskstriv algoritmus nalezne cestu minimalni delky a vzdalenost z vychoziho uzlu s do

kazdého jiného uzlu v el .

Dukaz: Dokazeme, Ze vZdy béhem provadéni algoritmu tésné pied krokem 3 plati:

Pro kazdé weS, plati D(W)Zd(S,W) a je-li P(S,W) cesta takova, ze se jeji delka rovna
d(s,w), potom neobsahuje uzly z O.

Toto plati zfeymée trivialn€ po inicalizaénim kroku 1. Necht’ je nyni veQ takovy uzel v, pro ktery

je D(v) v O minimalni. Dok4Zeme, Ze cesta p(s,v) minimalni délky neobsahuje kromé uzlu v

uzly z Q.



p zuzlu s do uzlu z’ a &islu pfitazenému hrané (z,z '), by platilo D(z)<D(v), coZ je spor.
Navic plati D(v)=d(s,v) opét vzhledem k tomu, Ze prob&hl krok 4. Po navratu do kroku 2 tedy
tvrzeni opét plati. Po skonéeni algoritmu pak ziejmé ¢isla D (u) udavaji délky nejkratsich cest z

uzlu s do uzlu u.



Cviceni 1




Cvicéeni 2
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Uloha, kterou nelze i‘eSit Dijkstrovym algoritmem

Po skonceni Diyjkstrova algoritmu totiz dostaneme:

D(s)=0,D(1)=10, D(2) = 8.

Ptitom ziejmé cesta minimalni délky z uzlu s do uzlu 2 ma délku 7.

Je to zplisobeno zapornou déelkou hrany (1,2), 1 kdyZ v grafu nejsou kruznice se

zapornou deélkou.



Floyd-Warshalliv algoritmus

Vyse uvedeny priklad ukazuje, ze Dijkstruv algoritmus nelze pouzit, pokud se v
grafu vyskytuji hrany se zapornou dé¢lkou, 1 kdyZ graf neobsahuje kruznice se
zapornou délkou. V takovém pripad¢ lze pouzit Floyd-Warshalliiv algoritmus.
Pt1 kazdém zadani delek hran tento algoritmus nalezne cestu minimalni délky z
kazdého uzlu do kazdého jiného uzlu a pokud takova cesta, ktera by soucasné

byla minimalnim sledem, neexistuje kviuli kruznici se zapornou delkou, tuto

kruznici odhali.



Uvazujme graf G=(U,H), U={1,2,...,n} , v némz délky hran jsou zadany

matici
a,, dyp di,
A=91 94 Aon
an] anZ ann

kde a; zna¢i délku hrany (i, j) pro libovolné i, j€{1,2,...,n} .

Dale budeme pouzivat matici

Pu P 7 Pmn
P= p.zl p.22 e p.2n ’
pn] an pnn

kde na poc¢atku plati p;=J . Algoritmus ma vzdy » iteract:



4 b 4 0 O . 4 3 . 4 . 1 /
Zacneme s matici A =A,P =P a v i-té iteraci vytvoiime matice 4', P’

n

pomoci matic A", P'"'. Nakonec tedy dostaneme matice A", P
matic 47, P/, j:1,2,...,n se vypocitaji nésledujicim zpusobem:

J j__ . j-1.: < v j=1 1
al=al ', pi=pl ! jestlize a '<a —I—a]k

e o e I
alk—aj +a’y ' opl= Py ' jestlize al, >al —I-ajk

Prvky

Indukci se da dokazat, ze po skonceni algoritmu ma prvek a; hodnotu

minimalni vzdalenosti z uzlu i do uzlu j. D4 se téz ovéfit, ze pokud p,=k

potom (i, k) je prvni hrana v minimalni cesté z uzlu i do uzlu j, coZ se da vyuzit

pi1 konstrukci této cesty.
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4. iterace

3. iterace
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1. iterace

(0 o o 1) (1 2 3 4
40 _ 2 0 1 3 pl) _ 1 2 3 4
o o 0 o 1 2 3 4
2. iterace
(0 o o 1) (1 2 3 4)
4 2 0 1 3 Pl _ 2 3 4
0 0 0 oo 1 2 3 4
-2 -4 -3 -1 2 2 2 2)

Zde doSlo k tomu, ze diagonalni prvek (4,4) je zaporny, coz vzdy indikuje
existenct kruznice se zapornou délkou a tedy neexistenci cesty s minimalni
delkou (ktera by byla sledem s minimalni délkou) z uzlu a do uzlu b, ktera

obsahuje alespon jeden uzel teto kruznice.



