Dale budeme predpokladat, Ze kazdy graf je obyCejny a ma aspon ti1 uzly.

Definice 1

Graf G se nazyva eulerovsky, existuje-li v ném uzavreny tah, ktery

obsahuje kazdou hranu v G.

Definice 2

Graf G se nazyva poloeulerovsky, existuje-l1 v ném tah, ktery obsahuje

kazdou hranu v G.

Jinymi slovy, eulerovsky graf 1ze ,,nakreslit jednim tahem®, pfi¢emz
zacneme Vv libovolném uzlu a v tomtéz uzlu skon¢ime, zatimco u polo-

eulerovského grafu muzeme skoncit 1 v jiném uzlu.



Historicka poznamka 1

Ve svem Clanku vydaném v roce 1736 se Leonhard Euler, Svycarsky matematik
(* 1707 Basilej, 1 1783 Petrohrad ), zabyva resenim tzv. problemu sedmi mostu mésta
Krdlovce. V Kralovci (Konigsberg) ve Vychodnim Prusku obtéka ieka Pregel ostrov

Kneiphof a za nim se rozdvojuje. Cdsti pevniny jsou pritom spojeny mosty podle obrdzku.

Problém, ktery Euler vyresil, spocival v tom, jak projit po vSech sedmi mostech pravé

jednou a vrdatit se pritom na puvodni misto. I kdyz v tomto ¢lanku se primo o grafech

nehovori, je Euler povazovadn za zakladatele teorie grafii.



Véta 1
Necht’ G je souvisly graf. Potom je G eulerovsky, pravé kdyz kazdy jeho

uzel ma sudy stupen.

Dusledek 1

Souvisly graf je poloeulerovsky, pravé kdyz kazdy jeho uzel ma sudy

stupen nebo existuji praveé dva uzly lich¢ho stupné.




Priklad 1
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Definice 3

Hamiltonovskou kruznici grafu G nazveme kruznici, ktera prochazi
kazdym uzlem grafu pravé jednou. Graf nazveme hamiltonovskym, ma-li

hamiltonovskou kruznici.

HAMILTONOVSKY GRAF



Historicka poznamka 2

Jméno tomuto grafu dal irsky matematik Sir William Rowan Hamilton, ktery v roce 1859
vymyslel hlavolam a zadal jej vyrobci hracek v Dublinu. Hlavolam ze direva mél tvar
pravidelného dvanactisténu s dvaceti vrcholy oznacenymi nazvy prednich evropskych
mest. Cilem bylo nalezt trasu podél hran dvandctisténu, ktera prochazi kazdym méstem
prave jednou. Vyse uvedeny graf takovyto dvandctisten reprezentuje: jeho uzly odpovidaji
vrcholum télesa a jeho hrany hranam spojujicim tyto vrcholy. Zarovern je zde naznaceno

reSeni v podobe Hamiltonovy kruznice.



Véta2 ( Ore)
Necht’ G je grafs nuzly n>3 anecht plati deg(u)+deg(v)>n pro

kazde dva uzly u a v grafu G, které nejsou spojeny hranou. Potom je graf

G hamiltonovsky.

Dukaz

Necht’ existuje graf G, ktery spliuje predpoklady véty a pfitom v ném
neexistuje hamiltonovska kruznice. Vyberme ze vSech takovychto grafi
ten, ktery ma maximalni pocet hran. Urcité v ném existuje cesta definovana
posloupnosti uzlu v, u, ..., u, , jinak by bylo mozno ke grafu G piidat
aspon jednu hranu, aniz by G obsahoval hamiltonovskou kruznici. Navic

ziejmé uzly u; a u, nejsou spojeny hranou.



Definuyme nyni mnoZiny hran

E ={(u;,u,.,)|(u, u,,,)je hranou v G}

E ={(u;,u,.,)|(u;, u,)je hranou v G}
Protoze pocet hran cesty mezi uzly #, a #, je roven n— 1 a podle
predpokladu véty je | E,|+| E ,|=deg(u,)+deg(u,)2 n | existuje aspoii
jedna hrana (u,,u;,,) v priniku £,n E, . Navic plati 1 <i<n-1 , protoze
uzly u, a u, nejsou spojeny hranou. Z toho vyplyva, ze v G existuje

hamiltonovska kruznice, jak je vidét na obrazku.




Véta 3 ( Dirac)
Necht' G je oby&ejny graf s n uzly a necht’ plati deg(u)> n/2 pro kazdy

uzel u. Potom je graf G hamiltonovsky.

Diikaz
Predpoklad véty zfejmé vynucuje splnéni predpokladu Véty 2, takze graf je

hamiltonovsky.




Priklad 2

Graf, ktery splnuje Oreho podminku, ale nespliuje Diracovu podminku.

deg(n5)+deg(nl)=deg(n5)+deg(n2)>5 : Oreho podminka je splnéna.

deg(n5)<2,5=5/2 : Diracova podminka splnéna neni.



Barveni uzlu

Graf je obarveny, kdyZz se kazdému uzlu priradi barva tak, ze dvéma uzlim
spojenym hranou jsou pfifazeny rizn¢ barvy.

Pokud je mozno graf obarvit pomoci & barev, anizZ bychom nutné uzili
vSechny z nich, nazyva se k-obarvitelnym.

Nejmensi mozna hodnota £, pro kterou je graf G k-obarvitelnym, se
nazyva chromatické ¢islo grafu G, formalng x (G) .

2-obarvitelny graf




OznaCme
* K, uplny graf's n uzly,
o D, diskrétni graf's n uzly,
* K bipartitni graf, tj. graf, jehoZ mnozinu uzlu 1ze rozlozit na dvé
disjunktni mnoziny V', V', tak, ze kazda jeho hrana spojuje néktery uzel
z mnoziny V| s nékterym uzlem z mnoziny V', . Jestlize je navic kazdy
uzel z mnoziny V| spojen hranou s kazdym uzlem z mnoziny V', , pak

se tento graf nazyva uplny bipartitni graf a zna¢i se K,, , , kde

m=|V |, n=|V,|.

Je ziteymé, Ze bipartitni graf neobsahuje kruznici liché delky (plati 1 opacné

tvrzeni).



Nasledujici tvrzeni se daji snadno dokazat:

(@) x(G)=1eG=D,

(b) x(K,)=n T
(c) x(K)=2 .




Nasledujici tvrzeni je takeé ndzorné z obrazku:

Kruznice je 2-obarvitelnd, prave kdyz ma sudy pocet uzli.
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Dale se da snadno dokazat, ze graf je 2-obarvitelny, kdyz neobsahuje

kruznici s lichym poc¢tem uzld. Strom, ktery zadné kruznice neobsahuje, je

tedy 2-obarvitelny.



Planarnost grafu

Graf G se nazyva planarni (rovinny), kdyz je mozno jej nakreslit v roving
tak, aby se jeho hrany nekfiZily. Casti roviny vymezené hranami planarniho
grafu nakreslen¢ho v roviné bez ktiZeni hran se nazyvaji buriky a hrany

kolem nich jsou jejich hranice.
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Véta 1 (Euler 1750)

Ma-1i souvisly plandrni graf » uzli a m hran a tvori p bunék, plati

n—m+p=2.

Dukaz:

Dukaz provedeme indukci podle poctu hran. Necht’ G je planarni souvisly

graf s n uzly, m hranami a p bunkami. Pokud m = 0, potom n = 1 (protoZe

G je souvisly) a p = 1, takze tvrzeni véty plati. Necht’ rovnost plati pro
m=k—-1 ,kde k21 . Necht ma graf G n uzlli a k hran. Je-1i G strom,

rovnice ziejmé plati, protoze kazdy strom s n uzly ma pravé n— 1 hran a

neohranicuje Zadnou vnitini buniku. Pokud G neni strom, obsahuje néjakou

kruznici C. Necht’ e je hrana kruznice C. Pak jejim odstranénim vznikne



graf G ', ktery stale zstava souvislym, ma » uzli a k-1 hran. Ma tudiz
2-n+k—-1=1-n+k bunék. AvSak odstranénim hrany z kruznice se

bunika kruznici ohrani¢ena slouci se sousedni bunikkou za odstranénou

hranou e. Tim bude pocet bunék p grafu G o jednu vétsi nez pocet bunék v

grafu G'. Tedy G ma p=2- n-+k bunck, ¢ili plati n—k+p=2 .

N




Véta 2
Necht’ G je souvisly planarni graf' s n2> 3 uzly a m hranami. Potom

m<3n—-6.

Diukaz: Pokud n=3 , tvrzeni se d4 snadno pfimo ovéfit. Necht’ n>4 a
necht G ma buniky £, F, ... F', (pfi nakresleni G v rovin¢ bez kiizZeni
hran). Necht’ »; je poCet hran, které ohraniCuji bunku F:. Protoze G je
obyéejny, 7,23 . Proto 3 p<(r,+r,+*+r ) . Déle, pii se¢itani
jednotlivych poctu hran tvoricich hranice bunék se kazda hrana pocita
nejvyse dvakrat, nebot’ miize byt hranici nejvyse dvou riznych bunék .
Proto je prava strana nerovnosti nejvyse rovna 2m a podle Véty 1 plati

3(2=n+m)=3 p<2m neboli 6-3n+3m<2m avéta je dokazana.



Dusledek

Kazdy planarni graf ma alespon jeden uzel stupné nejvyse pét.

Diikaz: Predpokladejme, Ze existuje souvisly planarni graf' s n uzly a m
hranami takovy, ze kazdy jeho uzel ma stupen neyméné 6. Pak soucet
stupnii vSech uzli je vétsi nebo roven 6n, tedy m =23 n. To je vSak spor s
V¢étou 2. Proto kazdy souvisly planarni graf, a tedy take kazda komponenta
libovolneho planarniho grafu, ma alespon jeden uzel stupné nejvyse pét.

Odtud plyne tvrzeni.



Pomoci predchozi véty dokazeme, Ze nize uvedene souvislé grafy nejsou

planarni:
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To, ze K5 neni planarni, plyne pfimo z Véty 2, protoze ma 10 hran, ale

podle Véty 2 nemiize mit vice nez 9 hran.



Neplanaritu grafu K;; je mozno dokazat sporem. Predpokladejme, ze K53
planarni je. Potom jej muZeme nakreslit v rovin€ bez kiiZeni hran a podle
Véty 1 ma pak K;3praveé 5 bunék, dosadime-lin =6 a m = 9. Protoze
bipartitni graf nema kruznice liché delky, onéch 5 bunék musi ohraniCovat
neymeéné 20 hran. Kazda hrana tvofi hranici nejvyse dvou bunék, takze K 3
by musel mit aspon 10 hran. To je zfejmy spor, protoZe K;3ma pouze 9
hran.

Tudiz Zadny graf, ktery obsahuje nektery z grafii Ks nebo K;; jako podgraf,

neni planadrni.



Dva grafy G, a G, se nazyvaji homeomorfni (nebo shodn¢ az na uzly

stupné 2), je-li mozno G, 1 G, ziskat z n¢jakeho grafu G; postupnym

rozpulenim nékterych hran vloZenim nového uzlu.
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Véta 3 ( Kuratowski 1930 )

Graf je planarni, pravé kdyz neobsahuje podgraf homeomortni s grafem K

ani podgraf homeomortni s K3 ;.

Dukaz:

Viz napft.

BONDY, J. A., and MURTY, U. S. R. Graph Theory with Applications,
Elsevier, New York, 1976.



Véta 4

Kazdy planarni graf je 5-obarvitelny .

Dukaz:
Dukaz provedeme indukci podle poctu uzli grafu G. Zieym¢é kazdy graf's
meéné nez 6 uzly je 5-obarvitelny. Necht’ je kazdy graf s méné€ nez n uzly 5-
obarvitelny. Uvazujme graf G=(U, H| s n uzly a sestrojme jeho obarveni
pét1 barvami nasledovné: Podle dusledku Véty 2 existuje uzel ue U, jehoz
stupen je nejvysSe 5. Oznacme symbolem G, graf vytvofeny z grafu G
odstranénim uzlu u 1 s hranami, se kterymi je incidentni. ProtoZze G, ma

n— 1 uzld, da se podle induk¢niho predpokladu obarvit péti barvami.

Pokud z uzlu u v grafu G vede méné nez pét hran, je mozno jej obarvit



barvou nepfifazenou zadnému z jeho sousednich uzli. Predpokladejme

tedy, ze z uzlu u vede prave 5 hran do uzlu u, u, u; u, us.

Necht uzlu u; je pfifazena napriklad barva c;. Nejsou-li vSechny barvy
Cy.C, C3 €4 C5 TUZNE, J€ moZno uzlu u piifadit barvu neobsazenou mezi

barvami ¢, ¢, ¢; ¢, Cs.



Predpokladejme tedy, ze ¢;#c,, 1<i<j<5 .

OznaCme H,; podgraf grafu G indukovany vSemi uzly obarvenymi
barvami c; a ¢;. Podobné H>4 bude znacit podgraf grafu G indukovany
vSemi uzly obarvenymi barvami c;a c,. DokdZeme, Ze bud’to uzly u; a us
nepatii do stejné komponenty podgrafu H,; nebo uzly u, a us nepatti do

steyn¢ komponenty podgrafu Hoa.



by @)

Kdyby byly uzly u, a u; oba v jediné komponenté podgrafu H,s, existovala
by mezi nimi1 v G, cesta sloZena pouze z uzli obarvenych barvami ¢; a c.
Pokud by 1 uzly u; a us byly oba v jediné komponenté podgrafu H-s,
existovala by mezi nimi v G, cesta slozend pouze z uzlu obarvenych
barvami ¢; a cs. To vSak neni mozné, protoze v rovinném grafu se hrany

protinaji pouze v uzlech.



Necht’ tedy jsou feknéme uzly u;, a u; ve dvou riznych komponentach
podgrafu H,;. Necht’ u, je v komponenté K;. V K; muzeme prohodit barvy
uzId, ¢ili uzly s barvou c; obarvit barvou ¢; a naopak. I potom bude zfejmée
pfifazeni barev obarvenim grafu G, a uzel u; bude mit nyni barvu c;, takze

uzlu u muzeme ptiradit barvu c; a ziskat tak hledané obarveni grafu G.



Véta 4

Kazdy planarni graf je 4-obarvitelny.

Tato véta byla vice nez 150 let znama jako hypotéza Ctyt barev, nez j1 v
roce 1976 dokazali americti matematikové Appel a Haken. Diikaz byl
znacné komplikovany a Castecné se spoléhal 1 na vystup z pocitacového
programu. Pro kaZzdou zemépisnou mapu miiZzeme sestrojit rovinny graf.
Kazdy stat na map¢ predstavuje uzel. Dva uzly jsou spojeny hranou, maji-li
staty, kter¢ je predstavuji, spoleCné hranice. Minimalni poCet barev
potfebnych k vyrobeni mapy se rovna chromatickému Cislu tohoto grafu,
tedy Ctyfem (podle VEty 4). Naopak, ke kazdému rovinnému grafu lze

zieymé sestrojit odpovidajici ,,fiktivni* mapu.




