Godunovovy metody pro 1D-Eulerovy rovnice

Reste Eulerovy rovnice

ow of(w)
v ) ve (0,0, te(0,T),
ow(0,t)  ow((,0)
3 = 8e 0, t e (0,7),
w(z,0) = w(1), z € (0,),

kde
w = (0, 0u, E)", f(w) = (ou,0u” +p,(E+p)u)", p=(y—1)(E— jou?).
Jacobiho matici A(w) = Df(w)/Dw lze vyjadrit ve tvaru

0 1 0
A(w) = 3(v = 3)u? B=yu  y-1],
uls(y-Du*—H] H—(y-1u* ~u

kde

1 /
+ §u2 je entalpie, a = P je rychlost zvuku
%

a v = 1,4 je Poissonova adiabatickd konstanta. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
A(w) jsou

(1,u —a, H—au)T,

(17 u, %UQ)Ta

(1,u+a, H+ au)?.

A (W) =u—a, ri(w)

Ao (W) = u, ro(W)

A3(w) =u+a, r3(w)

Ozna¢me T = (ry, r9, r3) matici vlastnich vektoru,

1 1 1
T= U—a U u+a |,

H —au %uz H+ au

matici inverzni
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a diagonalni matici vlastnich ¢isel

u—a 0 0
D= 0 u 0
0 0 u+a

Pak
A(w) = T(w)D(w)TH(w).

Zvolime rovnomeérné déleni intervalu (0, £), tj. pro N > 1 polozime h = /N a oznac¢ime
z;=(j—3)h, j=1,2,...,N. Usecka (0,¢) je sjednocenim N koneénych objemu

Dj - ['rj—l/anj—l—l/Q] = [(.] - 1)hajh]7 ] = 1727 ceey N7
kde z;_1/0 = xj — %h, Tjt1/2 = Tj + %h. Na intervalu (0, T) pouzijeme déleni

0:t0<t1<"'<tk_1<tk<"~<tQ_1<tQ:T

a oznaCme 7, = t; — tp_1 délku casového kroku. Ma se spocitat priblizné feseni wé?

v konecénych objemech D, pro ¢asy tj. Pro prezentaci vysledku pouzijte rovnomérné délent
t" = jAt, j = 0,1,...,M, kde At = T/M. Vypocet organizujte tak, aby mnozina
vypocetnich casit {t;}¥_, obsahovala mnozinu casi {to L.

Z pocétecni podminky urcime w9 = w°(z;), 7 = 0,1,..., N. Okrajovou podminku
uplatnime pomoci fiktivnich koneénych objemu Dy = [—h,0] resp. Dy = [(, ¢ + hl,
v nichz predepiSeme hodnoty symetrické podle okraje x = 0 resp. x = ¢. Ve fiktivnich

konecnych objemech tedy polozime wi = wf, wh, =whk, k=0,1,....

Vypocet fidime podle predpisu

Tk .
W;?Jrl:W;?—E(H<W§,W;-€+l)—H(W]-€ 1,w’-“)), ji=12,....,N, k=0,1,...,

kde H(w, wg) je numericky tok.

Roetv numericky tok Hpg,.(wp, wg) véetné entropy fixu podle Hartena a Hymana.
Nejdifve pro levy stav wy = (o, opur, Er)! a pravy stav wg = (0g, 0rug, EFr)? definu-
jeme novy stav

~

W = w(wg, wg) = (6, 60, )7,

kde

2
) U =

VOLUL + \/ORUR
VoL ++/OR ’
I{I:\/QLHL+\/QRHR E:lAA v—1, .,
VoL + +/Or 7 Y 2 '

Pro rychlost zvuku pftislusnou vektoru w dostaneme

Q= \/(7—1) <H—%u2)

p= |3 v+ vam)




Jak bude zfejmé z dalsiho, pro uréeni Roeova numerického toku budeme z hodnot opat-
fenych stiiskou potiebovat jen rychlost u, entalpii Ha rychlost zvuku a.

Necht 4 = T HW)(wgr — wz) = (%1,%,%3)T. Koeficienty 41,42,93 lze efektivné
spocitat takto:

[ —U 51+U(52 (53 s

1

% (G + @)oy — 02 — aYe]

Y1 =
A3 =01 — Y2 — I3,

kde 8y, ds, 83 jsou slozky vektoru wrp—wy = (41, d,03)T. Roeovity numericky tok pocitdme
takto:

a) Jestlize A\y(W) > 0, spocteme wj = wy, + 7111 (W), polozime

A(wy) = Ai(w)

- A1
f=d MR ) — A
A1 (W) v ostatnich piipadech,

pro A\j(wp) <0 < A (wj),

a klademe
HRoe(WLa WR) = f(WL) + ,3/15‘1_1.1 (VAV)

b) Jestlize A2(W) < 0, spoCteme w}, = wgi — J3r3(W), polozime

As(W) — Az(wp)
A3(Wr) — Az(Wh)
A3(W) v ostatnich pripadech,

. A3(Wg) pro A3(wh) < 0 < A\3(wg),

A3

a klademe
HRoe<WL7 WR) = f(WR) - &35\;1‘3(‘;")

Pravy horn{ index + m4 obvykly vyznam, tj. a* = max(a,0), a~ = min(a, 0).
Délku casového kroku volime tak, aby byla splnéna CFL podminka

~1
s L0 w6 ) 8

kde C' <1 je tzv. CFL konstanta, tfeba C' = 0,9. Rychlost u( f +1) a rychlost zvuku

(Wf, W]_H) dostaneme z W(Wk W]_A,_l)a =0,1,..., V.
Vijayasundaramuav numericky tok

u-+v

Hy(u,v) = A* (W)u+ A~ (W)v, kde w=



At =TD'T ', A~ = TD T ', D* = diag(\, A;, AD), D™ = diag(\, A5 s x) Délku
casového kroku fidime pfedpisem (1), rychlost a(w}, w) +1) a rychlost zvuku a(w}

dostaneme z w(wh wh ) = Z(wh +wh ), j =0, 1, , N

j+1)

Stegeruv-Warminguav numericky tok
Hgw(u,v) = AT (u)u+ A~ (v)v.

Délku ¢asového kroku fidime podle (1), rychlost a(w’, w¥, ) a rychlost zvuku a(w}, wh, )

dostaneme z W(W?,W?_H) = Wé-“, j=0,1,..., N.

Van Leeriv numericky tok véetné entropy fixu podle Hartena:

u+v
2 )

Hyp(u,v) = £ [f(w) + £(v) ~ [AG)] (v )], kde =

|A| = T|D|T', |D| = diag(¢s(A1), ¢s(X2), d5(As)),

A+ 52
¢5(A) = 20
|A| pro |A| > 6,

pro |A| < 4,

a d € [0,1;1] je volitelny parametr, ktery je tfeba pro kazdy konkrétni problém vhodné
vyladit. Délku ¢asového kroku fidime predpisem (1), rychlost @4(w}, wh, ) a rychlost zvuku

a(wh, wk ) dostaneme z w(wh wh ) = L(wh+wk ), j=0,1,... N

Testovani lze provést pro Riemannovu ulohu

ow Of(w) | wi prox < x,
E—i_ or W(x’o)_{wR pro x > x,

kde x € (0,6) ate (O,T) Pocatecni data wy = (QL; oLur,, EL)T a Wr = (QR, ORUL, ER)T
lze ziskat z tabulky 1.

test | £ | T | mo oL ur, PL OR UR PR
0 1 0,2 0,5 1 0 1 0,125 0 0,1
1 [1] 02 |03 1 0,75 1 0,125 0 0,1
2 [1] 015 |05 1 9 0,4 1 P 0,4
3 110,012 0,5 1 0 1000 1 0 0,01
4 1 {0,085 | 0,4 | 5,99924 19,5975 460,894 | 5,99942 | —6,19633 | 46,0950
) 110,012 | 0,8 1 —19,59754 1000 1 —19,59745 0,01

Tabulka 1: testovaci piiklady

Vysledky jsou uvedeny v tabulce 2. Sloupec x; popisuje levou vinu: jsou-li uvedena
dvé cisla, pak prvni z nich je poloha ¢ela a druha poloha tylu levé spojité viny v case
T, je-li uvedeno jen jedno ¢islo, pak je to poloha levé razové viny v ¢ase T'. Sloupec x



obsahuje polohu kontaktni nespojitosti v ¢ase T'. Sloupec xr popisuje pravou vinu: jsou-li
uvedena dvé cisla, pak prvni z nich je poloha tylu a druha poloha cela pravé spojité viny
v case T', je-li uvedeno jen jedno ¢islo, pak je to poloha pravé razové viny v case T

test xr Tm TR 3 o u* p*
0 (0,26;0,49) | 0,69 0,85 0,43 0,27 0,93 0,30
1 (0,21;0,36) | 0,57 0,73 0,58 | 0,34 1,36 0,47
2 | (0,088:0,45) | 0,50 | (0,55;0,91) | 0,022 | 0,022 | 0,00 | 0,0019
3 (0,051;0,33) | 0,74 0,78 0,58 | 6,00 [ 19,60 [ 460,89
4 0,43 0,70 | 083 1428 | 31,04 | 8,69 | 1691,65
) (0,12;0,40) | 0,80 0,85 0,58 | 6,00 [ 0,00 [ 460,89

Tabulka 2: feSeni testovacich piikladu



