
Godunovovy metody pro 1D-Eulerovy rovnice

Řešte Eulerovy rovnice

∂w

∂t
+

∂f(w)

∂x
= o, x ∈ (0, ℓ), t ∈ (0, T ),

∂w(0, t)

∂x
=

∂w(ℓ, 0)

∂x
= 0, t ∈ (0, T ),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ (0, ℓ),

kde

w = (ϱ, ϱu, E)T , f(w) = (ϱu, ϱu2 + p, (E + p)u)T , p = (γ − 1)(E − 1
2
ϱu2).

Jacobiho matici A(w) = Df(w)/Dw lze vyjádřit ve tvaru

A(w) =

 0 1 0

1
2
(γ − 3)u2 (3− γ)u γ − 1

u
[
1
2
(γ − 1)u2 −H

]
H − (γ − 1)u2 γu

 ,

kde

H =
a2

γ − 1
+

1

2
u2 je entalpie, a =

√
γp

ϱ
je rychlost zvuku

a γ = 1,4 je Poissonova adiabatická konstanta. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice
A(w) jsou

λ1(w) = u− a,

λ2(w) = u,

λ3(w) = u+ a,

r1(w) = (1, u− a,H − au)T ,

r2(w) = (1, u, 1
2
u2)T ,

r3(w) = (1, u+ a,H + au)T .

Označme T = (r1, r2, r3) matici vlastńıch vektor̊u,

T =

 1 1 1

u− a u u+ a

H − au 1
2
u2 H + au

 ,

matici inverzńı

T−1 =
1

2a2


1
2
(γ − 1)u2 + au −a− (γ − 1)u γ − 1

2a2 − (γ − 1)u2 2(γ − 1)u −2(γ − 1)
1
2
(γ − 1)u2 − au a− (γ − 1)u γ − 1

 ,
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a diagonálńı matici vlastńıch č́ısel

D =

u− a 0 0

0 u 0

0 0 u+ a

 .

Pak

A(w) = T(w)D(w)T−1(w).

Zvoĺıme rovnoměrně děleńı intervalu ⟨0, ℓ⟩, tj. proN > 1 polož́ıme h = ℓ/N a označ́ıme
xj = (j − 1

2
)h, j = 1, 2, . . . , N . Úsečka ⟨0, ℓ⟩ je sjednoceńım N konečných objemů

Dj = [xj−1/2, xj+1/2] ≡ [(j − 1)h, jh], j = 1, 2, . . . , N ,

kde xj−1/2 = xj − 1
2
h, xj+1/2 = xj +

1
2
h. Na intervalu ⟨0, T ⟩ použijeme děleńı

0 = t0 < t1 < · · · < tk−1 < tk < · · · < tQ−1 < tQ = T

a označme τk = tk − tk−1 délku časového kroku. Má se spoč́ıtat přibližné řešeńı wk
j

v konečných objemech Dj pro časy tk. Pro prezentaci výsledk̊u použijte rovnoměrné děleńı
toutj = j∆t, j = 0, 1, . . . ,M , kde ∆t = T/M . Výpočet organizujte tak, aby množina

výpočetńıch čas̊u {tk}Qk=0 obsahovala množinu čas̊u {toutj }Mj=0.
Z počátečńı podmı́nky urč́ıme w0

j = w0(xj), j = 0, 1, . . . , N . Okrajovou podmı́nku
uplatńıme pomoćı fiktivńıch konečných objemů D0 = [−h, 0] resp. DN+1 = [ℓ, ℓ + h],
v nichž předeṕı̌seme hodnoty symetrické podle okraje x = 0 resp. x = ℓ. Ve fiktivńıch
konečných objemech tedy polož́ıme wk

0 = wk
1 , w

k
N+1 = wk

N , k = 0, 1, . . . .
Výpočet ř́ıd́ıme podle předpisu

wk+1
j = wk

j −
τk
h

(
H(wk

j ,w
k
j+1)−H(wk

j−1,w
k
j )
)
, j = 1, 2, . . . , N, k = 0, 1, . . . ,

kde H(wL,wR) je numerický tok.

Roe̊uv numerický tok HRoe(wL,wR) včetně entropy fixu podle Hartena a Hymana.
Nejdř́ıve pro levý stav wL = (ϱL, ϱLuL, EL)

T a pravý stav wR = (ϱR, ϱRuR, ER)
T definu-

jeme nový stav

ŵ ≡ ŵ(wL,wR) = (ϱ̂, ϱ̂û, Ê)T ,

kde

ρ̂ =

[
1

2
(
√
ϱL +

√
ϱR)

]2
, û =

√
ϱLuL +

√
ϱRuR√

ϱL +
√
ϱR

,

Ĥ =

√
ϱLHL +

√
ϱRHR√

ϱL +
√
ϱR

, Ê =
1

γ
ϱ̂Ĥ +

γ − 1

2γ
ϱ̂û2.

Pro rychlost zvuku př́ıslušnou vektoru ŵ dostaneme

â =

√
(γ − 1)

(
Ĥ − 1

2
û2

)
.
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Jak bude zřejmé z daľśıho, pro určeńı Roeova numerického toku budeme z hodnot opat-
řených stř́ı̌skou potřebovat jen rychlost û, entalpii Ĥ a rychlost zvuku â.

Necht’ γ̂ = T−1(ŵ)(wR − wL) ≡ (γ̂1, γ̂2, γ̂3)
T . Koeficienty γ̂1, γ̂2, γ̂3 lze efektivně

spoč́ıtat takto:

γ̂2 =
γ − 1

â2

[
(Ĥ − û2)δ1 + ûδ2 − δ3

]
,

γ̂1 =
1

2â
[(û+ â)δ1 − δ2 − âγ̂2] ,

γ̂3 = δ1 − γ̂2 − γ̂3,

kde δ1, δ2, δ3 jsou složky vektoru wR−wL ≡ (δ1, δ2, δ3)
T . Roeov̊uv numerický tok poč́ıtáme

takto:

a) Jestliže λ2(ŵ) > 0, spočteme w∗
L = wL + γ̂1r1(ŵ), polož́ıme

λ̃1 =

 λ1(wL)
λ1(w

∗
L)− λ1(ŵ)

λ1(w∗
L)− λ1(wL)

pro λ1(wL) < 0 < λ1(w
∗
L),

λ1(ŵ) v ostatńıch př́ıpadech,

a klademe

HRoe(wL,wR) = f(wL) + γ̂1λ̃
−
1 r1(ŵ).

b) Jestliže λ2(ŵ) ≤ 0, spočteme w∗
R = wR − γ̂3r3(ŵ), polož́ıme

λ̃3 =

 λ3(wR)
λ3(ŵ)− λ3(w

∗
R)

λ3(wR)− λ3(w∗
R)

pro λ3(w
∗
R) < 0 < λ3(wR),

λ3(ŵ) v ostatńıch př́ıpadech,

a klademe

HRoe(wL,wR) = f(wR)− γ̂3λ̃
+
3 r3(ŵ).

Pravý horńı index ± má obvyklý význam, tj. a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0).
Délku časového kroku voĺıme tak, aby byla splněna CFL podmı́nka

τk ≤ Ch

(
max

j=0,...,N

[
|û(wk

j ,w
k
j+1)|+ â(wk

j ,w
k
j+1)

])−1

, (1)

kde C ≤ 1 je tzv. CFL konstanta, třeba C = 0,9. Rychlost û(wk
j ,w

k
j+1) a rychlost zvuku

â(wk
j ,w

k
j+1) dostaneme z ŵ(wk

j ,w
k
j+1), j = 0, 1, . . . , N .

Vijayasundaramův numerický tok

HV (u,v) = A+ (ŵ)u+A− (ŵ)v, kde ŵ =
u+ v

2
,
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A+ = TD+T−1, A− = TD−T−1, D+ = diag(λ+
1 , λ

+
2 , λ

+
3 ), D

− = diag(λ−
1 , λ

−
2 , λ

−
3 ). Délku

časového kroku ř́ıd́ıme předpisem (1), rychlost û(wk
j ,w

k
j+1) a rychlost zvuku â(wk

j ,w
k
j+1)

dostaneme z ŵ(wk
j ,w

k
j+1) =

1
2
(wk

j +wk
j+1), j = 0, 1, . . . , N .

Steger̊uv-Warming̊uv numerický tok

HSW (u,v) = A+(u)u+A−(v)v.

Délku časového kroku ř́ıd́ıme podle (1), rychlost û(wk
j ,w

k
j+1) a rychlost zvuku â(wk

j ,w
k
j+1)

dostaneme z ŵ(wk
j ,w

k
j+1) := wk

j , j = 0, 1, . . . , N .

Van Leer̊uv numerický tok včetně entropy fixu podle Hartena:

HV L(u,v) =
1

2
[f(u) + f(v)− |A(ŵ)| (v − u)] , kde ŵ =

u+ v

2
,

|A| = T|D|T−1, |D| = diag(ϕδ(λ1), ϕδ(λ2), ϕδ(λ3)),

ϕδ(λ) =

 λ2 + δ2

2δ
pro |λ| < δ,

|λ| pro |λ| ≥ δ,

a δ ∈ [0,1; 1] je volitelný parametr, který je třeba pro každý konkrétńı problém vhodně
vyladit. Délku časového kroku ř́ıd́ıme předpisem (1), rychlost û(wk

j ,w
k
j+1) a rychlost zvuku

â(wk
j ,w

k
j+1) dostaneme z ŵ(wk

j ,w
k
j+1) =

1
2
(wk

j +wk
j+1), j = 0, 1, . . . , N .

Testováńı lze provést pro Riemannovu úlohu

∂w

∂t
+

∂f(w)

∂x
= o, w(x, 0) =

{
wL pro x < x0,
wR pro x > x0,

kde x ∈ (0, ℓ) a t ∈ (0, T ). Počátečńı data wL = (ϱL, ϱLuL, EL)
T a wR = (ϱR, ϱRuL, ER)

T

lze źıskat z tabulky 1.

test ℓ T x0 ϱL uL pL ϱR uR pR

0 1 0,2 0,5 1 0 1 0,125 0 0,1

1 1 0,2 0,3 1 0,75 1 0,125 0 0,1

2 1 0,15 0,5 1 −2 0,4 1 2 0,4

3 1 0,012 0,5 1 0 1000 1 0 0,01

4 1 0,035 0,4 5,99924 19,5975 460,894 5,99942 −6,19633 46,0950

5 1 0,012 0,8 1 −19,59754 1000 1 −19,59745 0,01

Tabulka 1: testovaćı př́ıklady

Výsledky jsou uvedeny v tabulce 2. Sloupec xL popisuje levou vlnu: jsou-li uvedena
dvě č́ısla, pak prvńı z nich je poloha čela a druhá poloha týlu levé spojité vlny v čase
T , je-li uvedeno jen jedno č́ıslo, pak je to poloha levé rázové vlny v čase T . Sloupec xM
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obsahuje polohu kontaktńı nespojitosti v čase T . Sloupec xR popisuje pravou vlnu: jsou-li
uvedena dvě č́ısla, pak prvńı z nich je poloha týlu a druhá poloha čela pravé spojité vlny
v čase T , je-li uvedeno jen jedno č́ıslo, pak je to poloha pravé rázové vlny v čase T .

test xL xM xR ϱ∗L ϱ∗R u∗ p∗

0 (0,26; 0,49) 0,69 0,85 0,43 0,27 0,93 0,30

1 (0,21; 0,36) 0,57 0,73 0,58 0,34 1,36 0,47

2 (0,088; 0,45) 0,50 (0,55; 0,91) 0,022 0,022 0,00 0, 0019

3 (0,051; 0,33) 0,74 0,78 0,58 6,00 19,60 460,89

4 0,43 0,70 0,83 14,28 31,04 8,69 1691,65

5 (0,12; 0,40) 0,80 0,85 0,58 6,00 0,00 460,89

Tabulka 2: řešeńı testovaćıch př́ıklad̊u
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