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Koncem roku 2004 by se dozil osmdesati let Milos Zlamal (30. 12. 1924 -
22. 6. 1997), profesor matematiky Vysokého uceni technického v Brné,
vyznamny pfedni matematik svétového vyznamu, zakladatel matema-
tické teorie metody koneénych prvkiu. K tomuto vyroci se dne 12. ledna
2005 konalo Vzpominkové odpoledne. Podnét k této akci dal prof. Ivo Ma-
rek, formu Vzpominkového odpoledne navrhl prof. Alexander Zenisek,
zastitu pfevzal rektor VUT v Brné prof. Jan Vrbka. Pofadatelem ve-
dle Vysokého uceni technického v Brné byla také Ceskd matematicks
spole¢nost a brnénska pobocka Jednoty ¢eskych matematikt a fyzikua.

Vzpominkové odpoledne se konalo v novobarokni aule Centra VUT
v Brné, prednasky byly oddéleny kratkymi varhannimi skladbami v podani
prof. Jifiho Jana, vedouciho Ustavu biomedicinského inzenyrstvi FEKT
VUT. V predsdli byly na ¢tyfech panelech vystaveny fotografie prof.
Milose Zlamala, diplomy a dalsi dokumenty. Na jednom panelu byla vy-
stavena kopie ¢lanku ,,On the finite element method*, ktery mu piinesl
svétové uznani. Seminar zakoncilo obéerstveni, které vénovala firma Czech
Software First, s. r. o., prof. Jifi Hfebicka. Celé Vzpominkové odpoledne
vcetné vystavky dokumentu piipravil a pfednasky moderoval doc. Jan
Francu.

Obsah tohoto sborniku tvoii texty pfednések, které odeznély béhem
odpoledne, a vystavované dokumemty: vysvédceni, diplomy a ocenéni,
fotografie pracovni i rodinné a faksimile zminéného ¢lanku. Sbornik je
doplnén zivotopisnymi daty, seznamem publikaci a fotografiemi z akce.
Pii vybéru fotografii jsem se snazil pripomenout také spolupracovniky
profesora Zlamala a dalsi osobnosti, z nichz mnohé jiz nejsou mezi nami.

Podékovani patii zejména pani Ludmile Zldmalové, manzelce prof.
Zlamala, za zapujceni dokumentu a fotografii. Také bych rad podékoval
vSem kolegynim a kolegim, ktefi mné zapujcili dalsi fotografie, pomohli
pii identifikovdni osob na snimcich a pfispéli radou pii sestavovani tohoto
sborniku.

Editor
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Uvodni slovo rektora Vysokého uceni technického

Jan Vrbka

Damy a panové, vzacni hosté, milé kolegyné, mili kolegové,

dovolte, abych vas privital na pratelském setkédni u ptilezitosti osm-
desatych, bohuzel nedozitych, narozenin pana profesora MiloSe Zlamala.
Vitam vas jménem nasi alma mater Vysokého uceni technického v Brné
i jménem svym. Myslim, ze toto setkani je rovnéz vyjadienim jistého po-
slani univerzity, které spociva ve vytvareni trvalych pout mezi uciteli,
studenty a vSemi, ktefi na vysoké skole piisobi.

Pan profesor Zlamal, a¢ odesel, zije v mnohém z nas, protoze to byl nas
ucitel. Jsem velice radd, Ze zde mohu vystupovat nejen jako predstavitel
Vysokého uceni technického v Brné, ale i jako ¢loveék, ktery mél tu Cest
pana profesora osobné poznat. Milé je rovnéz osobni setkani s lidmi, se
kterymi jsem se Casto potkaval v Laboratori pocitacich stroji a posléze
v Oblastnim vypocetnim centru.

Vase uc¢ast na dneSnim semindfi — a vidim mezi vami také slovutné
matematiky z Ceské republiky i ze Slovenska — je diikazem upfimnjch
vztaht, které jsme k panu profesoru Zlamalovi, méli. Jsem potésen, ze
mohu trochu zavzpominat, jak jsem pana profesora znal.

Prof. Zlamal byl ¢lovékem velice cilevédomym. Sel za tim, co povazo-
val za ucelné, jediné dobré. Byl to rozvoj vypocetni techniky, numerické
matematiky i informatiky, které nemély zpocatku oficidlni podporu teh-
dejsich politickych predstavitelti. Vysledkem byla prvni Laborator poci-
tacich stroji, mizeme vzpomenout na prvni pocita¢ LGP 20, mizeme
vzpominat na strojovy kdd a na vSechno, co jsme v laboratori délali a na
¢em jsme pracovali.
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Pan profesor mél také hluboky smysl pro tymovou praci, a rovnéz pro
spolupraci mezi obory. Pro ného to byla pfedevsim spoluprace s inZenyry,
docenty a profesory v oblasti metody koneéngch prvki. Uroveri a povést
kazdé univerzity je dana osobnostmi, které na ni ptisobi. Pan profesor Zla-
mal takovou osobnosti byl a svou dlouholetou praci pfisp€l znacnou mérou
k rozvoji naseho Vysokého uceni technického v Brné v dané oblasti. Byl
jednim ze spoluzakladateli mezinarodné uznavané brnénské skoly metody
konec¢nych prvki spolu s prof. A. Zeniskem a prof. J. Kratochvilem, ktera
pusobila zejména v obdobi 60. a 70. let.

Profesor Zlamal musel byt také ¢lovekem odvaznym, protoze v obdobi
takzvané normalizace poskytl zaméstnani nékolika lidem, kteri to neméli
jednoduché.

Vim, ze a¢ byl feditelem Oblastniho vypocetniho centra, profesor Zla-
mal mél velice rdd svou védu, odbornost, vzdy chtél mit své prostiedi
a sviij klid k odborné praci. Ve vypocetnim centru mél pracovnu v zad-
nim traktu, kam se chodilo po stiese a kde byl rovnéz trosku strezen svoji
pani sekretaikou pani Winklerovou.

Pro pana profesora bylo charakteristické hluboké zahloubani do ob-
lasti matematiky, do numerické matematiky, piestoze se musel zabyvat
béznym chodem dtilezitého pracovisté nasi skoly. Svym vyznamem pfesa-
hovala Laborator pocitacich stroji a pozdéji Oblastni vypocetni centrum
ramec Vysokého uceni technického v Brné, jejich vyznam byl nejen regi-
onéalni, ale i celostatni. O tom také svédci nase setkéni.

Jsem rad, Zze v dnesnim programu vystoupi jeho nejblizsi spolupracov-
nici. Chtél bych také podékovat organizatorovi tohoto setkani, docentu
Franct za jeho zasluznou praci.

Velice se tésim na pfednésky, které si vyslechnu. Pfeji ndm vsSem,
abychom se v duchu prenesli do doby, kdy byl pan profesor Zlamal mezi
nami, pusobil ve skvélé Laboratofi pocitacich strojt a v oblasti vypocetni
techniky.

Prof. RNDr. Ing. Jan Vrbka, DrSc., dr. h. c.

od roku 2000 ve funkci rektora VUT v Brné, je profesorem mecha-
niky na Ustavu mechaniky téles, mechatroniky a biomechaniky Fakulty
strojniho inzenyrstvi VUT v Brné
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Profesor Zlamal a metoda konecénych prvku

Alexander Zenisek

Dne 17. dubna 1969 odstoupil z funkce prvniho tajemnika KSC Ale-
xander Dubcek, a tim i formalné skoncil posledni zachvév prazského jara
1968. Vétsina z vas asi toto datum zapomnéla; ja si je pamatuji jenom
proto, Ze matematicka teorie metody konecnych prvkid meéla v ten den
praveé jeden rok.

Je ovSem nutné definovat, ¢im rozumime prvni den matematické teo-
rie. Ztotoznuji se s nadzorem, Ze je to datum zaslani ¢lanku, ktery vysel
prvni v ramci této teorie v matematickém casopise. Prvni ¢ldnek o me-
todé konecnych prvka vysel v roce 1968 v Numerische Mathematik, mél
nazev On the finite element method, autorem byl Milos Zlamal a pod jeho
jménem stalo: Received April 17, 1968.

Pojem metoda koneénych prvkd potfebuje alesponn minimélni vyklad:
je to priblizna metoda pro feseni varia¢nich problémi. Varia¢nim problé-
mem pfitom rozumime problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maxi-
malizuje) néjaky funkciondl na t¥idé pfipustnych funkci, které se ¢asto
nazyvaji stavy. Nejjednodussim a nejpristupnéjsim ptikladem je princip
minima potencialni energie, podle kterého se ze vSech pripustnych stavi
realizuje ten, ve kterém je potencialni energie dané soustavy minimalni.
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Jesté konkrétnéji: predstavte si kulicku, kterou vlozime do misky kulovi-
tého tvaru, a to nikoliv na dno. Kulicka v misce chvili kmita, az se ustali
na dné misky. Kazd4 z poloh kulicky v misce je pfipustnd, na dné ma
vSak kulicka potencialni energii minimalni.

Formulovat néjaky variacni problém matematicky vyzaduje znacné
usili. Velké stésti je, ze existuji t¥idy variacnich problémi; v kazdé t¥idé
se problémy lisi pouze geometrickym tvarem oblasti, ve které jsou defi-
novany, a vedlejsimi podminkami (vétsinou okrajovymi a pocatecénimi)
a materidlovymi konstantami. Méame-li dva variacni problémy téze tridy
dané na ruznych oblastech a s ruznymi vedlejSimi podminkami, jde o dva
matematicky rtizné problémy, z nichz kazdy se musi fesit samostatné.

Donedavna (tj. do konce Sedesatych let) jediny zptsob, jak tyto pro-
blémy fesit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici pfislusného problému. Do-
stali jsme tak okrajovy (¢i pocateéni—okrajovy) problém (parcidlni) dife-
rencidlni rovnice. Z matematického hlediska sestaveni takového problému
znamend vyreseni ptuvodniho variaéniho problému, protoze byl formulo-
van snazsi matematicky problém.

7 praktického hlediska ovSem bylo nutné pokusit se o feSeni tohoto
snazsiho problému. Drtivou vétsinu téchto problému nelze fesit analyticky
a z pribliznych metod byla k dispozici pouze takzvana metoda siti. Ta se
vSak neumi dobfe vypotradat s nepravidelnym tvarem oblasti a s okrajo-
vymi podminkami silového typu. Situace byla pro matematiky v poloviné
Sedesatych let dosti tristni: o metodé siti mohli pilné teoretizovat, dobré
vysledky vSak nedévala. Nedobfe na tom byla také variacni metoda Ri-
tzova vzhledem ke své nestabilité. A tu pFiSel Zlamal se svym c¢lankem
a témeét pres noc (presnéji béhem necelého roku) se stal svétovou jednic-
kou v Numerical Analysis. Vysvétlim proc.

Vitézslav Nezval napsal ve ¢tvrtém zpévu Edisona:

Je to umysl a trochu ndhoda
stdat se presidentem svého ndroda.

Stejné je to timysl (pokud tim nazyvame ctizddostivou pili) a trochu né-
hoda stat se svétovou jednickou ve svém oboru. Milos Zlamal diky jed-
nomu svému kladnému povahovému rysu této ndhodé dosti pomohl. Tim
jeho pozitivem byla ochota naslouchat kazdému inZenyrovi a snazit se
mu pomoci, pokud zadal o pomoc. A protoZe se jako feditel vypocetniho
centra VUT v Brné Casto setkaval s inzenyry, ktefi tam pocitali na tehdy
modernim pocita¢i DATASAAB D21, zajimal se také o jejich praci.

V roce 1967 tam casto pocitali inZzenyti Kratochvil a Leitner. Protoze
Zlamal o né skoro zakopéval, jednoho dne mu to nedalo a zeptal se, co
porad tak pilné pocitaji. A k svému velkému piekvapeni se dozvédél jemu
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neznamy vyraz: metoda konecnych pruku. Pocitali touto metodou staticky
vypocet jedné piehrady. Ing. Jiri Kratochvil, nyni uz dlouhé léta profesor
a DrSc., byl totiz duse zvidava a vypéstoval si uz pred mnoha lety zvyk
sledovat vSechnu dostupnou c¢asopiseckou inzenyrskou literaturu, ktera
jen trochu souvisela s jeho oborem.

Ackoliv byl vodar, alespon okrajové, ale pravidelné sledoval americké
letecké zurnaly (na VAAZ byly k dispozici), a tak jednou na pocatku
roku 1965 ho v ¢asopisu ATAA zaujaly konstrukce trupt letadel sestavené
z trojuhelnickd a maltvky riznych trojihelnikovych prvkia. Docetl se tam
o finite element method, coz si pro sebe prelozil jako metoda konecnych
pruki. (Prirozenéjsi pieklad metoda koneéného prvku, ktery byl pozdéji
propagovan, se neujal.) Zacal studovat ¢lanky podrobnéji a po duklad-
néjsim zvazeni se rozhodl pokusit se o samostatnou praktickou aplikaci:
dal si za kol vytvorit v praxi aplikovatelny program pro statické vypocty
zemnich hrazi a prehrad.

Ukol to byl nelehky: nejen Ze se musel doucit mnohé z programovani,

kové matice tuhosti a vektoru pravé strany vysledné soustavy linearnich
algebraickych rovnic z elementarnich matic a vektori. To v ¢lancich totiz
nebylo. Jak Tesit velkou soustavu linearnich algebraickych rovnic co nej-
rychleji, dal za kol svému spolupracovnikovi Ing. Frantisku Leitnerovi,
ktery byl mym bridzovym partnerem. Ten mé také seznamil v bfeznu
1967 s Ing. Kratochvilem, protoze podle Ing. Kratochvila uz potfebuji
matematika.

V fijnu 1967 mi dal Ing. Kratochvil fotografickou kopii ¢lanku inze-
nyra Pin Tonga a J. H. H. Piana z ¢asopisu Solids and Structures o kon-
vergenci metody koneénych prvkd. Tim, Zze jsem ten c¢lanek ,prelozil“
do matematiky, néco ptridal a prizpisobil pasdze ze slavné Michlinovy
knihy Problema minimuma kvadraticnogo funkcionala, jsem napsal obha-
jovatelnou kandidétskou praci, kterou jsem v hrubém rukopise dokoncil
5. bfezna 1968.

Takovy byl stav, kdyz v listopadu 1967 dal Ing. Kratochvil svou prvni
informaci o metodé konecnych prvka prof. Zlamalovi. Popsal mu v ni
princip metody a na co ji konkrétné aplikuji. Zldmalova prvni reakce
byla: ,No, myslim, Ze metoda siti je lepsi.“

Zlamal vsak rozpoznal v inzenyrském pfistupu polozapomenutou Cou-
rantovu myslenku z roku 1943, kterd zapadla proto, Ze tehdy nebyly po-
¢itace, na kterych by se dala realizovat. Proto mu to nedalo, vyhledal
Kratochvila a nechal si od néj podrobnéji o MKP poreferovat. Dozvé-
dél se tak mimo jiné o do té doby znamych interpolac¢nich polynomech
druhého a tfetiho stupné na trojihelniku, které dodnes inzenyfi nazyvaji
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Veubecktiv element a Holandv element podle jejich prvnich uzivateli.
A protoZe zrovna nemél na ¢em pracovat, dal si za cil dokazat konver-
genci metody konec¢nych prvkt pri pouziti Veubeckova elementu.

Préce se mu tak darila, ze dokazal konvergenci i pro Holandtv element
a navic zkonstruoval trojihelnikovy Cl-prvek, tj. polynom jednoznacéné
uréeny takovymi parametry, ze globalni funkce, kterda je pomoci néj na
triangulaci zkonstruovana, je spojita i s obéma svymi prvnimi parcial-
nimi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygondlni hranici. To
uz byl velky vysledek, a kdyz po vtipném triku dokazal také prislusny
interpolacni teorém, byl ¢lanek hotov.

V kvétnu 1968 sice v casopisu Numerische Mathematik vysel ¢lanek
americkych autort Birkhoffa, Schultze a Vargy na podobné téma — po-
jednaval o konvergenci Galerkinovy—Ritzovy metody pfi pouziti Ahli-
novych polynomu z roku 1964, coz jsou vlastné obdélnikové C™-prvky.
Vzhledem k malé pouzitelnosti obdélnikovych prvka byl Zlamaltv vysle-
dek obecnéjsi, navic originalnéjsi, mél ve svém nazvu MKP a poukazoval
na soucasné inzenyrské trendy. Zlamal je tedy prvni matematik, ktery ve
své praci uzil vyraz metoda konec¢nych prvkia. Svym c¢lankem poukézal
na jednu oblast matematiky velmi méalo zmapovanou — jeji mapa méla
velky napis HIC SUNT LEONES.

Zajimavé je, ze v roce 1968 publikovali ¢tyfi riizni inzenyfi stejny
trojthelnikovy Cl-prvek — ovSem bez piisluiného interpola¢niho teo-
rému, pouze s poukazem na moznosti pri feSeni tenkyjch desek. V tom
roce zacalo byt v MKP horko, vysledky stihaly vysledky a do prace se
zacali v disledku Zlamalovy prace zapojovat i matematici. V Brné jsme
vSak diky Ing. Kratochvilovi méli naskok.

I kdyz byl ve své podstaté Zlamal vzdy vlk samotar, v té dobé jsme
si to ani neuvédomovali. Ing. Kratochvil se u néj pravidelné pfi svych
navstévach v LPS stavoval, Zlamal nemél moznost se kromé mne s nikym
o MKP bavit, a tak jsme dosti ¢asto spolu vsichni tfi druzné sedavali
v Zlamalové pracovné. Tento kolektiv se na jafe 1968 rozrostl o dalsiho
¢lena: programatora Ing. Holusu — budouci programétorskou jednicku
pres MKP v Ceskoslovensku. Zlamal totiz chtél svoje vysledky ovérit v po-
¢etni praxi, a povéril proto Holusu, aby mu jeho algoritmus pro vypocet
tenké desky pfi pouziti jeho trojihelnikového C'-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako koneénéprvkovou nasadu
funkce, které byly po trojuhelnicich polynomy prvniho stupné, takze Ho-
lusova tloha nebyla lehkéa: musel Kratochvilovy programéatorské postupy
zobecnit pro polynom péatého stupné, kde kromeé derivaci prvniho a dru-
hého tadu vystupovaly také derivace podle normaly. Holusa vzdy fikal,
ze programovat kone¢éné prvky je snadnd véc (ale v zavorce dodéaval, Ze
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hledat chyby pfi ladéni je velmi obtizné). A ladéni pii tak komplikova-
ném programu bylo k zoufani, protoze vysledky testovacich priklada byly
takové neslané nemastné — zkratka nepresvédcivé vzhledem k teoreticky
predpovézené presnosti.

Zlamal se ptal Kratochvila: ,,A pocital tou metodou viubec nékdo
néco?“ Kratochvil se jen smal a fikal Zlamalovi, aby byl trpélivy. V polo-
viné Cervence 1968 nasel Holusa po nékolikanasobné kontrole chybu v jed-
nom indexu a testovaci pfiklady najednou vysly s pfesnosti na osm plat-
nych ¢islic — ¢ili naprosto presvédcéivé potvrzena teorie. Zlamal tyden
nato odjel na konferenci do Edinburghu a tam pozadal predsedajiciho,
aby smél hovorit o nééem naprosto jiném nez, na zacatku roku oznamil.
Byl to prvni mezinarodni referat o metodé konec¢nych prvkia.

Po vstupu vojsk jsme se jesté vice zakousli do prace. Zlamal psal sou-
casné dva clanky; jeden o algoritmizaci MKP, druhy o redukci parametrt
— oba vysly kratce po sobé v Numerische Mathematik a spolu s prvnim
¢lankem z roku 1968 mu vynesly pozvani do USA a Francie celkem na tfi
mésice za velmi vyhodnych finanénich podminek. Odjel zacatkem roku
1970.

Ja jsem v Tijnu 1968 zacal budovat hieararchii interpolac¢nich poly-
nomt na trojuhelniku — byla to cesta dlouhym tmavym tunelem a smésné
na celé véci je, Zze z matematiky jsem na to nepotreboval nic, nepocitam-li
védomost, ze soulet prirozenych ¢isel od jedné do n je roven %n(n +1).
V hlavé se mné rozsvitilo nékdy na zacatku roku 1969 pfi vecernich zpra-
vach — tu sobotu, kdy déavali druhé pokracovani Randalla a Hopkirka.
Clanek, ktery mné udélal jméno, jsem pak sepsal béhem mésice. Stacilo
dokézat jesté jedno duchaplné€jsi lemma a zobecnit trochu Zlamalovo di-
kazové schéma z jeho prvniho ¢lanku o MKP.

Zlamal tento muj vysledek odvezl na podzim 1969 do USA a spolu
s Bramblem jej odéli do lepsiho havu, tj. pfislusné interpolacni teorémy
dokézali v sobolevovskych normach. Mezitim stacil Zlamal jesté praco-
vat na algoritmech pro pruznostni vypocCty metodou koneénych prvki
a spolupracovat na nékolika drobnéjsich ¢lancich.

V druhé poloviné roku 1970 zacal Zlamal pracovat na své koncepci za-
kiivenych trojuhelnikovych prvkd. Prvni ¢ast tohoto dila mu vysla v roce
1973 v SIAM Journal on Numerical Analysis. Je to prace typicky zla-
malovska: stru¢na, presna, srozumitelna. Zatimco prvni ¢ast pojednavala
o ideélnich zakfivenych trojthelnikovych prvcich, jejichz kfiva strana je
totozna s ¢asti hranice, druha ¢ast, jesté hutnéjsi a pritom rozsahlejsi, po-
jednavala o redlnych k¥ivych trojihelnicich a numerické integraci na nich.
Pri psani této prace udélal Zlamal jen jednu chybu: referoval o dosazenych
vysledcich v priibéhu prace pti jedné ze svych zahrani¢nich cest.
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Prof. Raviart z Pafize mi v roce 1975 fekl: ,Védéli jsme, ze jesté
néjakou dobu potrva, nez Zlamal ¢lanek posle do tisku. Museli jsme jej
predehnat. Délali jsme na tom s Ciarletem téméf dnem i noci a praci
o kiivych izoparametrickych prvcich a numerické integraci na nich jsme
uvefejnili v Azizové knize o matematickych zédkladech metody konecnjch
prvki, ktera vysla v roce konani konference (tj. 1972).“ Tak vlastné ztratil
Zlamal pozici svétové jednicky v Numerical Analysis. Nic na tom neméni
skutecnost, ze Raviart mi v témze hovoru pfiznal, Ze se metodu koneénych
prvkil ucil z prvnich Zlamalovych praci.

Uvedenymi dvéma pracemi skonéilo Zlamalovo stacionarni (¢i elip-
tické) obdobi. Od roku 1973 zacal pracovat na evolu¢nich problémech,
které fesil kombinaci metody kone¢nych prvki a diferen¢ni metody. Zprvu
to byla linearni rovnice pro vedeni tepla, kde se vénoval zejména vicekro-
kovym metodam; od roku 1975 zacal analyzovat rtizné nelinearni typy.
V obdobi 1975-78 navic zédsadnim zptisobem pfispél k teoretickym otéz-
kam superkonvergence MKP.

V obdobi 1981-88 se vénoval jednak feseni kvazistaciondrniho mag-
netického pole v nestejnorodém prostredi a dale metodé koneénych prvkiu
aplikované na rovnice polovodi¢ti. Pozoruhodné je, ze kromé zasadnich
matematickych vysledki publikovanych v renomovanych americkych ca-
sopisech se vzdy zucastnil na pripravé algoritmu a podstatné tak prispél
k praktické realizaci feSeni problému pomoci primyslového programu.

Prof. Zlamal nenapsal zadnou knihu — byl prili$ soustfedén na hledani
feSeni praktickych problémi. Nevydrzel u zddné problematiky pfitom tak
dlouho, aby ji zcela vycerpal. Obrazné feceno: jeho brazda byla Siroka,
ale ne tak hluboké, aby tam zadné brambory nezustaly. A pfi peclivém
zkoumani clovék zjistil, Ze jich tam ztstalo pozehnané. Je to moje dobra
zkusenost.

Je zajimavé, Ze se nikdy nezajimal o svoje ohlasy v ¢asopisech — citace
ho zkratka nezajimaly a nikdy zadny Citation Index neoteviel. Citaci
mél pfitom pozehnané; o tom jsem se vzdy presvédcil, kdyz jsem hledal
svoje citace, protoze nase prijmeni jsou blizko sebe v anglické abecedé.
Zato si zakladal na velkém mnozZstvi pozvani, ktera za svij zivot obdrzel.
MaAloktery matematik odmitl tolik pozvani jako on.

Z forméalnich uznani stoji za zminku dveé: fadu let byl predsedou mate-
matického kolegia CSAV a obdrzel ¢estny doktorat Technische Universitit
Dresden.

Prof. Zlamal zemfel néhle ve véku 73 let dne 22. ¢ervna 1997. V jeho
pozistalosti jsem nalezl seznam jeho ¢lankd. Ma 70 polozek, z toho je
47 vénovano metodé koneénych prvki. Od roku 1968 pracoval jenom na
této metodé. Asi 18 ¢lankt je zcela zasadnich. Kdybych je mél hodnotit
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kvantitativné, uzil bych nésledujici hodnotovou stupnici:

-1 — zaporny stupen; stydim se za autora, ze to napsal

0 — neutralni stupeii; prace mne nezajima, i kdyz néco na ni je

1 — prvni stupen: to je chytré — Ze mé to nenapadlo

2 — druhy stupen: prace mé velmi obohacuje, jsem rad, ze jsem ji
poznal

3 — treti stupen: prace otvird novy smér badani

Zlamalova prace z roku 1968 je tfetiho stupné; zbjvajicich 17 praci
druhého stupné — mne aspon velmi obohatily.

Zlamalovo velké $tésti bylo, Ze prvni inZenyr na evropském kontinenté,
ktery zacal pracovat v metodé koneénych prvkid, ptisobil v Brné. Dalsi
vyvoj udalosti uz vsak nahoda nebyla.

Kdyz védecka rada strojni fakulty VUT v Brné prala prof. Zlamalovi
k jeho sedmdesatindm, prozradil na sebe: ,Kdyz jsem v roce 1961 presel
z prirodovédecké fakulty brnénské univerzity na strojni fakultu, uvédomil
jsem si, Zze musim délat matematiku jinak, nez jak se déld na univerzité.“
A to se mu podafilo dokonale.

Prof. RNDr. Alexander Zenisek, DrSc.

¢len Ucené spolecnosti Ceské republiky, profesor aplikované matema-
tiky Ustavu matematiky Fakulty strojniho inZenyrstvi VUT v Brné, od
roku 2005 emeritni profesor VUT
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Superkonvergence metody konecénych prvki

Michal Krizek

1. Uvod

Profesor Milo§ Zlamal patfi mezi nejvyznamnéjsi zakladatele metody
konecnych prvki, jez je dodnes povazovana za jednu z nejefektivnéjsich
numerickych metod pro feseni rozmanitych technickych tloh, predevsim
pak tloh matematické fyziky. V roce 1968 podal elegantni dtikaz jeji kon-
vergence (viz [15]). Pozdéji zavedl tzv. kiivoc¢aré prvky (viz [17]) a téz pTe-
chodové prvky T-6 a T-8, které umoznuji spojité napojovat Lagrangeovy
linearni trojihelnikové prvky na Hermitovy kubické trojihelnikové prvky
(viz [16]). Navrhl metodu koneénych prvki pro FeSeni nelinearni soustavy
polovodi¢ovych rovnic (viz [22]). Byl také jednim z prvnich matematik,
ktefi zkoumali superkonvergen¢ni jevy v metodé koneénych prvka (viz
[11], [18], [19], [20], [21], [23]). A tomuto tématu se dale budeme vénovat.

Béhem rozvoje metody koneénych prvkt bylo objeveno, ze ve spe-
cialnich bodech vysetrované oblasti je ad rychlosti konvergence vyssi nez
optimalni globalni fad. Tento pozoruhodny jev byl nazvan superkonver-
gence.

Systematické studium superkonvergencnich jevi zacalo pocatkem
sedmdesatych let. Postupné byla dokazana superkonvergence metody ko-
necnych prvkl pro specialni rovnice v uzlovych bodech, Gaussovych-
Legendrovych bodech, Jacobiho bodech a Lobattovych bodech. Nasim
cilem je priblizit zadkladni poznatky o tomto jevu. Nasledujici dvé kapi-
toly vznikly pfedevsim z materialt uvedenych v prehledovém ¢élanku [9)].

Kapitola 4 se tyk& Zlamalova pfinosu k teorii superkonvergence. V po-
sledni kapitole uvedeme nékteré konkrétni aplikace superkonvergencnich
jevi.
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2. Jednorozmérny priklad

Pojem superkonvergence se poprvé objevil v roce 1973 v ¢lanku [5]

J. Douglase a T. Duponta. Tito autori vysetfovali eliptickou okrajovou
ulohu druhého fadu

—(av) +cu = f, (1)
u(0) =u(l) = 0, (2)

kde a > 0, ¢ > 0 a f jsou hladké redlné funkce na intervalu [0, 1].

Reseni « budeme aproximovat pomoci spojitjch a po ¢astech polyno-
mialnich funkeci. Pro libovolné piirozené é&slo n polozme h = (n + 1)1,
x; =thproi=0,...,n+1akK; =[zrji1,2z]proi=1...,n+ 1L
Dale definujme prostor koneénych prvki

Vi ={v e C[0,1] | v(0) =v(1) =0, v|k, € Pp(K;), i=1, ... ,n+1},
(3)

kde Py (K) je prostor polynomu stupné k na prvku K.
Metoda koneénych prvkt spoc¢iva v nalezeni piiblizného feseni
up, € Vi, pro néz plati

(au,,vp)o + (cun,vn)o = (frvn)o  Yop € Vi,

kde (-,-)o je skalarni sou¢in v prostoru L2(0,1). Tato rovnice formélné

vznikne tak, Ze obé strany vztahu (1) vynésobime libovolnou testovaci

funkci v, € Vj, zintegrujeme pfes interval [0,1], provedeme integraci

per partes a zaménime u za up. Ze znamé Rieszovy véty (viz napf.

[13, s. 233]) pak plyne existence pravé jednoho takového feseni uy, € V.
V roce 1973 Douglas a Dupont dokézali, Zze pro h — 0

max [u(z;) — up(2;)| = O(h*"),

je-li u € C*+10, 1], zatimco

max |u(z) — up(z)| = O(RFH1) (4)
z€[0,1]
je optimalni globalni odhad, ktery nelze obecné zlepsit. Pro k > 2 je tedy
rychlost konvergence v uzlovych bodech x; mnohem vétsi nez na celém
intervalu [0, 1]. Tento jev se nazyva superkonvergence (obecnd definice je
zavedena v [9]). Pro k = 1, a = 1 a ¢ = 0 dokonce plati, ze u(z;) = up(z;),
1=20,1,...,n+4 1; tj. v uzlovych bodech z; je diskretiza¢ni chyba nulova.
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Pozdéji M. Bakker (viz [2]) objevil dalsi pFekvapivy superkonvergenéni
jev. Zjistil totiz, ze pro k > 2 uvnitt kazdého intervalu K; existuje k — 1
bodii (tzv. Lobattovych bodi), kde rozdil u — uy je fadu O(hF+2), tj.
rychlost konvergence metody konecnych prvki je v téchto bodech o jeden
Fad vyssi, nez je optimalni globalni fad (4).

V roce 1979 Lesaint se Zlamalem [11] dokazali, Ze v k Gaussovych bo-
dech kazdého intervalu K; derivace uj, konverguji k pfesnému feseni rych-
losti O(R**1), zatimeco O(h¥) je optimalni globalni rychlost. V tomto pii-
padé hovoifime o superkonvergenci derivaci. Pfipomenme jesté, ze Gaus-
sovy body jsou kofeny Legendrovych polynomi, které jsou ortogonalni
v L?(K;). V Lobattovych bodech nabyvaji tyto polynomy lokalnich mi-
nim a maxim.

V monografii Babuska, Prager, Vitasek [1, s. 145] z roku 1966 se
rovnice (1) s obecnymi Newtonovymi okrajovymi podminkami diskre-
tizuje pomoci specidlni metody koneénych diferenci. K aproximaci sou-
¢inu a(x)u’ se pouzivaji Marcéukovy identity. Vznikld soustava linedrnich
algebraickych rovnic je tfidiagonédlni (podobné jako pii pouziti linear-
nich koneénych prvki, které maji optimalni rychlost konvergence O(h?)).
Autofi vSak dokazuji konvergenci ¥adu O(h®) v uzlovych bodech, coz lze
téz oznacit jako superkonvergenc¢ni vysledek, i kdyz termin superkonver-
gence tehdy jesté nebyl znam.

3. Superkonvergencni jevy v roviné a v prostoru

Kli¢ovymi predpoklady u vétSiny superkonvergencnich jevi jsou
hladkost fesSeni a jista pravidelné struktura triangulaci pouzitych pro me-
todu konec¢nych prvkd. Ukazme to opét na jednoduchém piikladu.

Ptedpokladejme, ze Q C R?, d = 2,3, je ohrani¢ené oblast s lipschi-
tzovskou hranici 02, a uvazujme Poissonovu rovnici s Dirichletovymi
okrajovymi podminkami

—Au = f vQ (5)
u = 0 nadQ, (6)
kde f € L%(Q).

Necht nejprve d = 2. Uvazujme triangulace T} uzavéru oblasti €,
které jsou tvoreny pouze rovnostrannymi trojuhelniky o délce strany h.
Jejich vrcholy ozna¢me x; pro i = 1,2,...,n(h). V prostoru linedrnich
konecnych prvkt

Vi={velC@Q) | v=0nadQ, v|g€ P (K)proK €T}
hledejme Galerkinovo feseni uy € Vj, definované vztahem
(Vup, Vop)o = (fivn)o  Vop € Vi,
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kde V je gradient. Pak plati (viz [3])

max |u(z;) — up(z;)] = O(h*log h™), (7)

2
je-li u € C*(Q), zatimco

max |u(x) — up(z)| = O(h?)
€
je optimalni globalni odhad, ktery nelze obecné zlepsit.

Bohuzel superkonvergenéni odhad vysokého fadu (7) nelze zobecnit na
pfipad d = 3, protoze prostor nelze vykryt pravidelnymi ¢tytstény, i kdyz
Aristoteles se kdysi domnival, Ze to mozné je a Ze kolem kazdé hrany je
yhavinuto“ 5 ¢tyrsténid. To by odpovidalo situaci, ze tthel o mezi dvéma
sténami pravidelného ¢tyfsténu je 72°. Aristoteles byl ale tak vyznamnou
osobnosti, ze o jeho (nepravdivém) tvrzeni nikdo nepochyboval. Teprve
ve 12. stoleti Averroes dokézal, Ze se Aristoteles mylil. Zjistil totiz, ze
délka hrany pravidelného dvacetisténu vepsaného do jednotkové koule o
poloméru 1 se nerovna 1, jak by plynulo z Aristotelovy domnénky. Uhel o
je priblizné 71° (pfesnd hodnota je o = arccos %) Dalsi teoretické potize
se superkonvergenci v trojrozmérném prostoru jsou popsany v ¢lanku [8].

V roce 1969 Oganesjan a Ruchovec [12] dokézali velice prekvapivou
vlastnost pro linearni koneéné prvky na uniformnich triangulacich (tj.
triangulacich, v nichz kazdé dva sousedni trojuhelniky tvori rovnobéznik).
Pro dostateéné hladké v definujme Lagrangeovu interpolaci mpv € Vj
vztahem

mhv(z;) = v(w;)

“ . “ 2 2\1/2
pro viechny uzlové body z;. Oznac¢me [[v|l; = (||v[|g + [[Vv|2) " Sobo-
levovu normu, kde ||v]|o je standardni L?2-norma. Pak plati (podrobnosti
viz [12])

lup, — mhully = O(R?). (8)
Na druhé strané neni obecné mozné zlepsit odhady

lu = mhully = O(h) a [lu—uplly = O(h),
které jsou optimélni.

Vlastnost (8), jez je zdkladem vétSiny superkonvergenc¢nich jevii, ndm
vlastné ik, ze Lagrangeova interpolace a Galerkinovo Feseni jsou si velice
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blizké. Oganesjan a Ruchovec ji pouzili k dikazu konvergence metody
koneénych prvki pomoci trojihelnikové nerovnosti

[l = unlly < lJu = mhully + [Jup — mhulls = O(h),

ale nevyuzili ji k dikazu superkonvergence. Navic jejich dtikaz konver-
gence byl mnohem komplikovanéjsi nez Zlamaltv dikaz z fundamental-
niho ¢lanku [15]. Oganesjan a Ruchovec totiz nepouzili znamé Céovo
lemma, které umoznuje vyhnout se odhadu (8) a vySe uvedené troju-
helnikové nerovnosti.

Superkonvergenc¢ni jevy vznikajici pfi fesSeni eliptickych, parabolic-
kych a jinych problémt byly ziskdny na celé fadé rliznych typt pravi-
delnych triangulaci, napf. uniformnich, po ¢astech uniformnich, kvaziuni-
formnich, lokalné bodové symetrickych, lokalné periodickych a sobé po-
dobnych v R? & v R3 (viz [9], [10], [14]).

4. Zlamaluav pfinos k teorii superkonvergence

Priblizme si nyni Zlamaltuv vysledek z jeho viibec prvni prace o super-
konvergenci metody konecénych prvki [18], o které referoval v roce 1975
na konferenci v Rimé, tedy pouhé dva roky poté, co Douglas a Dupont
zavedli pojem superkonvergence pro jednorozmérnou okrajovou tlohu.

Opét budeme uvazovat tlohu (5)—(6). Predpokladejme, ze vySetfo-
vana oblast Q je sjednocenim uzavienych obdélnikil, jejichZ strany jsou
rovnobézné se souradnicovymi osami a kazdé dva obdélniky maji spolec-
nou praveé jednu celou stranu, nebo jeden vrchol, anebo nemaji spoleé¢ny
zadny bod. Pfislusnou triangulaci ozna¢me T},. Nechf prostor koneénych
prvki Vi, C H}() se skladd ze spojitych funkef, které jsou netiplné ku-
bické polynomy na kazdém prvku K € T}, takové, Ze nejvyssi mocniny
73 a x3 schézeji. Takové prvky patii do tzv. tiidy ,Serendipity“.} Jsou
urceny jednoznacné hodnotami ve vrcholech a stiedech stran obdélniki.
Oznaé¢ime-li || - ||3 normu v Sobolevové prostoru H3(2), pak z véty o in-
terpolaci plyne, ze

IVu = Vunllo < Ch?||ulls

je nejlepsi mozny odhad.

Uvazujme déle Gaussovy body (£v/3/3,+£v/3/3) v referenénim
étverci K = [—1,1] x [-1,1] a ozna¢me G}, mnozinu jejich obrazil vzéa-
jemné jednoznacného linedrniho afinniho zobrazeni Fp : K — K pro

!Pojmenovéni Serendipity je prevzato ze staré perské pohadky o tfech princich ze
Serendipu (coZ je ptuvodni nazev pro Sri Lanku), ktefi necekané objevovali rtizné kou-
zelné véci a vlastnosti, i kdyz je ptivodné nehledali.
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v8echna K € Tj,. Zlamal ve své praci [18] dokazal, Ze aritmeticky prameér
w1 hodnot |Vu(x) — Vuy(z)| pfes vSechny body = € G, je ohranicen shora
pomoci h3,

< Ch(Juls + [ula),

kde | - | oznacuje eukleidovskou normu a | - |, oznacuje standardni Sobo-
levovu seminormu v prostoru H™ (). Plati tedy

WY [Vu(z) = Vup(@)] < Ch*(Juls + [ula). (9)
zeGp,

Povsimnéme si, 7e na levé strand nerovnosti (9) stoji vlastné diskrétni L*-
norma. Tento odhad lze dokazat dokonce pro mnohem obecnéjsi eliptické
okrajové problémy s proménnymi koeficienty a také okrajovymi podmin-
kami Newtonova typu, viz [18].

V dalsi stézejni Zlamalové préci [20] je odhad (9) zobecnén na dis-
krétni L2-normu, tj.

1/2

| D IVu@) = V@) | < Or?) (10)
z€Gy

pro pravothlé oblasti z R, d = 1,2,3. Zde Zlamal pouziva i jiné typy
koneénych prvki. Napiiklad pro bilinearni prvky dostavd O(h?)-super-
konvergenci gradientu pfibliznych feSeni v Gaussovych bodech, coz jsou
v tomto jednoduchém pripadé tézisté jednotlivych obdélnikovych prvki.

Odhad (10) je zobecnén na kiivocaré izoparametrické prvky ve spo-
le¢né praci Lesainta a Zlamala [11] a Zlamalové ¢lanku [20]. Superkonver-
genci obdélnikovych prvki se Zlamal zabyva téz v prispévcich [19] a [21].

V posledni Zlamalové préci o superkonvergenci [23] se vySetfuje jista
bilanéni metoda pro numerické feseni tlohy (5)—(6) na obecné polygonalni
oblasti. Pro linearni trojuhelnikové prvky se opét odvozuje superkonver-
gence gradientu pfibliznych feSeni.

5. Pouziti superkonvergence v technické praxi

Zatim jsme se nezminili o konkrétnich aplikacich superkonvergence.
Pokud je rychlost konvergence v nékterych bodech vyssi nez jinde, lze
v nich ocekavat i relativné malou diskretiza¢ni chybu. V dalsim si uké-
Zeme, jak mizeme z bodové superkonvergence vytézit jesté néco navic.
Jedna se o tzv. aposteriorni odhady chyby (napt. [4]).

Vratme se k jednorozmeérné tloze (1)—(2). Predpokladejme, ze k apro-
ximaci feSeni u pouzijeme spojité a po c¢astech kvadratické funkce,
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tj. v (3) polozime k = 2. Odhad (4) nam pak ik, Ze globalné nemi-
zeme ziskat chybu obecné vyssiho fadu nez O(h?), zatimco Bakkertiv
vysledek [2] tvrdi, Ze v Lobattovych bodech dostavame superkonvergenci
fadu O(h*). Pokud ale aproximujeme u;, kubickym interpolaénim polyno-
mem ve ¢tyfech sousednich Lobattovych bodech, potom i v okoli téchto
bod@i miizeme odekévat chybu O(h*) diky dobrym interpola¢nim vlast-
nostem kubickych polynomt. Tato myslenka nas privadi k nasledujicimu
algoritmu:

Pro kazdy prvek K;, ktery obsahuje 3 Lobattovy body (dva krajni
body a tézisté K;), vyberme ¢tvrty Lobatttiv bod v jednom ze soused-
nich intervaltt K;11 nebo K;_;. Dale vypocteme kubickou interpolaci uy,
v téchto ¢tyrech bodech. Oznacime-li Rpuy, jeji restrikci na K;, pak po-
moci interpolac¢nich vlastnosti Lagrangeovych polynomu lze odvodit, Ze

maﬁ} lu(x) — Rpup(z)| = O(RY). (11)
z€[o,
VysSe popsané jednoduchd a vypocetné zcela nendro¢né procedura (angl.
post-processing) tak zlepsuje globalni konvergenéni ¥ad na troven lokal-
niho superkonvergencniho fadu v Lobattovych bodech.

Nehledé na skute¢nost, ze vztah (11) je sdm o sobé velice zajimavy,
novou lepsi aproximaci Rpup 1ze pouzit k odhadu chyby uw — uy. Tato
chyba obecné neni zndma, protoze presné feseni u nezndme. Funkce Rpuy,
je vsak asymptoticky mnohem blize k w nez uy. Jestlize tedy zaménime
neznamou funkci v za Rpuyp, pak rozdil

en = Rpup, — up,

ktery se nazyva estimdtor, zname a ¢, dava dobrou aproximaci chyby
u — up. Za pomérné slabych predpokladd lze totiz pro kazdé pevné x
z intervalu [0, 1] dokéazat, ze

en()

u(z) — un(z)
coz nam tika, ze estiméator e; je asymptoticky presny. Podobné odhady
mohou byt dokézany i pro vicerozmérné problémy. Lze je pouzit i pro
presnéjsi vypocet gradientu ¢i na tzv. adaptivni zjemnovani triangulaci.
Proto je otdzkam superkonvergencnich jevi v metodé konecnych prvkiu
vénovana velkd pozornost. Rozsahlad komentovana bibliografie vénovana
superkonvergenci, ktera obsahuje 600 odkazti, je uvedena v [10].

1 pro h—0, u(@)#un(x),

Vyssi presnost priblizného feSeni pfi pouziti superkonvergencnich tech-
nik mé celou fadu dalsich praktickych aplikaci. Napi. v knize [6] bylo po-
moci prumérovani gradientd linearnich prvkd vypocteno dosti presné me-

Vvey
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bilinedrnich obdélnikovych prvki, kterou objevil Zlamal (viz [20] a téz
kapitola 4), byla pouzita k pfesnéjsimu vypoctu magnetického pole ve
vysokonapétovych transformatorech CKD. Chyba gradientu bilinedrnich
prvki konverguje kvadraticky, tj. jako O(h?). V ¢lanku [7] se pouziva
superkonvergence pfi citlivostni analjze jisté tilohy tvarové optimalizace.
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Moje vzpominky na dobu, kdy jsme zacali
pracovat na metodé koneénych prvku

Jirt Kratochvil

Letos je tomu ctyficet let od doby, kdy jsem spolu s Ing. Frantis-
kem Leitnerem, tehdy pracovnikem brnénského odstépného zavodu Hyd-
roprojektu Praha, zac¢al spolupracovat na feSeni rovinnych tloh pretvo-
feni a napjatosti masivnich hydrotechnickych konstrukci metodou konec-
nych prvkia (MKP). S metodou jsem se seznamil v roce 1964 v ¢lanku
autorit M. J. Turnera, R. W. Clougha, H. C. Martina a L. J. Toppa:
Stifnness and Deflection Analysis of Complex Structures. V jejich praci,
publikované v roce 1956 v americkém cCasopise Journal of the Aeronautical
Sciences, byla tato metoda poprvé uvedena v ucelené formé jako metoda
priblizného feSeni rovinnych a prostorovych konstrukci. Nasla v druhé
poloviné padeséatych a v nasledujicich Sedesatych letech minulého stoleti
siroké uplatnéni a stala se dominantni metodou FeSeni statickych a dyna-
mickych tloh v leteckém, raketovém a lodarském primyslu.

Jen pro zajimavost uvadim, ze touto metodou byly propocteny kon-
strukce raket typu Saturn, z nichz Saturn V vynesl v srpnu 1968 lunarni
expedici USA na mésic. Ve zminéném ¢lanku byla uvedena koncepce me-
tody, nikoliv detailni algoritmy feseni. Pouziji-li stupnici hodnoceni mého
pfitele, a od jara 1967 také jednoho z mych nejblizsich spolupracovniki,
profesora Alexandra Zeniska, lze jej, pfi zpétném hodnoceni vyznamu to-
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hoto ¢lanku pro mé a pro mnoho dalsich pracovnikt v inzenyrskych obo-
rech, hodnotit znamkou 3 — ¢lanek oteviel novy smér badani a soucasné
i Sirokou skalu moznosti vyuziti metody pro feseni naroc¢nych problému
praxe.

Jednou ze zékladnich otézek pfi algoritmizaci statickych feseni kon-
strukci zalozenych na aplikaci MKP byla, mimo jiné, tloha sestaveni
vysledné matice tuhosti konstrukce s uvazovanim okrajovych podminek
kinematického charakteru. Tuto otdzku jsme vytesili a v tymu, rozsire-
ném o programéatora Ing. Ivo Bartonka a Ing. Radize Russa, projektanta
stresni prihradové konstrukce jednoho z pavilont na brnénském veletrz-
nim vystavisti, aplikovali v roce 1965. Vytesili jsme, jako prvni v tehdejsi
CSR, statickou ulohu konstrukece s piiblizné 15 000 pruty a s 10 500 ne-
znadmymi slozkami vektoru posunuti.

V tehdejsi dobé, kdy se zacaly v CSR instalovat prvni pocitade, to
byl az neuvéritelné velky pocet neznamych. Byl natolik velky, ze profesor
Ferdinand Lederer, vynikajici konstruktér ocelovych konstrukci a vysoce
fundovany teoretik, pochyboval v prvni chvili, kdyz byl o vysledku feSeni
informovéan, o jeho spravnosti. Teprve podrobné kontroly statické rovno-
vahy osovych sil v jednotlivych sty¢nicich této prostorové prihradové kon-
strukce, které provedl po predlozeni vysledkd naseho feSeni, ho piesvéd-
¢ily o spravnosti nové metody. Jeho nedivéra byla pochopitelna, protoze
jesté nekolik malo let pfedtim neexistovaly u nas pocitace a jedinou po-
miickou pro numerické vypocty soustavy linedrnich algebraickych rovnic
byly elektrické kalkulacky, napt. typu Rheinmetall. Ty prakticky neumoz-
novaly numerické feseni tak velkych soustav rovnic. Navic nékteré tehdy
odborniky pouzivané metody vedly na plné a Spatné numericky podmi-
néné matice. Naproti tomu MKP vedla k pozitivné definitnim, a tudiz
symetrickym a navic numericky dobfe podminénym pasovym maticim
s ostie dominantnimi diagonalnimi cleny.

V roce 1968 se nam naskytla prilezitost realizovat touto metodou,
na zakazku némecké firmy MERO, staticky vypocet konstrukce vystav-
niho pavilonu Némecké spolkové republiky na svétové vystavé v Osace.
Vstupem vojsk Varsavské smlouvy spoluprace, jejimz tuzemskym organi-
zétorem byl brnénsky Chemoprojekt, skondila.

Takova byla situace, kdyz jsme s FrantiSkem Leitnerem zacali v roce
1965 pracovat na algoritmizaci, programovani a aplikaci metody konec-
nych prvkd v rovinnych tlohéch pruznosti. Rozdélili jsme si tkoly. Ja
jsem si vytkl za cil vypracovat ¢ast vénovanou odvozeni matice tuhosti
trojihelnikového prvku s linedrnim polynomem v x,y a vektort transfor-
movaného povrchového a objemového zatizeni. Objemové zatizeni tvorily
vlastni tiha, sily vyvolané vodou prosakujici télesem piehrady a teplo-
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tou vzniklou hydrataci betonu a ptisobenim vnéjsiho prostiedi. Posledni
dva druhy objemovych sil byly funkcemi prostorovych proménnych x a y.
Ing. Leitner si vzal na starost algoritmus feSeni soustavy linearnich al-
gebraickych rovnic. Oba jsme pak provedli numericka feseni vybranych
uloh a srovnali ziskané vysledky s exaktnimi analytickymi feSenimi. Srov-
nani prokazalo, i pfi relativné hrubém déleni, s pfihlédnutim k dnesnim
moznostem, velmi dobrou shodu. Clanek, ktery mél v rukopise, véetné
obrazk1, pres 40 stran, jsme zaslali k uvefejnéni 12. kvétna 1967 redakci
Stavebnického casopisu. Ta jej pfijala a uverejnila ve dvou pokracovanich
v Cislech 2 a 4 v roce 1968.

Uvédomovali jsme si, ze kol sestavit stavebnici konecnych prvki,
kterd by umoznila dostatecné presné aproximovat geometricky a kon-
strukéné naroéné systémy, je velmi obtizny. Teoretické aspekty feseni po-
moci MKP nutné vyzadovaly spolupraci s matematiky. A tak Ing. Leitner
pfizval na jaie 1967 ke spolupraci profesora Alexandra Zeniska, svého bri-
dzového partnera a v té dobé odborného asistenta katedry fyziky strojni
fakulty. Témér soucasné zacal s nami spolupracovat Ing. Libor Holusa,
v té dobé jesté student elektrotechnické fakulty. Byla to $fastnd volba
a také nadhoda. Oba byli v jejich oborech mimoiadné talentovanymi, tvir-
¢imi, obétavymi a spolehlivymi spolupracovniky. Protoze neexistoval pro
metodu kone¢nych prvki software, musel jej Ing. HoluSa vytvorit. A vy-
tvoril dokonalé programétorské dilo, které i dnes zasluhuje obdiv. Po-
stupné jim vytvoreny software umoznil numericka feseni slozitych a na-
roénych prostorovych konstrukci prehrad vybudovanych z materiald s ne-
linedrnimi stavovymi rovnicemi a soucasné modelovat predepsané techno-
logické postupy vystavby a slozité heterogenni geologické podlozi.

Spolu s Ing. Leitnerem jsme v letech 1965-1967 témér kazdy den pra-
covali u poc¢itate DATASAAB D21 v Laboratofi pocitacich stroju (LPS),
jejimz feditelem byl profesor Milos Zlamal. Vzbudili jsme jeho zajem,
kdyz se dozvédél, ze pocitame stavebni konstrukce metodou, kterou, jako
numericky matematik, neznal. A tak jsem se s nim na jeho pozvani na
podzim, v listopadu 1967, v jeho pracovné sesel. Priblizné v téze dobé jsem
informoval o vysledcich nasi prace profesora Vladimira Kolare, tehdy ve-
douciho katedry stavebni mechaniky na stavebni fakulté VUT v Brné.
Pamatuji si, Ze jsem mu pfi té prilezitosti s nadsazkou fekl: ,Vladimire,
ja ti tu tvoji mechaniku napisi v kompaktnim maticovém a vektorovém
zapisu na 25 stranach.“ Mohl jsem si tuto poznamku dovolit, protoze jsme
byli piratelé a dobfe jsme si rozuméli.

Profesor Kolar, znamy a uznavany odbornik v oblasti stavebni mecha-
niky, okamzité pochopil dalekosahly vyznam metody konec¢nych prvki pro
vypocet stavebnich konstrukci a okamzité jednal. Je jeho nezpochybnitel-
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nou zasluhou, Ze v rekordnim case zajistil vydani dvou publikaci. Prvni:
Technical, Physical and Mathematical Principles of the Finite Element
Metod vysla v roce 1971 v Rozpraviach Ceskoslovenské akademie véd.
Jejimi autory byli Kola#, Kratochvil, Zldmal a ZeniSek.

Druhou publikaci zasadniho vyznamu byla kniha vydana v roce 1972
SNTL Praha s nazvem Vypocet plosngch a prostorovych konstrukci meto-
dou konecnyjch pruki pod autorstvim Kolafe, Kratochvila, Leitnera a Ze-
nigka. Uvodni slova k jejimu vydani napsal O. C. Zienkiewicz, tehdy dékan
univerzity ve Swansea a sv€tové uznavany autor praci o metodé konecnych
prvki. O tfi roky pozdéji, v roce 1975, ji v koedici se SNTL vydalo na-
kladatelstvi Springer Verlag v SRN a v roce 1979, s rozsifenym obsahem,
opét nakladatelstvi SNTL Praha.

Byla to $fastné nédhoda, ze jsme ziskali do naseho tymu ¢lovéka, ktery
davatelské a publika¢ni ¢innosti, prosadil pfedevsim vSechna tii vydani
uvedené knihy. Vydani v roce 1972 bylo prvni knihou vénovanou metodé
konec¢nych prvkia v zemich tehdejsi RVHP. Obé vydani nalezla ptiznivy
ohlas v odbornych c¢asopisech u nas a zejména v zahranici.

S profesorem Zlamalem jsem se po listopadu 1967 pravidelné setkaval
v jeho pracovné. Zpocatku jsem ho informoval o tom, co vlastné v LPS
pocitame, jaké inzenyrské problémy fesime a jakych vysledkil jsme s Ing.
Leitnerem dosahli. Diskuse postupné pfesla na problematiku varia¢ni for-
mulace nami fesenych okrajovych problémi mechaniky kontinua popsa-
nych parcidlnimi diferencialnimi rovnicemi eliptického typu s konstant-
nimi koeficienty. Tedy, stru¢né feceno, mluvili jsme o nejjednodussich
matematickych modelech dvojrozmérnych tloh pretvoreni a napjatosti,
které bylo mozné aplikovat pfi reSeni nékterych inzenyrskych problémt.

Postupné jsem tak uvadél profesora Zlamala do mé inzenyrské proble-
matiky. On pozorné naslouchal a mél vzdy vécné dotazy a pripominky.
Uvédomuji si, ze jsem se tehdy pokousel zvladnout tak trochu roli tlumoc-
nika mezi myslenkovym svétem inzenyra, jeho problémy a tkoly, a svétem
matematika. Zpocatku vznikaly mensi problémy v dorozuméni. Ale pro-
fesor Zlamal byl vnimavy posluchac a jeho zpétny vliv na mé zpisobil, Ze
jsem prizptsobil sviij vyklad jeho stylu formulace myslenek. Mél ziejmé
z jeho pohledu tspéch, kdyz mné po roce nasi spoluprace iekl: , To, jak se
dnes presné vyjadrujete, se neda srovnat s tim, jak jste se vyjadioval pred
rokem.”“ Tato spoluprace méla dopad i na moji pedagogickou ¢innost. Ve
vyuce jsem posluchac¢tim vzdy zddraznoval nutnost presné formulace pro-
blému. Profesora Zlamala jsem pribézné informoval o literatute, ktera se
tykala metody konec¢nych prvki, a o jejich aplikacich pfi feSeni inzenyr-
skych problémt. On si sam, hned na pocdatku nasi spoluprace zjistoval,
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zda existuji prace vénované teoretickym aspektiim této metody. A kdyz
zjistil, ze tomu tak neni, pustil se do prace. Vysledkem byl ¢lanek na-
v Numerische Mathematik s nazvem On the Finite Element Metod, kde
pod jeho jménem stalo: Received April 17, 1968.

Jednou, pfi nasem setkdni po uvefejnéni této prace, mné fekl:
,Skoda, Ze jste za mnou nepfisel o rok diive. Byl bych prvni na svété,
kdo se vénoval matematické teorii této metody.“ Profesor Zldmal mné
predtim s radosti sdélil, ze ¢lanek byl redakci piijat a rekl: , Tak ¢lanek
mné prijali, konvergenci jsem dokazal, ale nevim, jak se sestavi vysledna
matice soustavy.“ Na to jsem mu odpovédél: , Tak s tim si, pane profesore,
nedélejte starost. To my jiz zname vice nez dva roky.“ Ale profesor Zlamal
chtél védét vic. Nespokojil se s moji odpovédi. A tak jsme se sesli v jeho
pracovné, jako jiz nékolikrat predtim. Vysvétlil jsem mu nami inZenyry
pouzivané dva zékladni principy mechaniky kontinua umoznujici feSeni
ulohy pretvoreni a napjatosti zatizenych konstrukci. Princip minima cel-
kové potencidlni energie téles vytvorenych z pruzné latky, tj. bez disipace
potencialni energie, v nichz v disledku toho vznikaji ii¢inkem zatiZeni jen
,pruzna“, tj. vratna pomérna pretvoreni a dale obecné platny princip rov-
nosti virtualnich praci aplikovatelny na télesa vytvorena z jakékoliv latky,
tudiz i z latky, u niz dojde v disledku disipace energie kromé pruznych
pretvoreni i k nevratnym pomérnym pretvoienim.

Nebudu zachézet do podrobnosti. Reknu jen zavér. Dokazali jsme si
béhem diskuse existenci dvou v linearni algebfe znamych vyrazt. V prv-
nim pripadé existenci kvadratické formy, v druhém piipadé existenci bi-
linearni formy. Zavér byl jasny. Z jejich existence vyplynulo i pravidlo
pouzivané pii sestavovani reguldrni matice vysledné soustavy linearnich
algebraickych rovnic, k jejichz feseni vede ve finalni fazi algoritmus uloh
pretvoreni a napjatosti konstrukci pomoci metody koneénych prvki. Sou-
casné jsme si také pritom vysveétlili postup realizace okrajovych podminek
kinematického charakteru.

To je priklad jedné z mnoha diskusi s profesorem Zldmalem. Vzdy
byly konkrétni a vécné. Stejné tak vécna byla nase spolupréace na algorit-
mizaci napi. ulohy tykajici se jedné zakazky. Kazdy z nas napsal oddélené
algoritmus resSeni, pak jsme se sesli a krok za krokem provedli srovnani
a pripadné opravy a zmény.

Profesor Zlamal patril k tém numerickym matematiktim, ktefi si oveé-
fovali teoretické vysledky svych praci numerickymi vypocty. Ing. Libor
Holusa vypracoval ndro¢ny program na feseni biharmonické tlohy pomoci
Zlamalova trojuhelnikového prvku s polynomem patého stupné v z,y.
Numerické vysledky prvnich feSeni vSak zdaleka nepotvrzovaly fad kon-

32



vergence predikovany Zladmalovou teorii pii zjemnovani déleni ndhradni
oblasti. Profesor Zlamal tim byl nemile prekvapen, a kdyz jsme se setkali,
povidal mné: , Reknéte mné, ale upfimné, poc¢ita touto metodou viibec
nékdo?* Odpovédél jsem: ,,Pane profesore, budte bez obav, poc¢ita“, pro-
toze jsem mél informace o realizaci fady vypoctu slozitych a naroc¢nych
konstrukci v oborech vojenského prumyslového odvétvi USA a dalsich
zemi, a sam jsem spolu s Ing. Leitnerem do té doby vyresil fadu tloh
a Tesil statické tilohy prostorovych prihradovych konstrukci pomoci matic
tuhosti prutii. Chybu v programu Ing. Holusa nasel, vysledky byly vyni-
kajici a plné potvrzovaly teoretické zavéry dosazené profesorem Zlamalem
v jeho prvnim ¢lanku o MKP.

V tomto ohledu byl profesor Zlamal zcela mimoradnou osobnosti nu-
merické matematiky. Pfipomnél jsem si to pozdéji, kdyz jsem se setkal,
spolu s nékolika tcastniky konference o MKP v Hannoveru v roce 1983,
s nestorem evropskych numerickych matematiki, profesorem Collatzem.
Byl krasny letni podvecer. Sedéli jsme v hale hlavni budovy hannoverské
univerzity pod jeji nddhernou kopuli a profesor Collatz vypravél o svych
zkuSenostech z numerické matematiky. Pritom vyjadiil své presvédceni
o nutnosti dolozit teoretické vysledky numerickymi vypoéty. Rekl, Ze po-
kud by on v budoucnu rozhodoval o pfijeti teoretickych pfispévkt z ob-
lasti numerické matematiky, nepfijal by prispévek, ktery by nebyl dolo-
Zeny podrobnymi numerickymi vypocty, protoze, jak zdtraznil, i elegantni
dikaz nemusi odhalit v navrzené metodé€ vypoctu slaba mista, ktera tam
mohou byt skryta, a projevi se teprve pii praci u pocitace.

Profesor Zlamal se postupné zacal vénovat dalsim teoretickym problé-
mim MKP a jeho spolupracovniky se stali predevsim matematici. Z na-
Sich to byli zejména profesor Zenisek a docent Nedoma. S profesorem Ze-
niskem jsem jesté nékolik let spolupracoval na algoritmech inzenyrskych
uloh. Publikovali jsme spolu jedenact praci. S Ing. Leitnerem a Ing. Ho-
luSou jsme pomoci isoparametrickych prostorovych prvku realizovali na
prelomu let 1968-1969 prvni prostorové feseni klenbové prehrady na fece
Vrchlici u Kutné Hory.

V letech 1971-1972 nasledovalo feseni prostorové napjatosti a pretvo-
feni dvou variant pfehrady na Jihlavé u Dalesic — klenbové a zemni.
Vypocet zemni pfehrady byl proveden pomoci pfirtistkové nelinedrni te-
orie a byl pfi ném respektovan technologicky postup sypani hraze, casové
zmény napéti vody v pérech zeminy a zmény pietvarnych vlastnosti zemin
v zavislosti na probéhlé draze napéti, jako funkce oktaedrického a devi-
atorického napéti. Pri vypoctu byly pouzity opét osvédcené prostorové
isoparametrické prvky. Jen pro historickou evidenci tehdejsi Grovné vy-
pocetni techniky uvadim, ze vypocet trval priblizné 140 hodin. Tady se
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prokazala zndma zkuSenost, ze inzenyr délé to, co musi, matematik to, co
umi.

Béhem poslednich ¢tyticeti let doslo k obrovskému rozvoji vypocetni
techniky. Zménila se i filozofie pohledu na moznosti a ¢elnost matema-
tického a numerického modelovani — od deterministickych modelti se po-
malu piechéazi ke stochastickym. Reseni soustav se statisici nebo miliony
neznamych neni jiz problém. Mam pfed sebou ¢lanek nazvany Ultrascala-
ble Implicite Finite Element Analysis in Solid Mechanics with over a Half
a Billion Degrees of Freedom od M. F. Adamse a spoluautorti. V ném je
popisovano feSeni cCasti lidské patefe, kterd je modelovana pomoci 135
miliont koneénych (mikro)prvki.

Problém jiz neni v rozsahu, ale ve spolehlivosti urc¢eni nahodné struk-
tury a nahodnych Casoprostorovych procesi. Lze jen diskutovat, jaka
bude budouci strategie a metody feseni tiloh tohoto druhu a jemu po-
dobnych. A do tohoto vyvoje vstoupila elektronika davajici moZnost rea-
lizace dalkového monitorovani slozitych a naro¢nych systémi a déjti v nich
probihajicich — Remote Monitoring Systém i s vyuzitim Internetu. Zis-
kat podklady a informace o ¢asoprostorovych nahodnych polich prertista
mnohdy, i v zdvaznych pripadech, finanéni moznosti investord a provo-
zovatele. Vime, ze numericky model je pouhym transformatorem vstupni
informace na vystupni informaci. A pokud nemame spolehlivé vstupni
informace, plati zndmé porekadlo: Garbage in, garbage out. A to nemlu-
vim o otézce vécné presnosti matematického modelu. Odpovéd na otazku,
jak fesit c¢asoveé zavislou spolehlivost slozitych systémi, nam snad napovi
nejblizsi budoucnost.

Vzpominam-li dnes na druhou polovinu Sedesatych a prvni polovinu
sedmdesatgch let, souhlasim s mym piitelem profesorem Zeniskem, Ze to
byla nase nejkrasnéjsi 1éta, jak to nadepsal v jednom svém c¢lanku. Lidé
méli k sobé bliz a badali predevsim pro radost. Vnitini zivot na nékterych
pracovistich se sousttfedil na feseni védeckych problémi a ¢asto se bouilive
diskutovalo o metodach fesSeni.

Pro mé ztistanou hiejivou vzpominkou na tato 1éta upfimna slova
profesora Zlamala, kdyz mné, v jedné chvili naseho setkani, fekl: , Pfinesl
jste mné stésti.“

Prof. Ing. Jifi Kratochvil, DrSc.
ptisobi jako emeritni profesor hydrotechniky na Ustavu vodnich staveb
Fakulty stavebni VUT
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Spoluprace matematika s programatorem

Libor Holusa

Kdyz jsem byl vyzvan k aktivni Géasti ve Vzpominkovém odpoledni na
prof. Zlamala a ptislibil ji, uvédomil jsem si, Ze musim péatrat 40 let dozadu
ve své paméti. Profesora Zlamala jsem potkal poprvé na podzim roku
1964, kdy jsem coby pravé nastoupivsi student VUT mél moznost prijit
se podivat na pocita¢ LGP30 a nasledné pronikat do tajt jeho ovladani.
Profesora Zlamala jsem tak sporadicky potkaval na chodbé skromnych
prostor tehdejsitho LPS a netusil, Zze praveé tato osobnost vyrazné ovlivni
celou mou profesni kariéru. Vic nez po roce, kdy jsem uz umél napsat
samostatné néjaky ten program, mne prof. Zlamal (pro mne pirekvapiveé)
pozval a zeptal se, zda bych umél naprogramovat i to, co mi vzapéti
nastinil. Viibec jsem tomu z hlediska matematiky nerozumél (tykalo se to
feSeni diferencidlnich rovnic metodou siti), ale jeho nastin postupu, tedy
algoritmu, byl pro mne velice pfitazlivy. Odvazné jsem prikyvl. Nevim
jiz presné, ktery to byl den ¢i mésic, ale byl to zacatek spoluprace mne
jako programétora s matematikem, kterd trvala, jak uvedu na zavér, az
do konce tvircich sil této matematické osobnosti.

Jak se nas vztah vyvijel pracovné? Asi jsem jej nezklamal. A poznal
jsem, Ze prof. Zlamal je velky pedagog. Ani v tom prvopocatku, ani ni-
kdy pozdéji jsem se nesetkal ani s nastinem toho, Ze by dal najevo sviij
predstih v matematickém mysleni a svych znalosti. Samoziejmé Ze jsem se
zajimal i o to, co vlastné programuji. A tak na mé (éastokrat i opakované)
dotazy na trivialnosti, za které bych se dnes s odstupem ¢asu musel stydét,
mi prof. Zlamal trpélivé odpovidal a vysvétloval mi podstatu problému.
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Tento pfistup uplatiioval ale ke vSem, kdo za nim pfichézeli pro radu ¢i
konzultaci. Myslim, ze pravé takto se mu podarilo ziskat pro matematiku,
zejména aplikovanou matematiku, celou fadu lidi, ktefi se bud stali jeho
primymi spolupracovniky, nebo se pozdéji uplatnili v prumyslové praxi.

Prvopocatky mé spoluprace s prof. Zlamalem nabraly vyrazné na in-
tenzité v okamziku, kdy se zacal z popudu prof. Kratochvila a dalsich in-
Zenyri vénovat metodé konecnych prvku. Protoze ho zajimaly predevsim
matematické aspekty této metody, veskeré technické zalezitosti s aplikaci
a programovanim prenesl na mne. Pravé v té dobé mne seznamil s prof.
Kratochvilem a Ing. Leitnerem, kteri se pokouseli realizovat na pocitaci
prvni vypocty MKP podle poznatktl ziskanych ze zahranic¢ni literatury.
Pro mne to byl zaklad, ze kterého se odvijela koncepce celého systému,
tak aby bylo mozno nésledné jednoduseji realizovat nové algoritmy, které
pokrok ve vyvoji MKP prinasel. Diky takové tymové spolupraci a na za-
kladé motivace z primyslové praxe vznikla postupné celé fada problémové
orientovanych aplika¢nich variant celého systému.

Jednalo se o rovinné, rotacné symetrické a prostorové tlohy pruznosti,
tenké desky, skofepiny, vedeni tepla, proudéni kapalin, prechodové jevy
polovodi¢ii — no bylo toho hodné, a tady nesmim uprit zasluhu na rozvoji
i dalsim matematikiim a i programatorim, kterymi byl prof. Zlamal ob-
klopen. A toto zdzemi budoval prof. Zlamal cilevédomé diky seminaitm
numerické matematiky a dalsim kurztim, které inicioval.

Ale neodpustim si i poznamku k nékterym momenttm, které z prv-
niho pohledu nevedly k idealnosti mé spoluprace s timto matematikem.
Obcas se stalo, ze vysledky kontrolnich prikladi ve srovnani s jinak ovéri-
telnou metodou vypoc¢tu nesouhlasily. A kde hledat chybu? Prof. Zlamal
mél v podstaté ¢tyii vyrobni prostiedky: svou hlavu, to predevsim, a pak
tuzku, papir a gumu. A praveé ten posledné jmenovany vedl nékdy k tomu,
Ze jsem napf. misto indexu ¢ precetl j a podobné. Ani ji jsem nebyl neo-
mylny, takze napt. misto dvojice indext j, ¢ jsem do programu pfepsal ¢, j.
Na néco se prislo ihned, néco trvalo déle. Ani jednou jsem vSak v pripadé
mého provinéni nevidél od prof. Zlamala vztyceny prst. Zavér vzdy byl
— chybu jsme nasli, a zduraznuji slovo nasli, a to bylo podstatné.

Této vzacné vlastnosti uznavat vzajemné chyby si dodnes nesmirné va-
zim. Zde bych se pozastavil nad zdiraznovanim odbornosti prof. Zlamala,
ktera bude asi lépe zvyraznéna v dalsich referatech, ale rad bych upozor-
nil i na jeho roli feditele pro VUT vyznamné instituce. Nad otézkou, Ze
tento ¢lovek dokazal stmelit tak profesné diferencovany a velky kolektiv
lidi, by se méli zamyslet mnozi manazeii soucasnosti. Jeho krédem byla
predevsim spokojenost umocnujici pracovni nasazeni. Zajimal se o osobni
problémy zaméstnancid, poméhal jim v rdmci svych moznosti fesit tieba
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i bytové ¢i jiné problémy, proziravé védél, ze mé pro udrzeni schopnych
a perspektivnich lidi udélat maximum.

Vytvoril prostor i pro relaxaci od psychicky naro¢né prace. Mohli
jsme hrat na pracovisti stolni tenis, Sachy, poradat rtizné besidky (a on
se jich rad a aktivné ucastnil). Nezapomenutelné jsou i vylety do pfirody,
kdy se jako jejich tcastnik nékdy sice nedostal do cile vCas a pak s jemu
vlastni matematickou preciznosti dokazoval omyl organizatort, ale to jen
proto, aby povznesl naslednou néladu (vzdy vSak nakonec uznal svou
chybu). On byl sportovec — lyzaf, tenista, turista — védél, co mu pfispiva
k myslenkové relaxaci, a snazil se to predat i nepfimo jinym.

V soucasné politické situaci si dovolim fict na rovinu, Ze prof. Zla-
mal coby nestranik udélal vSe, aby uchranil védu od politické zavislosti.
Nemohu to nijak dolozit, ale urc¢ité musel odolavat velkym tlaktim tehdej-
§tho vedeni. Jak jinak by se mu podafilo napi. prosadit rozvoj MKP pod
hlavickou BSP — tedy pro generaci pozdéji narozenych ctenait ,,Brigady
socialistické prace“. Takto se podatilo preklenout jisté krizové obdobi,
které vsak znamenalo, Ze celd éra vyvoje MKP tehdejsiho tymu se doka-
zala prenést do nasledného obdobi. A takovych pripadi feSenych z pozice
prof. Zlamala muselo byt bezesporu vic.

Nyni se vratim k tématu mého vystoupeni — spoluprace programa-
tora s matematikem. Rizné ,postsametové“ reorganizace vedly k tomu,
Ze jsme se na cas oba vzdalili. Ale nakonec jsme se setkali na stejné fakulté
VUT, i kdyz na jinych pracovistich. Prof. Zlamal coby stale aktivni mys-
litel potfeboval ovéfovat své nové myslenkové pochody, a protoze nenasel
podporu ve svém blizkém okoli, obratil se znovu na mne. Nezistné jsem
mu ji pfislibil. A tak jsme pokracovali fadu mésici v jiZz pro nas oba zazi-
tém stylu: omyl, chyba, konzultace, nové feSeni — bezproblémové. Kdyz
jsem se v patek pred osudnym dnem loucil s prof. Zlamalem s domluvou,
Ze jeho novou myslenku na pocitaci ovéfim a v pondéli predam vysledek,
netusil jsem, Ze tento vysledek uz nebudu moci nikomu pfedat, netusil
jsem, ze tim skond¢i i mé letitd podpora programatora matematikovi. Je
mi lito, Ze prof. Zlamal jiz neni mezi nami.

Ing. Libor Holusa, CSc.
blizky spolupracovnik prof. Zlamala, pracoval na VUT v Brné a Ma-
sarykové univerzité v Brné
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Profesor Zlamal — svétovy prukopnik
matematické teorie metody konec¢nych prvku

Tvo Marek

Z mych studii mi v paméti utkveél vyrok, kterym si dovolim zacit
své vzpominani na velkého védce a vyznamnou osobnost nasi i svétové
matematiky a nezapomenutelného pritele prof. RNDr. Milose Zlamala,
DrSc. Ten vyrok zni: Cas je spravedlivy soudce. Pokusim se i s pomoci
tohoto vyroku ukazat, ze rizna hodnoceni tspéchii profesora Zlamala, jez
byla uvefejnéna jesté za jeho zivota, zlstavaji v platnosti i dnes, kdy si
pripominame jeho nedozité osmdesaté narozeniny.

Své vyjimeéné postaveni v tehdejsi Ceskoslovenské akademické obci
profesor Zlamal ziskal svymi svétovymi tspéchy jakozto matematik-nu-
mericky analytik. Jeho cesta k maximalnimu védeckému vrcholu vedla
prostiednictvim jim péstovanych matematickych disciplin, jakymi jsou
teorie diferencialnich rovnic a posléze priblizné metody jejich reseni. Be-
zesporu nejvyznamnéjsi epocha jeho védeckého i pedagogického ptisobeni
je spojena s jeho aktivitami v oblasti matematické analyzy metody konec-
nych prvki. Tato metoda vznikla ve vyspélych inzenyrskych vyzkumnych
sveétovych centrech se stala na sklonku Sedesatych let 20. stoleti pfedmeé-
tem zdjmu nejen odbornikid z kruhd inZenyrskych, ale i odborniki za-
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byvajicich se feSenim matematickych problémt na prudce se rozvijejici
vykonné vypocetni technice.

Historie, jak se prof. Zlamal seznamil s metodou konecnych prvki,
je vSeobecné znama z podani jeho pfimych spolupracovnikt prof. Krato-
chvila a Ing. Holusi. Nezaujaty ctendr se miize ptat, jak se ma malickost
ocita v roli hodnotitele ¢innosti prof. Zlamala. Dtvodi je nékolik, a tak se
k prof. Zlamalovi. Ten se vytvoril v priabéhu mnoha let, co jsme se znali.

Nebyla to vsak matematika, ale jind naSe spoleéna laska — sport
obecné a tenis zvlasté. Prof. Zlamal v dobé svych studii v Praze, kdy
byl védeckym aspirantem v MU CSAV, hraval tenis v 1. CLTK? v Praze
na Stvanici. Za tento klub jsem v téZe dobé hraval jako dorostenec. Jak
tomu byva, nahoda dala dohromady tii osoby: budouciho profesora Zla-
mala, budouciho 1ékafe MUDr. Seemana a mne. Byl jsem rad, Ze jsem si
mohl zahrat s hraci, ktefi méli pravo hrat i v dobé maximalniho vytizeni
dvorct, coz pro dorostence znamenalo dostat se do hry i v dobé, kdy mi
dorostenecti partnefi teprve hledali své prilezitosti.

S MiloSem Zlamalem jsme toho mnoho o matematice nenamluvili, ale
byl to on spolu s docentem Riegrem, kdo mé inspiroval dat se po matu-
rité zapsat ke studiu matematiky. Mé cile v matematice nebyly nikterak
védecké, ba pravé naopak. Dle mych tehdejsich a dnes vim, ze mylnych
predstav, Milostv priklad mé vedl k lehkomyslnému zavéru, ze k tomu,
abych mohl hodné hrét tenis a vlastné nedélat nic jiného, je pro mne stu-
dium matematiky to nejlepsi FeSeni. Tak se Milo§ Zlamal ,zaslouzil“, byt
nechténé, ze jsem matematiku studovat Sel. Pozdéji jsem zjistil, Ze tenisu
se pri studiu matematiky moc nahrat neda, ale to je uz jina historie. Diky
tenisu jsme se stali partnery na kurté a posléze prateli a to i v oblasti
védy, i jinych nasich aktivit.

Dalsim divodem pro to, abych se dostal do styku s védeckymi vy-
sledky prof. Zlamala, byla nase spolecna uc¢ast na plnéni tkoli statniho
planu zédkladniho vyzkumu. V sedmdesatych letech 20. stoleti jsem se stal
pravidelnym posuzovatelem vysledkd dosazenych na pracovisti vedeném
prof. Zlamalem a bylo mou povinnosti referovat o nich na zasedani or-
ganu, ktery byl k tomu tcelu vytvoren. Postupné jsem se stal pomeérné
dobfte informovanym ¢lenem riznych hodnoticich komisi v rdmci Statniho
planu zékladniho vyzkumu.

Tato ¢innost mé privedla k poznani, Ze prof. Zlamal je jednim z nej-
vyznamnéjsich soucasnych matematikt, a snazil jsem se tento nazor pro-
sazovat v Siroké verejnosti. Tak se stalo, ze jsem mél tu Cest podilet se na
dvou akcich, jez mély za cil vySe uvedené skutecnosti demonstrovat nasi

2Prvni Cesky Lawn Tenisovy Klub.
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matematické obci. Prvni z téchto akci se konala v roce 1984 v Marian-
skych laznich u pfilezitosti 60. vyroc¢i narozeni prof. Zlamala a ta druhéa
pak v roce 1994 jakozto mezinadrodni sympozium Modelling 200.

Na konferenci Modelling vénované jubileim prof. Milose Zlamala a Owe
Axelssona odeznély nékteré prispévky obsahujici hodnoceni Zlamalova
piinosu svétové védé. Abych dokumentoval teze z ivodu tohoto prispévku,
dovolim si porovnat tehdejsi mé laudatio s dnesnimi nazory na roli a vy-
znam prof. Zlamala v celosvétovém kontextu.

M¢é vystoupeni bylo zalozeno na analogii mezi tspéSnym hudebnim
skladatelem, jimZ byl v tomto pfipadé Antonin Dvorak, a uspéSnym véd-
cem, tedy Milosem Zldmalem.

Svétové nejproslulejsim dilem Antonina Dvordka je bezesporu jeho
symfonie e-moll Z Nového svéta. Mou snahou proto bylo identifikovat
tiku s vyznamem Novosvétské symfonie pro svétovou hudbu. Za tu jsem
oznalil prvni ve svétové literatuie matematicky orientovany c¢lanek veé-
novany podstaté metody konecénych prvki, tedy praci M. Zlamala On
the finite element method, Numerische Mathematik 12 (1968), 394-409.
Dosavadni ohlasy ve svétovém pisemnictvi potvrzuji, Ze tento Zlamalav
¢lanek ma pro matematiku zcela fundamentalni vyznam, a tak je vskutku
dilem nalezitého vyznamu, jaky znamena uvedend Dvorakova symfonie.

Dale pak jsem se snazil urcit dalsi Zlamalovy préace, jez by mohly slou-
Zit jako védecky protipdl k Dvorakovym dalsim symfoniim a symfonickym
opustim. Seznam obsahoval tyto vysledky:

e metodika dokazovani konvergence rtiznych variant metody konec-
nych prvki
e Zlamalovy dvourozmérné prvky

idedlni zakfiveny prvek
Zlamalova podminka na nejmensi tthel v trojihelnikovém prvku

metodika kone¢nych prvkt pro evoluéni problémy

superkonvergence a jeji partikularni projevy

numerika rovnic pro polovodi¢ové materidly

Dalsim analogem mezi skladatelem Dvotakem a prof. Zlamalem je sku-
tec¢nost, Ze obéma byla udélena hodnost ¢estného doktora. Dale pak oba
tito giganti ceského naroda byli pocténi cetnymi vyznamenanimi a me-
dailemi. V piipadé Milose Zlamala je to cestné ¢lenstvi v JCMF, Bolza-
nova medaile za zasluhy o matematické védy udélend mu presidiem CSAV
a Pamétni medaile MFF UK v Praze k jeho zivotnimu jubileu za zasluhy
o rozvoj matematickych véd.

40



Rad bych jesté dodal jednu skutecnost, kterd postavila Milose ptrede
meé jako vzor. Byl to jeho vztah k jeho manzelce a rodiné.

Jak je patrné z projevti mych kolegi, kteii se podileji na tomto vzpo-
minkovém seminafi, neni zapotfebi na mnou podané charakterizaci aspé-
chid prof. Zlamala nic ménit. VSechna vystoupeni na tomto seminaii svor-
né konstatuji, ze prof. Zlamal byl vyznamnou osobnosti druhé poloviny
20. stoleti, a to jak pro nasi zemi, tak i celosvétové. M1j prispévek na
tomto seminafi ma potvrdit tyto skutecnosti s tim, ze prof. Zlamal byl
takto vniméan a ocenovan jiz dlouho pred svym skonem. To svéd¢i o tom,
Ze byl vSemi, kdo se dostali do jeho blizkosti, chapan jako legenda jiz za
svého zivota.

Prof. RNDr. Ivo Marek, DrSc.

je profesorem aplikované matematiky Matematicko-fyzikalni fakulty
Univerzity Karlovy v Praze, nyni piisobi na Katedfe matematiky Fakulty
stavebni Ceského vysokého uceni technického v Praze
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Fotografie ze Vzpominkového odpoledne 12. ledna 2005

Nahote: v predsali byly instalovany C¢tyri panely s dokumenty. Panel s
fotografiemi si prohlizi Milos Rab.

Dole zleva: Ing. Ivo Zlamal (syn), RNDr. Ales Zlamal (synovec), Lud-

mila Zldmalova (manzelka prof. Zlamala), doc. Jan Franci a prof. Jifi
Hiebicek.

42



Nahote vlevo: prof. Ing. Jifi Kratochvil, DrSc., z Fakulty stavebni VUT
mluvil o své spolupraci inZenyra s matematikem; vpravo: na varhany hral
prof. Ing. Ji¥i Jan, CSc., z Ustavu biomedicinského inZenyrstvi VUT.

Dole: Vzpominkové odpoledne po pfednaskich pokracovalo v neformalni
diskusi pri obcéerstveni ve dvorané Centra VUT.
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Prehled Zivotopisnych udaji



Zivotopisna data

30. 12. 1924
1936 -1944
1944 -1945
15. 9. 1945
6. 2. 1946

1. 4. 1948

10. 2. 1949

1950 -1951

19. 1. 1952
1951 -1952
1952
1955

1. 6. 1956
1956 —1984
1. 9. 1961
1. 11. 1961

1963 —-1990

17. 4. 1963

28. 7. 1965

1968
16. 3. 1981

46

narodil se ve Zborovicich na Kromérizsku

studoval na 3. redlném gymnaziu v Brné

totalné nasazen v Breslau (Vratislav)

maturita na 3. redlném gymnaziu v Brné

zapsan na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univer-
zity (PFF MU)

asistent Ustavu matematiky Vysoké Skoly technické
Dr. E. Benese v Brné (nyni VUT v Brné)

ukoncil studia na PiF MU a ziskal titul RNDr. ob-
héjenim rigorézni prace: O postacujicich podminkdch
pro jednoznacnost fesent systému yl, = fu(x,y1,...,Y,))
(v=1,...,n) a posloupnostech s timto systémem
aspirant na Matematickém tstavu Ceskoslovenské aka-
demie véd v Praze (MU CSAV)

ozenil se s Ludmilou Vichrovou

zékladni vojenska sluzba

odborny asistent na Katedfe matematiky PiF MU
ziskal védeckou hodnost kandidata véd (CSc.) na MU
CSAV v Praze obh4jenim prace: Studium oscilacnich a
asymptotickych vlastnosti veseni linedrnich diferencidl-
nich rovnic vypracované na KM PiF Univerzity v Brné
pod vedenim prof. Dr. O. Bortuvky

jmenovan docentem PYF Univerzity v Brné (nyni MU)
¢lenem redakéni rady Gasopisu Aplikovand matematika
ptrestoupil na Fakultu strojni VUT v Brné

jmenovan vedoucim Laboratofe pocitacich stroji Fa-
kulty strojni VUT v Brné

feditel Laboratofe pocitacich stroji (pozdéjsiho Oblast-
niho vypocetniho centra VUT)

ziskal védeckou hodnost doktora véd (DrSc.) na MU
CSAV obhéjenim prace Smiseny problém pro hyperbo-
lické rovnice s malym parametrem

jmenovan profesorem matematiky

publikoval praci On the Finite Element Method
jmenovan ¢lenem korespondentem CSAV



1983 -1992
1990
1995
22. 6. 1997

Ocenéni
19. 11. 1969

30. 4. 1974

15. 6. 1974
30. 12. 1979

brezen 1981

5. 9. 1984
30. 12. 1984
30. 12. 1984
1984
22. 8. 1987
9. 12. 1987
1989

1992

1994
17. 2. 1995

ptredsedou Védeckého kolegia matematiky CSAV
prestoupil na Katedru matematiky Fakulty strojni
odesel do diichodu

zemtel v Brné

Bronzova pamétni medaile VUT v Brné za mimorddnée
zasluhy o rozvoj skoly, védy a techniky

Statni cena Klementa Gottwalda za vypracovini a rozvi-
nuti matematickée teorie konecnych prvkid a za jeji apli-
kace (udélil Prezident CSSR)

Cestnd cena Jiitho Dimitrova I. stupné (udélily CKD
Blansko, zavody Jifiho Dimitrova)

Stiibrna plaketa Bernarda Bolzana za zdsluhy o rozvoj
matematickych véd (udélilo Presidium CSAV)

Pamétni medaile na pamét 35. vyroéi obnoveni Univer-
zity v Olomouci

Cestny doktorat na Technické univerzité v Drazdanech
Zlata plaketa Bernarda Bolzana za zdsluhy o rozvoj ma-
tematickyjch véd (udélilo Presidium CSAV)

Zlatd pamétni medaile VUT v Brné za mimorddné zd-
sluhy o rozvoj skoly, védy a techniky

Zlata medaile Univerzity Palackého za zdsluhy o rozvoj
Univerzity Palackého

Cestny ¢len Jednoty &eskoslovenskych matematiki a fy-
ziku

medaile Ceskoslovenské spole¢nosti pro mechaniku pii
CSAV za zdsluhy o rozvoj mechaniky

Pamétni medaile VUT pii prilezitosti 140. a 90. vyroci
zalozeni technického skolstvi v Brné

Pamétni medaile Univerzity Karlovy za vyznamny pri-
spevek k rozvoji a aplikaci metody konecnych prvki
Stiibrna pameétni medaile Masarykovy univerzity
Cestné uznani za vijznamny prinos k rozvoji numeric-
kych metod, zejména metody konecnich prvki a dlou-
holetou prdaci ve prospéch fakulty strojni VUT
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Za profesorem Milosem Zlamalem

Libor Cermdk, Josef Nedoma, Alexzander Zenisek

Dne 22. ¢ervna 1997 neocekavané zemrel ve véku 73 let prominentni
¢esky matematik profesor RNDr. Milo§ Zlamal, DrSc.

Milos Zlamal se narodil 30. prosince 1924 ve Zborovicich u Kromeé-
Fize. Sva studia zacal na tfetim redlném gymnaziu v Brné. Po maturité se
zapsal ke studiu matematiky a fyziky na Prirodovédecké fakulté Masary-
kovy univerzity v Brné. V roce 1949 ziskal doktorat a stal se asistentem
na Vysokém uceni technickém v Brné. V akademickém roce 1950/1951
byl ve védecké piipravé na Matematickém tstavu Ceskoslovenské aka-
demie véd v Praze a po odslouzeni zakladni vojenské sluzby presel na
Ptirodovédeckou fakultu Masarykovy univerzity. Po ziskani akademické
hodnosti kandidata véd ptisobil na fakulté az do roku 1961, nejprve ve
funkci odborného asistenta, pozdéji docenta matematiky. Od roku 1961
je jeho profesionalni kariéra a také jeho osobni Zivot spjat s Vysokym
ucenim technickym v Brné. Nejprve zde pracoval kratce jako docent na
Fakulté strojniho inZenyrstvi. Béhem let 1963-1990 byl feditelem Ob-
lastniho vypocetniho centra a v letech 1990-1995 piusobil jako profesor
matematiky na Ustavu matematiky Fakulty strojniho inZenyrstvi. I po
odchodu do dtchodu si nedovedl predstavit svij zivot bez matematiky
a nikdy nepfestal spolupracovat s fakultou.

Béhem svého ptisobeni na VUT v roce 1963 ziskal védeckou hodnost
doktora véd a v roce 1965 byl jmenovan profesorem. V roce 1980 mu
byla udélena stiibrnd medaile Bernarda Bolzana CSAV, v roce 1984 zis-
kal zlatou medaili Vysokého uceni technického v Brné a cestny doktorat
Technické univerzity v Drazdanech. V roce 1992 ziskal Pamétni medaili
Univerzity Karlovy za svilj vyznamny prispévek k rozvoji a vyuziti me-
tody konecnych prvkt. V letech 1983-1992 byl pfedsedou védeckého ko-
legia pro matematiku Ceskoslovenské akademie véd.

Profesor Zlamal stravil vétsinu svého vyjimecné védecky plodného
zivota vedenim vypocetniho centra VUT v Brné. Od zaloZeni byl jeho
feditelem plnych 27 let. Pivodné malé vypocetni centrum se pod jeho

vvvvvv
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skolstvi v zemi a hralo vyznamnou roli pii zavddéni modernich vypo-
¢etnich metod a vypocetni techniky do praxe. Profesor Zlamal pfednasel
fadu let postgradudlnim studenttim o nejmodernéjsich vypocetnich meto-
déch. Vice nez 30 let vedl védecky seminaf pro specialisty v numerickych
metodach pro Ceskoslovenské i zahrani¢ni ucastniky. Profesor Zlamal se
osobné angazoval také pti vychové fady mladych védcii — vétsina z nich
je nyni profesory nebo vyzkumniky v riznych oblastech vysokého skolstvi.

Jako mlady matematik Milos Zlamal pracoval v teorii diferencidlnich
rovnic nejprve obycejnych, pozdéji parcidlnich. Do roku 1967 publiko-
val 23 ptvodnich ¢lankt v této oblasti. Mezi nejvyznamnéjsi vysledky
z tohoto obdobi nutno zminit teorii hyperbolickych rovnic s malym pa-
rametrem pfi nejvyssi derivaci, ktera se stala pfedmétem jeho disertace
v roce 1960. Podstatna ¢ast disertace byla publikovana v [13].
spolupréaci s inzenyry seznamil s nové se rozvijejici metodou konecnych
prvki. Vysledky tykajici se této metody publikované ve 47 ¢lancich mu
prinesly uznani v celém svéte.

Profesor Zlamal byl vybaven schopnosti, ktera neni prili§ castd mezi
matematiky: zivé se zajimal o problémy, které vychézely z inzenyrské
praxe, byl schopen naslouchat inZenyrtim, spolupracovat s nimi a vyuzit
jejich problémy jako podnétu k vysoce védecky podlozenému vyzkumu.
Tak naptiklad predmét jeho doktorské disertace vznikl z diskusi s profe-
sorem V. Halkem. Prvni informace o metodé koneénych prvku ziskal od
Ing. Jitiho Kratochvila ze stavebni fakulty VUT v Brné. Profesor Zlamal
rozpoznal v procedurach uzivanych inzenyry urcité souvislosti s témér
zapomenutym ¢lankem R. Couranta (Variational methods for the solu-
tion of problems of equilibrium and vibrations, Bull. Amer. Math. Soc. 49
(1943), 1-23) a s variaénimi metodami obecné. Nejprve zamyslel napsat
pouze kratkou poznadmku o konvergenci Veubeckeho prvku, ale nové mys-
lenky a impulzy pfichazejici béhem prace vedly ke ¢lanku [24], jednomu
z nejcitovanéjsich ¢lankd v metodé konecnych prvki.

Ve svém seminafi profesor Zlamal postupné vytvoril skupinu lidi plné
angazovanych v nové se rozvijejici metodé konecnych prvku, ¢imz vznikla
tzv. brnénska skola této metody. Jeji vyhodou bylo pfimé spojeni s vypo-
Cetni praxi: algoritmy a tvofeni programt pro tuto metodu byly rozvijeny
paralelné s fesenim inzenyrskych problémi. V tomto sméru programator-
ska erudice Ing. L. Holusi stejné jako praktické zkusenosti prof. J. Krato-
chvila s aplikacemi metody znamenaly zna¢ny pfinos. Programovy systém
se vyvijel fadu let a vedle vyuziti pro vypocet tloh z praxe slouzil také
pro okamzité ovéreni teoretickych vysledki.

Léta 1967-1973 lze nazvat ,eliptickym obdobim® v Zldmalové praci

55



v metodé koneénych prvka. Vyse zminény ¢lanek [24] zacal sérii osmnécti
¢lanku, které lze povazovat za nejlepsi u¢ebnici metody konec¢nych prvkiu
té doby. Napriiklad profesor Raviart z Parize prohlasil, Ze se tuto metodu
ucil z ranych Zlamalovych praci.

Od roku 1973 (kromé obdobi 1977-1979, kdyz analyzoval superkonver-
genci a redukovanou integraci v metodé koneénych prvki) se M. Zldmal
zabyval evoluénimi tlohami. Nejdrive zkoumal linearni parabolické rov-
nice, pricemz zvlastni pozornost vénoval multikrokovym metodam. Od
roku 1976 systematicky studoval nelinedrni problémy, nejdfive opét pa-
rabolické rovnice. Dva nejdtlezitéjsi clanky z tohoto obdobi jsou prace
[50], ve které studoval konvergenci dvoukrokovych A-stabilnich diferenc-
nich metod, a prace [56], ve které se zabyval také nelinearitou ve ¢lenu
s Casovou derivaci.

Béhem let 1979-1982 M. Zlamal studoval hlavné parabolicko-eliptické
nelinearni rovnice, které maji hodné aplikaci pii reseni nelinearnich mag-
netickych poli. Zejména ¢lanky [61] a [63] maji zdsadni vyznam, i kdyz
byly méné citované, nez si zaslouzily.

V obdobi 1983-1990 M. Zlamal studoval problémy spojené s nume-
rickym feSenim rovnic popisujicich procesy pfi vyrobé polovodic¢i a jejich
¢innosti. Clanky [65] a [69] maji nejvétsi vyznam v této oblasti. Béhem
posledniho obdobi svého zivota se profesor Zlamal zabyval box metodou.

Profesor Zlamal se vzdy snazil ovérit si své teoretické vysledky v me-
todé konecnych prvki také numericky. To vedlo k vytvofeni programi pro
FeSeni tenkych desek, pro problémy rovinné pruznosti s rtznymi druhy
prvki spojenych s prechodovymi prvky, pro rovnice pfenosu tepla, mag-
netické pole, simulaci polovodi¢t a zakladni rovnice polovodica.

Profesor Zlamal vzdy volil problémy, které byly zajimavé nejen z teo-
retického, ale i praktického hlediska. Ve svych pracich fesil problémy za-
sadniho vyznamu, proto jeho metody a dikazy mohly byt upraveny a pre-
neseny do mnoha dalsich oblasti, jak se to ¢astokrat stalo. Proto se peclivé
¢teni Zlamalovych ¢lankd Casto stalo necekanym, ale velmi pfijemnym za-
catkem dalsi tvorivé prace.

Kdyz se ohlédneme na mnozstvi védecké, pedagogické a organizacni
prace profesora Zlamala, uvédomime si, kolik nam toho zanechal a jak
nam bude chybét. V Milosi Zladmalovi ceskd védeckd komunita ztratila
jednoho ze svjch prominentnich matematikii a Ustav matematiky Fakulty
strojniho inzenyrstvi VUT svého nejvyznamnéjsiho ¢lena.

Seznam védeckych praci M. Zlamala je na stranach 48-52.

Preklad z anglictiny élanku [Z6] v Czechoslovak Math. Journal 1998.
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1. Introduction

CouraxT has suggested in [8] a finite difference method which is applicable
to boundary value problems arising from variational problems. The finite dif-
ference equations are obtained by means of the Ritz method with trial functions
that are piecewise linear over a triangulation of the plane. There are several
papers dealing with this method. We name Frizpricus and Kerrer [12] and
OGANESJAN [14]1. Much more papers appeared in recent years in technical
journals. The method has been called the finite element method (see the mono-
graph [17] by Zienkiewicz). It was developed originally as a concept of struc-
tural analysis and in contrast to the mathematicians the engineers have begun
to use for approximation polynomials of higher degrees and have developed this
method also for variational problems containing derivatives of the second order
(see CLouGH and TocHER [7] and Fraeijs pE VEUBEKE [9]).

In this paper we justify first a procedure by Frarijs pe VEUBEKE [10] which
uses quadratic polynomials. Then we propose and justify a procedure using cubic
polynomials. All these procedures concern variational problems containing first
order derivatives only. In the last section we introduce and justify a procedure
using fifth degree polynomials and applicable to variational problems containing
second order derivatives. In all cases we derive asymptotic estimates of the
discretization error. Some details of the computational technique and numerical
results will be published in a subsequent paper.

2. Second Order Equations

Let 2 be a simply or multiply connected bounded domain in the x,, x, plane
with the boundary /7. I" consists of a finite number of simple closed curves I
(i=0,...,7); Iy, ..., I lie inside of I and do not intersect. We consider the
equation

{1) Lu - Z ;.-(1:-. (“:;' ::) i'f'”' = f('rll ":2}
hi=1""" a

'l am indebted to the referee for calling my attention to the following papers:
Aunin [1], CEa [4], CrarLeT [5], CrarLer, ScHuLtz and Varca [6]. After having
sent the manuscript to the editor there appeared a very interesting paper [3] by
BirkHo¥rF, ScHULTZ and VARGA.
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On the Finite Element Method 395

in . Here a,;, ¢, { are continuous functions of (x,, x,) on 2 and

(2) a;i (%, x5) = a; (%, %), }Z._“:,-E 5;-'—.‘12.5
= const >0, c(xy, %) =0.

Two boundary value problems will be solved:
The Dirichlet problem

(3) #|p=0

and the third boundary value problem

dut
(4) Z @ij o, cos(v, x;) +ou =0

ij=1

In (4) » is the outside normal to /" and on /" we assume

(5) c=0 onl', oz#=0 if n}jinc::().

Under these assumptions both these problems are positive definite and the solution
of the Dirichlet problem minimizes the functional

. oa o y
6) ﬁ(q.-):f(za,.,. . (‘: —}—cvz—zfv)dx
el

i, f=1

in the class of functions Ii’m (£2) and the solution of the third boundary value
problem minimizes

(7) Fy(v) = /( i g, 2. OF —|—m'2—2,‘zx)dx+lo'v2d1‘
ij=1

2 Hoox; dxg

Q = r
in the class WiV (£) (see, e.g., [13]). Here Wy¥ (2) means the Sobolev space of
functions having generalized derivatives up to the order % inclusive which belong
to Ly (£2). The norm is defined by

(8) e fgoriy = Z D" i -

Mﬂ, [;: and Wi (Q)
is the space of functions which we get by compl(.tmg in the norm || [l (@) the set
of functions from C® (©) with compact support in £.

As we want to use for approximation polynomials of higher order we restrict
ourselves to the case that the boundary curves I (i=0, ..., 7) are polygons. We
consider all triangulations of £. To triangulate £ means to cover 2 by a finite
number of arbitrary triangles such that the open triangles are disjoint, the union
of closed triangles is £2 and any two adjacent triangles have a common side. To
every triangulation we associate two parameters: A, ¢ 2 is the largest side and
© the smallest angle of all triangles of the given triangulation.

To explain the procedure by I'iak1js bE VEUBEKE let us consider a triangle 7" 2
with vertices B, F,, I}. Let @, Q,, 03 be the mid points of the sides of 7" and

Here we use the notation i= (7, ,), || =1 +1,, I

2 By T we denote both the triangle and its interior.
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396 M. ZrAmaL:
P (v, x,) be a quadratic polynomial

Pxy, Xg) = oty + 0ty Xy + g Xy + 015 A7 + 005 X7 X5 - 0t X5,

We determine the six coefficients o; by six conditions, namely that the polynomial
p(x;, x,) assumes given values at the nodes A, B, 1, (,, Q,, 0. We consider
these values as parameters when no side of the triangle lies on the boundary I’
or when it lies and there is prescribed the natural boundary condition (4). In
case of the Dirichlet condition (3) the values at the boundary nodes are equal
to zero. It follows easily from Theorem 1 introduced later that the polynomial
p(x,, x,) is uniquely determined by these six conditions. We construct such
polynomials for every triangle of the given triangulation and consider the spaces
ﬁg(Q) and H,(£2) of functions defined on every triangle by the corresponding
polynomial (ﬁz corresponds to the boundary condition (3) and I, to (4)). It is
casy to show that every function from f?g belongs to li:f_.{" and every function
from H, to WiV, These functions have piecewise continuous partial derivatives
of the first order and we show that they assume the same values on the common
sides of adjacent triangles which means that they are continuous. Let namely
P, F, be a common side of two triangles and p,, p, be the corresponding poly-
nomials. We can express the segment P, I}, by means of a parameter s© <0, [,
[ being the length of the side P, I, and then both polynomials p,, p, are quadratic
polynomials of s assuming the same values for s=0, § [, /. Hence it follows that
the polynomials assume the same values on the side P, F,.

H, and H, are finite dimensional subspaces of Wy" and WY, respectively.
The approximate solutions U(x,, x,) of our boundary value problems are de-
termined as that functions from Ih or I, which minimize (0) in the class 1}2
and (7) in the class H,, respectively. The existence and uniqueness of U(x, x,)
follows immediately if we realize that the functionals (6) and (7) without the
linear term — 2 [fwdx, considered in the classes IL and H,, respectively, are

L#]
positive definite quadratic forms of the nodal values.

We want to find an estimate for the discretization error u(x,, x,) — U(x,, x,)
in the norm | |y proving thus the convergence of the method. The argumen-
tation goes in the same lines as in [12] and [16]. Consider first the Dirichlet

problem. It is well known (sce, e.g., [13]) that if « is the solution and » .'_I?Vé” then
Do —u) = Fy(o) — F(u)

where D (z) = D(z, z) and
L] coo oy
$1a s AR +epyldx.

D (QJ, yl) == / pa ii ox ex;

o fi=1

Hence we have

D(U —u) = F(U) — I (u) = min I (v) — I () = min D (v — ) = D (u — i)

vEH, vEH,

. - L - -
where i is the function from H, assuming the same values at nodal points as the
solution w(x, x,).
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On the Finite Element Method 397

Now to get an estimate for the discretization error it is sufficient to derive
an estimate for the difference u —ii. We use the following Theorem 1 which we
prove later.

Theorem 1. Let the function ¢(x, x,) be continuous on a closed triangle 7
and have bounded derivatives of the third order in the interior of T,

| Dig(x, x)| <M, |i]=3.
Irurther let ¢ vanish at the vertices I}, F,, P, and at the mid points Q,, 0y, Q.
Then it holds in 7°
2

< Hi;l-rx My, 1=1,2, |g(x, x)| = My,

epry, vy)

4 lj

9)

where ¢ is the greatest side and « the smallest angle of the triangle 7.

Assume that the solution u (x,, x,) has bounded derivatives of the third order,
M, being the bound. Applying Theorem 1 for every triangle of the triangulation
and for ¢ =u —ii, taking into account that D'@ = D'« for |i| =3 and remem-
bering the meaning of the parameters &, we get
1

Mg h?

sin# 3

[D(U—wP<C

where the constant C does not depend on the triangulation. Using first the
assumptions (2) and then Friedrichs inequality we come easily to the following
statement:

I} the solution u(xy, x,) has bounded derivatives of the third order in £,

(10) |D£5‘(3'1:3'2)|é“{3= If'f=3’
then it holds

) 1
(11) ”'” —U "w:m(y) =C sin My»

where the constant C does not depend on the triangulation.

(11) means that if we refine the triangulation in such a way that ¢=4,>0
the approximate solution U(x,, x,) converges to the exact solution in the norm
[ I (2. the convergence being of the order A2 This is the same rate of con-
vergence as in the case of the usual second order finite difference scheme. However
we need only to assume the boundedness of the derivatives of the third order
whereas in the case of the usual finite difference scheme the boundedness of the
fourth order derivatives is required.

Concerning the boundary condition (4) the estimate (11) remains true and
only minor changes in the proof are necessary. Instead of the form D(z) we have

Dy(z) =D(2) + [a 22dl.
E

If mine¢(x,, x,) =¢,> 0 then
a

D)= [
2

dx +¢, fz“d;t

2

( 2, ( dz \2
.‘d,rlJ ! k.-',rzl
28 Numer. Math., Bd, 12
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398 M. ZLAMAL:

and from Dy (U—u)=D, (it —u) we get (11) immediately. If min ¢(x;, x,)=0
2

then from our assumption (5) it follows that ¢ =>¢,> 0 on a part I" of I" for g,
being sufficiently small. Then

(2 )2

gt}

e

2

dx + g, l.zgdf‘.
7

Using the generalised Friedrichs inequality (see [11], footnote 13a) we again
get (11).

We turn our attention to the approximation by cubic polynomials. A general
cubic polynomial in two variables has ten coefficients. Thus we must impose ten
conditions. We suggest two possibilities: a) to prescribe the values of the poly-
nomial and its first derivatives at the vertices 7}, I3, I, and as the tenth con-
dition the value of the polynomial at the center of gravity I of the triangle.
b) to prescribe the values of the polynomial at the vertices, at the center of
gravity and at six points lying on the sides of the triangle and dividing them in
three equal parts. We shall discuss the first case only.

Again we consider the prescribed values as parameters when no side of the
triangle lies on the boundary /" or when it lies and we have the boundary con-
dition (4). In case of the Dirichlet condition (3) the values of the polynomial at
boundary nodes must be equal to zero whereas the first derivatives must satisly
the condition

::hl coso + ::h sing = 0

where o is the angie of the corresponding side with the x;-axe. This simply means
that &p/ds=— 0 at the boundary node, ¢/ds being the derivative in the direction
of the side. It follows from Theorem 2 introduced below that the polynomial
p(xy, x,) is uniquely determined by these ten conditions. We construct such
polynomials for every triangle of the given triangulation and consider the spaces
ﬁs(!_’] and H,(£2) of functions defined on every triangle by the corresponding
polynomial. Again it is true that H, WY and Hyc WiV, Let namely P, I, be the
common side of two triangles. The corresponding polynomials are cubic poly-
nomials of a parameter sc (0, /> and they have the same values and the same
derivative with respect to s at the endpoints of the interval <0, {>. Hence they
assume the same values on I .. I—ﬂf:i and H, are finite dimensional subspaces
of WY and WM, respectively. The approximate solutions {/(x,, x,) of our boundary
value problems are determined as that functions from ]10"3 and H,; which minimize
(0) in the class ﬁ,, and (7) in the class Hy, respectively. Again the existence and
uniqueness of U(x,, x,) follow in the same way as before.

To get an estimate for the discretization error (v, x,) — Ufx,, vu) we use
the following

Theorem 2. Let the function ¢ (x,, x,) be continuously differentiable on a
closed triangle 7° and have bounded derivatives of the fourth order in the interior:

| D (%1, %)

=M,, |i|=4.
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On the Finite Element Method 399

Further let ¢ and its first derivatives vanish at the vertices of 7" and let ¢
vanish at the center of gravity of 7. Then it holds in 7

g, x| 5 : . 3
! | = M, 1=1,2, |p(x, x)|= sil: =

(',1';' 511 o

(12)

M,ct

where ¢ is the greatest side and « the smallest angle of the triangle 7.
A consequence of this theorem is the following statement:
If the solution w(x,, x,) has bounded derivatives of the fourth order in 0,

| DFae (xy, )| =M, |i|=4,
then it holds
, . i
(13) [ee — Ul = C P M, 1?

where the constant C does not depend on the triangulation.

The convergence is of the order 4* under the same assumptions which in case
of the usual second order finite difference scheme ensure the convergence of the
order A2

Let us remark at the end that the estimates (11) and (13) can be proved in
a similar way also for the Neumann problem and for the mixed problem where
the condition (3) is prescribed on a part of the boundary and on the remainder
of it there is prescribed the condition (4).

3. Auxiliary Lemmas and Proofs of Theorem 1 and 2
We first introduce the notation for the elements of the triangle 7. We denote
the angles at the vertices F,, I, and F; by «, f# and ¢, respectively. We choose the
notation of the vertices in such a way that e=pf=1y. The sides are denoted by
c=NDPF, a=011, b—=DIF. I'rom a=f=7v it follows by elementary considera-
tions

a=b=c,
1 T 1
(14) siny = sin i = sino ’
[
b<2’

Now we state some very simple lemmas. Only one of them will be proved.
;i ;i o9 (P)

Lemma 1. Let s, s, be two directions containing an angle m. Let Fo =R

dp(P) ; s ) s ‘

5 = ky, P being a point in the (x,, x,)-plane. Then

ap () ‘ e [ 70| -+ o

g [ sin o]

. =12

and if 0@ << Ja then
| dp(P) | _ 213
=3

s max | k|

where s is any direction lying inside the acute angle formed by s, and s,.

a5
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400 M, ZLAMAL:

In the following lemmas g(s) means always a function of a real parameter
sc<0, 1>, continuous on <0, !, and having a derivative ol the second, third or
fourth order.

Lemma 2. Let g(0)=1,, g(/)=1, and |g"(s)| = K, in (0, ). Then

|g(s)] = max|n;| + § K2

Lemma 3. Let g(0)=1w,, g(30)=na, g¢()—uy and |""(s)| = K, in (0,1). Then
lg(s)] = i max || + I()“: Ky 13,

8 T
g(s)| = max || + , Ky

Lemma 4. Let g(0)=1,, ¢'(0)=k,, g(!)==1, and |¢""(s)| = K, in (0, ). Then
|¢(s)] = max |y, | + 3| k| L+ LK

Lemma 5. Let g(0)=1,, ¢(l)=1ns, (0)=4F,, )=k, and |g® (s)| =K, in
(0, 7). Then
1

x
16.24 K. 0,

1
|g(s)] = max || + -, I max|k;|
|g'(s)| = ;’ max |y;| + max|k&;| + 214 KB
Proof. Let
pE)=m[1 =38 +28])+ 038 — 28]+~ l[§ — 28+ 8] + kol [ -8+ 8]
and set g(s)=p(/'s)fy(s). The polynomial p(/'s) is an Hermite interpolation
polynomial. We have
P(0) =" (0) =yp ) =y'()) =0, |pWD(s)| = K,
and from the remainder theorem for Hermite interpolation (see, e.g., [2]) we get
I 8 g
[y (s)] = 16?2-! K, 1%, Concerning v'(s) there exists & (0,/) such that »'(&) = 0.
I'rom the remainder theorem for Lagrange interpolation we have
v/ (5)] = & Kalx(x — &) (v — )] S 3K 3B|x —&] < oK.
As
|p(£)] = max|ny;| + Fimax|k], |p'(E)] =3 max|y,| + max |k

the lemma follows.

Lemma 6. Let g(0)=1,, ¢(0)="ry, g(Zl)=1, g(l)=1; and |gW(s)| =K, in
(0, 7). Then

. - 27 1 =
g(s)| = 5y max|n,| +| k| + (g Kalo.

Proof of Theorem 1. In the triangle 1" it holds

g

05, 08, '8y

(15) =2)2M,
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On the Finite Element Method 4

where d/¢s; means a derivation in the direction s; and s; (j =1, 2, 3) are arbitrary
directions. Let us choose e>0 and let us construct a triangle Py P Py lying
inside 7" with sides a’, &', ¢ which are parallel to the sides of 7" and lie in a dis-
tance 0. We have a’, ', ¢<Z ¢ and from continuity of ¢ it follows that |¢ (P)| =&
and | (Q))| = ¢ if § is sufficiently small (Qf, Q5 and Qj are the mid points of the
sides P Py, Py Py and P; P)). We consider the function ¢ on the side P P; as
a function of a parameter s< <0, a’>. Let &/ds, be the derivative in the direction
of the side P Py. By (15) we have | &*p/ost| =2|/2M,. We apply Lemma 3 for
g=@|p py and l=a’'< ¢ so that Kz= 2|2 My, max |5,| =&. Thus

cp(B)] -8 )2 2
= &4 M, c2
l os, | = o &7 2 MaC
In the same way we get
dp(ly)| 8 V2is 2 0 B J2 2
05 =7 £ - 2 "I'fnf- = a' &+ 2 awui-

where s, is the direction of the side I’ . Hence by Lemma 1

16¢ 20, _ 16e I2M,

2 = E: i
a’sin fi sinfi © = a’sina l sin o

if’fr{f’z’} "

L l!

The same inequality holds for the vertex Iy:

dy (1) e 16¢ 20, -
dx; a’sing | sing ©
I'rom the last two inequalities and by Lemma 2 (g :’:’ﬂ — K,—2M,, I—a <f)
L B LR

we obtain

5 [y N
- 1(_)} i I._..U3
= a’sin o sin o

k f'rp([”}

C '.l‘?'

; 1 .
e 4 M, c*
where P’ is an arbitrary point of the side P P5. For the vertex /4 it also holds

‘o
o ,l';'

16¢ V2 M,

"< 4

: e T -2
@ S o

sin s

Now let P’ be the point of the side Py Py which lies on the line going through
P/ and P, P being an arbitrary point from the interior of the triangle P Ps Py.

'

Applying again Lemma 2 (g — L Ky=2M,, =P P'=c'<c|we get from

axj eyt

the last two inequalities

2+ ; M,c?

Sin o

ap(P| 16 120,
éx; | = a’sing

and letting £-—-~0+4

'3 .
M,c2< ; “M,2< —
3= Siina 3= Gina

f]rfs £,

| ew(P) | _ 2)24sina 212441
: 250 e B

| ox;

This is the first inequality in Theorem 1. An estimate for the function ¢ itself
could be won from the estimates of the first derivatives. A better result, the
second inequality in Theorem 1, follows from this lemma.
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402 M. ZLAMAL:

Lemma 7. Let the function y(x,, x,) be continuous on a closed triangle T
and have bounded derivatives of the third order in the interior. I‘urther let
p(LP)=1u,, w(Q;)=C;. Then it holds on T

(16) [y (%1, Xo)| =61+ Mye®,  y=max(|n,], [S]).
Proof. We again consider the triangle 2 P P5. Let p(B) =i, p(Q) =L

If o is sufficiently small then |y, —ui| =&, |{; —Ci| =& By means of Lemma 3
we easily show that on the boundary of the triangle P P; P; it holds

5, 216
4t g

Myed, o' =max (|, |i])-

(17) |y

By Lemma 3 we again get

ap ()

o8,

/2

_ 8 ,
|= o+ 5 M

d W

_ 8 ,, Iz
=0+ M, c?,

5,

s, and s, now being the directions of the sides I Iy and I% I, respectively.
By the second part of Lemma 1 it follows from these inequalities that

ap(ly) | - 1613 4 o 5
(13) Ps ‘ = 3 b i 3 ﬂ'f:}ca
s being any direction lying in the angle . Let P’ be the point on the side Py I
which lies on the line going through 74 and P. By (17), (18) and Lemma 4 we
obtain

5, 26 413 ¢
|i|u{f’] = 4 | 6 Jﬂrf363 i _,‘ a f‘." {-

J

Iﬁ I~

M e3 - M,

and letting e >0
'S 413 ¢ 2)6 16 21
|y1”’)| '._.'__-:(4 - 3 b)” + ( |- T3 - 5 )M1L3‘ ()l; M c3,

Proof of Theorem 2. We consider the triangle I Py Py and choose § so small
that |Dig(P)| =&, |i]| =1, 1=1,2,3 and |@(B)| =& where Fy is the center
of gravity of the triangle P/ % P;. By Lemma 5 applied to g— @lp e (I=a'<c,
K,=4M,) it holds

dg(04)

ds,

= E( 3, I 1) - (IJ M, e,

1)

7 1 ) 1
@) et} c) + g6 Mact,
s, being the direction of the side 5 ;. Let s, be the direction of the line joining
ST : aop (£Y) o f, (P
4 with Q. e
7 Sa
=¢|pe I=H ()y(c K,—4M,) we get

=& we have = |2 & Applying Lemma 6 to

o (Q4)
05y

27 o Bl o
‘2!{(}; 1+ +12l (e oy + o) Mac®
By Lemma 1 it follows

20 (%)
ox;

(—:si:]n{ |2P’(J’(1 - ) IZ} }'1\

+ ((142;:’@; + 3 F G)M,,ca}
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On the Finite Element Method 403

where ¢ is the angle between the directions s, and s,. As f<<o<<m —y it holds
1

- -, and letting & >0} we obtain
SI 7 5111 o

Q)| - 1 ( 9 . 7\ar s
| oxj |= sina\64FQ, T 13)""{4‘7-

- + - c
By elementary considerations it is easy to prove that
1

@il L (2} Dagen

ox; sine 132 ' 18

Qé- <2 2. Hence

The same inequality is true for the mid points @y, ();. Setting y = d¢/dx; and
applying Lemma 7 we get

dp| 1 193 3 3 9 9
‘E‘.rf,— = sine 48 A’I"L g2 ﬂ’f‘lc = sina M"c :

To prove the remaining inequality let us consider the parallel to the x-axe
going through an arbitrary point Pc 7. One of the intersections of this line with
the boundary of 7', say P, lies in a distance not greater than }¢ from P. Thus from

o
ke Pl
@ (P)=q(P)+ / m’: dx,
£

it follows
S 15
lp(P)| < |@(P)| + 5 ¢ 5oy My
The values of ¢ on the boundary of T can be estimated by means of Lemma 3,

the bound being (:ﬁ M,c*. The last inequality gives

o A ( 5 i = | ; 3
< — + —sing| M, c* £ —— M,
sinz {2 T o6 o) My sing 4

lg (P)

4. Fourth Order Equations
IFor the sake of brevity we restrict ourselves to the Dirichlet problem for the
biharmonic equation:

(19) Au= f(xy, %), (%1, %) €8,
(20) =Gy [ =0-

However, we remind that the procedure and results, which will be proved, remain
the same for more general equations and for other boundary conditions which
do not make any troubles. This is certainly an advantage of the finite element
method against the usual finite difference method.

The solution #(x,, x,) of the Dirichlet problem (19), (20) minimizes the func-
tional

a

(21) ﬁ;;(=’}--='/'|{ifi;)“ﬂ(_ o (Tn) —2Hm, m) o] ax

oxy dx, L ad
@2

in the class I‘i’am (£2). If we want to approximate the solution in the triangles by
polynomials we must choose such polynomials that the resulting trial functions
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are not only continuous in £ but they have continuous derivatives in £. They

will then belong to Wi as their second order derivatives will be piecewise con-
tinuous. To this end let us consider a polynomial of the fifth degree

(%, Xg) = oy Fotg 2y - -+ - orgg Xy X3+ oy 43

To determine such a polynomial we need 21 conditions. We choose them in
the following way: we prescribe the values D'p (1), ;'| =2, 7=1, 2,3, and the

{P ((}i}

cr
vertices of the triangle T and (; are midpoints of the sides; » is the normal to
the boundary of 7. It follows easily from Theorem 3 introduced later that the
polynomial p(x,, x,) is uniquely determined by these values. We show that the
functions defined in £ and equal in the triangles to the corresponding poly-
nomials are continuously differentiable and have piecewise continuous second
order derivatives in . It is sufficient to show that on a common side 7, I}, of
two triangles the corresponding polynomials assume the same values and the
same value of the normal derivative. Now il we consider the polynomials on the
side P, B, as functions of a parameter s- <0, /> we know that they assume the
same values at the ends of the interval <0, /> and the first and second derivatives
with respect to s at the ends of {0,/ are the same. As theyv are polynomials of
the fifth degree in s they assume the same values on the whole side P, B, The
normal derivatives assume the same values at the points s=— 0, 3/, [ of the interval
£0, !> and they assume the same value of the derivative with respect to s at the
ends of <0, 1) because at the ends of €0, /> the second order derivatives of the
polynomials have the same values. Thus being polynomials of the fourth degree
in s they assume the same values in <0, .

We consider the values D'p(F) and ¢p(Q,)/ov (|i| =2, j—1,2,3) as para-
meters. Only in the case of boundary nodes the situation is different. We must
take into account the boundary conditions. After a simple analysis which we do
not carry out here we would find out that some of the boundary parameters are
equal to zero and some are multiples of another boundary parameter. Denote by

values , 1=1,2,3. P, and Q; have the same meaning as before, i.e. I, are

9 . - - 3 - . -

H, () the class of functions defined on £ which on the particular triangles of
o

the given triangulation are equal to just introduced polynomials. H; is a finite

dimensional subapd(c of W“} The approximate solution U(x,, x,) is defined as

. . o
that function from H5 which minimizes the functional (21) in the class /. We can
prove as before the existence and uniqueness of Ulx,, x,).
To find an estimate for the discretization error let us introduce the notation

Jo(2) = _”( :j; _Jg +2 ((' 1(1-‘.(”1: Jz + ( @ :; ) ’ L
)
Jo(U — 1) = B(U) — Iy () = min By (v) — I5(u)
vEH,

= min Jy (v —u) = Jy (v —it)
:l‘-H.

Then it holds (see
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where it is the function from FT’S such that the values of D& for || =2 at the
vertices of the triangles and the values @ii/ov at the midpoints of the sides are
the same as those of the solution #(x;, x,). To estimate f, (1 —) we use the
following

Theorem 3. Let ¢ (xy, x,) be twice continuously differentiable on the closed
triangle 7 and have bounded derivatives of the sixth order in the interior of 7',

| Dig(xy, x2)| =My, |i] =6

Ifurther let
Dig@)= 29 _o for |i|<2, j=1,2
pB)= "2 o for |i| 2, i=1,23.
Then it holds in T
: o W L
| D, )| = iy gir Me® M, [i] =4
where « is the smallest angle and ¢ the greatest side of the triangle 7" and €
is a constant independent of the triangle 7" and the function ¢ 3.
Applying Theorem 3 to the function = —i and taking into account that
Di(w—it)== D'u for || =6 we easily get an estimate

Jo(U—u)t= sinty Me M,

M, being now the bound for |D'ul, = 0. Using twice Friedrichs inequality
we obtain the same estimate for |2 — (-'][“.-;m. We come to the fnllowing statement :

1] the solution u (x,, x,) has bounded derivatives of the sixth order in Q,|D'u| < M,
for |i| =0, then it holds
(22) | — Ul = _‘mq o Myt
where the constant C does not depend on the triangulation. By Sobolev's lemma® it
also holds
S o
(23) max |u— U| = 5o Mght.

a sin® ¢

5. Some Lemmas and Proof of Theorem 3

First we introduce Sobolev’s lemma in a form which we need. By Wy* (£2)
we denote the space consisting of functions which together with all generalized
derivatives of the order % belong to L,(£2). The norm is given by

[ ) = Il o ‘|‘| ? | Dbl 0 -
Sobolev’s lemma. Let 0=m<k—1 and u(x,, o) ¢ Wy® (). Then u(x,, v,) <
C"(2) and
(24) max [ Do (xy, xy)

(#,, % )E82, |i]=m

= Cluligon g

where the constant C does not depend on # (x,, x,).

4 It is possible to get a numerical value of C; we do not try it as we do not need it.
1 See next section.
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Sobolev’s lemma is usually stated for the spaces Wy¥ (actually for more
general spaces W,®). But for domains which are starlike with respect to a disc,
and we shall use Sobolev’s lemma for our domain £ and the triangle 7" only,
the spaces ﬁ’z{k} and W® consist of the same set of functions and the norms
are equivalent (see [15]).

Next we state without proofs three lemmas of the same character as lem-
mas 2—~6. For further applications we may suppose [ = 1.

Lemma 8. Let g (0)={, ¢ ())=»Y, j=0,1,2, and |¢®(s)] =K, in (0, ).
Then

lg(s)| < €y max (||, [4¥']) + 2""16! KI5,

()] = Colrmax(|n], |#9)) )+ i gy Kol

5

where the constants C,_,C. are absolute constants, i.e. in this case constants
mdependent on g(s) and /3

Lemma 9. Let ¢”(0)=y{, ¢ ()=n¥, j=0,1, g(3) =2, and [¢¥(s)| =K
in (0, {). Then

5

/
47s K. 5

|g(s)| = Cymax( ];‘,{”J |J;“]" | %)) + (o8- 51 Ks P,

()] < Col2max (|gf], |48, ) + ¢ K.
Lemma 10. Let ¢ (0)=#{, =0, ..., 3, ¢ () =¥, j=0,1 and | (s)] <
in (0, 7). Then
|6 (

=< Cs max {max|n{|, max|5P|} + g_' o Kol

Proof of Theorem 3. We construct again a triangle P/ Py Py lying inside 7T
with sides a’, ", ¢/ which are 1)'1r'1]]el to the sides of 7" and lie in a distance 6.

We choose & so small that | D¢ (P) =¢/2, |{| =2, j=1, 2,3. We consider the
function g=|p, p; as a function of a parameter sc<0, ¢’). As ({( 2 oI, <28 M,
for arbitrary directions I; (j=1, ..., 6) it holds |¢®(s)| <23 M; and nhwnu-.lv
dig(o)y| _ dig(c’) | _
dsi = &, ’ d st = ¢, 1=0,1,2.
By Lemma 8 we have on I} Py
— 1 P do| -~ 1 1 i
|rp| =Get 2. 6! Myc™, | oS 1 =Cy8 ¢ + 2-51 9

Letting & ->0- we sce that on the side 1’1 L, it holds
|‘.-'"I = 03 6 M c*,

o5 2-5!"

(25) l”‘”| LM, e,

5 In the sequel we shall denote by € absolute constants, i.c. constants independent
on functions considered, on the interval <o, {> and on the triangle 7.
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- . " ] ): "
I'he same estimates are true for the other sides. As (q:,(ff") =0 (j=1,2,3) we
obtain from the last estimate and Lemma 1 that

a9(0))
X

(20)

-1 £ .
3-2_;[;146:?“, B B R TR e I
Now by translation of the origin of coordinates we achieve that the vertex I}
lies in the origin. Let #; and «, be the angles between the side B, P, and B, P,
respectively, and the x-axe. Then |o, —o,| —a and we can assume that o=
o, —ot,. Let us introduce new coordinates &, &, by the linear transformation
" 1 1

& (xysine, — xycosay), &

£2= } sin o (— 1SN oy + ¥, cOS ay)

csinog
so that
Ny=ccosay -5 fbeosay- &, xy=csine,-& Fbsina, - &,.

The triangle 7 is mapped on the triangle 7, with vertices (0, 0), (1, 0), (0, 1)
and the points (); are transformed in the mid points of the sides, i.e. in the points
(£,0), (3,2), (0, 3). We denote the new vertices by R; and the new mid points
P (% x)
b M,
is four times continuously differentiable on 7} as it belongs to W{® (7}) and it holds

“)llw(gl’ég}lizs’ li| =6, (&.&)eTq,

of the sides by S;. Let us consider the function (&, &,) = . This function

; 2, ] =1 » 2, 3 .
I‘urther, from (25) and (26) we have
1
(28} [1,’?| = 23.6!
on the boundary of 7] and

pe L' ((;.I'J

&y

(29)

S e =123 k=12

We shall prove that it follows from these estimates

(“]) |1‘U (.E].i E"” ‘:—— Cﬁ f()I' (E]_: sﬂ)ﬁT‘l'

Then from (27), (30) and from Sobolev’s lemma (k=06 so that 0=m<5) we get
|!)":p{§|,§2]| =C;, |[{| =4. If we return to the function ¢(x,, x,) we see that it
holds
; -G —li | AT
| Digp(xy, %0)| < (sin ;}m MW, |i| =4, (%, x)eT.
To prove (30) let us consider a triangle Ry Ri Rj lying inside 7, with sides
parallel to the sides of 7" in a distance 8. We choose & so small that | Diy (R})| =,

. e (S5 (2 . : oy
7] =2, (t{E i) I k=1, 2 and we consider the function g— "
-]

2 w512 i . €& |RiR:-
Obviously s=§&,, | ¢ (0)] e, |g" ()] =& for j=0,1, g( 5 IJ <e+ 2—1-5—, by (29)

=e¢+

[V
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and |¢® (&) =8 by (27). Using Lemma 9 and letting £—>0- we get
I @y (&, 0) |

2
Qs =C 153.3
ity (o, &)

GE pL2
68 053

oy
08 \rymy’
mates are simultaneously true in the point R,= (0, 0) and can be proved also
for the remaining derivatives of the third order so that it holds

(31) | D'y (0,0)]| =Cyy, |i]=3.

Considering the function g— we prove = (. These esti-

IFfurther by similar arguments it can be proved that
(s, &)

(32) OE, =C;,, on R,R,, k=1,2.

Now let R be an arbitrary point of 7] and R, be the point of the side R, R,
which lies on the line going through the origin R, and the point K. The length
of the segment K, R, is not greater than 1. Let us consider the function g=/|p x,
as a function of a parameter s. It holds g(0) —¢'(0)=g"(0)=0, | g® (0)| =2)2C,,

by (31), [¢()| = 5.1 bY (28), |0 Y2 Cra by (32), [g¥(s)| =20 - 8 by (27)

and /=1. Hence (30) follows from Lemma 10.
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s Ceskym jazykem vyucovacim v Brné. V druhém pololeti byl totalné
nasazen v Breslau (Vratislav), maturitu slozil az po osvobozeni 1945.
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Fotograficka priloha




F1 Ucitelé Ustavu matematiky Vysoké skoly technické Dr. Benese v Brné
asi 1949-1950. Stojici (zleva): Jifi Cermék, Jan Polasek, Milog Mikulik,
Frantisek Sik, Milo§ Zlamal, sedici: Sylva Santavé, prof. Josef Kaucky
a Miroslav Novotny.

F2 Uprostted Milos Zlamal, asi 1946 —1948.
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F3 Z povinné zakladni vojenské sluzby 1951/1952, prvni stojici vlevo.

F4 Portrét z roku 1955.
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F5 Ucitelé matematického ustavu prirodovédecké fakulty 22. 4. 1953.
Zleva sedici: Jan Srb, Otakar Bortivka, Ladislav Seifert, Karel Koutsky,
Miroslav Novotny; stojici: Kvétoslav Stach, Karel Culik, Frantisek Sik,
Ladislav Horak, Josef Skrasek, Karel Svoboda, Erich Barvinek, Milo$ Z14-
mal, Miroslav Laitoch, Milan Sekanina, Milos Rab.
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F6 Absolventi Prirodovédecké fakulty Univerzity v Brné se svymi uciteli
v Cervnu 1957. Sedici (zleva): doc. Miroslav Novotny, prof. Karel Kout-
sky, prof. Otakar Bortuvka, doc. Milo§ Zlamal. Stojici pani (zleva): Josef
Miklic¢ek, Milos Husicka, Bohumil Hrtiza, Vaclav Polak, Alois Urbanec,
Jaromir Vosmansky, Stanislav Koukal, Jan Ot¢enések, Jindfich Veverka,
Antonin Popelka; damy: Jindfiska Miklickova, Jitka Zemanova (r. Kuce-
rova), Elvira Snéselova.
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F7 Z iniciativy profesora Bortvky se kazdoro¢né konaly tzv. ,Matema-
tické vylety“. Béhem téchto vyletd, které stiidavé organizovali matema-
tici z brnénské a bratislavské univerzity, se navazovaly neformalni vztahy
mezi studenty a uciteli z Brna, Bratislavy i dalsich mést, které casto pre-
Sly v celozivotni pratelstvi.

Fotografie jsou z Matematického vyletu v roce 1957 na Malou Fatru.
Nahote: Karel Culik, Otakar Bortivka, Milo§ Zlamal, Zdena Rébova a
dva studenti; dole: Karel Culik, Milo§ Zlamal a Otakar Bortivka.
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F8 7 otevirdni vypocetniho stfediska Fakulty elektrotechnické VUT,
které probéhlo v dubnu 1976. Zleva: Ing. Jifi K¥istel, prof. Jan Blatny,
prof. Milos Zlamal a doc. Karel Kfivy.

F9 M. Zlamal v rozhovoru s cleny Mezinarodni organizace novinaid.
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F10 Z predavani Stiibrné plakety Bernarda Bolzana v Praze 1979.
Nahore: Jindfich Backovsky, Milos Zlamal, Josef Novak a Jifi Nedoma;
dole: Véaclav Koutnik, Milo§ Zlamal a Jindfich Backovsky.
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EHRENKOLLOQUIUM
DER SEKTION MATHEMATIK

F11 Ze slavnostniho predavani cestného doktoratu profesoru Milosi Zla-
malovi na Technické univerzité v Drazdanech v roce 1984.
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F12 Zlatou plaketu Bernarda
Bolzana Ceskoslovenské akade-
mie véd predaval prof. Zlama-
lovi v roce 1984 na Ustavu fyzi-
kalni metalurgie CSAV v Brné
akademik Piemysl Rys; vlevo:
prof. Zlamal se svoji pani Lud-
milou.

Vpravo nahore: Josef Nedoma,
Karel Segeth, Miroslav Fied-
ler, prorektor Halaxa; upro-
stred: Milo§ Zlamal, Premysl
Rys; dole: Ludmila Zlamalova,
Frantisek Sik, Ivan Kola¥, Jifi
Hrebicek.






F13 Mezinarodni Ceskoslovenskd konference o diferencidlnich rovnicich
a jejich aplikacich EQUADIFF 6 se konala v Brné 26.—30. srpna 1985,
pfedsedou organizac¢niho vyboru byl M. Zlamal.

Nahofte: slavnostni zahajeni (zleva): Jaroslav Kurzweil, Jaroslav Sykora
(prorektor UJEP), Milo§ Zlamal, Karol Filakovsky (dékan FS VUT),
Alois Kufner; dole: Milos Zlamal v diskusi s prorektorem Sykorou a Ja-
romirem Vosmanskym.
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F13a 7Z ptijeti delegace konference u primétora mésta Brna. Nahotfe: na
radnici u kulatého stolu: Milos Zlamal, Miroslav Bartusek, xy, V. N. Mas-
lennikova, Jean Mawhin, Jaromir Vosmansky, Jaroslav Sykora, xy, xy,
Roberto Conti, Ravi P. Agarwal, Czeslaw Olech, Lothar Collatz;
dole: na nadvofi radnice: Lothar Collatz, Avner Friedman, Miroslav Bar-
tusek, Ravi P. Agarwal, Milos Zlamal, Jean Mawhin, Jaroslav Sykora,
Roberto Conti, xy, Vera N. Maslennikova, Jaromir Vosmansky, Czeslaw
Olech.
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F14 Ze seminafe ,Numerické metody ve fyzikalni metalurgii“, ktery se
konal v Blansku v kvétnu 1988.

Zleva: Jiti Hiebicek, Ivo Marek, Milo§ Zlamal a Ivan Hlavacek.

F15 Prof. M. Zlamal v rozhovoru s geometrem prof. Karlem Svobodou,
vzadu statistik Dr. Pavel Osecky.
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F17 M. Zlamal, statistik Jifi Polach a fyzik Pavel Neusser z Mnichova
pri navstévé Brna 25. 3. 1989.
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F18 Profesor Zlamal a jeho spolupracovnici z Oblastniho vypocetniho
centra na oslavé narozenin doc. Heleny Riuzickové 28. tinora 1989.

Nahote panové zleva: Miroslav Novak, prof. Alexander Zenisek, Ing. Libor
Holusa, doc. Jifi Kopfiva; dole: doc. Josef Nedoma a prof. Milo§ Zlamal.
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Nahote: doc. Helena Rizickova a doc. Libor Cermdk, dole: Ing. Libor
Holusa a prof. Ladislav Mejzlik.
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F19 Svatebni fotogra-
fie 19. 1. 1952 — Milos
Zlamal a Ludmila ro-
zend Vichrova.

Manzelé Zlamalovi se
synem.




F20 M. Zlamal s pani
Ludmilou a vnuky Da-
videm a Terezkou.

M. Zlamal s vnuckou
Terezkou.
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F21 K zélibam profesora Zlamala patfily hory (s vrcholem Mont Blancu
pii navstévé Chamonix), rad také hraval tenis a lyzoval.
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F22 Léta se schazel s prateli pfi karetni hie taroky (kterou hraval vzdy
s velkym nasazenim) a v sauné, pfi¢emz nechybél humor, postuchovani
a recese: na snimku Jifi Polach pfedéava vlastnoruc¢né vyrobeny diplom k
narozeninam, piihlizi Karel Pellant.
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F23 Portrét po roce 1990
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English summary



Memorial afternoon

December 30, 2004 was the 80th anniversary of the birth of Professor
Milos Zldmal (December 30, 1924 —June 22, 1997), a world known scien-
tist, significant professor of Brno University of Technology. He laid foun-
dations to the mathematical theory of the Finite Element Method; he also
contributed to propagation of using computers and computing methods
and informatics in education and industry.

On this occasion a Memorial Afternoon took place in the University Hall
of the Centre of Brno University of Technology (BUT) on January 12,
2005. The Afternoon was organized under auspices of the rector of BUT
Professor Jan Vrbka by the Institute of Mathematics of Faculty of Mecha-
nical Engineering of, BUT, by the Czech Mathematical Society and Brno
Local Chapter of the Union of Czech Mathematicians and Physicists.
The aim of the Afternoon was to commemorate this world known scientist,
his work and era of development of the finite element method in Brno.
The seminar was opened by the rector of BUT Professor Jan Vrbka. In
a personal remembrance he briefly appreciated Professor Zlamal’s con-
tribution to BUT. Later, Professor Alexander ZeniSek from the Insti-
tute of Mathematics, Faculty of Mechanical Engineering, BUT explai-
ned how Professor Zlamal had got to the finite element method. After
a short video-recording of Zlamal’s lecture Professor Michal Kiizek from
the Mathematical Institute in Prague of the Academy of Sciences of the
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Czech Republic spoke about super-convergence phenomena in the finite
element method, to which Professor Zlamal also contributed.

After a break Professor Jifi Kratochvil from the Institute of Water Structu-
res, Faculty of Civil Engineering, BUT spoke about his cooperation with
mathematician professor Zlamal from the point of view of an engineer,
and ing. Libor Holusa from the Faculty of Informacics, Masaryk Univer-
sity in Brno mentioned the point of view of a computer programmer. In
the last contribution Professor Ivo Marek (Faculty of Civil Engineering,
Czech Technical University in Prague) brought a view from abroad. He
associated various mathematical papers of Professor Zlamal to the famous
music works composed by Antonin Dvotak.

Between the contributions Professor Jifi Jan from the Department of Bio-
medical Engineering, FEEC BUT, performed short baroque organ pieces.
The Memorial Afternoon was closed by a toast and snack (sponsored by
Professor Jiff Hiebicek) in the Assemble Hall of the Centre.

On this occasion an exhibition of historical photographs, documents and
diplomas were prepared. Also a faksimile of the famous 1968 paper was
displayed. It laid foundations of the finite element method mathematical
theory and brought the author appreciation worldwide. The seminar, as
well as the exhibition was prepared and moderated by Jan Franc.

The nice setting of the BUT Center offered good condition s for this
modest reminder of this world-known scientist, significant professor at
BUT and an excellent man.

The booklet contains all contributions presented during the Memorial Af-
ternoon and the documents and photographs displayed on four panels. In
selected pictures the editor wished to commemorate also the atmosphere
of the time, Zlamal’s fellows and friends. Mrs. Ludmila Zlamalovéa (Pro-
fessor Zldmal,s wife) lent all photos and documents, and also many colle-
agues have lent further pictures, helped with recognition of persons in the
photos and advised the editor in editing the booklet.

The Editor
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Biografical dates

December 30, 1924
19361944

1944 —-1945
September 15, 1945
February 6, 1946
April 1, 1948

February 10, 1949

1950-1951
January 19, 1952
1951-1952

1952

1955
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born in Zborovice in Moravia close to Krométiz
attended 3rd real gymnasium (comprehensive
secondary school) in Brno

forced war labour in Breslau (now in Poland)
secondary school final examination in Brno
enrolled to Faculty of Science of Masaryk Univer-
sity in Brno

assistant at Institut of Mathematics, Dr. Eduard
Benes Technical University in Brno (now BUT)
graduated from the Fakulty of Science, Masa-
ryk University with the title RNDr., defended
the paper On sufficient conditions for solution
uniqueness of a system vy, = fu(x,y1,--,y))
(v=1,...,n) and sequences with this system
postgraduate studies at the of the Matematical In-
stitut, Czechoslovak Academy of Science in Prague
married Ludmila Vichrova

compulsory military service

fellow at Faculty of Science, Brno University (now
again Masaryk Univerzity)

scientific degree Candidate of Science (Ph.d. equi-
valent) at the Mathematical Institute of the Cze-
choslovak Academy of Sciences; defending the pa-
per Study of oscilatory a asymptotic properties of
solution to linear differential equations supervised
by prof. Dr. O. Boruvka



June 1, 1956 appointed “docent” (associate professor) at the Fa-
culty of Science, Brno University

1956 - 1984 editorial board member of the scientific jour-
nal Aplikovand matematika (now Applications of
Mathematics)

September 1, 1961 moved to the Faculty of Mechanical Engineering
of BUT

November 1, 1961  appointed head of the Computing Machine Labo-
ratory, FME BUT

1963 appointed director of the Computing Machine La-
boratory (later Regional Computing Centre)
April 17, 1963 obtained scientific degree of Doctor of Science

(DrSc.) at the Mathematical Institute, Czechoslo-
vak Academy of Sciences; defended the paper Mi-
xed problem for hyperbolic equations with a small

parameter
July 28, 1965 appointed full professor of mathematics
1968 published a paper On the Finite Element Method

March 16, 1981 appointed Member Correspondent of the Czecho-
slovak Academy of Sciences

1983 -1992 president of Scientific Board for Mathematics of
the Czechoslovak Academy of Sciences

1990 moved to Department of Mathematics of Faculty
of Mechanical Engineering, BUT

1995 retired

June 22, 1997 died in Brno.

The complete list of Professor Zlamal’s scientific publications is on pages
48-52 in this booklet.
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Awards

November 19, 1969
April 30, 1974

June 15, 1974
December 30, 1979
March 1981
September 5, 1984
December 30, 1984
December 30, 1984
1984

August 22, 1987
December 9, 1987

1989
1992

1994
1995
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Memorial bronze medal of BUT

Klement Gottwald State awards of for creating
and developing of the finite element mathema-
tical theory and its application in engineering
(awarded the by President of the Republic)
George Dimitrov prize (awarded by industrial
concern CKD Blansko)

Bernard Bolzano silver plaque of the Czechoslo-
vak Academy of Sciences

Medal commemorating 35th anniversary of res-
toring University in Olomouc

Doctorate honoris causa at Technical University
in Dresden

Bernard Bolzano golden plaque of the Czecho-
slovak Academy of Sciences

Golden memorial medal of BUT

Golden medal of Palacky University in Olomouc
Honourable member of the Union of Czechoslo-
vak Mathematicians and Physicists

Medal of Czechoslovak Society for Mechanics
Memorial medal of BUT

Memorial medal of Charles University in Prague
for significant contribution to the development
and application of the finite element method
Silver medal of Masaryk University

Honorable appreciation of the Faculty of Mecha-
nical Engineering, BUT



In Memoriam Professor Milos Zlamall

Libor Cermdk, Josef Nedoma, Alezander Zenisek

On June 22, 1997, a prominent Czech mathematician Professor
RNDr. Milo§ Zlamal, DrSc., died unexpectedly at the age of 73 years.
Milo§ Zldmal was born on December 30, 1924 in Zborovice near
Kroméiiz. He started his studies at 3rd secondary school (gymnasium) in
Brno. After his final exams he entered the Faculty of Science of the Masa-
ryk University in Brno to study Mathematics and Physics. He
obtained his doctorate in 1949 and became Assistant Professor at the
Technical University in Brno. In the academic year 1950/51 he was a post-
graduate student in the Mathematical Institute of the Czechoslovak
Academy of Sciences in Prague and, after fulfilling his military service, at
the Faculty of Science, Masaryk University. After obtaining the scientific
degree of Candidate of Science he remained at the Faculty till 1961, first
as Assistant and later Associated Professor (Docent) of Mathematics.
Since 1961 his professional career but also his life were permanently con-
nected with the Technical University in Brno. Here he worked briefly as
Associated Professor at the Faculty of Mechanical Engineering. During
1963-90 he was director of the Regional Computation Centre and in 1990-
95 he acted as Professor of Mathemaics in the Institute of Mathematics of
the Faculty of Mechanical Engineering. Even when retired he was unable
to imagine his life without mathematics and never stopped cooperating
with the Faculty.

1Slightly revised paper published in the Czechoslovak Mathematical Journal 48
(123) (1998), 185-191, reprinted with permission of the Editor.
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While working at the Technical University he obtained in 1963 the de-
gree of Doctor of Science and in 1965 was appointed full professor. In
1980 he was awarded the Bernard Bolzano Silver Medal of the Academy
of Sciences, in 1984 the Brno Technical University Golden Medal and
doctorate honoris causa at Technical University in Dresden. In 1992 he
obtained the Charles University Memorial Medal for his significant con-
tribution to the development and application of the Finite Elements Me-
thod. In the period 1983-92 he held the chair of the Scientific Board for
Mathematics of the Czechoslovak Academy of Sciences.

Professor Zldmal spent the major part of his extremely fruitful scientific
career as head of the Computation Centre of the Technical University
in Brno. Starting from its foundation, he was its director full 27 years.
Originally a small computer centre developed under his leadership into
one of the most important institutes within the frame of institutions of
higher education in the country and played a considerable role in intro-
ducing modern computational methods and the computers themselves
into practical use. Professor Zlamal lectured for a number of years for
postgraduate engineering students about the most recent computational
methods. More than 30 years he led a seminar for specialists in numerical
methods both for Czechoslovak and foreign participants. Professor Zlamal
engaged himself also in the education of a number of young scientists —
most of them are now professors or researchers at various institutions of
higher education.

As a young mathematician Milo§ Zlamal worked in the theory of diffe-
rential equations, first the ordinary and later the partial ones. Till the
year 1967 he published 23 original papers from this field. Among the
most important results from that period we should mention the theory
of hyperbolic equations with small parameter at the highest derivative
which became the topic of his thesis published in 1960. The essential part
of this thesis was published in [13]. The most important period of his
creative work started when in 1967 he became acquainted, through his
collaboration with engineers, with the newly developing Finite Elements
Method. He published his research concerning the method in 47 papers
and his results brought him respect and fame all over the world.

Professor Zlamal was endued with an ability which is not quite common
among mathematicians: he had lively interest in problems stemming from
engineering practice, was able to listen to engineers, collaborate with them
and use their problems as a starting point for his highly scientifically
grounded research. So e. g. the topic of his thesis arose from his discussions
with Professor V. Halek, DrSc. His first information about the Finite
Elements Method came from Professor J. Kratochvil, DrSc., from the
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Faculty of Civil Engineering of Technical University in Brno. Professor
Zlamal recognized in the procedure used by engineers certain connections
with a half-forgotten paper by R. Courant (Variational methods for the
solution of problems of equilibrium and vibrations, Bull. Amer. Math.
Soc. 49(1943), 1-23) and with variational methods generally. At first he
intended to write only a short note on convergence of Veubecke’s element,
but new ideas and impulses coming in the course of work resulted in the
paper [24], one of the papers most frequently cited in the Finite Elements
Method.

In his seminar Professor Zlamal gradually formed a group of people fully
engaged in the newly expanding Finite Elements Method. This gave rise
to the Brno school of the method. It had the advantage of being directly
connected with the computational practice: algorithms and foundations
of software for the method were being developed parallelly with solving
mathematical problems. In this direction, programmer’s erudition of L.
HoluSa as well as practical experience of Professor Kratochvil with the
application of the method represented a considerable contribution. The
software system was being developed for many years and, besides being
used for practical applications, it served also for immediate verification
of theoretical results.

The period 196773 could be called ”the elliptic period”in Zlamal’s work
in the Finite Elements Method. The above mentioned paper [24] started
a series of 18 papers which can be considered the best textbook of the
Finite Elements Method of that time. For example, Professor Raviart
from Paris claimed that he had learned the method from Zlamal’s early
papers.

Since 1973 (except for the period 1977-79 when he analyzed the su-
perconvergence and reduced integration in the Finite Elements Method)
M. Zlamal devoted himself to evolution problems. At first he treated li-
near parabolic equations, paying special attention to multistep methods.
Since 1976 he systematically studied nonlinear problems, first of all again
the parabolic equations. The two most important papers from this period
are [50] where he studied the convergence of twostep A-stable difference
methods and [56] where he dealt with the equation with a nonlinearity
also in the term with time derivative.

During 1979-82 M. Zlamal studied mainly the parabolic-elliptic nonli-
near equation, which has many applications in the solution of nonlinear
magnetic fields. In particular, the papers [61] and [63] are of principal
importance.

During 1983-90 M. Zlamal studied problems related to the numerical
solution of equations describing processes in the production of semicon-
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ductors and their operation. The papers [65] and [69] should be mentioned
as being of the greatest significance in this field.

During the last period of his life Professor Zlamal was engaged in the box
method.

Professor Zlamal always did his best to verify his theoretical results in the
Finite Elements Method numerically. This led gradually to the creation
of programs for the solution of thin plates, for problems of plane elasticity
with various kinds of elements mutually connected by interface elements,
for heat transfer equations, magnetic fields, simulation of semiconductor
production and basic semiconductor equations.

He always chose problems which were then topical not only from the
theoretical but primarily from the practical point of view. In his papers
he solved problems of basic significance and therefore his methods and
proofs can be modified and extended to related fields, as we have seen for
many a time. Thus careful reading of Zlamal’s papers has often become
an unexpected but extremely pleasant start of further creative work.
Only when looking back at the sum of scientific, pedagogical and orga-
nizing activities of Professor Milo§ Zldmal we realize how much he has
left to us and how much we will miss him. In Milo§ Zldmal, Czech scien-
tific community has lost one of its most prominent mathematicians and
Institute of Mathematics of the Faculty of Mechanical Engineering his
outstanding member.

120



List of Documents and Photographs

Page 7-8 Invitation to the Memorial Afternoon
Page 42 Memorial Afternoon January 12, 2005.

Up: Four panels with documents were displyed in the corridor. Prof.
Milos Rab watching the panel with photographs.

Down, from the left: Ing. Ivo Zldmal (the son), Dr. Ales Zlamal
(nephew), Ludmila Zldmalova (wife of M. Zldmal), doc. Jan Francu
and prof. Jifi Hiebicek.

Page 43 Up left: Prof. Jif{ Kratochvil from the Faculty of Civil Engi-
neering spoked about cooperation of the engineer with the mathe-
matician; right: Prof. Jif{ Jan from Department of Biomedical En-
gineering, FEEC BUT, played short organ pieces.

Down: After the official programme the Memorial Afternoon conti-

nued in informal discussions with a toast and snack in the Assemble
Hall, BUT Centre.

List of documents, pages 78-87

D1 School report from the third class of Elementary School.

D2 The last war — mid-year school report from the 8th class of the
Comprehensive secondary school with Czech language in Brno. In
the second semester he was forced to war labour in Breslau. He
passed his school-leaving examinations in 1945 after the liberation.

D3 A typical document of the period after the communist coup d’état in
February 1948. Many student were accused of antisocialist opinions
and many of them were excluded from the University.
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D4 Diploma of “Rerum Naturalium Doctor” (RNDr.) at Masaryk Uni-
versity in Brno.

D5 Diploma accompanying the Klement Gottwald State Award for the
creating and developing of the finite element mathematical theory of
and its application in engineering practice.

D6 Diploma of Corresponding Member of the Czechoslovak Academy of
Sciences.

D7 Diploma of Doctor honoris causa awarded by the Technical Univer-
sity in Dresden.

D8 Bronz medal of Brno University of Technology 1969.
D9 Award from an industrial concern — George Dimitrov Prize.

D10 Golden plaque of Bernard Bolzano of the Czechoslovak Academy
of Sciences.

D11 Memorial medal of the Union of Czechoslovak Mathematicians and
Physicists.

D12 Memorial medal of the Czechoslovak Society for Mechanics.
D13 Memorial medal of Brno University of Technology.
D14 Memorial medal of Charles University in Prague.

D15 Memorial medal of Faculty of Mathematics and Physics, Charles
University in Prague.

D16 Memorial medal of Masaryk University in Brno.

List of photographs, pages 3757
The persons in the photographs are cited from the left to the right.

F1 Teachers of Institute of Mathematics, Dr. Eduard Bene§ Technical
University in Brno (now BUT) in about 1949-1950. Standing, sit-
ting — for names see the text in Czech.

F2 In the middle Milo§ Zlamal, about 1946-1948.

F3 During Compulsory military service 1951/1952. M. Zlamal is the
first standing on the left hand side.

F4 A portrait from 1955.

F5 Teachers of the Institute of Mathematics, Faculty of Sciences, Ma-
saryk University, April 22, 1953. Standing, sitting — for names see
the text in Czech.

F6 New graduates from the Faculty of Sciences, Brno University (now
again Masaryk University) with their teachers in June 1957. Sitting:
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teachers, standing: students gentlemen and ladies, for names see the
text in Czech.

F7 Initiated by professor Borivka, the so-called Mathematical trip was

taking place every year. During these trips, organized alternatively
by mathematicians form university in Brno and Bratislava, informal
contacts between students and teachers from Brno, Bratislava and
other cities came into being. These contacts often transformed into
life-long friendships. Pictures are from the Mathematical trip in
1957 to Mal4 Fatra Mountains in Slovakia. Up: Karel Culik, Otakar
Boruvka, Milo§ Zlamal, Zdena Rabova and two students, down:
Karel Culik, Milo§ Zldmal and Otakar Boruvka.

F8 From the opening of the Computing Center of Faculty of Electrical

Engineering, BUT in April 1976. In the picture are Ing. Jifi Kiistel,
prof. Jan Blatny, prof. Milos Zlamal and doc. Karel Ktivy.

F9 M. Zlamal in a discussion with journalists of the International Jour-

F10

F11

F12

F13

nalists’ Organization.

From the award ceremony of the Bolzano Silver Plaque in Pra-
gue 1981. Up: Jindfich Backovsky, Zldmal, Josef Novak and Jifi
Nedoma; down: Vaclav Koutnik, Zlamal and Jindfich Backovsky.

From the award ceremony of the doctorate honoris causa at Tech-
nical University in Dresden in 1984.

From the award ceremony of the Bernard Bolzano Golden plaque of
the Czechoslovak Academy of Sciences at the Institute of Physical
Metalurgy in Brno in 1984. Up: Milo§ Zlamal, Pfemysl Rys. Left:
Zlamal and his wife Ludmila. En face up: Josef Nedoma, Karel
Segeth, Miroslav Fiedler, vice-rector Halaxa; in the middle Milos
Zldmal, Pfemysl Rys; down: Ludmila Zlamalové, Frantisek Sik, Ivan
Kolar, Jifi Hrebicek.

International Czechoslovak Conference on Differential Equations
and Their Applications EQUADIFF 6 took place in Brno on August
26 —30, 1985. Prof. Zlamal was chairman of the Organizing Com-
mittee. Up: opening ceremony: Jaroslav Kurzweil, Jaroslav Sykora
(vice-rector of the University), Milo§ Zlamal, Karol Filakovsky (dean
of FME BUT) and Alois Kufner; down: Milo§ Zlamal in a discussion
with Jaroslav Sykora and Jaromir Vosmansky.

En face: The conference delegation was met by the Mayor of Brno.
Up: delegation by a round table at the town hall, down: delegation
on the town hall court by a fountain. For participants’ names see
the text in Czech.
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F14 From the Seminar “Numerical Methods in Physical Metalurgy”,
in Blansko in May 1988. In the picture: Jifi Hfebicek, Ivo Marek,
Milos Zldmal and Ivan Hlavacek.

F15 Prof. Zlamal in discussion with geometer prof. Karel Svoboda, at
the back Dr. Pavel Osecky, statistician.

F16 Physicist Frantisek Lukes, astronomer Bedfich Onderlicka and Zlamal.

F17 Milos Zlamal, statistician Jifi Polach a physicist Pavel Neusser from
Munich during his visit in Brno on March 25, 1989.

F18 Professor Zlamal and his collaborators from the Regional Com-
puting Center during celebration of doc. Helena Ruzickova birth-
day on February 28, 1989. Up gentlemen: Miroslav Novak, Alexan-
der Zenisek, Libor Holusa, Jifi Kopfiva. Down: Josef Nedoma and
Zlamal.

En face — up: doc. Helena Ruzickovs and doc. Libor Cermék; down:
Ing. Libor Holusa and Prof. Ladislav Mejzlik.

F19 Wedding photograph — January 19, 1952, Milo§ Zldmal and Lud-
mila nee Vichrova; married couple with their small son Ivo.

F20 Up: Milos Zlamal with his wife Ludmila and grandchildren David
and Tereza; down: Milo§ Zlamal with his granddaughter Tereza.

F21 Mountains were Milo§ Zlamal’s hobby [at Brevent (in back the
summit of Mont Blanc) during a visit to Chamonix]|, he also liked
playing tenis and downhill skiing.

F22 For many years he used to meet friends to play tarok (card play) and
take sauna. The meetings were full of good humour, cheerfulness and
rag. In the picture from sauna Jit{ Polach awards Zlamal a diploma
for his birthday, Karel Pellant is standing by.

F23 A portrait after 1990.
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