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0. Uvod.

Stejné jako prvni vydani skript, i toto jejich druhé, upravené vydani je urceno stu-
dentim oboru matematické inzenyrstvi na Fakulté strojniho inzenyrstvi Vysokého
uceni technického v Brné. Ma slouzit jako ucebni text jednosemestralniho pred-
métu Metody diskrétni matematiky, ktery je v tomto oboru vyucovan. Predmét si
klade za cil seznamit studenty se zakladnimi metodami diskrétni matematiky, které
nachéazeji bohaté uplatnéni v technické praxi, predevsim v informatice. Vyznam dis-
krétni matematiky rapidné vzrista s pronikanim pocitaci do vsech oblasti lidské
¢innosti, takze v soucasné dobé je diskrétni matematika z hlediska praktickych apli-
kaci neméné dilezita nez matematika spojita.

Protoze skripta maji slouzit studentiim inzenyrské a nikoliv matematické spe-
cializace, jsou psana se snahou o co nejvétsi srozumitelnost a vyhybaji se naroc-
né€jsim matematickym tvahdm a konstrukcim. Vyzaduji jen znalosti stfedoskolské
matematiky a védomosti ziskané v kurzu Linedrni algebra v prvnim ro¢niku studia
matematického inzenyrstvi - viz skripta [8], ze kterych je prevzato zakladni ozna-
¢eni (zde jen piipometime, Ze symboly IN, Z, Z*, Q, R a IR po fadé oznacuji
mnoziny prirozenych, celych, celych nezapornych, racionalnich, redlnych a realnych
nezapornych ¢isel).

V predmétu Metody diskrétni matematiky, tedy ani v predkladanych skriptech,
neni zahrnuta teorie grafii, ktera tvori vyznamnou soucast diskrétni matematiky.
S touto teorii budou studenti matematického inZenyrstvi seznédmeni zvIl4st, a to
v kurzu Grafy a algoritmy.

Prvni kapitola skript pojednava o jednom z nejobecnéjsich matematickych pojmi,
o (binarnich) relacich mezi mnozinami. Ve druhé kapitole jsou diskutovana zobra-
zeni, ktera jsou chapana jako specialni relace mezi mnozinami. Tteti kapitola se
v néasledujicich dvou kapitolach: tolerance a ekvivalence v kapitole 4. a usporadané
mnoziny v kapitole 5. Kapitola 6. pojednava o svazech a kapitola 7. o Booleovych
svazech. Booleovy funkce jsou pak diskutovany v kapitole 8. Devata kapitola se
zabyva logickymi a spinacovymi obvody jako konkrétnimi aplikacemi Booleovych
svazi a funkci. V kapitole 10. jsou diskutovany formalni jazyky s dirazem na ja-
zyky regularni a v navazujici 11. a 12. kapitole jsou studovany konecné automaty
(deterministické akceptory) a gramatiky. Zavérecnd 13. kapitola je vénovéana teorii
kédovani, presnéji teorii samoopravnych (linearnich) kédi.

Vyklad kazdé kapitoly je demonstrovan na piikladech a pro kontrolu pochopeni
probirané latky slouzi uvedend cviceni. S dalsimi vyznamnymi partiemi diskrétni
matematiky, které nebylo mozno zatadit do téchto skript z diivodu jejich omezeného
rozsahu, se mize ctenar seznamit v nékteré z ucebnic uvedenych v citované literature.

V Brné 12. listopadu 2004



1. Relace mezi mnozinami

V bézném zivoté se Casto setkavame se situacemi, kdy existuje jisty vztah mezi dvo-
jicemi néjakych objektt. K popsani takovychto vztahti slouzi v matematice pojem
relace.

1.1. Definice. Budte A, B mnozZiny. Relaci z A do B rozumime libovolnou
podmnozinu R C A x B.

Pripomenme, ze symbolem A x B znacime kartézsky souc¢in mnozin A a B, tedy
mnozinu, jejimiz prvky jsou pravé vSechny dvojice (a,b), kdea € Aab € B (pficemz
prvky mnoziny A jsou vzdy na prvnim misté v téchto dvojicich a prvky mnoziny B
jsou vzdy na misté druhém). Relace R z A do B je pak mnozina, ktera je tvofena
nékterymi z téchto dvojic. Pfitom pfipoustime i krajni situace R = () (tzv. prdzdnd
relace) a R = A x B (tzv. univerzdlni relace). Jak je obvyklé, misto (a,b) € R
budeme psat aRb a misto (a,b) ¢ R budeme psat aRb. Poznamenejme, 7ze misto
relace se v literatufe také pouziva pojmu korespondence.

1.2. Priklady (1) Bud 7" mnozina v8ech uciteld na jisté skole a S mnozina vsSech
pfedmétt vyucovanych na této skole v daném skolnim roce. Pak R = {(t,s) € T'x S,
ucitel ¢ vyucuje predmét s} je relace z 7' do S.

(2) Bud P mnozina vSech bodt v roviné a L mnozina vSech pfimek v roviné.
Jestlize pro libovolny bod p € P a libovolnou pfimku [ € L polozime pRIl < p lezi
na [, pak R je relace z P do L.

Bud R relace z koneéné mnoziny A = {ay, as, ..., ay, } do koneéné mnoziny B =
{b1,bs,...,b, }. Pak relaci R je mozno reprezentovat jeji matici, coz je matice M =
(mij) typu m x n tvofena jen nulami a jednickami, pri¢emz m;; = 0, pravé kdyz
ainj, a m;; = 1, pravé kdyz a;Rb; (i = 1,...,m; j = 1,...,n). Matice M relace R
se nekdy zapisuje ve formeé tabulky, ktera obsahuje navic nulty fadek tvoreny prvky
b1, ..., b, a nulty sloupec tvoreny prvky ai, ..., an,.

Jinym zpiisobem reprezentace relace R je jeji graf. Obdrzime jej tak, ze prvky
mnozin A a B znézornime jako body a z prvku a; vedeme orientovanou hranu (sipku)
do prvku b;, praveé kdyz a;Rb; (1 =1,....,m; j =1,...,n).

1.3. Piiklad. Nechf A = {0,1,2}, B = {3,455} a R = {(0,3),(0,4),
1 10
(1,4)}. Pak R je relace z A do B, jejiz matici je | 0 . Graf relace R mé tvar
0
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1.4. Definice. Bud R relace z A do B. Inverzni relaci k relaci R rozumime
relaci R™' z B do A danou vztahem R™' = {(b,a) € B x A; aRb} (tj. vztahem
bR™'a < aRD).

Z matice relace R obdrzime matici relace R~! transponovanim, z grafu relace R
obdrzime graf relace R~! obracenim orientace vSech hran.

1.5. Pi¥iklad. Bud R relace z IR do IRY dané vztahem mRn < n = m?2. Pak
nR™'m, pravé kdyz m = +./n.

1.6. Cviceni. Dokazte, 7e pro libovolné relace Ra S z A do B plati (R™!)"! = R,
RCS=R'CS' (RUS)'=RITUSH (RNS) =R NS, (R-S5)"=
Rt - S

1.7. Definice. Budte R C A x B, S C B x (C relace. Relaci RS C A x C
definovanou vztahem RS = {(a,c¢) € A x C; existuje b € B tak, ze aRb a bSc}
nazyvame sloZenim relaci R a S.

Jestlize Mp je matice relace R a Mg je matice relace S, pak matici relace RS
obdrzime z matice Mg - Mg (kde - zna¢i maticovy soucin) nahrazenim vsech prvki
vétsich nez 1 jednickami. Graf relace RS obdrzime z graf relaci R a S tak, zZe z
prvku a € A vedeme orientovanou hranu do prvku ¢ € C' pravé tehdy, kdyz existuje
prvek b € B takovy, ze v grafu relace R vede orientovand hrana z a do b a v grafu
relace S vede orientovana hrana z b do c.

1.8. Priklad. Necht A = {al, az, as, g4, CL5}, B = {bl, bg, bg}, C = {Cl, Co, Cs3, C4} a
necht R = {((11, bl), (ag,b3)7 ((lg,bg), (a5,b1), (a57b3)} - A x B, S = {(bl,cl), <b1,62>,
(by,cq), (b3, c2)} € B x C. Pak RS = {(a1,c1), (a1, c2), (a1, ca), (az,c2), (as,c1),
(as, ca), (as,cq)}

1 00
0 01 1101
Ziejmé plati Mr=]1 0 1 0 [aMg=| 0 0 0 O |.Odtud dostavame
0 0O 0100
1 01



1101 1101
0100 0100
Mr -Ms=10 0 0 0 |,takze Mps=1] 0 0 0 O
0000 0000
1 201 1101

Grafy relaci R a S maji néasledujici tvar:

R S

by
CL2 o o /o 02
by
aso o °Cs
A B C

A

Tedy graf relace RS ma tvar:

Qo °C1
/

Q9 © —+o Co

asgo °C3

Q40 \0 Cy

Z//%/

&

A

1.9. Véta Necht R C Ax B, S C Bx C, T C C x D jsou relace. Pak plati
(RS)T = R(ST) (tj. skladani relaci je asociativni).

Diikaz. Necht (a,d) € A x D je libovolny prvek. Pak (a,d) € (RS)T < existuje
prvek ¢ € C tak, ze (a,c¢) € RS a (¢,d) € T < existuji prvky ¢ € C a b € B tak,
ze (a,b) € R, (b,c) € S a (c,d) € T < existuje prvek b € B tak, ze (a,b) € R a
(b,d) € ST & (a,d) € R(ST). Tedy (RS)T = R(ST).
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V disledku véty 1.9 misto (RS)T a R(ST) piSeme struéné RST.

1.10. V&ta. Necht R C A x B a S C B x C jsou relace. Pak plati (RS)™! =
STIR-L.

Diikaz. Bud (c,a) € C x A libovolny prvek. Pak plati (c,a) € (RS)™! < (a,c) €
RS & existuje prvek b € B tak, Ze (a,b) € R a (b,c) € S & existuje prvek b € B
tak, ze (c,b) € St a (b,a) € R™' & (c,a) € ST'R™. Tedy (RS)™ ' = SR

1.11. P¥iklad. Uvazujme relace R a S z pitkladu 1.8. Pak (RS)™! = {(c1,a1),
(c2,a1), (ca, @), (c2,a2), (c1,a5), (c2,a5), (cay a5)}. Protoze R™' = {(by,a1), (b3, az),
(b27 a3)7 (b17 a5)7 (b37 CL5)} a prOtoze S_l = {(Cl7 bl)a (027 bl); (047 b1)7 (027 b3)}7 dosta-
vame STTR™! = {(c1, a1), (1, as5), (c2, a1), (2, as), (ca, a1), (4, as), (c2, az) }. Skutecné

tedy plati (RS)™! = SR

1.12. Cviceni. Dokazte, ze pro relace R, S, T, U a pfislusné slozené relace (pokud
jsou definovany)

a) z podminek R C S aT C U plyne RT C SU,

b) plati distributivni zdkony vzhledem ke sjednoceni, tj.

(RUS)T =RTUST a R(SUT)=RSURT,

c) obecné neplati distributivni zdkon vzhledem k priniku ani vzhledem k mno-
zinovému rozdilu, nybrz plati jen inkluze

(RNS)T C RTNST, R(SNT) C RSNRT,

(R—S)T DORT—STaR(S—-T)2RS— RT.



2. Zobrazeni

Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B se Casto definuje jako predpis, ktery kazdému
prvku mnoziny A prifazuje jediny prvek mnoziny B. Pomoci pojmu relace lze defi-
novat zobrazeni presnéji takto:

2.1. Definice. Budte A, B mnnoziny a R relace z A do B. Relace R se nazyva
zobrazeni mnoziny A do B, jestlize jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(a) Ke kazdému a € A existuje b € B tak, Ze aRb.

(b) Pro libovolné prvky a € A a b,c € B z podminek aRb a aRc plyne b = c.

(20 (ah)

O O

Co o (

b o—| of

u\@

Jsou-li mnoziny A, B konecné, pak relace R z A do B je zobrazeni, pravé kdyz
kazdy radek matice relace R obsahuje pravé jednu jednicku, tj. pravé kdyz v grafu
relace R vede z kazdého prvku a € A pravé jedna orientovana hrana.

Misto zobrazeni se ¢asto pouziva také pojmu funkce. Abychom odlisili zobra-
zeni od relaci, budeme je oznacovat malymi pismeny. Skutecnost, ze f je zobrazeni
mnoziny A do B, se obvykle zapisuje ve tvaru f : A — B. Misto afb se pak piSe
b= f(a). V souladu s piedchozi kapitolou f~! znadi inverzni relaci k zobrazeni f a
fg znadi slozeni zobrazeni, tj. relaci f a g.

2.2. Priklady. (1) Bud U kone¢nd mnozina a necht P(U) zna¢i mnozinu vsech
podmnozin mnoziny U. Bud ¢ : P(U) — Z* funkce definovana vztahem m = ¢(.5)
< m je pocet prvki mnoziny S C U. Pak ¢islo m = ¢(S) se nazyva mohutnost
mnoziny S a znaci se card S.

(2) Zobrazeni f : A — IR, kde A C IR, jsou pfedmétem studia matematické
analyzy a nazyvaji se obvykle funkcemi. Napt. funkce f(x) = /x je zobrazenim
f:(0,00) — IR.

2.3. Definice. Zobrazeni f : A — B se nazyva zobrazenim A na B nebo surjekci,
jestlize ke kazdému b € B existuje a € A tak, ze b = f(a).



°g
c o— of | B
A
b o— oe

2.4. Priklad. Ziejmé funkce tg x je surjekci mnoziny R — {(2k +1)3; k € Z}
na IR.

2.5. Definice Zobrazeni f : A — B se nazyva prosté nebo injekce, jestlize pro
libovolné ay,as € A z podminky f(a;) = f(az2) plyne a; = as.

Co Og

A bO of
B

a \ oe

2.6. Priklad. Ziejmé funkce arcsin x a arccos z jsou injekce intervalu (—1,1)
do IR, zatimco arctg = a arccotg x jsou injekce IR do IR.

2.7. Definice. Zobrazeni f : A — B se nazyva bijekct, je-1i surjekei i injeked.

(7o) (o)

Co Og

A B
bo o f
ao 0 €

N N
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2.8. Piiklad. Bud f : IN — Z zobrazeni dané predpisem

n

1on jestlize n € IN je liché,
5, jestlize n € IN je sudé.

OR
Pak je zfejmeé f bijekce.

2.9. Definice. Zobrazeni f : A — A se nazyva identita na A, jestlize f(a) = a
pro kazdé a € A.

Ztejmé je tedy kazda identita bijekci. Identitu na mnoziné A budeme oznacovat
symbolem d 4.

2.10. Definice. Bud f : A — B zobrazeni. Je-li inverzni relace f~! k f zobra-
zenim B do A, pak se f~! nazyva inverznim zobrazenim k f.

2.11. Véta. Bud f : A — B zobrazeni. Pak jsou néasledujici podminky ekviva-
lentni:

(i) K zobrazeni f existuje inverzni zobrazeni,
(i) £ = ida, [ f = idp,
(iii) f je bijekce.

Driikaz. Predpokladejme nejprve, ze k zobrazeni f existuje inverzni zobrazeni, tj.,
7e inverzni relace f~! k f je zobrazeni B do A. Necht x, 25 € A jsou libovolné prvky.
Pak plati x; ff~'zo < existuje © € A tak, Ze v = f(r1) a o = f~!(z) & existuje
v € Atak, ze z; = [l (z) axg = f7}(z) & 21 = 2o (protoze f~! je zobrazeni).
Tedy ff~! = id4. Analogicky se dokdZe druh4 rovnost podminky (ii). Tim méame
dokézanu implikaci (i)=-(ii).

Necht je splnéna podminka (ii) a necht 1,25 € A jsou prvky takové, ze f(x1) =
f(x3). Polozme y = f(z;). Protoze 71 = ff ' (x1) a x5 = ff (z2), mame x, fy,
yftry, mafy ayflzy. Proto my = ff7 (1), takze x1 = . Tedy f je injekce. Bud
nyni z € B libovolny prvek. Podle (ii) plati z = f~1f(2), tedy existuje = € A tak,
7e z = f(x) (a zf~'z). Proto je f surjekce. Uk4zali jsme, Ze f je bijekce. Tedy plati
implikace (ii)=- (iii).

Pfedpokladdejme nakonec, Ze f je bijekce. UkdZeme, Ze inverzni relace f~! k f je
zobrazeni. Bud z € B opét libovolny prvek. ProtoZe je f surjekce, existuje prvek
r € A tak, ze z = f(x), tj. tak, Ze zf'z. Budte nyni x;, 25 € A prvky takové, 7e
2ftwy a zfla,. Pak plati z = f(x1) a 2 = f(x2), takZe 21 = 3, nebot f je injekce.
Tedy f~! je zobrazeni. Proto (iii)= (i) a dikaz je hotov.

2.12. Piiklad. Funkce y =In z je bijekce intervalu (0, 00) na IR. K ni inverzni
funkci je zfejmé funkce x =eV.
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2.13. Véta. Necht R je relace z A do B a S je relace z B do C. Jsou-li Ri S
zobrazeni, pak také jejich sloZeni je zobrazeni (A do C).

Dikaz. Necht x € A je libovolny prvek. ProtoZe je R zobrazeni, existuje prvek
y € B takovy, ze x Ry. Protoze je S zobrazeni, existuje prvek z € C takovy, ze ySz.
Tedy xRSz. Budte nyni z1, 2z € C prvky takové, ze xRSz a xRSz, Pak existuji
prvky y1,yo € B takové, ze xRy, y1521, xRys a y252,. Protoze je R zobrazeni, plati
Y1 = Yo, a protoze je S zobrazeni, plati z; = 25. Tedy je RS zobrazeni a dikaz je
hotov.

2.14. Poznamka. Slozeni fg zobrazeni f a g se Casto zapisuje ve tvaru g o f.
Plati tedy ¢ = fg(a) & c=g(f(a)) & c=go f(a).

2.15. Priklad. Jestlize f : (0,00) — IR je funkce y =ln x a g : IR — IR je funkce
z =sin y, pak slozend funkce fg =go f:(0,00) — IR je funkce z =sin(lnz).

2.16. Cviceni. a) Jestlize mnozina A méa m prvki a mnozina B ma n prvkd,
kolik prvki méa mnozina vSech zobrazeni A do B?

b) Dokazte, ze pro libovolné zobrazeni f : A — B existuje mnozina C, injekce
h:C — B asurjekce g : A — C tak, ze f = gh.

c) Budte f: A — B a g: B — C zobrazeni. Dokazte, Ze plati:
(cv) jsou-li f, g injekce (surjekce, bijekce), pak také fg je injekce (surjekce, bijekce),
(B) je-li fg je injekce, pak také f je injekce,
(7) je-li fg surjekce, pak také g je surjekce.

12



3. Relace na mnoziné

3.1. Definice. Bud A mnoZina. Pak relace Rz A do A (tj. R C A x A = A?) se
nazyva relace na mnoziné A.

Ztejmé matice relace R na konecné mnoziné A je ¢tvercova. Graf relace R na
kone¢né mnoziné A = {ay, ...a, } obdrzime tak, Ze prvky mnoziny A znazornime jako
body a z bodu a; vedeme orientovanou hranu do bodu a;, praveé kdyz a,Ra;. Tedy
graf relace R na A je odlisny od grafu relace z A do A, ktery byl definovan v 1.
kapitole.

3.2. Priklady. (1) Bud P mnozina vsSech zijicich lidi a pro libovolné a,b € P
polozme aRb < a je rodicem b. Pak R je relace na P.

(2) Na tenisovém turnaji, kterého se ztcastnilo 5 hrac¢a, hral kazdy s kazdym
(pravé jednou). Necht T' = {a1, as, as, as, as} je mnozina zacastnénych hraca a defi-
nujme relaci R na T vztahem a,Ra; < a; porazil a;. Necht R = {(a1,a2), (a1, as),
(a1,as), (az, as), (az,a4), (as, aq), (as, as), (aq,a1), (as, az), (as, as) }. Pak matici relace

R je

01 101
00110
M=]100011
10000
01010
a jeji graf ma tvar
(2]

o [e]

a1 a2

(3) Necht A ={2,3,7,9,14} a pro libovolné prvky a,b € A polozme aRb < a,b
jsou soudélna ¢isla (tj. existuje spolecny délitel ¢isel a, b, ktery je vétsinez 1). Pak R
je relace na A, pro kterou plati R = {(2,2),(2,14),(3,3),(3,9),(7,7),(7,14),(9,9),
(9,3),(14,14),(14,2),(14,7)}.

13



Pripomenme, Ze identita na dané mnoziné A je zobrazeni idy : A — A dané
vztahem id4(a) = a pro vSechna a € A. Identitu na A budeme jako relaci oznacovat
symbolem E,, takze E4 je relace na A dana vztahem aF4b < a = b (pro libovolné
a,b € A). ProtoZze bude z kontextu vzdy zfejmé, na jaké mnoziné identitu uvazujeme,

Matice identity je ziejmé jednotkova matice (tj. ¢tvercova matice, jejiz prvky na
hlavni diagonéle jsou rovny jedné a vSechny ostatni prvky jsou nulové).

Uvédomme si také, ze k libovolnym dvéma relacim na dané mnoziné je definovano
jejich slozeni.

3.3. Definice. Bud R relace na A. Pak klademe

R — R pron =1,
| R 'R pro libovolné n € IN, n > 1.

Tim mame rekurentné definovanu relaci R" na A, tzv. n—tou mocninu relace R, pro
libovolné n € IN. Definici této mocniny rozsifime na celou mnozinu Z nasledovné:

o E pron =0,
| (R™)7! pro libovolné n € Z, n < 0.

Je-li M matice relace R, pak matici relace R" pro libovolné n € IN dostaneme z
matice M™ nahrazenim vsSech prvki vétsich nez 1 jednickami. Matice relace R™" je
pak transponovana k matici M".

3.4. Cviceni. a) Dokazte, Ze pro libovolnou relaci R na A plati :
(i) RE=FER =R,
(il) R™R™ = R™*™ pro libovolné m,n € IN,
(iii) (R™)™ = R™ pro libovolné m,n € Z.
b) Déle dokazte, Ze pro libovolné relace R, S na A alibovolné n € Z z podminky
R C S plyne R™ C S™.

3.5. Piiklad. V piikladu 3.2(1) plati aR?*b < a je prarodi¢ b, aR3b < a je
praprarodi¢ b, atd. Dale plati aR~'b < a je syn nebo dcera B, aR™2b < a je vnuk
nebo vnucka b, atd.

3.6. Definice. Relace R na mnoziné A se nazyva
a) reflexivnd, jestlize E C R,

b) ireflexivni, jestlize E N R = (),

c) symetrickd, jestlize R~ C R,

d) asymetrickd, jestlize RN R~ = (),

e) antisymetrickd, jestlize RN R~ C F,
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f) tranzitivnd, jestlize R? C R.

K bodu c¢) piedchozi definice poznamenejme, Ze ziejmé plati R™! C R < R™! =
R, a k bodu e), Ze plati R? C R < R" C R pro libovolné n € IN.

3.7. Poznamka. Relace R na A je tedy

a) reflexivni, pravé kdyz aRa pro libovolné a € A,

b) ireflexivni, pravé kdyz aRa pro libovolné a € A,

c) symetricka, pravé kdyz aRb = bRa pro libovolné a,b € A,
d) asymetrickd, pravé kdyz aRb = bRa pro libovolné a,b € A,
e) antisymetrickd, pravé kdyz z aRb a bRa plyne a = b,

f) tranzitivni, pravé kdyz z aRb a bRc plyne aRc.

Bud R relace na koneéné mnoziné o n prvcich a M = (a;j), i,j = 1,...,n, jeji
matice. Pak plati:

a) R je reflexivni, pravé kdyz a;; = 1 pro vSechna i =1, ..., n,

b) R je ireflexivni, pravé kdy a; = 0 pro vSechna i =1,...,n,

¢) R je symetricka, pravé kdyz matice M je symetricka (tj. a;; = a;; pro vSechna
i,j=1,...,n),

d) R je asymetricka, pravé kdyz a;; + aj; < 1 pro vSechna i,j =1,...,n.

Graf reflexivni relace mé smycky u vSech svych prvki (smyckou rozumime hranu
jdouci z prvku do téhoz prvku), graf symetrické relace ma s kazdou hranou i hranu
opacné orientovanou a v grafu antisymetrické relace vede mezi libovolnymi dvéma
riznymi prvky nejvyse jedna hrana.

3.8. Poznamka. Rizné druhy grafi jsou pfedmétem studia teorie grafi, ktera
tvofi vyznamnou soucast diskrétni matematiky s bohatymi aplikacemi. Pfitom za-
kladnimi typy grafii jsou tzv. orientované grafy a neorientované grafy. Orientované
grafy nejsou nic jiného nez grafy relaci na mnozinach a neorientované grafy lze cha-
pat jako grafy symetrickych relaci na mnozinach (pfi¢emz v obou pfipadech se prvky
uvazovanych mnozin nazyvaji uzly).

3.9. Priklady (1) Relace R z prikladu 3.2(2) je ireflexivni a asymetricka.

(2) Relace R z prikladu 3.2(3) je reflexivni a symetricka.

(3) Bud R relace na Z dané vztahem aRb < a = b%. Pak R je antisymetricka:
Necht aRb a bRa. Pak a = b? a b = a?, taze a = a*. Odtud plyne, ze a = 0, tedy i
b=0,neboa=1, tedyib=1. Proto a =0.

(4) Bud' P mnozina v8ech zijicich lidi a definujme relaci R na P takto: aRb < b
je potomkem a. Pak relace R je tranzitivni.

3.10. Cviceni. Budte R, S relace ne mnoziné A. Dokazte, Ze plati:
a) Je-li R asymetricka, pak je také ireflexivni.
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b) Jsou-li R, S reflexivni, pak jsou také RU S, RNS, R~ a RS reflexivni.

c) Jsou-li R, S symetrické (ireflexivni), pak jsou také RUS, RNS a R~! symetrické
(ireflexivni).

d) Jsou-li R, S asymetrické (antisymetrické, tranzitivni), pak jsou také RN S a
R~ asymetrické (antisymetrické, tranzitivni).

3.11. Véta. Budte R, S symetrické relace na mnoziné A. Pak relace RS je
symetrickd, pravé kdyz plati RS = SR.

Diikaz. Predpokladejme nejprve, ze relace RS je symetricka. Necht a,c € A jsou
libovolné prvky. Pak plati aRSc < cRSa < existuje b € A tak, ze cRb a bSa <
existuje prvek b € A tak, ze aSb a bRc < aSRc. Tedy RS = SR.

Naopak, necht RS = SR. Pak mame (RS)™' = S™!'R™' = SR = RS. Takze
relace RS je symetricka.

Jestlize relace R neni reflexivni, vzdy ji lze doplnit jistymi prvky (dvojicemi)
tak, aby reflexivni byla. Snahou pfitom je, abychom dopliovali co nejméné téchto
prvki. Totéz plati pro symetrii a tranzitivitu. Proto definujeme:

3.12. Definice. Bud R relace na mnoziné A. Jejim reflexivnim (symetrickym,
tranzitivnim) obalem rozumime reflexivni (symetrickou, tranzitivni) relaci S na A
takovou, ze R C S a pro kazdou reflexivni (symetrickou, tranzitivni) relaci 7' na A
s vlastnosti R C T plati S C T.

3.13. Cviceni. Bud R relace na mnoziné A. Ukazte, Ze plati:
a) Reflexivnim obalem relace R je relace RU E.
b) Symetrickym obalem relace R je relace R U R~ .

Matici reflexivniho obalu relace R (na koneéné mnoziné) obdrzime z matice relace
R tak, ze vsechny prvky lezici na hlavni diagonale nahradime jednickami; jeji graf
ziskame z grafu relace R doplnénim smycek ke vSem prvkim mnoziny A. Matici
symetrického obalu relace R obdrzime z matice relace R tak, ze pro kazdy prvek
a;j, ktery je roven 1, napiSeme jednicku také na misto prvku aj;; jeji graf ziskdme z
grafu relace R tak, ze ke kazdé hrané ptiddme hranu opac¢né orientovanou.

3.14. Priklady. (1) Bud X mnozina a P(X) mnozina vsech jejich podmnozin.
Pak relace vlastni inkluze C je relace na P(X) a relace inkluze C je jeji reflexivni
obal.

(2) Bud P mnozina vsech (zijicich) lidi a definujme relaci R na P vztahem
aRb < a je manzelem b. Pak symetrickym obalem relace R je relace S na P dana
vztahem aSb < a,b jsou manzelé.

3.15. V&ta. Tranzitivnim obalem relace R na mnoziné A je relace R = Us—, R™.
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Diikaz. Ziejmé plati R C R. Budte z,y, z € A prvky takové, Ze Ry a yRz. Pak
existuji ¢isla m,n € IN tak, Ze tR™y a yR"z, tedy x R™""z. Proto je R tranzitivni.
Bud nyni S libovolné tranzitivni relace na A takova, ze R C S. Pak pro libovolné
n € N mame R" C S" (viz cviceni 3.4b)) a S™ C S (protoze je S tranzitivni). Takze
R™ C S pro libovolné n € IN, tj. R C S. Tim je véta dokazana.

3.16. Priklad Relace R z piikladu 3.9(4) je tranzitivni obal relace R z piikladu
3.2(1).

3.17. Poznamka. Pro libovolné pfirozené ¢islo n se definuje tzv. n-drni relace na
mnoziné A jako libovolna podmnozina kartézského soucinu A" = A x A x ... x A.

n—krat
Misto 1-arni (2-arni, 3-arni atd.) relace fikdme undrni (bindrni, terndrni atd.) relace.
Tedy unarni relace na mnoziné A jsou pravé podnmoziny mnoziny A. Binarni relace
na A splyvaji s relacemi na A studovanymi v této kapitole. Také n-arni relace maji
bohaté aplikace v nejriznéjsich oborech, napt. v informatice jsou uzivany pro tvorbu
tzv. relacnich databéazi.
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4. Tolerance a ekvivalence
4.1. Definice. Reflexivni a symetricka relace (na dané mnoziné) se nazyva tolerance.

V grafu tolerance R na A vynechédvame smycky (které bychom jinak museli kres-
lit u vSech prvki mnoziny A) a prvky a,b € A spojujeme neorientovanou hranou,
pravé kdyz aRb (jinak bychom s kazdou hranou museli kreslit i hranu opa¢né orien-
tovanou). Tim dostavame tzv. neorientovany graf - viz poznamku 3.8.

4.2. Piiklady. (1) Bud X # () mnozina a P*(X) mnozina vsech jejich ne-
prazdnych podmnozin. Jestlize pro libovolné mmnoziny A, B € P (X) polozime
ARB < AN B # (), pak R je tolerance na P*(X).

(2) Bud G mnozina cestujicich v letadle na mezikontinentalni lince. Pro libovolné
a,b € G polozme aRb < osoby a, b ovladaji tentyz jazyk. Pak R je tolerance na G.

(3) Bud Fp mnozina vSech (realnych) funkei definovanych na mnoziné D C IR
a necht ¢ > 0 je libovolné redlné ¢islo. Pro libovolné dvé funkce f,g € Fp poloZzme
fRg < |f(z) — g(x)| < e pro kazdé x € D. Pak R je tolerance na Fp.

4.3. Definice. Bud R tolerance na mnoziné A. Neprazdna podmnozina C' C A
se nazyva trida tolerance R, jestlize jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) Pro libovolné prvky z,y € C plati zRy.

(ii) Jestlize z € A je prvek takovy, Zze xRy pro kazdé y € C, pak x € C.

4.4. Piiklady. (1) Bud R relace z piikladu 4.2(1) a nechf x € X je libovolny
prvek. Pak mnozina {A € P(X); x € A} je t¥ida tolerance R.

(2) V prikladu 4.2(2) predpoklddejme, ze existuje cestujici, ktery ovlada jen
angli¢tinu. Pak mnozina {a € G; a ovlada anglictinu} je t¥ida tolerance R.

(3) Bud R relace z piikladu 4.2(3) a necht f € Fp je libovolnd funkce. Pak
mnozina {g € Fp; f(z) < g(z) < f(z)+¢ pro vSechna z € D} je t¥ida tolerance R.

4.5. Lemma. Nechf R je tolerance na mnoziné A a z,y € A jsou libovolné prvky
s vlastnosti x Ry. Pak existuje tfida C' tolerance R tak, ze xz,y € C.

Diikaz. Dikaz provedeme jen pro konecnou mnozinu A = {ay, ..., a,}. Bud Cy C
Cy C ... C C konecna posloupnost podmnozin mnoziny A definovana takto: Cy =
{z,y}; je-li mnozina C; znama pro néjaké i € {0,1,....k — 1}, pak Ciy1 = C; U {a;},
kde j € {1,...,n} je nejmensi ¢islo takové, ze a; ¢ C; a a;Rz pro viechna z € C;.
Jestlize takové j neexistuje, pak C; je posledni mnozinou v nasi posloupnosti, tj.
C; = C. Mnozina C, je zfejmé tiidou tolerance R takovou, ze x,y € C.

4.6. Dusledek. Tolerance R na mnoziné A je jednoznacné urcena systémem
vSech svych ttid.
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Diikaz. 7 definice 4.3 a z lemmatu 4.5 plyne, ze pro libovolné prvky =,y € A
plati zRy < existuje tfida C tolerance R takova, ze x,y € C.

4.7. Definice. Bud A mnozina, A = {A;; i € I} n&jaky systém jejich neprazd-
nych podmnozin. Pak A se nazyva pokryti mnoziny A, jestlize A = U;c; A;. Jestlize
navic plati A;NA; = () pro libovolné i, j € I, i # j, pak se A nazyva rozklad mnoziny
A.

4.8. Véta. Systém vsech t¥id libovolné tolerance na mnoziné A je pokryti A.
Naopak, jestlize A je pokryti mnoziny A, pak existuje nejvyse jedna tolerance na
mnoziné A takova, ze A je systém vSech jejich tiid.

Dikaz. Bud R tolerance na A a x € A libovolny prvek. Pak xRz, tedy podle

lemmatu 4.5 existuje tfida C' tolerance R s vlastnosti x € C. Takze systém vsech
ttid tolerance R tvofi pokryti mnoziny A.
Naopak, necht A = {A;; i € I} je pokryti mnoziny A a pfipustme, ze existuji dvé
rizné tolerance R a S na A takové, ze A je systém vSech t¥id tolerance R i S. Protoze
tolerance R a S jsou rtizné, existuje prvek (z,y) € A? patiici pouze do jedné z nich.
Bez Gjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze (x,y) € R, avSak (z,y) ¢ S. Podle
lemmatu 4.5 z (z,y) € R vyplyva, Ze existuje ig € I tak, ze x,y € A;,. Na druhé
strané ovSem {z,y} Z A; pro kazdé i € I, jelikoz (z,y) ¢ S. Tim dostavame spor.

4.9. Priklad. Necht A = {ay, as, a3, a4, a5} a A = {{a,, a5}, {a,, a5}, {a:, as, a5},
{a,,a5,a,}}. Pak A je pokryti mnoziny A, které je systémem t¥id tolerance R, jejiz
graf ma nasledujici tvar:

(2]

Qs © o a3

a1 a2

4.10. Véta. Relace T' na mnoziné A je tolerance, pravé kdyz existuje relace R z
A do néjaké mnoziny B tak, ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

(i) Pro kazdy prvek x € A existuje y € B tak, Zze xRy,

(i) T = RR™*.
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Diikaz. Bud T tolerance a necht A je systém jejich t¥id. Pro libovolny prvek = € A
a libovolnou mnozinu C' € A polozme xRC < x € C. Podle véty 4.8 existuje pro
libovolny prvek z € A mnozina C' € A s vlastnosti z € C, tj. s vlastnosti x RC'. Tedy
je splnéna podminka (i). Déle, necht =,y € A jsou libovolné prvky. Pak plati 27Ty <
existuje C' € A tak, 7e 7,y € C < 2RC ayRC < xRC a CR™'y & vRR™'y. Proto
T = RR™!, coz je podminka (ii).
Naopak, necht R je relace z A do néjaké mnoziny B takova, Ze jsou splnény podminky
(i) a (ii). Bud = € A libovolny prvek. Pak existuje y € B tak, ze xRy, tj. yR'z.
Méame tedy z RR™ 'z, takZe 2Tx. Proto je T reflexivni. Déle, budte x,y € A libovolné
prvky a necht plati #Ty. Pak existuje z € B tak, ze xRz a zR~'y. Odtud dostavame
2Rz a yRz, tudiz yRR 'z, tj. yT'z. Proto je T symetricki. Takze T je tolerance.

4.11. Definice. Tranzitivni tolerance se nazyva ekvivalence.

4.12. Piiklad. Bud n € IN a necht = je relace na Z dana vztahem x = y &
existuje k € Z tak, ze kn = (x —y) (tj. n déli (x —y)). Pak = je ekvivalence na Z,
ktera se nazyva kongruence modulo n.

4.13. Véta. Bud R tolerance na mnoziné A a A = {C;; ¢ € I} systém jejich
tfid. Pak R je ekvivalence, pravé kdyz tfidy C;, i € I, jsou po dvou disjunktni (tj.
C:NC; =0 pro libovolné i,j € I, i # j).

Dikaz. Bud R ekvivalence a necht C;,C; € A, C; N C; # (. Pak existuje prvek
r € C;NC;. Bud y € C; libovolny prvek. Pak plati z Ry, tedy yRz. OvSem xRz plati
pro kazdy prvek z € C}, takze mame yR?z pro kazdy prvek z € C;. Odtud plyne
(podle 4.3(i1)), ze y € C;. Tim jsme dokazali, ze C; C C;. Analogicky se dokaze
opacné inkluze, takze C; = C;. Tedy ¢ = j a odtud plyne, Ze mnoziny C;, ¢ € I, jsou
po dvou disjunktni.
Naopak, necht mnoziny C;, i € I, jsou po dvou disjunktni a necht =,y € A, xR%y.
Pak existuje z € A tak, ze xRz a zRy. Bud C; tfida tolerance R obsahujici prvky
x,z a C; tfida tolerance IR obsahujici prvky z,y. Pak musi platit C; = C;, takze
rRy. Proto R? C R, tj. R je tranzitivni. Tedy R je ekvivalence.

4.14. Dusledek. Bud A mnozina. Je-li R ekvivalence na A, pak systém jejich
tfid je rozklad mnozint A. Naopak, ke kazdému rozkladu mnoziny A existuje (jedina)
ekvivalence, pro niz je tento rozklad systémem trid.

Diikaz. Prvni ¢4st tvrzeni plyne ihned z vét 4.8 a 4.13. Bud A = {A;; i € I}
libovolny rozklad mnoziny A a pro libovolné prvky z,y € A polozme z Ry < existuje
io € I tak, ze x,y € A;,. Je snadno vidét, ze R je ekvivalence na A a A je systém
vsech jejich t¥id. Podle véty 4.8 je R jedina ekvivalence, pro niz je A systémem vsech
t¥id.
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4.15. Cviceni. Dokazte, ze podmnozina C' C A je tfidou dané ekvivalence R na
A, pravé kdyz existuje prvek x € A tak, ze C = {y € A;xRy}. Pak ziejmé = € C' a
prvek x se nazyva reprezentant t¥idy C.

4.16. Véta. Relace S na mnoziné A je ekvivalenci, pravé kdyz existuje zobrazeni
R mnoZiny A do né&jaké mnoZiny B tak, Ze plati S = RR™!.

Diikaz. Staci dokazat, ze ve vété 4.10 je tolerance T' na A ekvivalenci, praveé
kdyz pro libovolné prvky x € A a y,z € B z podminek xRy a xRz plyne y = z.
Pokracujme tedy v prvni c¢asti dikazu véty 4.10 tak, ze predpokladame, ze T' je
ekvivalence, a uvazujeme prvky z € A, C1,Cy € A takové, ze v RC; a x RCy. Odtud
dostdvame x € C; a x € Oy, takze C7; = Cs (nebot tiidy ekvivalence T jsou podle
véty 4.14 po dvou disjunktni). Dale pokracujme v druhé c¢asti diikazu véty 4.10
tak, ze budeme naopak predpokladat, ze pro libovolné prvky x € A a y,z € B z
podminek xRy a xRz plyne y = z. Budte u,v,w € A prvky takové, ze plati uTv a
vTw. Pak existuji prvky p,q € B s vlastnosti uRp, pR~ v (tj. vRp), vRq a ¢R ™ w.
Tedy méme p = ¢, takZe uRp a pR~'w. Odtud vyplyva, Ze uRR 1w, tj. uTw. Proto
je tolerance T tranzitivni, tedy ekvivalence. Tim je dtikaz hotov.
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5. Usporadané mnoziny

5.1. Definice. Reflexivni, antisymetricka a tranzitivni relace R na mnoziné A se
nazyva uspordddni a dvojice (A, R) se nazyva usporddand mnozina.

5.2. Priklady. (1) Relace < je uspotadéani na IN (resp. Z, resp. Q, resp. IR).

(2) Bud A mnozina. Pak mnozinova inkluze C je uspofadani na mnoziné P(A)
vsech podmnozin mnoziny A.

(3) Relace ”déli”, kterou budeme oznac¢ovat symbolem [, je usporadéani na IN.

5.3. Definice. Ireflexivni a tranzitivni relace R na mnoziné A se nazyva ostré
usporddani a dvojice (A, R) se nazyva ostie usporadand mnozina.

5.4. P¥iklady. (1) Relace < je ostré uspotadani na IN (resp. Z, resp. @, resp.
IR).

(2) Bud A mnozina. Pak vlastni mnozinova inkluze C je ostré usporadani na
mnoziné P(A) vSech podmnoZin mnoziny A.

(3) Bud D mnozina vojenskych hodnosti v armadé néjakého statu a pro libovolné
a,b € D polozme aRb < hodnost a je nizsi nez hodnost b. Pak R je ostré usporadani
na D.

Ziejmé plati (viz cviceni 3.10):

5.5. Véta. Inverzni relace k uspofadani (ostrému uspotfadani) je usporfadani
(ostré uspotradani).

Relaci uspotradani, resp. ostrého usporadani na dané mnoziné budeme obvykle
znacit symbolem <, resp.<, i kdyz se nebude jednat o ¢iselnou mnozinu a uspo-
radani, resp. ostré usporadani podle velikosti. Inverzni usporadani, resp. inverzni
ostré usporadani k danému uspotadani <, resp. ostrému usporadani < budeme zna-
¢it symbolem >, resp >. Jinymi slovy, klademe < '=> a < !1=>.

5.6. Véta. Relace R je ostré usporadani, pravé kdyz R je asymetricka a tranzi-
tivni.

Diikaz. Necht R je ostré usporadani na A. Pak relace R je tranzitivni a ukdzeme
sporem, ze R je také asymetricka. Predpokladejme tedy, Ze relace R neni asymet-
rickd. Pak existuji prvky a,b € A tak, Ze aRb a bRa. Z tranzitivity relace R nyni
plyne aRa. To je ovsem spor, nebot R je ireflexivni.

Je-li naopak R je asymetrickd a tranzitivni, pak je R ostré usporadéani, nebot asy-
metrie vzdy implikuje ireflexivitu.

Nésledujici tvrzeni je evidentni:
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5.7. Véta. Bud A mnozina. Pak existuje bijekce f mezi mnozinami vSech uspo-
fadani a vSech ostrych usporadani na A, ktera je dana vztahem f(<) =< —F (takze
pro inverzni bijekci plati f~!(<) =< UE).

V souladu s pfedchozi vétou uzivame nasledujici znaceni: Je-li < usporadani na
A, pak piseme a < b, pravé kdyz a < b a a # b. Je-li < ostré usporadani na A, pak
piSeme a < b, prave kdyz a < b nebo a = b.

5.8. Definice. Bud (A, <) uspofddand mnozina, a,b € A néjaké jeji prvky. Pak
fikdme, ze prvek b pokryvd prvek a, pravé kdyz a < b a neexistuje prvek ¢ € A
takovy, ze a < ca c <b.

Ziejmé "pokryva” je asymetrickd (a tedy ireflexivni) relace na A.

Pro grafickou reprezentaci uspofadanych mnozin (A, <) se uzivaji tzv. Hasseovy
diagramy: Prvky mnoziny A znazornime jako body, pfi¢emz prvek a umistime niz
nez prvek b a oba prvky spojime tseckou, pravé kdyz prvek b pokryva prvek a. Pro
libovolné dva prvky z,y € A pak plati z < y, pravé kdyz a je niz nez b a z a do b je
mozno se dostat po tseckach smérem vzhtiru.

5.9. Piiklad. Necht A = {a,b,c} a necht P(A) je mnozina vSech podmnozin
mnoziny A. Pak uspofddand mnozina (P(A), C) ma nasledujici Hassetiv diagram:

A

{a,b} {b,c}

{a} {c}

5.10. Definice. Usporadani < na mnoziné A se nazyva linedrni a dvojice (A, <)
se nazyva linedrné usporddand mnoZina (nebo fetézec), jestlize pro libovolné dva
prvky a,b € A plati a < b nebo b < a.
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5.11. Priklady. Usporadani z piiklad 5.2(1) jsou linearni.

5.12. Definice. Bud (A4, <) uspofddand mnozina. Prvek a € A se nazyva

(1) nejmensi (nejuétsi) prvek usporddané mnoziny (A, <), jestlize plati a < x
(a > x) pro kazdy prvek z € A;

(2) minimdlni (maximdlni) prvek usporadané mnoziny (A, <), jestlize pro libo-
volny prvek = € A z podminky x < a (z > a) plyne z = a.

Ziejmé je kazdy nejmensi (nejvétsi) prvek usporddané mnoziny jejim minimal-
nim (maximélnim) prvkem a pro linearné usporddané mnoziny plati toto tvrzeni i
obracené. Kazda konec¢na uspordadand mnozina mé alespon jeden minimalni a ale-
spon jeden maximalni prvek; ma-li jediny minimalni (maximélni) prvek, pak je tento
prvek nejmensim (nejvétsim).

5.13. Priklady. (1) Je-li A mnozina a P(A) mnozina jejich podmnozin, pak ()
je nejmensi a A nejvétsi prvek uspofadané mnoziny (P(A), C).
(2) V uspofaddané mnoziné s nasledujicim Hasseovym diagramem

d e

a b

jsou prvky a,b,c minimalni a prvky d,e maximalni. Prvek f neni minimalni ani
maximalni.

5.14. Definice. Je-li (A, <) uspofddand mnozina a B C A libovolnd podmno-
7ina, pak také mnoZina B je uspofddani, a to relaci < NB2, kterou obvykle také
zna¢ime symbolem <. Dvojice (B, <) se pak nazyva usporadand podmnoZina uspo-
fadané mnoziny (A, <).

5.15. Pfiklad. (1) (IN, <), resp. (Z, <), resp. (Q, <) je usporddana podmnozina
uspofddané mnoziny (IR, <).

(2) Budte A, B mnoziny, A C B. Necht P(A), resp. P(B) je mnozina vsech pod-
mnozin mnoziny A, resp. B. Pak (P(A), C) je usporddand podmnozina usporadané
mnoziny (P(B), Q).

5.16. Cviceni. Necht (A, <) je uspofdadana podmnozina uspofddané mnoziny
(B, <) a necht a € A. Dokazte, Ze plati:
Jestlize a je nejmensim (nejvétsim, minimélnim, maximélnim) prvkem uspotréddané
mnoziny (B, <), pak je také nejmensim (nejvétsim, minimalnim, maximéalnim) prv-
kem usporadané mnoziny (A, <).
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5.17. Definice. Bud (A4, <) uspofddand mnozina, z,y € A. Prvky =,y € A se
nazyvaji srovnatelné, jestlize plati x < y nebo y < x. Pokud neplati ani x < y ani
y < z, pak se prvky z,y nazyvaji nesrovnatelné a piseme zx || y.

Kapitolu zakon¢ime nasledujici vyznamnou vétou:

5.18. Véta. Bud < usporadani na mnoziné A. Pak existuje linearni usporadani
=< na A takové, ze plati inkluze < C < (tj. kazdé uspofadani lze linearizovat).

Diikaz. Dikaz provedeme jen pro piipad koneéné mnoziny A = {ay,as, ..., a,},
a to konstruktivné, coz znamena, ze popiseme algoritmus pro konstrukci linearniho
usporadani <. Pro kazdé i € {1,...,n} definujme rekurentné linedrni uspofadani =;
na A; = {ai,...,a;} tak, ze polozime <;=< NA%(= FEj4,) a je-li <; definovdno pro
néjaké i € {1,...,n—1}, pfiemz ag, =<; ax, =i ... =i ag, {k1,.... ki} ={1,...,4}), pak
<11 obdrzime nasledovné: Jestlize prvek a;;; neni srovnatelny s zadnym prvkem
mnoziny A; (v uspofddané mnoziné (A, <)), pak pro libovolné z,y € A;;1 poloZime
r <11 Yy & x =X; y nebo y = a;.1. Naopak, nechtf existuje prvek zy € {ay,...,a;}
srovnatelny s a;,1 v usporddané mnoziné (A, <). To znamené, Ze zy < a;41 nebo
ait+1 < 2p-
Predpokladejme nejprve, ze zg < a;41, a polozme B; = {z € A;; z < a;41}. Pak
(Bi, =i) je konecny neprazdny fetézec, tedy md nejvétsi prvek, feknéme ay;. Pro
libovolné x,y € A;y1 polozime x =<;;1 y tehdy a jen tehdy, jestlize plati jedna z
nasledujicich ¢ty podminek:
(a) z =iy,
(b) =i ar; a y = a1,
(¢) = aiy1 a ar,y, =iy,
(d) z =y = a1
Kone¢né predpokladejme, Ze a; 11 < zp, a polozme C; = {z € A;; a;41 < z}. Pak
(Cy, =) je kone¢ny neprazdny fetézec, tedy ma nejmensi prvek, feknéme ag,. Pro
libovolné x,y € A;;1 polozime x =<;;1 y tehdy a jen tehdy, jestlize plati jedna z
nasledujicich ¢ty podminek:
(a,) r = Y,
(b”) z = a;41 a ag, =; v,
(¢) v =i ag,_, ay = a1,
() 2=y = ai1.
Z¥ejms < NA? C <, a plati-li < NA? C =<, pro n&jaké i € {1,....n — 1}, pak také
< NA? 11 € =iq1. Tedy podle principu matematické indukce mame < NA? C =, pro
kazdé ¢ € {1,...,n}. Nyni jen polozime <==,, a = je pak linedrni usporddani na A
takové, ze plati < C <, nebot <=< NA" (jelikoz A, = A).
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6. Svazy

6.1. Definice Bud (A, <) uspfddand mnozina a B C A jeji podmnozina. Prvek
a € A se nazyva dolni (horni) zévora mnoziny B, jestlize pro kazdé = € B plati
a < x (a > x). Necht Z zna¢i mnozinu vSech dolnich (hornich) zavor mnoziny
B. Pak nejvétsi (nejmensi) prvek mnoziny Z - pokud existuje - se nazyva infimum
(supremum) mnoziny B a oznacuje se inf B (sup B).

6.2. Priklady. (1) Uvazujme na IR (linedrni) usporddani podle velikosti a necht
(a,b) C IR je otevieny interval. Pak plati inf(a,b) = a a sup(a,b) = b.

(2) Bud A mnozina a uvazujme uspoifadanou mnozinu (P(A), C), kde P(A) znaci
mnozinu vSech podmnozin mnoziny A. Pak pro libovolnou podmnozinu B C P(A)
plati inf B = Npep B asup B = Upep B.

(3) UvaZzujme usporadanou mnozinu A s nasledujicim Hasseovym diagramem:

Pak inf A ani sup A neexistuje.

6.3. Poznamka. Bud (4, <) usporddand mnozina. Pak inf A (sup A) je nejmen-
$im (nejvétsim) prvkem mnoziny A. Naopak, inf () (sup () je nejvétsim (nejmensim)
prvkem mnoziny A.

6.4. Definice. Usporadana mnozina se nazyva svaz, jestlize kazda jeji dvouprv-
kovd podmnozina {a, b} mé infimum i supremum. Pak misto inf{a, b} piSeme a A b a
misto sup{a, b} piSeme a Vb - takto definované binarni operace operace A a V se (po
fad€) nazyvaji prisek a spojeni. Usporadand mnozina se nazyva uplny svaz, jestlize
kazda jeji podmnozina ma infimum a supremum.

Kazdy tplny svaz je tedy svazem (majicim nejmensi a nejvétsi prvek) a v libo-
volném svazu existuje inf A a sup A pro kazdou konec¢nou neprazdnou podmnozinu
A (nebot inf{ay, as,...,a,} = a1 A (az A (... A ay)...) a analogicky pro supremum).
Je-li na dané mnoziné S déno usporadani < takové, ze (S, <) je svaz, pak budeme
strucné tikat, ze S je svaz.

6.5. Priklady. (1) Kazd4 linedrné usporddand mnozina je svaz, v némz plati

a A'b =min(a,b) a a Vb =max(a,b) (kde min(a,b), resp. max(a, b) je takovy prvek
x € {a,b}, prongjz plati t < aiz < b, resp. x> aix>0).
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(2) Znagi-li P(A) mnozinu vSech podmnozin dané mnoziny A, pak (P(A), <) je
Uplny svaz. V tomto svazu jsou infima priniky a suprema sjednoceni (viz piiklad
6.2(2)).

(3) Uvazujme usporadanou mnozinu (IN, |), kde symbol | znaéi relaci ”déli”. Pak
(IN, |) je svaz, v némz pro libovona piirozena ¢isla m, n € IN je mAn nejvétsi spoleény
délitel a m V n nejmensi spolecny nasobek c¢isel m a n.

6.6. Véta. Je-li S svaz, pak pro libovolnou trojici prvkt z,y, z € S plati:
(i) x Az =z axVx=rx (idempotence),

(i) rANy=yAzxzazVy=yVzr (komutativita),

(i) zA(yAz)=(xAy)ANzaxV(yVz)=(rVy)V z (asociativita),
(iv)zA(zVy)=zazxV(xAy) =z (absorpce),
V)zAhy=zrzsz<yazxVy=y< <y (konzistence).

Diikaz. Platnost vztaht (i),(ii) a (v) plyne ihned z definice 6.4.
Vztah (iii): Ziejmé (z Ay) Az <z Ay <z ataké (zAy) ANz <z Ay <y, dale
(xANy)Nz<z Tedy (x Ay) ANz <yAz proto (t Ay) Az <z A(yAz). Podobné
se ukdZe opa¢nd nerovnost, takze x A (y A z) = (z A y) A z. Pro spojeni je dikaz
analogicky.
Vztah (iv): Zfejmé 2 A (yVz) < x. Protoze x <z ax < zVy, madme z < zA(zVy).
Tedy x A (x V y) = x. Pro spojeni je diikaz analogicky.

6.7. Poznamka a) V disledku vztahu (iii) z pfedchozi véty mizeme ve svazu
pro libovolnou neprézdnou koneénou mnozinu A = {ay,as, ...,a,} psat inf A =
a; A as A ... A a, (a analogicky pro supremum).

b) Kazdy svaz mizeme chapat jako mnozinu S se dvéma bindrnimi operacemi A
a V, které spliuji vztahy (i)-(iv) z predchozi véty. P¥islusné usporadéani na S je pak
déno vztahem (v).

c) Ma-li svaz S nejmensi prvek 0 (nejvétsi prvek 1), pak pro libovolny prvek
reSplatizA0=0azV0=z(zAl=xzazV1=1).

6.8. Definice. Bud (5, <) svaz a (5, <) jeho uspofddand podmnozina. Pak
(57, <) se nazyva podsvaz svazu (S, <), jestlize pro libovolné prvky z,y € S’ plati
xANyeSizvyes.

Ziejmé tedy kazdy podsvaz daného svazu (.S, <) je sam také svaz (v némz spojeni,
resp. prusek libovolné dvojice prvki se rovna jejich spojeni, resp. priseku v (S, <)).
Ovsem uspofadand podmnozina daného svazu (S, <) mize byt sama svazem, i kdyz
neni podsvazem svazu (S, <). Je-li (5, <) podsvaz svazu (5, <), budeme stru¢né
fikat, ze S’ je podsvaz svazu S.

6.9. Priklady. (1) UvaZujme na kazdé z mnozin IN, Z, Q a IR linedrni uspofadani
podle velikosti. Pak jsou tyto mnoziny svazy, pricemz IN je podsvaz Z, Z je podsvaz
Q a Q je podsvaz IR (viz 5.15(1)).
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(2) Necht A, B jsou mnoziny, A C B. Znadi-li P(A) mnozinu vSech podmnozin
mnoziny A a P(B) mnozinu vSech podmnozin mnoZiny B, pak (P(A), C) je podsvaz
svazu (P(B), C) (viz 5.15(2)).

(3)Bud S svaz dany néasledujicim Hasseovym diagramem:

a

9

Uvazujme nasledujici tii usporddané podmnoziny svazu S:

SII SQ; 533

a a a
>d | | |
f e c e f
g g

Pak S; zfejmé neni svaz. Sy je svaz, ale neni podsvaz svazu S (nebof f Ve =
d ¢ Sy). Ss je podsvaz svazu S.

28



6.10. Definice. Svaz S se nazyva distributivni, jestlize pro libovolnou trojici
prvkia x,y, z € S plati

ANyVz)=(xAy)V(xAz).

6.11. Priklady. (1) Pro libovolnou mnozinu A je svaz (P(A), C) distributivni
(symbolem P(A) zna¢ime mnozinu vSech podmnoZin mnoziny A). Pfipomenme, 7Ze
podle piikladu 6.2.(2) ve svazu (P(A), C) pro libovolné dvé podmnoziny B,C C A
plati BAC=BnNnCaBVvV(C=BUC.

(2) Kazda linearné usporadand mnozina je distributivni svaz.

3) Svazy s nasledujlclml Hasseovymi diagramy jsou distributivni:

> %

(4) Svazy P a D s néasledujicimi Hasseovymi diagramy nejsou distributivni:

D: P:

a a
b
b s e d e
c
c d

Ve svazu D totiz platieVd =aabAe=bAd=c, takie b A (e V d) = b, zatimco
(bAe)V (bAd) =c. Vesvazu P pak plati e Ve =a,bANe =d abAc=c, takze
bA(eVec)=0,zatimco (bAe)V (bAc)=c.
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6.12. Cviceni. a) Dokazte, zZe libovolny svaz S je distributivni, pravé kdyz pro
libovolnou trojici prvkia x,y, z € S plati podminka

zV(yNz)=(xVy A(xVz),

tj., ze tato podminka je ekvivalentni podmince z definice 6.10.
b) Dokazte, ze svaz (IN, |) (kde symbol | znaci relaci ”déli”) je distributivni - viz

priklad 6.5(3).

6.13. Poznamka. Je ziejmé, Ze kazdy podsvaz distributivniho svazu je dis-
tributivni. Tedy zadny distributivni svaz nemuze obsahovat podsvaz tvaru D ani
P z piikladu 6.11(4). Je zndmo, Ze plati i opacné tvrzeni, takze libovolny svaz je
distributivni, pravé kdyZ neobsahuje podsvaz tvaru D ani P z piikladu 6.11(4).

6.14. Priklad. Svaz S s nasledujicim Hasseovym diagramem

a

9

neni distributivni, nebot obsahuje nasledujici podsvaz tvaru P z ptikladu 6.11.(4):
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6.15. Véta. Ke kazdému distributivnimu svazu S existuje mnozina A, distribu-
tivni podsvaz L svazu (P(A), C) a bijekce f : S — L takové, Ze pro libovolné prvky

a,be Splati flaVvbd)= f(a)U f(b) a f(anb)= f(a)N f(b).

Dtikaz predchozi véty presahuje ramec tohoto ucebniho textu, proto jej vyne-
chavame. Tato véta Fika, ze kazdy distributivni svaz lze nalézt jako podsvaz (az na
oznaceni prvki) svazu (P(A), €), kde A je jistd mnozina.

6.16. Definice. (a) Ma-li svaz nejmensi i nejvétsi prvek, pak se tento svaz nazyva
ohraniceny.

(b) Bud S ohraniceny svaz, jehoZ nejmensi prvek je oznacen symbolem 0 a nej-
veétsi prvek symbolem 1. Komplementem prvku a € S rozumime kazdy takovy prvek
ac S,pronéjzplatiaNa=0aaVa=1.

(c) Ohrani¢eny svaz, v némz ke kazdému prvku existuje komplement, se nazyva
komplementdrni.

I v dalsim textu budeme symboly 0 a 1 oznacovat nejmensi a nejvétsi prvek
daného (ohrani¢eného) svazu. Ziejmé vzdy plati 0 = 1 a 1 = 0. Poznamenejme také,
ze v ohraniceném svazu dany prvek obecné nemusi mit zadny komplement, nebo
muze mit jeden ¢i vice komplement.

6.17. Priklady. (1) Uvazujme opét svaz S s nasledujicim Hasseovym diagra-
mem:
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Pak prvek e nemé zadny komplement, prvky a, d, 0,1 maji po jednom komplementu
a prvky b, ¢ po dvou komplementech (napf¥. prvky c i d jsou komplementy prvku b).
Tento svaz tedy neni komplementarni.

(2) I v komplementarnim svazu mize mit dany prvek vice nez jeden komplement.
Napi. ve svazu s nasledujicim Hasseovym diagramem

0
ma prvek ¢ dva komplementy - prvky a a b.
6.18. Véta. V libovolném distributivnim komplementarnim svazu ma kazdy

prvek prave jeden komplement.

Diikaz. Bud S distributivni komplementérni svaz a x € S jeho libovolny prvek.
Staci ukazat, ze x nema vice nez jeden komplement. Pfedpokladejme tedy, ze prvky
Y1, Y2 € S jsou komplementy prvku x. Pak x Ayy =0=zAypazVy; =1=xVy,.
Méme tedy y1 =41 VO =y V(x Aya) = (11 V) A (W1 Vy2) = LA (11 Vy2) = 11 V 1.
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Odtud dostavame ys < y;. Podobné (vzajemnou zdménou y; a ys) se ukaze, ze také
y1 < yo. Proto y; = v, ¢imz je diikaz hotov.

6.19. Priklad. Pro libovolnou mnozinu A je (P(A), C) distributivni a komple-
mentarni svaz. Je-li B C A néjakd podmnozina, pak komplementem mnoziny B v
tomto svazu je mnozina A — B (tzv. doplnék mnoziny B v mnoziné A).
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7. Booleovy svazy

7.1. Definice. Distributivni a komplementarni svaz B se nazyva Booletuv svaz.
Binarni operace A a V a unarni operace ~ na B se nazyvaji zdikladnimi Booleovymi

operacemi.

7.2. Priklady. (1) Pro libovolnou mnozinu A je (P(A), C) Booletv svaz.
(2) Svazy S a L s nasledujicimi Hasseovymi diagramy jsou Booleovy:

S : L:
1 1

a b
0 0

(3) Svazy D a P z piikladu 6.11(4) nejsou Booleovy, nebot nejsou distributivni.
(4) Bud S svaz s nésledujicim Hasseovym diagramem:

1

0

Pak S neni Booletiv, nebot neni komplementarni (prvky a ani b nemaji komplement).
(5) Bud L mnozina vSech kladnych délitela ¢isla 60. Pak svaz (L,|) je distri-
butivni, nebot je podsvazem distributivniho svazu z cviceni 6.12b). Jeho Hassetv

diagram mé nésledujici tvar:
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60

0

3
12
4 l 15

1

Ovsem (L, |) neni Booleiiv svaz, nebot neni komplementarni: éisla 2,6,10,30 nemaji
komplementy (pfipomerime, Ze infima jsou nejvétsi spolecni délitelé a suprema jsou
nejmensi spolecné nasobky).

7.3. Véta. Bud B Booleiiv svaz. Pak

(i) pro libovolny prvek x € B plati = z,

(ii) pro libovolné prvky z,y,z € B plati zVy = ZAgaxzAy = Vg (de
Morganova pravidla).

Diikaz. (i) Prvek x je zfejmé komplementem prvku Z a protoze £ ma podle véty
6.18 jediny komplement, mame T = x.
(ii) Z distributivity plyne (xVy)A(ZAY) = (TAGAZ)V(ZAGAY) = (FAO0)V(ZA0) =
0N0O=0a(zVy) V(IZAY) =(xVyVZ)A(zVyVy) =YV A(zVv])=1A1=1
(viz cviceni 6.12). Tedy Z A 7 je komplementem prvku z V y. Analogicky se dokaze
druh& rovnost.

7.4. Piiklady. (1) V Booleové svazu (P(A), C), kde A je libovolnd mnozina, maji
de Morganova pravidla zndmy mnozinovy tvar: Pro libovolné mnoziny X,Y, 7 €
P(A) plati

A-(XUY)=(A-X)N(A-Y),

A-(XNY)=(A-X)U(A-Y).

(2) Uvazujme svaz z piikladu 7.2(5). Tento svaz neni Booletv (jelikoz neni kom-
plementarni), avSak pro nékteré jeho prvky plati de Morganova pravidla. Ovéfme, ze
tato pravidla plati pro prvky 3 a 4, tj., Ze plati n.s.n.(3,4) = n.s.d.(3,4) an.s.d.(3,4)
= n.s.n.(3,4) (samoziejmé, n.s.n. zna¢i nejmensi spoleény nidsobek a n.s.d. nejvétsi
spoleény délitel). Skuteéné, mame:
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n.s.n.(3, 4) n.s.d.
n.s.d.( n.s.n.

7.5. Poznamka (princip duality). Je-li (B, <) Booleiv svaz, pak (B, <™!) =
(B, >) je také Booletuv svaz, v némz infima (suprema, nejmensi prvek, nejvétsi prvek)
jsou suprema (infima, nejvétsi prvek, nejmensi prvek) svazu (B, <). Odtud plyne tzv.
princip duality: Pokud plati pro Booleovy svazy néjaké tvrzeni, v némz se vyskytuji
symboly <, A, V, 0, 1, pak plati také tvrzeni, které dostaneme zaménou téchto
symboli po fadé za >, VvV, A, 1, 0.

7.6. Véta. Je-li B Booletuv svaz, pak pro libovolné prvky z,y € B plati:
rtAy=xA(TVy)a
rVy=xV(TAy).

Diikaz. Ziejmé plati t A (ZVy) = (x AZ)V (zANy) =0V (x Ay) =z Ay. Druha
rovnost plyne z principu duality.

7.7. Cviceni. Dokazte, Ze pro libovolné prvky x, y Booleova svazu B plati:
Daz=ye@@VvyAr@Vvy =1,
2Qr<yeyg<iesiVy=1lsarzAy=0,

7.8. Definice. Bud B Booleiv svaz a B’ jeho podsvaz majici alespon jeden
prvek. Pak B’ se nazyva Booletv podsvaz Booleova svazu B, pravé kdyz pro libovolny
prvek x € B’ plati z € B’.

7.9. Véta. Booletiv podsvaz Booleova svazu B je Booleovym svazem, ktery ma
stejné prvky 0 a 1 jako B.

Dikaz. Bud B’ Booletiv podsvaz Booleova svazu B. Z definice 7.8. ihned plyne,
ze B’ je distributivni a Ze komplementy prvka v B’ jsou stejné jako komplementy
téchto prvka v B. Stadi tedy ukézat, Ze prvky 0 a 1 svazu B lezi v B’. To je ovSem
snadné, nebot pro libovolny prvek z € B’ mame = € B’, takie t AT =0 € B’ a
rVvVi=1€DB.

7.10. Priklad. Bud A = {a,b,c¢} mnozina a uvazujme Booletv svaz B =
(P(A),C), jehoz Hassetv diagram je uveden v piikladu 5.9. Pak jeho podsvaz

= ({0,{a}, {b,c},{a,b,c}},C) je jeho Booleovym podsvazem. To vSak neplati
napf. pro podsvaz C' = ({c},{a, c},{b,c},{a,b,c}}, C), nebot v tomto pFipadé mame
{b,c} € C, avsak {b,c} ={a} ¢ C.

Uzitim véty 6.15 lze dokézat nasledujici tvrzeni:

7.11. Véta. Bud B Booletiv svaz. Pak existuje mnozina A, Booletiv podsvaz
L Booleova svazu (P(A),C) a bijekce f : B — L takova, Ze pro libovolné prvky
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a,b € Bplati f(aAb) = f(a)N f(b), f(aVb) = fla)Uf(b)a f(a)=A— f(a). Je-li
svaz B konec¢ny, 1ze volit L = (P(A), C).

7.12. Poznamka. Podobné jako muzeme kazdy svaz chapat jako mnozinu se
dvéma binarnimi operacemi A a V spliiujicimi dané axiomy (viz poznamku 6.7b)),
také kazdy Booletv svaz mizeme chapat jako mnozinu se dvéma binarnimi ope-
racemi A a V, jednou unarni operaci ~ a prvky 0 a 1 spliiujicimi dané axiomy (tj.
podminky (i)-(iv) z véty 6.6, rovnosti z poznamky 6.7c), rovnost z definice 6.10 a
rovnosti z definice 6.16(b)). Misto o Booleovych svazech pak hovotime o Booleovijch
algebrach (ptislusné uspotradani je opét dano vztahem (v) z véty 6.6).
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8. Booleovy funkce

Ptipomerime (viz pozndmku 3.17), Ze pro libovolnou mnoZinu A a libovolné n € Z*
klademe A" = Ax AXx ...x A, tj., A" je mnozina vSech n-tic tvofenych prvky

n—krat
mnoziny A s ohledem na poradi téchto prvkii.

8.1. Definice. Bud B Booletiv svaz a n prirozené ¢islo. Booleovou funkci n
proménnych v Booleové svazu B rozumime libovolnou funkci F' : B — B, kterou je
mozno zapsat (v explicitnim tvaru) uzitim pouze symbolti oznacujicich proménné,
zévorek a symbold oznacujicich zadkladni Booleovy operace, tedy symboli A, V a ~.

8.2. Priklad. V libovolném Booleové svazu jsou

F(z,y) =z Ny, F(z,y) =z Vy, F(z,y) = (z Ay) V(T Ay)
Booleovy funkce dvou proménnych a

F(fﬂl,l'g, T3, .1’4) = (.1’1 V i) V ((33'3 V 1'4) A\ (.1’1 N I’Q))) A (33'2 V (IEQ AN .1’3))
je Booleova funkce ¢tyt proménnych.

Snadno se dokaze nasledujici tvrzeni:

8.3. Véta. Bud B = (B, <) Booletv svaz a n pfirozené ¢islo. Oznac¢me symbo-
lem F,, mnozinu vsech Booleovych funkci n proménnych v Booleové svazu B a pro
libovolné F,G € F, polozme F <X G < F(xq,...,z,) < G(x1,...,x,) pro vSechna
xy,...,x, € B. Pak (F,, <) je Booletuv svaz, ve kterém pro libovolné F,G € F,) a
libovolné x4, ..., z, plati:

(FAG) (21, 0y 20) = F(x1, 0oy ) A G(21, 00y T),

(FVG) (21, ey Tp) = F(z1, 0oy 20) V G(21, o0y T4),

F(z1,...,2,) = F(x1, ..., 7).

Booleova funkce H n proménnych v B dand vztahem H(xy,...,z,) = 0, resp.
H(zy,...,x,) = 1 pro vSechna z1,...,x, € B je nejmensim, resp. nejvétsim prvkem
Booleova svazu F,,.

8.4. Priklad. Bud B = ({0,1}, <) Booletv svaz (majici pravé dva prvky:
nejmensi a nejvétsi). Je dobfe zndmo, Ze pro libovolné piirozené ¢islo n je kazda
funkce F': {0,1}" — {0, 1} Booleovou funkci n-proménnych v B. Tedy mnozina F,
vsech Booleovych funkci dvou proménnych v B je dana nasledujici tabulkou:

x y|F F, F3 F, F5 Fs F, Fg Fy Fig Fu Fi», Fi3 Fiy Fi5 Fi
0 010 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 110 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
1 010 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1
1 110 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

38



V (F,, =) napt. plati Fio = (@Vb)A(aVb), Fs N Fy, = Fy, FgV F; = Fy, F3 < Fy,
prvky Fy a Fis jsou nesrovnatelné, F je nejmensi prvek a Fig nejvetsi prvek.

8.5. Cviceni. a) Dokazte, Ze plati: M&-1i Booletiv svaz B m prvki, pak pfislusny
Booletiv svaz F,, ma nejvyse m™ prvki.
b) Urcete explicitni tvary vSech Sestnacti Booleovych funkei z piikladu 8.4.

8.6. Definice. Bud B Booleuv svaz a F'(zy, ..., x,) Booleova funkce n promén-
nych v B. Rekneme, ze F(zy,...,7,) ma uplny disjunktni normdini tvar, jestlize
plati F(xy,...,2,) = (G1 V...V Gp)(x1, ..., x,), kde m je pfirozené ¢islo a G, ..., G,
jsou navzajem rizné Booleovy funkce n-proménnych v B takové, Ze pro libovolné
i € {1,...,n} plati Gy(x1,...,2,) = ] A5 A ... Az, pfiCemz z} = x; nebo z} = 7;
pro kazdé j € {1,...,n}.

8.7. Priklad. Nasledujici Booleovy funkce jsou zapsany v tplném disjunktnim
norméalnim tvaru:

Fz,y) = (@ Ay) V(T Ay) vV (ZAY),

G(z,y,2) = (T ANyAz)V(TAYAZ).

8.8. Véta. Kazdou Booleovu funkei lze jednoznaéné (az na poradi funkei Gj)
vyjadrit v iplném disjunktnim normalnim tvaru.

Driikaz. Dlikaz provedeme konstruktivné, tj. ukdzeme postup, jakym lze prevést
danou Booleovu funkci do uplného disjunktniho normalniho tvaru. Tento postup se
sklada z nasledujicich ¢tyt krokii:

1. Pomoci de Morganovych pravidel docilime toho, Ze znaménko komplementu
se bude vyskytovat jen u (nékterych) proménnych.

2. Opakovanym uzitim distributivniho zakona a zékladnich vlastnosti priseku,
spojeni a komplementu prevedeme funkci do tzv. disjunktniho nmormdlniho tvaru,
ktery se od tplného disjunktniho normélniho tvaru lisi jen tim, ze funkce GG; nemusi
obsahovat z7 pro vSechna j € {1,...,n}.

3. Kazdou funkci Gy, kterd neobsahuje z7 pro néktera j € {1,...,n}, nahradime
prisekem této funkce a vyrazi (x; V Z;) pro vsechna takovato j.

4. Uzitim distributivniho zakona jiz obdrzime tuplny disjunktni normadlni tvar

dané funkce (ktery je urcen jednoznacné az na poradi funkei G; a vyrazi 7).

8.9. Priklad. Pfevedme néasledujici funkce do tplného disjunktniho normélniho
tvaru:

a) F(z,y,2) = (x Vy) Az V2) AT VY),

b) G(z,y,2) =g VIEVEV(YyA2)A(zV(TAY)).
Uzitim postupu z diikazu véty 8.8 dostaneme:

a) F(z,y,z) =[xV (@ Ay) V(@A) VyAz)ANzAhy=(xAy)V(tAyAz)=
s AYN(zVE)V(@AyAz)=(@AyAz)V(tAyAZ),
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v NV (@AY = gV[(EVaVY AV (TAY))] =

Nz)V(ZAZ y)vovo] gV (@ AZ)V(GA2)V(ZAYNZ) =

VI[(g VI)|V(ZAYAZ) = [(xAGAZ)V(ZAGA

(xAyAz )\/(:U/\y/\z)] [(ZAGAZ)V(TAGNA2) |V (ZAYNZ) =
V(@AGAZ)V(EAGAZ)V (e AyA2)V(TAYAZ).

8.10. Cviceni. Naleznéte tplné disjunktni normélni tvary néasledujicich Boole-
ovych funkci:

1) F(z,y,z) =[x V(gA2)] AN (ZVy)

2) F(x,y,2) =2z V (yA(xV2))

3) Fx,y,2) = (xVy) V(rAz)

4) Fz,y,z) = [(x Ay) vV ((TV 2) AND)] A (y V 2),

5) F(z,y,z,u) = (gAua)VxVz)AN(GAZ)V (xAuw)).
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9. Aplikace Booleovych svazu

a) Logické obvody

Vyznamného vyuziti nachazeji Booleovy svazy pri navrhovani tzv. logickych ob-
vodu, které jsou soucasti kazdého pocitace. Logicky obvod je zafizeni, které pretvari
vstupni (elektrické) signaly na signaly vystupni. VSechny signaly nabyvaji pouze
dvou hodnot, které budeme oznacovat symboly 0 a 1. Symbolem 2 pak oznacime
Booleiv svaz ({0,1}, <) (takZe 2 obsahuje pouze nejmensi prvek 0 a nejvétsi pr-
vek 1). Logicky obvod majici n vstupi a m vystupu pak predstavuje zobrazeni
L:2" — 2™,

X1 — — U

Logicky obvod

Tn

—>ym

Daéle budeme uvazovat logické obvody majici pouze jediny vystup. Kazdy takovy
obvod predstavuje Booleovu funkci n proménnych F': 2" — 2 - tato funkce je tedy
danym obvodem realizovana. Ve svazu 2 budeme psat - misto A a + misto V a
pii zavorkovani budeme vyuzivat vyssi prioritu operace - (podobné jako to délame
pii nédsobeni a séitani redlnych ¢isel). Jak je zvykem, budeme pfi zépisu symbol -
vynechavat. Plati tedy napt. xo =z, v+ = 2,0 =0, lz = 2, 04+2x =z a
1+ x = 1. Operace - a + se nazyvaji logicky soucin a logicky soucet.

Abychom mohli sestavit logicky obvod, musime mit prvky, které realizuji zakladni
Booleovy operace -, + a . Tyto prvky se nazyvaji AND, OR a NOT, souhrnné jim
fikdme logické cleny (nebo hradla). Logické ¢leny se oznacuji nasledovné:

AND: OR: NOT:

X1+ Ty X1 - 1+ ...+xy
: z T
In

T

Tn

Schémata, ktera znazornuji logické obvody, se skladaji z hran, které predstavuji
elektrické vodice, a z uzlt tvorenych logickymi ¢leny. Dva logické obvody se nazyvaji
ekvivalentni, jestlize realizuji tutéz Booleovu funkci.
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9.1. Priklad. Nésledujici dva logické obvody jsou ekvivalentni (v dusledku dis-

tributivniho zdkona):
j&
x x(y + 2) xy + xz
o rz
z

Pti analyze logickych obvodi fesime tikol nalezeni Booleovy funkce, ktera je reali-
zovana danym logickym obvodem. Jeden z moznych zpiisobi feseni tohoto problému
je urceni hledané Booleovy funkce pomoci tabulky, tj. zjisténi vystupnich hodnot pro
vsechny mozné kombinace vstupnich signali. Mnohem efektivnéjsi vsak je urceni ex-
plicitniho vyjadieni hledané Booleovy funkce pomoci Booleovych operaci.

9.2. Priklad. Naleznéte Booleovu funkci, kterd je realizovana logickym obvodem

X

D

Y

Hledana funkce je dana nasledujici tabulkou:

=== O O O O8
— -0 O = O oK

— O R O, O KR OlW
oo o, OO RS

Exlicitni tvar hledané Booleovy funkce je zfejmé
t=uay+ 2.

vvvvvv

jejich syntéza. Jde tedy o to, sestavit logicky obvod, ktery realizuje danou Booleovu
funkci.
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9.3. Piiklad. Sestavte logicky obvod, ktery realizuje Booleovu funkci
a) F(z,y,z) =Ty + z,
b) F(x,y,2) = 2y + Tz + xyz.

Resenim jsou zfejmé nasledujici logické obvody:

a)

N 4‘>07 F(z,y,2)

el
Z ~[>w} Fla.y.2)
D

Pti syntéze logickych obvodi je samoziejmé zadouci nalézt mezi vSemi logickymi
obvody realizujicimi danou Booleovu funkci F' takovy, ktery je nejjednodussi, tj.,
ktery obsahuje nejmensi pocet logickych clenti. K dosazeni tohoto cile se obvykle
postupuje tak, ze se dand Booleova funkce prevede na tuplny disjunktni normalni
tvar, ktery se pak minimalizuje a teprve potom realizuje logickym obvodem, ktery
je pak minimalni co do poc¢tu logickych ¢lenii. Pro minimalizaci Booleovych funkci
se pouziva né€koklik metod, z nichz nejjednodussi je tzv. primd metoda, kteréd je
zalozena na vlastnostech Booleovych operaci. Ukazme si ptiklad:

9.4. Priklad. Minimalizujme nasledujici Booleovu funkci v tplném disjunktnim
normalnim tvaru:

F(x,y,2) = 2yz + ayz + ayz + Tyz.
7 idempotence a distributivity operaci - a + a z vlastnosti nejvétsiho prvku a kom-
plementu dostavame:
F(z,y,2) = (xyz + 2yz) + (2yz + 2y2) + (Zyz + zyz) = zy(z+ 2) + 22(y + §) +
yz(x 4+ ) =zy-14+zz-14yz-1 =y + 22+ y=.

Pfimé metoda je vhodna jen pro minimalizaci velmi jednoduchyjch Booleovych
funkci a pro vice nez tii proménné je prakticky nepouzitelna. Proto byly vyvinuty
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dalsi metody, z nichZ zde jmenujme alespont metodu Quineovu-McCluskeyovu, nebot
z ni vychazi fada dalsich metod, které s vyhodou vyzivaji pocitace.

9.5. Cviceni. Minimalizujte pfimou metodou Booleovu funkci F(z,y,z) =
Tyz + xyz + xyz [vysledek: F(x,y,2) = zy + Tyz].

b) Spina¢ové obvody

Booleovy svazy se pouzivaji také pii navrhovéani (elektrickych) spinacovych obvodi.
Spinac je zafizeni, které mize mit jen stav zapnuto nebo vypnuto.

Spina¢ a:
a

S o o t

Spinacovy obvod pak obsahuje pouze spinace, jeden vstup s a jeden vystup t. Obvod
je otevien, proudi-li signal (elektricky proud) od vstupu k vystupu, coz znacime
symbolem 1. V opac¢ném pftipadé je obvod uzavien, coz znac¢ime symbolem 0. Také
samotny spinac¢ je obvodem, tedy symbol 1 znac¢i jeho zapnuty stav a symbol 0
vypnuty stav. Sériové zapojeni spinacii a a b zna¢ime ab a jejich paralelni zapojeni
znacime a + b. Je-li a spinac, pak a znaci spinac, ktery je zapnut, pravé kdyz a je
vypnut, a naopak.

a-+b:
ab:

: C T :

Kazdy spinacovy obvod predstavuje Booleovu funkci F': 2" — 2, kde n je po-
et spinacti tohoto obvodu (nebot proménné funkce F jsou pravé spinace ay, ..., a,
daného spinacového obvodu). Naopak, ke kazdé Booleové funkei F'(ay, ..., a,) n pro-
ménnych v 2 existuje spinacovy obvod, ktery ji realizuje. Protoze libovolny spinac se
muze v obvodu vyskytovat vicekrat, jsou uvazované spinace chapany jako vicecestné.

Q|

9.6. Priklad. Urcete Booleovu funkci, ktera je realizovana nésledujicim spina-
¢ovym obvodem:

b

S—o [

a

o~ o—
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Ziejmé se jedna o funkei F(a,b,c) = a(b+ ¢) + a.

9.7. Priklad. Sestavte spinac¢ovy obvod, ktery realizuje Booleovu funkci
F(a,b,c) = (a+b)(a+ c)a.

Resenim je ziejmé nasledujici spinacovy obvod:

a a
a
S c t

Dva spinacové obvody se nazyvaji ekvivalentni, jestlize realizuji tutéz Booleovu
funkci (tj., jestlize oba obvody jsou oteviené, resp. uzaviené pii stejné pozici spinaci
- nehledé ovSem na spinace, které namaji na otevienost ¢i uzavienost obvodu vliv).

9.8. Piiklad. Zjednoduste spinacovy obvod

a C
o—o0— o

Tento obvod ziejmé realizuje Booleovu funkci F'(a, b, ¢) = ab(ac+ bc), jejiz tplny
disjunktni normalni tvar je F'(a, b, c) = abé+ abc. Minimalizaci pfimou metodou pak
snadno dostavame F'(a,b,c) = ab(¢ + ¢) = ab. Piislusnym zjednodusenim je tedy
spinacovy obvod

SRS SR S

9.9. Cviceni. Zjednoduste nasledujici spinacové obvody:

a b

a)
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10. Formalni jazyky

Formalni jazyky, kterymi se budeme v této kapitole zabyvat, jsou spole¢nym zobec-
nénim jak prirozenych tak programovacich jazykt. Zameérime se na studium tako-
vych vlastnosti formalnich jazykt, které jsou vyznamné pro programovaci jazyky.
Studiem formalnich jazykid z hlediska jazyki pfirozenych se zabyva matematickd
linguvistika.

Bud ¥ libovolna konecnd mnozina, tzv. abeceda. Symbolem Y% oznacime mno-
zinu v8ech konec¢nych neprazdnych posloupnosti utvorenych z prvkt mnoziny 3.
Déle klademe ¥* = X% U {A}, kde A znaéi prazdnou posloupnost. Posloupnosti
u = (a,as,...,a,) € L1 budeme strucné zapisovat jako u = ajas...a,, a nazyvat
retézy nebo slovy v abecedé 3. Cislo n pak nazyvame délkou slova u a znac¢ime |u).
Slova délky 1 v abecedé ¥ ztotozniujeme s prvky mnoziny .. Také A je slovo, tzv.
prdzdné slovo, pro néz klademe |A| = 0. O mnoziné ¥* mluvime jako o mnoziné
vech Fetézli nad abecedou ¥ a o mnoziné X7 jako o mnoziné vSech neprazdnych
fetézli nad .

Na mnoziné ¥* definujeme binarni operaci - nasledovné: Jestlize u,v € ¥*, u =
ajy...Gn, v = by..by, pak u-v = ay...apby...b,,. Jak je obvyklé, symbol - budeme
vynechévat, tj. budeme psat uv misto u - v. Retéz uv se nazjva zretézenim (nebo
konkatenaci) Fetézi u a v. Protoze u\ = Au = u pro libovolné u € ¥* a protoze
operace zietézeni je ziejmé asociativni, je trojice (X*,-,A) monoid (tj. (X*,-) je
pologrupa s jednotkovym prvkem \). Jak je béZné u pologrup, pro libovolné u € 3*
a libovolné k € Z* definujeme fetéz u* vztahem u® = X\ a u*! = w'u pro vsechna
i=0,.. k— 1. Retéz u* se nazjva k-ndsobné zretézeni Yetézu u. Jsou-li z,y € ¥*
fetézy, pak x se nazyva podietézem fetézu y, jestlize existuji takové fetézy u, v € ¥*,
ze plati y = uxwv.

10.1. Definice. Libovolnou podmnozinu L C ¥* nazyvame formdlnim jazykem
(nebo struénéji jazykem) nad abecedou X.

10.2. Priklady. (1) Kazdy pfirozeny jazyk, napi. ¢eStina, je jazykem nad abe-
cedou, do niz patii kromé vSech pismen uzivané abecedy jesté mezera a interpunkéni
znaménka. Retézy (slova) v této abecedé jsou vechny gramaticky spravné utvorené
véty.

(2) Pfirozeny jazyk lze chépat také jako jazyk nad abecedou, kterd je tvofena
véemi slovnimi tvary tohoto jazyka, mezerou a interpunkénimi znaménky. Retézy
budou opét vSechny gramaticky spravné utvorené véty.

(3) Kazdy programovaci jazyk je formalnim jazykem. Je tvofen pravé takovymi
fetézy, které jsou syntakticky spravnymi programy v tomto jazyce.

(4) Bud ¥ = {a,b} a necht L = {a™b™; m >0, n > 0}. Pak L je jazyk nad X.
Plati napf. A€ L,a € L, b€ L, a®b® € L, aba ¢ L.
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10.3. Definice. Kontextem nad abecedou ¥ rozumime libovolnoy prvek (u,v) €
¥* x ¥*. Je-li L jazyk nad ¥ a z € ¥* Tetéz, pak fikdme, ze kontext (u,v) prijimd
x v jazyce L, jestlize uxv € L.

10.4. Priklady. (1) Bud ¥ mnozina, jejimiz prvky jsou vSechny slovni tvary ces-
kého jazyka, interpunkéni znaménka a mezera, kterou ozna¢ime symbolem —. Necht
L je mnozina vsech spravné utvorenych ceskych vét. Pak kontext (MAM—RAD—,.)
piijima v L vSechna podstatnd jména ve 4.padé (kterd mohou byt rozvinuta napf.
pifdavnymi jmény). Tento kontext tedy napf¥. pfijima fetéz délky 3 DOBRE—PIVO.

(2) Bud ¥ = {a,b} a L = {a™b"; m > 0,n > 0} a (u,v) = (a,b). Pak zfejmé
kontext (u,v) piijima v L Fetéz x € ¥*, pravé kdyz x € L.

10.5. Definice. Bud L jazyk nad abecedou ¥ a polozme n(L) = {z € X%
existuje kontext nad X, ktery pfijimé = v L}. MnoZinu n(L) nazyvame relaci nutnosti
a jeji prvky nutngmi fetézy v jazyce L. Retézy, které nejsou nutné (tj., které jsou
prvky mnoziny X* — n(L)), se nazyvaji parazitni v jazyce L.

10.6. Poznamka. Ziejmé tedy n(L) = {x € X*; existuje (u,v) € ¥* x ¥* tak,
ze uzrv € L}. Takze pro libovolné slovo x € ¥* podminka z € n(L) znamena, ze
se objevuje v alespon jednom slové jazyka L. Protoze n(L) C X*, je n(L) unarni
relaci na ¥*. Vzdy plati L C n(L), nebot pro kazdé x € L mame x = Az € n(L).
Je-li L = (), pak také n(L) = 0.

10.7. Priklady. (1) Bud ¥ mnozina, jejimiz prvky jsou vSechny ceské slovni
tvary, interpunk¢éni znaménka a mezera —. Necht L je mnozina vSech jednoduchych
eskych oznamovacich vét. Pak —JEDE—ZITRA — je nutnym fetézem (délky 5) v
L, nebot existuje kontext, napt. (FRANTA,DOMU.), ktery jej v L piijimé. Naproti
tomu napf. fetéz JEDE—NESPECHAJI je parazitni v L.

(2) Bud ¥ = {a,b} a L = {a"ba"; n > 0}. Pakn(L) = {a™; m > 0}U{a’ba’; p >
0,q > 0}.

10.8. Definice. Bud L jazyk nad abecedou ¥ a polozme d(L) = {(z,y) €
2 x M, pokud néjaky kontext nad X prijima x v L, pak tento kontext prijima také
y v L} . Pak d(L) nazyvame relaci dominace jazyka L.

10.9. Poznamka. d(L) je samoziejmé (bindrni) relace na X*, pro niz plati
d(L) = {(z,y) € X* x X*; pro libovolny kontext (u,v) € ¥* x ¥* plati implikace
urv € L = uyv € L}. Podminka (z,y) € d(L) znamena, ze kdykoliv je x podfe-
tézem néjakého tetézu jazyka L, miizeme v tomto fetézu x nahradit fetézem y a
vznikly fetéz bude opét prvkem jazyka L. Jestlize x ¢ n(L), pak pro libovolny Fetéz
y € ¥* plati (z,y) € d(L), nebot x neni podfetézem zadného fetézu jazyka L.

10.10. Véta. Bud L jazyk nad abecedou 3. Pak relace d(L) je reflexivni a tran-
zitivni. Jestlize (z,y) € d(L), pak pro libovolné fetézce u,v € ¥* plati (uzv, uyv) €
d(L).
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Diikaz. Reflexivita relace d(L) je ziejma. Je-li (z,y) € d(L), (y,2) € d(L),
pak pro kazdé (u,v) € ¥* x ¥* z podminky uzrv € L plyne uyv € L a odtud
déle dostavame uzv € L. Tedy (x,z) € d(L), a proto je d(L) tranzitivni. Je-li
(z,y) € A(L), u,v € ¥* a (w,z) € ¥* x ¥* pak z podminky wuzvz € L plyne
wuyvz € L, takze (uzv,uyv) € d(L).

10.11. Priklady. (1) Bud ¥ mnozina, jejimiz prvky jsou vSechny ¢eské slovni
tvary, interpunkéni znaménka a mezera —. Nechtf L je mnozina vSech spravné utvo-
fenych eskych vét. Bud z fetéz VINO (délky 1) a y fetéz DOBRE—PIVO (délky 3).
Pak ziejmé (z,y) € d(L), nebot v kazdé eské vété 1ze ziejmé fetéz VINO nahradit
fetézem DOBRE—PIVO. Oviem (y,z) ¢ d(L), nebot

VELMI-DOBRE—PIVO—SE—VSECHNO—VYPILO.€ L,

zatimco VELMI—VINO—SE—VSECHNO—VYPILO.¢ L.

(2) Necht ¥ = {a,b} a L = {a™b"™; m > 0,n > 0}. Pak napiiklad (ab,a) € d(L)
i (ab,b) € d(L).

10.12. Definice. Bud L jazyk nad abecedou X. Pak klademe e(L) = d(L) N
d(L)~* a mnozinu e(L) nazyvame relact dvoji dominace jazyka L.

10.13. Poznamka. Ziejmé je e(L) ekvivalence na ¥*. Podminka (z,y) € e(L)
znamena, ze kdykoliv je jeden z fetézi x,y podretézem néjakého fetézu jazyka L,
lze jej nahradit druhym a vznikly fetéz bude také pattit do L.

Protoze (¥* —n(L)) x (X* —n(L)) C e(L), plati nasledujici véta:

10.14. Véta. Mnozina ¥* — n(L) je t¥ida ekvivalence e(L) pro kazdy jazyk L
nad X.

10.15. Priklady. (1) V jazyce z piikladu 10.11(1) zfejmé plati

(DOBRE,VELMI — DOBRE) € e(L).
(2) Bud ¥ = {a,b} a L = {a"ba"; n > 0}. Pak (a?ba?,a?""ba?"") € e(L) pro
libovolna ¢isla p, ¢, € INU {0} s vlastnosti » <min(p, q).

10.16. Definice. Bud (X, -, e) libovolny monoid a r relace ekvivalence na X.
Pak r se nazyva kongruence monoidu (X, -, e), jestlize z podminek (z,z’) € r a

(y,vy') € r plyne (zy,2'y') € r.

10.17. Véta. Bud L jazyk nad abecedou X. Pak e(L) je kongruence na monoidu
(3%, N).

Diikaz. Budte (z,2") € e(L) a (y,y') € e(L) libovolné prvky. Necht u,v € ¥*
a uryv € L. Pak kontext (u,yv) pfijimé = v L, takZe pfijima i =’ v L (nebot

48



(xz,2') € e(L)), tj. uz'yv € L. To ovSem znamend, ze kontext (uz’,v) pfijima y v L,
tedy pfijima i ¥’ v L (nebot (y,y') € e(L)), tj. uz’y'v € L. Tedy (zy,2'y") € d(L).
Podobné se dokaze, ze (z'y/, zy) € d(L), proto (zy,z'y') € e(L).

10.18. Véta. Bud L jazyk nad abecedou X. Pak L je sjednoceni mnoziny vSech
tfid ekvivalence e(L), které maji s L neprazdny prunik.

Diikaz. Bud C' t¥ida ekvivalence e(L) takova, ze C'N L # (). Pak existuje prvek
r € CN L. Pro kazdé y € C ze vztahti \e\A = x € L a (z,y) € e(L) plyne
y = Ay € L, takze C' C L. Tedy sjednoceni vsech takovychto ttid C' je podmnozinou
jazyka L. Protoze opacna inkluze je zfejma, plati tvrzeni.

10.19. Véta. Bud L jazyk nad abecedou X. Je-li r takova kongruence na mo-
noidu (X%, -, A), Ze L je sjednocenim néjaké mnoziny jejich tiid, pak r C e(L).

Diikaz. Necht (x,y) € r, (u,v) € ¥* x ¥* a uzv € L. Pak (uz,uy) € r a odtud
dostdvame (uzv,uyv) € r. Tedy urv a uyv jsou prvky téze t¥idy kongruence r.
Jelikoz plati uxv € L, je tato tfida podmnozinou jazyka L, takze uyv € L. Proto
(z,y) € d(L). Podobné se ukaze, ze plati také (y,x) € d(L), takze (z,y) € e(L).
Tim je inkluze r C e(L) dokazéana.

10.20. Definice. Jazyk L se nazyva reqularni, jestlize ekvivalence e(L) mé ko-
necny pocet ttid.

10.21. Priklady. (1) Bud L = {a™ba™; m > 0} jazyk nad abecedou ¥ = {a, b}.
Pak je zfejmé jednoprvkova mnozina {a™} tiida ekvivalence e(L) pro kazdé m > 0,
takZe L neni reguldrni jazyk.

(2) Bud L = {a™b™; m > 0,n > 0} jazyk nad abecedou ¥ = {a,b}. Pak L
je regularni, nebot ekvivalence e(L) ma pravé pét t¥id: mnoziny ¥* — n(L), {\},
{a™; m > 1}, {b"; n > 1}, {a™b™; m > 1,n > 1}.

10.22. Véta. Kazdy konecny jazyk je regularni.

Diikaz. Je-li L koneény jazyk nad abecedou X, pak i n(L) je kone¢na mnozina.
Tedy e(L) ma konecény pocet t¥id: tiidy, které jsou podmnozinami mnoziny n(L), a
tiidu X* — n(L) parazitnich Fetézu.

10.23. Véta. Bud L jazyk nad abecedou ¥ a a ¢ ¥ libovolny prvek. Pak jazyk
L je regularni, pravé kdyz L je regularni jako jazyk nad abecedou ¥ U {a}.

Diikaz. Z¥ejmé Fetézy parazitni v jazyce L nad ¥U{a} jsou pravé fetézy parazitni
v L nad ¥ a fetézy obsahujici prvek {a}. Tedy mnoziny n(L) jsou v obou ptipadech
stejné. Proto i tfidy ekvivalence e(L) tvofené nutnymi Fetézy jsou stejné. Pokud
tedy n(L) # X*, pak v obou piipadech existuje jedina dalsi t¥ida ekvivalence e(L),
ktera je tvofena parazitnimi Fetézy. Takze ekvivalence e(L) ma v obou pfipadech
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stejny pocet tiid. Pokud ovsem n(L) = X*, pak v jazyce L nad ¥ jsou vSechny tiidy
ekvivalence e(L) tvofeny nutnymi Fetézy, zatimco v jazyce L nad X U {a} existuje
(jedind) dalsi t¥ida, ktera je tvofena parazitnimi fetézy. Takze ekvivalence e(L) mé
v piipadé jazyka L nad ¥ U {a} o jednu t¥idu vice nez v pfipadé jazyka L nad X.
Protoze ekvivalence e(L) pro jazyk L nad ¥ méa kone¢ény pocet t¥id, mame dokézano,
ze 1 ekvivalence e(L) pro jazyk L nad ¥ U {a} mé koneény pocet tfid.

10.24. Cviceni. 1. Ukazte, ze vSechny regularni jazyky nad danou abecedou X
tvoti vzhledem k uspofadani danému mnozinovou inkluzi Booleiiv svaz, tj., ze pro
libovolné regularni jazyky Lq, Lo nad ¥ jsou také LyULs, L1 N Ly a ¥* — Ly regularni
jazyky nad X () a ¥* jsou samoziejmé regularni jazyky nad o).

2. Ukazte, ze pro libovolné regularni jazyky L1, Ly nad ¥ je také Ly Ly = {zy; = €
Ly,y € Lo} regularni jazyk nad 3.

10.25. Poznamka. Regularni jazyky jsou dilezité z hlediska informatiky, ne-
bot, jak uvidime v nésledujici kapitole, to jsou pravé ty jazyky, pro néz existuji
jista zafizeni, kterd je rozpoznavaji. Mezi regularni jazyky patii zejména jednodu-
ché jazyky programovaci (na trovni jazykt symbolickych adres). Pfirozené jazyky
zpravidla nejsou regularni.
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11. Koneéné automaty

Predmétem zajmu teorie kone¢nych automatt je kazdy systém, u kterého miizeme
vymezit kone¢né mnoho stavii, do nichz se mtize tento systém dostat, a konec¢né
mnoho druhti vnéjsich podnétii ptisobicich zmény téchto stavii. Pritom je podstatné,
aby stav systému a vnéjsi podnét vzdy spoleéné jednoznac¢né urcovaly nasledujici
stav. V bézném zivoté se denné setkdvame s riznymi automaty (napt. telefonni au-
vyznamu dosahla teorie automati zejména s rozvojem pocitact, takze dnes tvori
vyznamné odvétvi informatiky.

11.1. Definice. Koneéngm automatem (nebo akceptorem) rozumime pétici A =
(S,%,9, s, F), kde
S je kone¢né neprazdna mnozina, tzv. mnozina stavii,
Y je kone¢na neprazdna mnozina, tzv. vstupni abeceda, jejiz prvky nazyvame vstupni
symboly,
0 : 5 xXY — S je zobrazeni, které se nazyva prechodovd funkce - tato funkce je
podstatou konecéného automatu, nebot urcuje, do jakého stavu prejde automat ze
stavu s, pfivedeme-li na vstup symbol a,
Sg € S je tzv. pocdtecni stav,
F C S je mnozina tzv. koncovych stavi.

11.2. Priklad. Méjme krabicku s ¢tvercovym dnem o hrané délky d a v ni
tTi stejné velké kostky o hranach délky %l. Omezme se na situace, kdy kostky jsou
umistény v rozich krabicky. Prechézet z jednoho stavu do druhého je mozné pouze
posunem nékteré kostky na volny ¢tverec. Vzdy lze posunout pravé jednu kostku v
horizontalnim nebo vertikalnim sméru. Oznac¢me horizontalni posun pismenem h a
vertikalni posun pismenem v. Tim dostévame koneény automat A = (S, X, 9, s,, F),
kde S je mnozina vSech moznych umisténi kostek v krabici, tedy ¢tyfprvkova mno-
zina (kostky od sebe navzdjem nerozlisujeme) S = {a, b, c,d}, jejimiz prvky jsou
nésledujici stavy (volné policko je vysrafovano):

Ziejmé plati ¥ = {h,v}, d(a,h) = b, é(a,v) = ¢, 6(b,h) = a, 6(b,v) = d,
d(c,h) =d, 6(c,v) = a, 6(d,h) = ¢, 6(d,v) = b. Pocatecni stav a koncové stavy lze
volit libovolné, napi. s = a a F' = {c¢,d}.
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Protoze vsechny uvazované automaty budou konec¢né, budeme misto konec¢ny
automat fikat struc¢néji automat. Automaty se obvykle zadavaji tabulkou nebo sta-
vovym diagramem. Tabulka daného automatu je vlastné tabulka jeho prechodové
funkce ¢. Jeji fadky jsou nadepsany stavy a sloupce jsou nadepsany vstupnimi sym-
boly. V tadku odpovidajicim stavu s a sloupci odpovidajicim vstupnimu symbolu
a je umistén stav J(s,a). Stavovy diagram automatu ziskame tak, Ze jeho stavy
znédzornime jako body v roviné a ze stavu s vedeme orientovanou hranu (Sipku) do
stavu t oznacenou vstupnim symbolem a, pravé kdyz plati §(s,a) = t. Abychom vy-
znacili pocatecni stav, vedeme do néj kratkou neohodnocenou sipku, koncové stavy
vyznacujeme podtrzenim.

11.3. Priklady. (1) Uvazujme automat z piikladu 11.2. Pak jeho tabulka ma
tvar:

LI o>
O UL o
SR QL oc

Ptislusny stavovy diagram je nésledujici:

V2NN
A

(2) Uvazujme automat A = (S, %, 4, so, F'), kde S = {so, 51, $2, 53} a ¥ = {a, b},
ktery je dan nasledujici tabulkou:

0l a b
— S | S1 52
S1 |51 S2
So | 53 S2
S3 | 83 S3




Stavovy diagram tohoto automatu mé nasledujici tvar:

b b

. Y

o = [ ]

a D
b

11.4. Definice. Bud A = (S,%,4, s, F') automat. Pak definujeme zobrazeni
0*: 8§ x ¥* — S takto:

1. 6*(s,\) = s pro kazdé s € S,

2. 0*(s,wa) = 6(0*(s,w),a) pro kazdé s € S, w € ¥* aa € X.
Zobrazeni 0* se nazyva zobecnéend prechodovd funkce automatu A. Ziejmé pro kazdy
fetézec w € ¥* délky 1 plati 6*(s,w) = 0(s,w). Takze §* je rozsifenim J. Funkce ¢*
urcuje, do jakého stavu postupné prejde automat ze stavu s, privedeme-li na jeho
vstup slovo w (tj. posloupnost symbolti tvorici toto slovo).

11.5. Definice. Bud A = (5, %, 4, so, F) automat. Potom jazyk L(A) = {w €
X% 0%(sp,w) € F'} nad abecedou ¥ se nazyva jazykem rozpoznatelngm automatem

A

Nésledujici tzv. Kleenova véta udava vztah mezi regularnimi jazyky a automaty.
Jeji dlikaz svoji naro¢nosti pfesahuje ramec tohoto ucebniho textu, proto jej neuva-
dime.

11.6. Véta. Bud L jazyk nad abecedou X . Pak L je regularni, pravé kdyz je
rozpoznatelny néjakym automatem (se vstupni abecedou ).

11.7. Priklady. (1) Jazyk L = {a™b"; m > 0,n > 0} nad abecedou ¥ = {a, b}
je regularni, nebot je rozpoznatelny automatem z piikladu 11.3(2).

(2) Bud ¥ ={0,1} a L = {w € ¥*; w zacina i kondi stejnym symbolem a |w| >
2} jazyk nad ¥. Pak L je regularni, nebot je rozpoznatelny automatem s nasledujicim
stavovym diagramem:
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(3) Bud ¥ = {a,b} a L = {w € ¥*; w kondi fetézem abba} jazyk nad . Pak L
je regularni, nebot je rozpoznatelny automatem s timto stavovym diagramem:

a

b a
b
50 a 51 b Szmsi
-0 o, ™o

i 0 ——= 0
[¢

b

11.8. Definice. Stav s € S automatu A = (5, %, §, so, F') se nazyva dosazitelny,
jestlize existuje slovo w € ¥* takové, Ze §*(so, w) = s. V opacném piipadé se stav s
nazyva nedosazitelny.

11.9. Priklad. V automatu s nasledujicim stavovym diagramem jsou stavy s,
S1 a So dosazitelné, zatimco stav sz je nedosazitelny:

53 S2

11.10. Poznamka. Dany regularni jazyk je samoziejmé rozpoznatelny neko-
neéné mnoha automaty. Je-li totiz rozpoznatelny néjakym automatem A, je roz-
poznatelny i automatem, ktery z A vznikne pfidanim libovolného poctu nedosazi-
telnych stavi. Automaty, které rozpoznéavaji tentyz (regularni) jazyk, se nazyvaji
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ekvivalentni. Problém najit k danému jazyku automat, ktery by jej rozpoznéaval,
tedy bud nemd feSeni (tj. tento jazyk neni regulérni), nebo ma nekonecné mnoho
feSeni. PTi vybéru jednoho z téchto feseni se obvykle fidime pozadavkem, aby na-
vrzeny automat mél co nejmensi pocet stavi. Zejména tedy eliminujeme vSechny
nedosazitelné stavy.

V nésledujici definici zeslabime pojem kongruence monoidu zavedeny v predchozi
kapitole.

11.11. Definice. Bud (X, -, e) libovolny monoid a r relace ekvivalence na X.
Pak r nazyvame pravou kongruenci monoidu (X, -, e), jestlize pro libovolné prvky
z,y,z € X z podminky (z,y) € r plyne (xz,yz) € r.

Tedy kazdé kongruence monoidu (viz 10.16) je jeho pravou kongruenci.

Nasledujici véta, ktera je znama jako véta Nerodova, poskytuje uzitec¢né kritérium
toho, zda je dany jazyk nad konec¢nou abecedou rozpoznatelny néjakym automatem
(a tedy regularni). Jeji dikaz z divodu néro¢nosti opét vynechavame.

11.12. Véta. Bud L jazyk nad konecnou abecedou. Pak L je rozpoznatelny
néjakym automatem, pravé kdyz existuje prava kongruence monoidu (X%, -, A) s ko-
necnym poctem tiid takova, ze L je sjednocenim nékterych téchto tiid.

11.13. Piiklady. (1) Bud ¥ = {a, b} a provedme rozklad mnoziny ¥* na nésle-
dujici mnoziny:
A = {z € ¥*; z kondi fetézem aab},
B = {x € ¥*; x kond¢i fetézem aa},
C = {z € £*; x obsahuje vSechny fetézy koncici symbolem a, které nepatii do B},
D=%¥—-(AuBUCQC).
Snadno se nahlédne, ze ekvivalence odpovidajici uvedenému rozkladu je prava kon-
gruence na monoidu (X*,-;\). Polozme L = A U C. Pak L je podle 11.12 rozpo-
znatelny néjakym automatem. Jedna se napf. o automat s nésledujicim stavovym
diagramem:
SA
[ ]




(2) Bud L = {a™; n > 0} jazyk nad abecedou ¥ = {a}. UkaZeme (sporem), Ze
L neni rozpoznatelny zadnym automatem.

Predpokladejme, ze L je rozpoznatelny néjakym automatem. Pak podle 11.12
existuje prava kongruence r monoidu (X*, -, A) majici konecny pocet k tiid takova,
ze L je sjednocenim nékterych téchto trid. Proto alespon dvé z nasledujicich k& + 1
slov lezi ve stejné tridé:

k2 ak2+1

k2+k
a y ey @ .

Jinymi slovy,
245 244 .. . .
(™ a¥"*7) € r pro néjaka i,j, 0 <i < j < k.

Protoze je r prava kongruence, dostavame

(ak +za2k ]-i-l’ak: +]a2k ]-i-l) cr

Pritom ale

2 . . 2 2
k2] o 2k—j+1 K42kl _ (k1) o ]

a =a

Y

zatimco
<k 4+i+2k—j7+1<(k+1)3

takze

o tit2k—j+1 ¢ L.
Oznadime-li tedy symbolem A t¥idu ekvivalence r obsahujici fetéz a*1°, méme
ANL # (), aviak nikoliv A C L. To je spor s piedpokladem, Ze L je sjednocenim
nékterych tiid ekvivalence r. Proto L neni rozpoznatelny zadnym automatem.

11.14. Cviceni. Podobné jako v piikladu 11.13(2) ukazte, Ze jazyk L = {a"b";
n > 1} nad abecedou ¥ = {a, b} neni rozpoznatelny zZadnym automatem.
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12. Gramatiky

Z 10. kapitoly vime, Ze jazyk nad danou abecedou je jistdA podmnozina mnoziny
vSech Tetézli nad touto abecedou, tedy je urcen pravé témi retézy, které jej vytva-
feji. Nekteré jazyky lze vSak reprezentovat, tj. charakterizovat i jinym zptisobem. V
11. kapitole jsme ukazali, Ze regularni jazyky je mozno reprezentovat pomoci konec-
nych automatt. Nyni ukazeme dalsi zpiisob reprezentace jazyki, totiz reprezentaci
pomoci gramatik. Tato reprezentace je jesté efektivnéjsi nez reprezentace pomoci
konecnych automati, nebot jazyky, pro které je pouzitelna, zahrnuji i jazyky regu-
larni.

Podle prikladu 10.2 lze chapat prirozeny jazyk jako mnozinu vsech gramaticky
spravné utvorenych vét, tedy vét, které jsou utvoreny podle gramatickych pravidel
tohoto jazyka. Stejny pristup miizeme uzit i pro formalni jazyky: formalni jazyk lze
specifikovat jako mnozinu téch fetézl, které jsou vytvoreny podle jisté gramatiky,
tj. soustavy pravidel. Tato gramatika pak prislusny jazyk reprezentuje. Vytvareni
fetézll podle dané gramatiky se déje postupnym prepisovanim fetézti v souhlase s
jejimi pravidly.

12.1. Definice. Bud ¥ konecné abeceda. Prepisovaci pravidlo (strucnéji pravi-
dlo) je libovolny prvek (z,y) € X* x 3*. Prepisovaci pravidlo (z,y) obvykle zapisu-
jeme ve tvaru x — y. Je-li P kone¢nd mnozina prepisovacich pravidel, pak dvojici
(3, P) nazyvame prepisovaci systém.

Prepisovaci pravidla jsou tedy vlastné kontexty - viz 10.3. AvsSak prepisovaci
pravidla budeme pouzivat v jinych souvislostech nez kontexty.

12.2. Definice. Bud (X, P) pfepisovaci systém a u, z € ¥*.

a) Je-li x — y € P, pak fekneme, Ze u se pfimo prepise na z nebo Ze z se
primo odvodi z u (pomoci pravidla z — y), a piSeme u = z, jestliZe existuji Fetézy
v,w, T,y € X* tak, ze u = vrxw a z = vyw.

b) Rekneme, 7e u se prepise na z nebo Ze z se odvodi z u, a piseme u =* z,
jestlize existuje posloupnost fetézti ug, uy, ..., u, € L* (n € Z") tak, ze plati u =
Uy = u; = ... = u, = z. Posloupnost ug, uy, ..., u, se pak nazyva odvozenim (nebo
derivaci) z z u a n se nazyva délkou tohoto odvozeni.

Vsimnéme si, ze = i = jsou relace na X* a ze =" je reflexivni a tranzitivni
obal relace =. Relace =* je reflexivni z toho divodu, ze kazdy fetéz u lze prepsat
na sebe sama, jelikoz jej mtizeme povazovat za odvozeni u z u délky 0.

12.3. P¥iklady. (1) Bud X = {a,b}, P = {a — b* ab — b b — \}. Pak b? = b,
nebot polozime-li v =z =ba w =y = ), pak b*> = vaw, b = vyw a x — y. Plati
také napi. ba = b3, ba = a, aba = b3a, aba = ab®, atd. Dale mame napt. a?b =* b°
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(coz plyne z odvozeni a®b, ab®, b°) nebo a?b =* X\ (coZ plyne z odvozeni a?b, ab®, b°,
BB, B2, b, N).

(2) Bud X = {a,b}, P = {a — ab,ba — b*a}. Pak aba =* ab’a, pti¢emz existuji
riizna odvozeni fetézu ab’a z Fetézu aba, napi. posloupnosti aba, ab’a, ab’a, ab*a,
ab®a a aba, ab3a, ab’a.

12.4. Definice. Gramatikou rozumime ¢tverici G = (X, T, sg, P), kde

¥ je konecna mnozina (abeceda),

T C ¥ je podmnozina, jejiz symboly se nazyvaji termindly; symboly mnoziny
Y — T se nazyvaji netermindly,

sg € X — T je tzv. pocdtecni symbol

a (X, P) je pfepisovaci systém takovy, ze pro kazdé pravidlo z — y z P fetéz z
obsahuje alespon jeden neterminél.

12.5. Definice. Bud G = (3, T, so, P) gramatika. Pak jazyk
L(G)={w e T so =" w}
se nazyva jazyk generovany gramatikou G.

Jazyk generovany danou gramatikou je tedy tvoren vSemi fetézy skladajicimi se
jen z termindli, které lze odvodit z pocatecniho symbolu.

12.6. Priklad. Bud G = (X, T, so, P) gramatika, kde ¥ = {a, b, s,t}, T = {a, b},
so =sa P ={s— ata, t — ata, t — b}. Ukdzeme, 7e plati L(G) = {a"ba™ n > 1}.

Bud n > 1 a poloZme uy = s, u; = a‘ta’ pro kazdé i s vlastnosti 1 < i < n,
Upt1 = a’ba™. Ziejmé je ug,uy, ..., u,r1 odvozeni fetézu a"ba™ z Tetézu s, takze
a"ba™ € L(G). Plati tedy {a"ba™ n >1} C L(G).
Necht w € L(G). Pak w € T* a s =* w, tj. existuje odvozeni ug, uy, ..., u, fetézu w
z s. Protoze s — ata je jediné pravidlo z P, které ma na levé strané s, je u; = ata.
Protoze u; obsahuje netermindl ¢, je n > 1. Protoze t — b je jediné pravidlo z P,
které nema na pravé strané ani jeden neterminal, musi se u, pfimo odvodit z wu,_1
pomoci tohoto pravidla. Proto kazdy z fetézi wq,...,u, 1 obsahuje alespon jeden
neterminal. Pokud by se totiz néktery z nich skladal ze samych terminal, nedal by
se z ného pfimo odvodit zadny fetéz, nebot vSechna pravidla z P maji na levych
strandch jen netermindly. To by byl spor, nebot z kazdého z Fetézi uq, ..., u,_1 lze
pfimo odvodit Tetéz nasledujici. Matematickou indukci nyni ukazeme, zZe pro kazdé
i € {1,...,n — 1} plati rovnost u; = a’ta’. Vime jiZ, Ze pro i = 1 tato rovnost plati.
Budeme ptedpokladat, ze plati pro né&jaké i € {1,...,n — 2}. Protoze i + 1 < n — 1,
obsahuje u;,; alesponn jeden netermindl. Jelikoz ¢ je jediny netermindal obsazeny v
U, ;g1 Se primo odvodi z u; pomoci pravidla ¢ — ata nebo pomoci pravidla ¢ — b.
V piipadé pravidla ¢t — b bychom méli u; 1, = a’ba’, takze fetéz u;.; by neobsahoval
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zadny neterminal. Tedy by se z néj nedal prfimo odvodit zadny Tetéz, coz je spor
(nebot z ;11 se piimo odvodi u;,2). Proto se u; ;1 pfimo odvodi z u; pomoci pravidla
t — ata, takze u;;, = a'" a1, Ukdzali jsme, Ze pro kazdé i € {1,...,n — 1} plati
u; = a'ta’. Zejména tedy mame u,,_; = a” 'ta""!. Protoze w = u, se odvodi z u,_;
pomoci pravidla ¢t — b, dostdvame w = a™ *ba™!. TakZe jsme dospéli k zavéru, ze
pro kazdé w € L(G) existuje n > 2 tak, ze w = a" 1ba""!. Proto L(G) C {a"ba™; n >
1}. Celkem tedy mame L(G) = {a"ba"; n >1}.

Riizné specidlni gramatiky lze definovat predepsanim vlastnosti jejich prepisova-
cich pravidel. V nésledujici definici uvedeme zékladni typy gramatik, které budou
sefazeny podle tzv. Chomského hierarchie.

12.7. Definice. (i) Gramatiku G v obecném tvaru, jak byla definovana v 12.4,
nazyvame gramatikou typu 0.

(ii) Gramatika G = (3, T, so, P) se nazyva gramatika typu 1, jestlize kazdé pre-
pisovaci pravidlo z P je tvaru uav — wwv, kde u,v € ¥*, a € X —T aw € L.
Jedinou vyjimkou mtze byt pravidlo sy — A, pii jehoz vyskytu se pak sy nesmi
objevit na pravé strané zadného prepisovaciho pravidla.

(iii) Jestlize gramatika G = (X,T, s, P) ma tu vlastnost, Ze P obsahuje jen
pravidla tvaru a — w, kde a € ¥ — T a w € ¥*, pak se nazyva gramatikou typu 2.

(iv) Gramatika G = (3,7, so, P) se nazyva gramatika typu 3, jestlize kazdé pra-
vidlo z P m4 tvar a — wb nebo a — w, kde a,b € X — T aw € T™.

12.8. Poznamka. Pouziti tzv. kontextového pravidla uav — uwv v definici gra-
matik typu 1 i tzv. bezkontextového pravidla a — w v definici gramatik typu 2 ma
stejny efekt, totiz netermindl a se pfepiSe na w a ostatni ¢asti fetézu zlistanou nezmé-
nény. V prvnim piipadé v8ak k tomu dojde jen tehdy, jestliZe existuje kontext (u,v),
v némz se a vyskytuje. Ve druhém ptipadé pirepsani a na w na zadném kontextu ne-
zavisi. Proto se také gramatiky typu 1 i jimi generované jazyky nazyvaji kontextove,
zatimco gramatiky typu 2 i jimi generované jazyky se nazyvaji bezkontextove.

Chomského hierarchie se pfenasi také na jazyky:

12.9. Definice. Bud i € {0,1,2,3}. Jazyk generovany gramatikou typu ¢ se
nazyva jazyk typu i.

12.10. Vé&ta. Necht i € {1,2,3}. Pak kazdy jazyk typu i je také jazykem typu
1 — 1.

Diikaz. Jestlize ¢ = 1 nebo ¢ = 3, pak tvrzeni plyne pfimo z definice 12.7,
nebot kazda gramatika typu 1 je také typu 0 a kazd4 gramatika typu 3 je také
typu 2. OvSem gramatika typu 2 nemusi byt typu 1, protoze miize obsahovat vétsi
pocet pravidel typu a — A, zatimco gramatika typu 1 mize obsahovat pouze jediné
pravidlo s prazdnym fetézem na pravé strané, a to so — A, pfi¢emz sy se pak
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nesmi vyskytovat na pravé strané zadného pravidla. Da se vSak dokazat, ze ke kazdé
gramatice typu 2 existuje gramatika typu 1, ktera generuje tentyz jazyk. Tento diikaz

Vv

Pro jazyky typu 3 plati nasledujici dilezité tvrzeni:
12.11. Véta. Jazyk je typu 3, pravé kdyz je regularni.

Dikaz. Necht L je regularni jazyk. Pak podle véty 11.6 existuje kone¢ny automat
A= (S5,%,0,s0, F), ktery L rozpoznava. Definujme gramatiku G = (SUX, 3, s¢, P)
takto:

P={s—as; 0(s,a)=¢,s,5€S acX}U{s— )\ seF}

G je zfejmé gramatika typu 3 takové, Ze pro libovolny fetéz a;...a, € X1 a libovolny
stav s € S plati s =* a;...a, s, pravé kdyz automat A ptejde ze stavu sqg po privedeni
fetézu ay, ..., a, na vstup do stavu s. TakZze mame (viz 11.5)

aj...a, € L(A) & existuje s € F s vlastnosti so =* a;...a,5 & so =* a...a,, &
ai...a, € L(G).
Proto pro kazdy neprazdny fetéz w v ¥ plati w € L(A) < w € L(G).
Pro prazdny fetéz dostavame

NeLA) &s,eFes,— e Pae e LG).
Uhrnem tedy mame L(G) = L(A).

Zbyva dokazat, ze k libovolnému jazyku L typu 3 existuje kone¢ny automat, ktery
L rozpoznéva (L je pak regularni podle 11.6). Tato ¢ast ditkazu je vSak ponékud
komplikovanéjsi, proto ji vynechavame.

12.12. Cviceni. Bud G = (X, T, so, P) gramatika, kde ¥ = {a,b,s,t,r}, T =
{a,b}, so =sa P={s—at, t —ar, r — bt, r — b}. Ovéite, ze G je typu 3 a ze
generuje regularni jazyk {a(ab)™; m > 1} (pfipomenme, zZe (ab)™ zna¢i m-nasobné
zietézeni fetézu ab, tedy Tetéz ababab....ab, v némz se a i b vyskytuje pravé m-krat).
Nakreslete stavovy diagram konec¢ného automatu, ktery tento jazyk rozpoznava.

60



13. Samoopravné kody

P1i predavani zprav z jednoho mista na druhé je casto z divodu snadnéjsiho pie-
nosu vhodné zpravy zakédovat. Jakmile vyslanad zakédovana zprava dorazi na misto
urceni, je nutno ji dekédovat do ptuvodni podoby. Studiem vhodnych metod kédo-
vani se zabyva matematicka disciplina, ktera se nazyva teorie kodovani. Pi hledani
optiméalnich kéda jsou zakladnimi kritérii jednoduchost, moznost jendoznac¢ného de-
kédovani a odolnost proti porucham, které mohou vzniknout pfi pienosu. V této
kapitole se zamétime predevsim na kédy odolné proti prenosovym porucham. Vsim-
neme si podrobnéji takovych kédi, které umoziiuji prenosové chyby nejen zjistovat,
ale také opravovat. Takovéto kody se nazyvaji samoopravné a predavani zprav pri
jejich uziti probiha dle nasledujiciho schématu:

Poruchy

Vysilana L, . Detekce a .., || Prijata
—Zakédovani— Pfenos —1 Dekodovani ,
oprava chyb zZprava

zZprava

Je-li napf. telexova zprava prenasena na velkou vzdalenost, miize dojit k riiznym
interferencim (zptusobenym letadly, boufkami, apod.), které zptsobi chyby, takze
prijata zprava neni shodnéa se zpravou vyslanou. Je tedy tieba vzniklé chyby najit a
opravit. Pirozeny jazyk poskytuje prostiedky pro takovouto opravu, nebot néktera
slova (posloupnosti pismen) nedavaji smysl. Je-li piijata zprava MAM RAF IVU,
ziejmé doslo k chybé a my vime, jak tuto chybu opravit: na tvar MAM RAD IVU.
To viak nelze provést vady. Je-li totiz piijaté zprava MAM RAD KVU, pak jsme
sice presvédceni, ze doslo k chybé, ale nevime, jak ji opravit na spravny tvar (nebot
vysland zpréva mohla byt jak MAM RAD IVU tak MAM RAD EVU).

Systematicky pristup k tomuto problému poskytuje uziti samoopravnych kodi,
které reprezentuji zpravy vybranymi bindrnimi slovy, tj. slovy abecedy {0, 1}. Pak je
totiz kazda chyba jen vzajemnou zaménou 0 a 1. Vybrana binarni slava odpovidaji
skute¢nym zpravam podle dohodnutych pravidel, ktera jsou zndma jak odesilateli tak
prijemci zpravy. Odesilatel zakéduje zpravu tak, ze ji pritadi prislusné binarni slovo.
Zakédovana verze je pak prenasena kanalem, pricemz na ni ptisobi interference,
které ji porusi. Na pfijmu jsou chyby v porusené (zakédované) zpravé nalezeny a
opraveny. Pak je zprava dekédovana uzitim dohodnutych pravidel, ¢imz obdrzime
puvodni vyslanou zpravu. Zdiraznéme, ze utajeni obsahu zpravy neni cilem naseho
kédovaciho procesu (teorii kédovani zprav za téelem jejich utajeni pfi pfenosu se

61



zabyva matematickd disciplina nazyvané kryptografie).

Pti kédovani zpravy je vhodné se omezit na slova stejné délky n. Mnozinu vSech
binarnich slov délky n oznacime symbolem V' (n). Tato mnozina mé zfejmé 2™ prvki,
napr.

V(3) = {000, 100,010,001, 110,101,011, 111}.

Kazdy symbol v binarnim slovu nazyvame bit (coz je zkratka anglického vyrazu
binary digit).

13.1. Definice. Bindarnim kodem rozumime libovolnou neprazdnou podmnozinu
C C V(n). Cislo n se nazyva délka binarniho kédu C' a prvky mnoziny C se nazyvaji
kodovd slova binarniho kédu C.

Ziejmé tedy je mozno kazdy binarni kéd chapat jako jazyk nad abecedou {0,1}
(nebo jako n-arni relaci na mnoziné {0, 1}, kde n je délka tohoto kédu - viz 3.17).

13.2. Priklad. Predpokladejme, Ze chceme poslat zpravy nahoru, doli, doleva,
doprava. Mizeme uzit nasledujici tfi kédy:

kéd délka nahoru  doli doleva  doprava
Ch 2 00 10 01 11

Cs 3 000 110 011 101
Cs 6 000000 111000 001110 110011

Pi{jemce zprav samoziejmé znd kéd, ktery byl uzit, i zpisob zakédovani (t;j.
prifazeni mezi zpravami a kédovymi slovy).

Kéd 4 je velice ekonomicky, ale neposkytuje prostiedek pro detekci chyb. Je-li
totiz odeslano kédové slovo 00 a dojde k pfenosové chybé v prvnim bitu, pak piijaté
slovo je 10. Ale toto slovo je také kédové, takze piijemce neni schopen zjistit chybu.

Kéd (5 je lepsi, nebot umoznuje nalezeni kazdé chyby, pokud k ni doSlo pouze
v jediném bitu vyslaného kédového slova. Prijaté slovo pak totiz neni kédové, takze
prijemce vi, ze doslo k chybé. Tuto chybu ale neni mozno vhodnym zpiisobem opra-
vit. Je-li napriklad odesldano kédové slovo 000 a dojde k chybé v prvnim bitu, piijaté
slovo 100 mtze byt také kédové slovo 110 s chybou v druhém bitu nebo kdédové
slovo 101 s chybou v tfetim bitu. Tento kéd tedy umoznuje chybu najit, ale neu-
moznuje ji opravit. V praxi je proto pouzitelny jen v ptfipadé, kdy je mozno pozadat
o opakované zaslani zpravy, v niz byla nalezena chyba.

Kéd C5 je samoziejmé komplikovanéjsi nez predchozi dva, ale umoznuje chyby
nejen nalézt, nybrz je i opravit. Pfedpokladame-li totiz, ze pii pfenosu doslo pouze k
jediné chybé, pak umime urcit, které kédové slovo bylo odeslano. Je-li napi. piijato
slovo 110000, pak jediné kédové slovo, které mizeme obdrzet zménou jednoho bitu,
je 111000. Samoziejmé, k chybé muze dojit ve dvou nebo vice bitech vyslaného
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kédového slova. To je vsak v praxi mnohem méné pravdépodobné nez vyskyt prave
jedné chyby.

Formalizujme nyni Gvahy z predchoziho ptikladu. Binarni slova budeme oznaco-
vat tuénymi pismeny a, b, c, atd. a zavedeme pro né nasledujici pojem:

13.3. Definice. Jsou-li a a b binarni slova téze délky, pak jejich wvzddlenost
d(a,b) definujeme jako pocet bitid, v nichz se a lisi od b.

13.4. Priklady. Ziejmé plati
(1) d(1101,1000) = 2,
(2) d(1010101,1100100) = 3.

13.5. Poznamka. Snadno se ovéri, ze vzdalenost binarnich slov je metrika, tj.,
ze jsou splnény nasledujici tfi axiomy:

(i) d(a,b) =0< a=b,

(i) d(a,b) = d(b, a),

(iii) d(a,b) < d(a,c) + d(c, b).

Bud C binarni kéd. Symbolem ¢ oznacime tzv. minimdini vzddlenost kodu C', tj.
minimalni vzdalenost mezi vSemi riznymi dvojicemi kédovych slov kédu C:

9 =min{d(a,b);a,b € C, a # b}.

13.6. Priklad. Pro kédy C4, Cy a C5 z prikladu 13.2 ma § ziejmé hodnotu 1, 2
a 3.

Vzdélenost mezi dvéma slovy daného binarniho kédu vyjadiuje pocet chyb, ke
kterému musi dojit, aby se jedno z téchto slov transformovalo v druhé. Je-li tedy
minimalni vzdalenost binarniho kédu ¢ a pii prenosu jistého jeho slova doslo k
chybam, kterych neni vice nez § — 1, pak prijemce vi, ze ptijaté slovo neni kédové.
Doslo-li k pravé § chybam, vyslané slovo mize byt pfijato jako jiné kédové slovo.
Lze tedy konstatovat, ze bindrni kéd s minimalni vzdélenosti 6 umi zjistit chyby,
pokud jich neni vice nez § — 1.

Samoziejmé, nestaci chyby jen zjistit, ale je tfeba je téz opravit. Jestlize binarni
kéd C' umoznuje urcit vyslané slovo ze slova prijatého a ze znalosti poc¢tu e chyb,
ke kterym doslo (tj. po¢tu e bitt vyslaného slova, ve kterych doslo k chybam) pfi
prenosu, pak fikdme, ze C' opravuje e chyb. NejCastéji se opravy provadi zpuso-
bem, ktery byl diskutovan v ptikladu 13.2 pro kéd Cj: je-li ptijato slovo s chybami,
predpokladédme, Ze bylo vyslano kédové slovo, které je mu nejblize (ve smyslu vzda-
lenosti d). Pfitom je samoziejmé nutné, aby takové slovo bylo jediné. Hovoiime pak
o tzv. kédovacim principu nejblizsiho souseda. Nésledujici véta udava vztah mezi
minimalni vzdalenosti § a poc¢tem chyb, které mohou byt opraveny pfi uziti tohoto
principu.
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13.7. Véta. Binarni kéd C' opravuje e chyb principem nejbliz§iho souseda,
jestlize jeho minimalni vzdalenost § splniuje podminku

0> 2e+1.

Dikaz. Bud C binarni kéd, pro jehoZ minimalni vzdéalenost ¢ plati 6 > 2e + 1.
Predpokladejme, Ze bylo odeslano kédové slovo ¢ a béhem prenosu v ném doslo k
e chybam, takze pfijato bylo slovo z. Tedy méme d(c,z) = e. Bud x jakékoliv jiné
kédové slovo kédu C. Pak plati

d(c,z) + d(z,x) > d(c,x) > > 2e + 1.
Odtud vyplyva, Ze e + d(z,x) > 2e + 1, takze
d(z,x) > e+ 1.

Ukazali jsme, Ze c je jediné slovo kédu C, jehoz vzdalenost od z je e. Proto princip
nejblizsiho souseda opravuje vSech e chyb ve slové z a dava spravné slovo c.

13.8. Cviceni. (1) Dokazte (tzv. trojihelnikovou) nerovnost (iii) z poznamky
13.5.

(2) Urcete minimélni vzdalenost ¢ pro kazdy z nasledujicich ti{ binarnich kédi:

a) {0000, 1100,1010, 1001, 0110, 0101,0011, 1111} C V(4),

b) {10000, 01010, 00001} C V(5),

¢) {000000, 101010, 010101} C V/(6).
Pro kazdy z téchto kodt urcete pocet chyb, které mohou byt nalezeny a opraveny.

(3) Vytvofte binarni kéd pro pét zprav, ktery opravuje jednu chybu (principem
nejblizsiho souseda).

Mnozinu V' (n) v8ech bindrnich slov délky n mizeme algebraicky strukturovat né-
kolika zpusoby. Nejjednodussim zptisobem je vytvofit z V' (n) komutativni grupu tak,
ze pro libovolna dvé slova x, y€ V(n) definujeme jejich soucet x+y tak, ze seCteme
odpovidajici si bity modulo 2 (viz 4.12), coZ znamena, Ze s¢itame nésledovné:

0+0=0,0+1=1+0=1, 1+1=0.

Méme tedy napiiklad
1011001 + 1000111 = 0011110.

Je snadné ovéfit, ze mnozina V' (n) s takto definovanou operaci s¢itani je komutativni
grupa (jejimz nulovym prvkem je slovo 0, jehoZ vSechny bity maji hodnotu 0).

13.9. Definice. Binarni kéd C' C V(n) se nazyva linedrni, jestlize z podminky
x,y€ C plyne x+ye C.
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13.10. Priklad. Kédy Cy a Cs z prikladu 13.2 jsou linearni, zatimco kéd C3
linearni neni, nebot 111000 a 110011 patii do C5, zatimco 1110004+110011=001011
nepatii do Cj.

JelikoZ je grupa V(n) konecna, z definice 13.9 ihned vyplyva, Ze binarni kéd
C' C V(n) je linearni, pravé kdyz C je podgrupa grupy V(n). Tedy podle znamé
Lagrangeovy véty mohutnost card C' libovolného linearniho kédu C' délky n déli
mohutnost card V (n) = 2". Proto plati card C' = 2*, kde k je celé ¢islo s vlastnosti
0 < k < n. Cislo k se nazyva dimenze linedrniho kédu C'.

13.11. Poznamka. Samoziejmé, grupa V' (n) je linedrni prostor nad V = V(1) =
{0,1}, pficemz na V' je kromé sou¢tu modulo 2 definovan také soucin modulo 2, ktery
je totozny s logickym soucinem (viz kapitolu 9), tj.

0:0=0,0-1=1-0=0,1-1=1

(zfejmé 0 je nulovym a 1 jednotkévym prvkem ve V). Tedy binarni kéd délky n
je linearni, pravé kdyz C' je linedrnim podprostorem linearniho prostoru V'(n). Lze
snadno ukazat, ze dimenze linearniho kédu C' délky n je totozna s dimenzi tohoto
kédu chapaného jako linedrni podprostor prostoru V' (n).

Nyni mame definovany t¥i parametry, které urcuji praktickou pouzitelnost zvo-
leného linearniho kédu: jeho délku n, dimenzi k a minimalni vzdalenost §. Pfejeme
si, aby k bylo dost velké, coz umozni poslat znaéné mnozstvi zprav. Je-li ale k prilis
velké, tj. obsahuje-li kéd C' velmi mnoho slov, pak jeho minimélni vzdalenost bude
mala, coz m4 za nasledek, ze mtize byt opraveno jen malo chyb. Je proto treba volit
dimenzi navrhovaného kédu v zavislosti na charakteru vysilanych zprav.

13.12. Pfiklad. Bud C linearni kéd délky n a dimenze k a necht e je maximalni
pocet chyb, které C' opravuje. Bud ce C' libovolné kédové slovo délky n. Pak pocet

7 o v v v s v <, 0 o n v
slov, kterd mizeme obdrzet z ¢ zménou pravé r bita (r < n) je ( - ), protoze

muzeme vybrat libovolnou r-tici. Necht S,(c) oznac¢uje mnozinu slov, kterd mtzeme
obdrzet zménou nejvyse e bith v c. Pak

cardse(c):1+<?>+<Z>+...+<Z>.

Jestlize C' opravuje nejvyse e chyb, pak mnoziny S.(c) a S.(d) musi byt disjunktni,
jakmile ¢ a d jsou rtizna kédova slova kédu C. Takze V(n) obsahuje card C' = 2k
po dvou disjunktnich podmnozin mohutnosti card S.(c). Proto

2" > 2Fcard S, (c)
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a odtud dostéavame

(1) (1)< (1)

Necht naptiklad n = 17, k = 10 a e = 2. Pak méme

1+<T>+(g>:1+17+136:154.

Protoze 154 > 217710 = 128, 74dny linedrni kéd délky k& = 17 a dimenze n = 10
neopravi vice nez jednu chybu.

Velkou prednosti linedrnich kédi je pomérné snadny zptsob urcéeni jejich mini-
malni vzdélenosti. Je to disledkem skutecnosti, ze vzdalenost dvou kédovych slov
libovolného linearniho kédu se nezméni, pokud k obéma z nich pri¢teme totéz kédové

slovo, tj.
dx+a,y+a)=dx,y) (x,y,acV(n)).

13.13. Definice. Vihou w(a) binarniho slova a rozumime pocet jednicek v a.

Pro libovolné binarni slovo a zfejmé plati w(a) = d(a, 0) a pro libovolna binarni
slova x, y téze délky mame

dx,y)=dx-y,y —y)=dx—y,0) =w(x—y).

Poznamenejme také, ze pro libovolna binarni slova x, y téze délky zrejmé plati
X-y=X+Yy.

Pro dany linearni kéd C' oznacime symbolem w,,;, minimalni délku jeho nenu-
lovych kédovych slov, tj.

Winim = min{w(a); a € C — {0}}.
13.14. Véta. Pro miniméalni vzdalenost d libovolného linearniho kédu plati
0= Wmin -

Diikaz. Bud C' libovolny linearni kéd a necht ¢ je jeho kédové slovo takové, ze
plati w(c) = wyin. Pak mame

d < d(c,0) = w(c) = Whnin-
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Budte a a b kddova slova kédu C' majici miniméalni vzdalenost. Pak
0 =d(a,b) =w(a—Db) > wyn.
Proto 6 = wyp.

13.15. Cviceni. (1) Urcete dimenzi k£ a minimalni vzdalenost § linedrniho kédu
(délky n) C = {00...0,11...1}.

(2) Urcete maximalni dimenzi linearniho kédu délky 8, ktery opravuje dvé chyby.
Sestrojte takovy kéd.

(3) Dokazte, ze vaha vSech kédovych slov linedrniho kédu nebo pravé poloviny
z nich je sudé cislo.

Pro libovolné binarni slovo a€ V' (n) oznac¢ime symbolem a’ toto slovo chapané
jako sloupcovy vektor.

13.16. Véta. Bud H libovolnd matice tvofend nulami a jednickami a majici n
sloupcii. Pak mnozina Cy = {a € V(n); Ha' = 0’} je linedrni kéd délky n.

Diikaz. C je ziejmé bindrni kéd délky n. Jestlize a,be C, pak H(a + b))’ =
Ha'+ Hb' = 0. Tedy a+ b € C, takze C je linearni.

Matice H se nazyva kontrolni matice linearniho kédu Cy.

13.17. Priklad. Urcéeme vsechna kédovéa slova kédu Cpy, ktery je dan kontrolni

madtici
1 010
H = (0 1 11 )

Kéd Cpy je tvorfen vSemi binarnimi slovy tvaru a = x1xex314, pro ktera plati

1010\|a | [0
0111 zs |\ 0 )

tj.

T+ T3 = 0

To+ T3+ Ty = 0.
Tento systém dvou linedrnich rovnic lze pfepsat do nasledujiciho tvaru (uvédomime-
li si, Ze s¢itdme modulo 2):

Tr1 = T3

To = T3 + X4.
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Tedy hodnoty bitt x5 a x4 miizeme volit libovolné a hodnoty bitt z; a x5 jsou pak
jednoznac¢né urceny. Takze mame

Cy = {0000, 0101, 1011,1110}.

Metoda popsana v prikladu 13.17 se uziva ke konstrukci linedrniho kédu s pre-
depsanou dimenzi k£ a délkou n. Pii této konstrukci uvazujeme nasledujici horni
trojuhelnikovou kontrolni matici H s r = n — k fadky (a n sloupci):

0 ... 00 D11 bz ... by ey
0O .. 00 b21 bgg bgn_r

000 ... 01 b1 bao ... bppy

Linearni kéd Cy je tedy tvoren binarnimi slovy a = xyxs...x,, kterd spliuji systém
linearnich rovnic

1 = b1y + 12T + o+ b1 ey

Ty = bo1Tpy1 + booZryo + oo+ b2 oy

Ty = brlxr—&-l + br2xr+2 + oo + b Ty
P1i hledani feseni tohoto systému volime hodnoty bith x,.1, %,y9, ..., T,, které pak
urcuji hodnoty bitl zy, xs, ..., x,. Protoze existuje 2"~" moznosti volby bitd x,,1,
Tyi2y .eey Tp,y je dimenze linedrniho kédu C'y rovna ¢islu n —r, tedy je skutecné rovna
predepsané hodnoté k, nebot n —r =n — (n — k) = k.

13.18. Cviceni. (1) Napiste vSechna kédova slova linearniho kédu Cy daného
matici

1 00
010
0 01

Urcete délku, dimenzi a miniméalni vzdalenost tohoto kédu.
(2) Zkonstruujte linearni kéd pro zaslani 128 rtznych zprav, ma-li byt kazda
zprava reprezentovana binarnim slovem délky 11.

Nasledujici véta udava jednoduchou dostatecnou podminku k tomu, aby linearni
kéd dany kontrolni matici opravoval alespon jednu chybu.
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13.19. Véta. Bud H kontrolni matice a necht zadny sloupec matice H neob-
sahuje samé nuly a zaddné dva sloupce nejsou stejné. Pak kéd Cy opravuje jednu
chybu.

Diikaz. V disledku véty 13.7 staci dokazat nerovnost & > 3, ktera je podle véty
13.14 ekvivalentni nerovnosti w,,;, > 3. Predpokladejme, ze Cy obsahuje kédové
slovo a takové, ze w(a) = 1. Pak v a je pravé jeden bit roven 1. Pfedpoklddejme, Ze
se jedna o i-ty bit. Protoze vSechny ostatni bity se rovnaji 0, Ha' se rovné i-tému
sloupci h® matice H. Tedy podminka Ha' = 0’ znamen4, ze sloupec h(® je tvofen
samymi nulami, coz je spor s pfedpokladem véty. Takze C'y neobsahuje zadné slovo
vahy 1.

Predpokladejme, ze C'y obsahuje kédové slovo b takové, ze w(b) = 2. Pak v b jsou
pravé dva bity rovny 1. Predpokladejme, Ze se jedné o i-ty a j-ty bit. Pak

Hb' =h® + h0),

takze podminka Hb' = 0’ implikuje h® = h¥). To je oviem také spor s pfedpo-
kladem véty. Proto Cy neobsahuje zadné slovo délky 2. Dostavame tedy wp,i, > 3,
¢imz je véta dokazana.

13.20. Definice. Bud H kontrolni matice spliiujici podminky véty 13.19 a majici
maximalni mozny pocet sloupcti. Pak linedrni kéd Cy se nazyva Hammingiiv.

13.21. Véta. Bud Cy Hammingtv kéd, kde kontrolni matice H ma r fadk. Pak
pro jeho délku n, dimenzi k a minimalni vzdalenost § platin =2"—-1,k=2"—1—r
a pokud r > 2, pak § = 3.

Diikaz. Kontrolni matice H s r fadky miize mit nejvyse 2" rtiznych sloupci a
vylou¢ime-li sloupec tvoreny samymi nulami, pak téchto sloupct je nejvyse 2" — 1.
Tedy maximéalni mozny pocet sloupct v kontrolni matici H s r fadky, ktera spliuje
podminky véty 13.19, je 2" — 1. Hammingtuv kéd Cy ma tedy délku n = 2" — 1.
Protoze matice H obsahuje vSech r sloupcti obsahujicich pravé jednu jednicku, je
jeji hodnost rovna r. Kédova slova a = x1x5...x9-_1 kédu Cy tedy dostaneme tak,
ze volime 2" — 1 — r bitd z,41, Z,49,...,22r_1 a zbyvajicich r bitd z;, x,,...,2,
dopocitavame. Takze C'y ma celkem 22"~ kédovych slov, tj. m4 dimenzi 2" —1—r.
Podle véty 13.14 plati 0 = w,;, a z dikazu véty 13.19 vime, ze w,,i, > 3. Volime-li
v kédovém slovu a = z125...x9-_1 vSechny bity x,.1, ,49,...,29r_1 nulové, pak i
bity x1, xa, ..., x, jsou nulové. Zvolme bity z,.1, x,12,...,xor_1 tak, Ze jsou vSechny
nulové s vyjimkou jednoho z nich, feknémé z;, ktery méa hodnotu 1. Z podminky
Hx' = 0/ ziejmé vyplyva, ze dopocitané bity xq, xs, ..., x, musi byt vSechny nulové
s vyjimkou dvou z nich, které musi mit hodnotu jedna. Témito dvéma bity jsou x; a
xj, kde 7 a j jsou fadky, v nichZ ma matice v [-tém sloupci jednicky. Tedy vysledné
slovo méa vahu 3. Proto w,,;, = 3.
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Hammingovy kédy jsou nejefektivnéjsimi linearnimi kédy opravujicimi jednu
chybu, nebot maji nejvétsi mozny pocet kédovych slov.

13.22. Priklad. Bud H kontrolni matice se tfemi fadky takova, ze C'y je Ham-
mingtv kod. Pak ziejmé plati

1 000
H=]101 01
0 011

[ R

11
11
0 1

Urceme vSechna kédova slova Hammingova kédu Cpy. Systém linearnich rovnic
Hx' = 0’ m4 tvar

Ty = T5 + Tg + X7

Ty = Ty + Tg + X7

T3 = Tyq + X5 + 27.
Tedy volbou x4, x5, g, T7 urcujeme xy, T, xr3. Hammingtiv kéd C'y ma proto
pravé nasledujicich 2* = 16 kédovych slov z1227374051677:

0000000

1110001

1100010

0010011

1010100

0100101

0110110

1000111

0111000

1001001

1011010

0101011

1101100

0011101

0001110

1111111.

Véta 13.19 udava dostatecnou podminku k tomu, aby linedrni kéd Cy dany
kontrolni matici H opravoval jednu chybu podle principu nejblizsiho souseda. V
praxi ovsem potiebujeme tuto chybu opravit, aniz bychom museli srovnavat doslé
slovo se vSemi kédovymi slovy. To lze provést snadno nasledujicim zptsobem.

Predpokladejme, Ze bylo vyslano kédové slovo c linearniho C'y; daného matici H
a ze doslo k chybé v jeho i-tém bitu. Pro prijaté slovo z plati

Z=cCc+e,
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kde e je slovo, jehoz vSechny bity maji hodnotu 0 s vyjimkou ¢-tého bitu, ktery ma
hodnotu 1. Tedy mame

Hz' = H(c+e) = Hc + He'.

Ovsem Hc' = 0’ a He' = h®, kde h® je i-t{ sloupec matice H. Tedy nésledujicim
postupem nalezneme a opravime jednu chybu kédu Cy:

1. Vypocéteme HZ', kde z je pfijaté slovo.

2. Je-li Hz' = 0/, je z kédové slovo.

3. Je-li Hz' # 0’, nalezname sloupec h® matice H, pro né&jz plati Hz' = h®, a
zménime -ty bit slova z.

13.23. Piiklad. Uvazujme kéd ze cviceni 13.18(1) a pfedpokladejme, Ze bylo
prijato slovo z = 1111101. Snadno vypocteme, zZe

Hz' = [1010]".

Protoze [1010]’ je paty sloupec matice H, doslo k chybé v patém bitu. Opravené
kédové slovo tedy je 1111001.

13.24. Cviceni. (1) Uvazujme linearni kéd Cy, kde

H =

O O =
O = O
_ O O

1 11
110
1 01

Jestlize bylo pfijato kédové slovo 010111 a vime, Ze nedoslo k vice nez jedné chybé,
jaké slovo bylo vyslano?

(2) Napiste kontrolni matici Hammingova kédu délky 15. Kolik mé tento kéd
kédovych slov? Urcete, ktera z nasledujicich binarnich slov jsou jeho kédovymi slovy:

011010110111000

100000000000011
110110110111111.

Ta slova, ktera nejsou kédova, opravte za predpoklau, ze doslo k praveé jedné chybé.

(3) Predpokladejme, Ze chceme poslat 256 zprav linearnim kédem, ktery opravuje
jednu chybu.

a) Jaka je nejmensi mozna délka takového kédu?

b) Napiste vhodnou kontrolni matici.

c¢) Urcete nejmensi moznou délku pfislusného linedrniho kédu, jestlize ma opra-
vovat dvé chyby.
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