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Verze – 2. března 2017

1 Funkce zadané implicitně – implicitńı funkce

Často už́ıvaný výraz
”
implicitńı funkce“ je nepřesný, vznikl zkráceńım výrazu

”
funkce zadané

implicitně rovnićı“. V nejjednodušš́ım př́ıpadě rovnice F (x, y) = 0 určuje množinu F bod̊u [x, y]
v rovině splňuj́ıćıch danou rovnici. Množina F však obvykle neńı grafem nějaké funkce, protože
často neńı splněna podmı́nka definice, že funkce každému bodu x z definičńıho oboru D přǐrad́ı
právě jednu hodnotu y z oboru hodnot H . Z množiny F lze často vybrat nekonečně mnoho
podmnožin, které jsou grafem nějaké funkce. Budeme se zabývat otázkou, kdy daným bodem
[x0, y0] ∈ F procháźı graf nějaké spojité funkce y = f(x) definované v okoĺı bodu x0 splňuj́ıćı
F (x, f(x)) = 0. Dále urč́ıme derivace a př́ıpadně daľśı vlastnosti funkce f(x) bez toho, abychom
znali explicitńı vyjádřeńı funkce f(x).

V obecněǰśım př́ıpadě rovnice F (x1, . . . , xn) = 0 určuje množinu F v prostoru Rn a budeme
zkoumat, ve kterých bodech lze vybrané proměnné vyjádřit pomoćı ostatńıch proměnných,
např́ıklad xn = f(x1, . . . , xn−1), aby platilo

F (x1, . . . , xn−1, f(x1, . . . , xn−1)) = 0.

V obecném př́ıpadě řeš́ıme úlohu, kdy ze soustavy rovnic

Fi(x1, . . . , xm, u1, . . . , um) = 0, i = 1, . . . ,m

lze proměnné u1, . . . , um vyjádřit jako funkce proměnných x1, . . . , xn.

1.1 Implicitńı funkce v rovině

Rovnice F (x, y) = 0 určuje množinu

F = {[x, y] ∈ R2 | F (x, y) = 0}. (1)

Tato množina může být křivkou, v př́ıpadě F (x, y) ≡ x2 + y2 − 4 = 0 je to kružnice. Může
to však být také kus plochy, např. pro F (x, y) ≡

√
x2y2 − xy = 0 je množina F celý prvńı

a třet́ı kvadrant včetně souřadných os x a y. Může to být také jeden bod [0, 0] v př́ıpadě
F (x, y) ≡ x2 + y2 = 0, nebo pro F (x, y) ≡ x2 + y2 + 1 = 0 množina prázdná.

Definice 1.1 Funkci y = f(x) na intervalu I = (a, b) nazveme funkćı danou implicitně
rovnićı F (x, y) = 0, jestliže funkce f(x) je spojitá na I a plat́ı

F (x, f(x)) = 0 ∀x ∈ I. (2)

Nav́ıc se obvykle předpokládá, že v okoĺı U každého bodu grafu (x, f(x)), x ∈ I nejsou jiné
body množiny F, tj. pro každé x ∈ I existuj́ı č́ısla δ > 0 a ∆ > 0 taková, že

F ∩ (x− δ, x+ δ)× (f(x)−∆, f(x) + ∆) =
{
[x, f(x)] ∈ R2 | x ∈ (x− δ, x+ δ)

}
.
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Př́ıklad 1.2 Rovnice F (x, y) = x2+y2−4 = 0 určuje kružnici F se středem [0, 0] a poloměrem
r = 2. V okoĺı každého bodu [x0,

√
4− x2

0], x0 ∈ (−2, 2) horńı části kružnice lze množinu F
popsat funkćı f(x) =

√
4− x2 pro x ∈ (a, b) splňuj́ıćı −2 < a < x0 < b < 2. Podobně v okoĺı

bod̊u dolńı část́ı kružnice lze množinu F popsat pomoćı funkce f(x) = −
√
4− x2 pro x ∈ (a, b)

splňuj́ıćı −2 < a < x0 < b < 2. Jediné dva body, v jejichž okoĺı množinu F nelze popsat jako
graf funkce y = f(x) jsou body [−2, 0] a [2, 0].

Pozor, kdybychom vypustili požadavek, že funkce f(x) je spojitá, rovnici x2 + (f(x))2 − 4 = 0
by vyhovovalo i nekonečně mnoho nespojitých funkćı: pro libovolnou množinu M+ ⊂ (a, b)
položme f(x) =

√
4− x2 pro x ∈ M+ a f(x) = −

√
4− x2 pro x ∈ M− = (a, b) \M+. Hodnoty

těchto funkćı
”
přeskakuj́ı“ z horńı na dolńı a z dolńı na horńı část kružnice.

Otázku, kterými body množiny F procháźı graf nějaké spojité funkce, řeš́ı následuj́ıćı věta:

Věta 1.3 Necht’ funkce F (x, y) je spojitá a má spojité parciálńı derivace v oblasti Ω, množina
F je neprázdná a bod [x0, y0] ∈ F. Jestlǐze

F ′
y(x0, y0) ̸= 0, (3)

potom bodem [x0, y0] procháźı funkce f(x) daná implicitně rovnićı F (x, y) = 0, tj. existuje δ > 0
a spojitá funkce f(x) definovaná v okoĺı (x0 − δ, x0 + δ) taková, že f(x0) = y0 a

F (x, f(x)) = 0, ∀ x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

Náznak d̊ukazu. Necht’ f(x0, y0) = 0 a f ′
y(x0, y0) > 0. Potom existuje ∆ > 0, že f(x0, y0+∆) > 0

a f(x0, y0 − ∆) < 0. Vzhledem ke spojitosti funkce f(x, y), tato nerovnost bude zachována i
v okoĺı těchto bod̊u, tj. existuje δ > 0, že pro x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) plat́ı f(x, y0 + ∆) > 0 a
f(x, y0 −∆) < 0. Pro libovolné x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) funkce φx(y) = F (x, y) je spojitá a nabývá
záporné hodnoty pro y = y0 − ∆ a kladné hodnoty pro y = y0 + ∆. Funkce φx(y) je spojitá,
proto muśı uvnitř intervalu (y0 −∆, y0 + ∆) procházet nulou v (alespoň jednom) bodě, který
označ́ıme f(x), tj. φ0(f(x)) = F (x, f(x)) = 0. Vzhledem ke spojitosti F (x, y) je i funkce f(x)
spojitá, odkud plyne tvrzeńı. Pokud by bod̊u f(x) bylo v́ıce než jeden, nutno je nav́ıc vyb́ırat
tak, aby funkce f(x) byla spojitá. �

Co se děje v bodech, kde F ′
y(x0, y0) = 0? Pokud současně F ′

x(x0, y0) ̸= 0, křivka v tomto
bodě má tečnu x = x0, tj. rovnoběžnou s osou y. Jestliže také F ′

x(x0, y0) = 0, tj. obě parciálńı
derivace jsou nulové, mohou nastat r̊uzné situace:

• v bodě se mohou kř́ıžit dvě křivky, např́ıklad v bodě [0, 0] funkce x2 − y2 = 0 se prot́ınaj́ı
př́ımky y = x a y = −x,

• může to být izolovaný bod, např́ıklad bod [0, 0] rovnice x2 + y2 = 0,

• může to být i funkce, např́ıklad rovnice x3 − y3 = 0 i v bodě [0, 0] určuje funkci y = x.

Derivace funkce y = f(x) zadané implicitně

Podmı́nku (3) odvod́ıme z definičńı rovnosti F (x, f(x)) = 0. Tuto rovnost derivujme podle
proměnné x. Protože F záviśı na x také prostřednictv́ım druhé proměnné y složené s f(x)
dostáváme rovnost:

F ′
x(x, f(x)) + F ′

y(x, f(x)) · f ′(x) = 0. (4)
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Pokud derivace F ′
y(x, f(x)) neńı nulová, lze j́ı dělit a z posledńı rovnosti vyjádř́ıme derivaci

f ′(x) = −F ′
x(x, f(x))

F ′
y(x, f(x))

. (5)

Z posledńıho vztahu je také vidět smysl podmı́nky (3): pokud F ′
y je nenulová v bodě [x0, f(x0)],

d́ıky spojitosti je nenulová i v okoĺı tohoto bodu a lze j́ı vydělit ve vzorci (5).
Daľśım derivováńım rovnosti (4) podle x, v druhém členu derivujeme součin dvou funkćı,

dostáváme
F ′′
xx + F ′′

xy · f ′ +
(
F ′′
yx + F ′′

yy · f ′) f ′ + F ′
y · f ′′ = 0,

kde pro přehlednost jsme vynechali argument (x, f(x)) u derivaćı funkce F a argument (x) u
derivaćı funkce f . Úpravou dostáváme rovnost

F ′′
xx + 2F ′′

xy · f ′ + F ′′
yy · (f ′)2 + F ′

y · f ′′ = 0, (6)

z které opět d́ıky F ′
y ̸= 0 lze vyjádřit vztah pro druhou derivaci

f ′′ = −
F ′′
xx + 2F ′′

xy · f ′ + F ′′
yy · (f ′)2

F ′
y

(7)

a př́ıpadně dále dosazeńım za f ′ z (5)

f ′′ = −
F ′′
xx · (F ′

y)
2 − 2F ′′

xy · F ′
x · F ′

y + F ′′
yy · (F ′

x)
2

(F ′
y)

3
. (8)

Daľśım derivováńım rovnosti (6) podle x po úpravě dostaneme

F ′′′
xxx + 3F ′′′

xxy · f ′ + 3F ′′′
xyy · (f ′)2 + F ′′′

yyy(f
′)3 + 2F ′′

xy · f ′′ + 2F ′′
yy · f ′ · f ′′ + F ′

y · f ′′′ = 0,

z které už lze vyjádřit třet́ı derivaci f ′′′

f ′′′ = −
F ′′′
xxx + 3F ′′′

xxy · f ′ + 3F ′′′
xyy · (f ′)2 + F ′′′

yyy(f
′)3 + 2F ′′

xy · f ′′ + 2F ′′
yy · f ′ · f ′′

F ′
y

.

T́ımto postupem lze vyjádřit i daľśı derivace.

Derivace funkce x = g(y) dané implicitně

Dosud jsme hledali funkce typu y = f(x). Záměnou proměnných můžeme studovat funkce
x = g(y) s nezávislou proměnnou y na ose y. Podmı́nka F ′

x(x, y) ̸= 0 a F (x, y) = 0 zaruč́ı,
že bodem [x, y] procháźı funkce x = g(y). Tato funkce je spojitá a splňuje F (g(y), y) = 0.
Derivováńım této rovnice dostáváme

F ′
x(g(y), y) · g′(y) + F ′

y(g(y), y) = 0, (9)

odkud lze za podmı́nky F ′
x ̸= 0 spoč́ıtat derivaci funkce x = g(y):

g′ = −
F ′
y

F ′
x

. (10)

Daľśım derivováńım (9) dostáváme rovnost, z které lze vyjádřit druhou derivaci

g′′ = −
F ′′
xx · (g′)2 + 2F ′′

xy · g′ + F ′′
yy

F ′
x

(11)
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Obvyklý postup při vyšetřováńı implicitńı funkce

Pokud zadáńı úlohy nežádá něco jiného, při vyšetřováńı množiny F dané rovnićı F (x, y) = 0
zjist́ıme několik druh̊u bod̊u množiny F:

(a) body, ve kterých je tečna rovnoběžná s osou x
(b) body, ve kterých je tečna rovnoběžná s osou y.
(c) př́ıpadně daľśı výjimečné body, např. pr̊useč́ıky s osou x nebo osou y.
(d) př́ıpadně body, kde jsou obě derivace F ′

x i F ′
y nulové.

(e) př́ıpadně omezenost nebo neomezenost množiny F.

Předpokládáme, že funkce F (x, y) má spojité parciálńı derivace. Body, ve kterých parciálńı
derivace neexistuj́ı, je nutné vyšetřit zvlášt’.

Nejprve spoč́ıtáme parciálńı derivace F ′
x, F

′′
xx, F

′
y a F ′′

yy.

(a) Řešeńım soustavy rovnic

F ′
x(x, y) = 0 , F (x, y) = 0 (12)

dostaneme body [xi, yi]. Pokud parciálńı derivace F ′
y(xi, yi) ̸= 0, množina F má v tomto bodě

tečnu rovnoběžnou s osou x. V těchto bodech d́ıky f ′(x) = 0 se vzorec (7) zjednoduš́ı na tvar

f ′′(x) = −F ′′
xx(x, y)

F ′
y(x, y)

. (13)

Znaménko f ′′ v bodě [xi, yi] proto urč́ı, jak je křivka prohnutá, pokud je kladná, funkce f(x)
v tomto bodě je konvexńı, tj. prohnutá jako

”
∪“, je zde lokálńı minimum. Pokud f ′′ je záporná,

křivka je konkávńı, tj. prohnutá jako
”
∩“, a je zde lokálńı maximum. Pokud je druhá derivace

f ′′ nulová, lze vyšetřit třet́ı derivaci f ′′′.

(b) Řešeńım soustavy rovnic

F ′
y(x, y) = 0 , F (x, y) = 0 (14)

dostaneme body [xi, yi], v jejichž okoĺı podle Věty 1.2 neńı určena žádná funkce. Pokud současně
F ′
x(xi, yi) ̸= 0, množina F má v tomto bodě tečnu rovnoběžnou s osou y. Analogicky předchoźımu

př́ıpadu výraz

g′′(y) = −
F ′′
yy(x, y)

F ′
x(x, y)

(15)

dává druhou derivaci funkce x = g(y) a určuje tak prohnut́ı křivky F v tomto bodě: pokud je
hodnota kladná, křivka je prohnutá jako

”
(“, pokud je záporná, křivka je prohnutá jako

”
)“.

(c) V bodech F, kde jsou obě parciálńıch derivace nulové (pokud existuj́ı), tj.

F ′
x(x, y) = 0 , F ′

y(x, y) = 0 a F (x, y) = 0 (16)

se může d́ıt cokoliv: mohou se tam křivky kř́ıžit, může to být izolovaný bod, může to být i bod
množiny F. V těchto bodech zkoumáme funkci z = F (x, y) z hlediska lokálńıch extrémů. Náš
bod je stacionárńım bodem funkce F (x, y) a plat́ı F (x, y) = 0. Z matice druhých derivaćı

D2F (x, y) =

(
F ′′
xx F ′′

xy

F ′′
xy F ′′

yy

)
(x, y)
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zjist́ıme, zda v bodě je extrém. Pokud determinant matice D2F je kladný, potom je zde ostré
maximum nebo minimum a bod [x, y] je izolovaným bodem množiny F. Pokud determinant
matice D2F je záporný, v bodě je sedlo a prot́ınaj́ı se zde dvě křivky.

Spoč́ıtané body s tečnami a
”
prohnut́ım“ zakresĺıme do grafu. Potom často už tyto body

lze
”
spojit“ a množinu F načrtnout. Využijeme přitom skutečnosti, že mimo tyto body křivka

nemůže mı́t tečnu rovnoběžnou s osou x ani s osou y. Důležitým poznatkem je také skutečnost,
zda množina F je nebo neńı omezená. V př́ıpadě neomezené množiny F pomůže také výpočet
asymptoty.

Př́ıklady

V následuj́ıćıch př́ıkladech urč́ıme postupně body předchoźıch typ̊u (a), (b) a př́ıpadně (c),
zakresĺıme je do grafu a načrtneme množinu F.

Př́ıklad 1.4 Vyšetřete množinu F určenou implicitně rovnićı F (x, y) ≡ x2 + 9y2 − 36 = 0.

Řešeńı: Funkce F (x, y) má všechny parciálńı derivace spojité. Spoč́ıtáme parciálńı derivace

F ′
x(x, y) = 2x , F ′

y(x, y) = 18y , F ′′
xx = 2 , F ′′

yy = 18 .

(a) Řeš́ıme rovnice (12). Z 2x = 0 plyne x = 0 a tud́ıž 9y2 = 36, odkud y = ±2. Protože
F ′
y(0,±2) ̸= 0, dostali jsme body [0, 2] a [0,−2], ve kterých je tečna rovnoběžná s osou x. Do-

sazeńım do (13) vycháźı f ′′(x) = −2/18y, v bodě [0, 2] je křivka konkávńı a v [0,−2] konvexńı.
(b) Řeš́ıme rovnice (14). Z 18y = 0 plyne y = 0 a x2 = 36 dává x = ±6. Protože F ′

x(±6, 0) ̸= 0
v bodech [6, 0] a [−6, 0] je tečna rovnoběžná s osou y. Dosazeńım do (15) vycháźı g′′(y) =
−18/2x, v bodě [−6, 0] je křivka prohnutá vpravo a v [6, 0] vlevo.

Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F (x, y) = 0 plyne, že množina F je omezená:

x2 + y2 ≤ x2 + 9y2 = 36 =⇒ |[x, y]| =
√

x2 + y2 ≤ 6.

Vykresĺıme-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spoj́ıme do elipsy:

y

x

y

x

Př́ıklad 1.5 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ x2 + xy + y2 + x− y − 11 = 0.

Řešeńı: Spoč́ıtáme parciálńı derivace

F ′
x(x, y) = 2x+ y + 1 , F ′

y(x, y) = x+ 2y − 1 , F ′′
xx = 2 , F ′′

yy = 2 .

(a) Řeš́ıme rovnice (12). Z 2x + y + 1 = 0 plyne y = −2x − 1. Dosazeńım do F (x, y) = 0
dostáváme 3x2 + 6x− 9 = 0, odkud máme x = −1± 2. Dopoč́ıtáńım souřadnice y dostáváme
dva body [−3, 5] a [1,−3], ve kterých je tečna rovnoběžná s osou x. Dosazeńım do (13) vycháźı
f ′′(x) = −2/(x+ 2y − 1). V bodě [−3, 5] je tedy křivka konkávńı a v [1,−3] konvexńı.

(b) Řeš́ıme rovnice (14). Z x + 2y − 1 = 0 plyne x = 1 − 2y. Dosazeńım do F (x, y) = 0
dostáváme rovnici 3y2 − 6y − 9 = 0 s kořeny y = 1 ± 2. Dopoč́ıtáńım x-souřadnic dostáváme
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body [−5, 3] a [3,−1], ve kterých je tečna rovnoběžná s osou y. Dosazeńım do (15) vycháźı
g′′(y) = −2/(2x+ y + 1), v bodě [−5, 3] je křivka prohnutá vpravo a v [3,−1] vlevo.

Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F (x, y) = 0 plyne, že množina F je omezená:

1

2

[
(x+ 1)2 + (y − 1)2

]
≤ 1

2

[
(x+ 1)2 + (x+ y)2 + (y − 1)2

]
= 11.

Vykresĺıme-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spoj́ıme do elipsy:

y

x

y

x

Př́ıklad 1.6 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ x2 − 3xy + 2y2 + 1 = 0.

Řešeńı: Spoč́ıtáme parciálńı derivace

F ′
x(x, y) = 2x− 3y , F ′

y(x, y) = −3x+ 4y , F ′′
xx = 2 , F ′′

yy = 4 .

Dál už poč́ıtejte sami. V tomto př́ıpadě je množina F neomezená, je to hyperbola.

Př́ıklad 1.7 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ (x2 + y2)2 − x2 + y2 = 0.

Př́ıklad 1.8 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ (x2 + y2)2 + x2 − y2 = 0.

Př́ıklad 1.9 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ x4 + y4 − 2 x2 − 2 y2 = 0.

Př́ıklad 1.10 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ x4 + y4 − 2 x2 − 2 y2 + .5 = 0.

Př́ıklad 1.11 Vyšetřete implicitńı funkci F (x, y) ≡ x4 + y4 − 2 x2 − 2 y2 + 1 = 0.

1.2 Implicitńı funkce v R3 – plochy

Rovnice F (x, y, z) = 0 opět určuje množinu v R3

F = {[x, y, z] ∈ R3 | F (x, y, z) = 0}. (17)

Předpokládáme, že tato množina je neprázdná a funkce F (x, y, z) má spojité derivace. Potom
část množiny F je grafem nějaké spojité funkce z = f(x, y):

Definice 1.12 Funkci z = f(y, z) na oblasti U ⊂ R2 nazveme funkćı danou implicitně rovnićı
F (x, y, z) = 0, jestlǐze f(x, y) je spojitá na U a plat́ı

F (x, y, f(x, y)) = 0 ∀(x, y) ∈ U. (18)

Ne každým bodem (x0, y0, z0) množiny F však procháźı nějaká funkce z = f(x, y).
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Věta 1.13 Necht’ (x0, y0, z0) ∈ F a funkce F má spojité prvńı derivace. Jestlǐze F ′
z(x0, y0, z0) ̸=

0, potom bodem (x0, y0, z0) procháźı funkce z = f(x, y).

Body (pokud existuj́ı), kterými neprocháźı funkce, tvoř́ı obvykle jednorozměrnou množinu,
tj. křivku. Podobně jako v rovinném př́ıpadě spoč́ıtáme derivace funkce f(x, y). Derivováńım
rovnosti (18) podle x a podle y dostáváme rovnice

F ′
x + F ′

z · f ′
x = 0 , F ′

y + F ′
z · f ′

y = 0 , (19)

odkud v př́ıpadě F ′
z ̸= 0 lze vyjádřit parciálńı derivace funkce f(x, y)

f ′
x(x, y) = −F ′

x(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

, f ′
y(x, y) = −

F ′
y(x, y, z)

F ′
z(x, y, z)

. (20)

Vyhledáme stacionárńı body funkce, tj. body, ve kterých je gradient ∇φ = (0, 0), tj. tečná
rovina je kolmá na osu z. Tyto body jsou řešeńım soustavy rovnic

F ′
x(x, y, z) = 0, F ′

y(x, y, z) = 0, F (x, y, z) = 0. (21)

V těchto bodech lze také určit
”
prohnut́ı“ plochy pomoćı druhých parciálńıch derivaćı funkce

f(x, y). Daľśımi derivováńım rovnic (19) dostáváme rovnice, z nichž lze odvodit vzorce pro
druhé parciálńı derivace funkce f(x, y). Ve stacionárńıch bodech d́ıky F ′

x = 0 a F ′
y = 0 jsou se

vzorce zjednoduš́ı na

f ′′
xx = −F ′′

xx

F ′
z

, f ′′
xy = −

F ′′
xy

F ′
z

, f ′′
yy = −

F ′′
yy

F ′
z

, (22)

odkud lze určit, zda funkce f(x, y) má v tomto bodě minimum, maximum nebo sedlový bod.
Podobně lze vyšetřovat stacionárńı body a

”
prohnut́ı“ funkce typu y = g(x, z) definované

rovnićı F (x, g(x, z), z) = 0 a také funkce typu x = h(y, z) definované rovnićı F (h(y, z), y, z) = 0.

Př́ıklad 1.14 Vyšetřete funkce z = φ(x, y) zadané implicitně rovnićı

F (x, y, z) ≡ 1

9
x2 +

1

4
y2 + z2 − 1 = 0.

Řešeńı: Implicitńı funkce je elipsoid se středem v počátku a poloosami délky 3, 2 a 1. Podmı́nka
F ′
z = 0 dává z = 0 odkud po dosazeńı do F (x, y, z) = 0 vid́ıme, že body, ve kterých rovnice

neurčuje funkci z = f(x, y), tvoř́ı elipsu 1
9
x2 + 1

4
y2 = 1 a z = 0. Daľśım výpočtem zjist́ıme, že

stacionárńımi body funkce jsou body [0, 0, 1], kde je maximum a bod [0, 0,−1], kde je minimum.
Analogicky můžeme zjistit stacionárńı body funkćı y = g(x, z) a x = h(y, z).

1.3 Jednorozměrné funkce v R3 - křivky

V tomto př́ıpadě implicitńı funkce F je určena dvěmi rovnicemi:

F (x, y, z) = 0 , G(x, y, z) = 0. (23)

Funkci zadanou implicitně v tomto př́ıpadě definujeme jako spojitou vektorovou funkce se
souřadnicemi y = f(x), z = g(x) pro x ∈ (a, b) splňuj́ıćı

F (x, f(x), g(x)) = 0 , G(x, f(x), g(x)) = 0. (24)
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Derivováńım těchto rovnost́ı podle x dostáváme rovnice

F ′
x + F ′

y f
′ + F ′

z g
′ = 0 G′

x +G′
y f

′ +G′
z g

′ = 0, (25)

které představuj́ı soustavu dvou lineárńıch rovnic pro neznámé f ′, g′. Pokud matice soustavy(
F ′
y F ′

z

G′
y G′

z

)
(26)

je regulárńı, soustava má řešeńı, které lze pomoćı inverzńı matice vyjádřit ve tvaru(
f ′

g′

)
= −

(
F ′
y F ′

z

G′
y G′

z

)−1

·
(

F ′
x

G′
x

)
. (27)

V tomto př́ıpadě plat́ı tvrzeńı:

Věta 1.15 Necht’ funkce F,G maj́ı spojité parciálńı derivace a v bodě [x0, y0, z0] ∈ F je matice
(26) je regulárńı. Potom t́ımto bodem procháźı funkce typu y = f(x), z = g(x). Jej́ı derivace je
dána vztahem (27).

Analogicky lze definovat funkce typu x = h(y), z = k(y) a také typu x = p(z),
y = q(z). Podmı́nkou existence funkce procházej́ıćı daným bodem [x0, y0, z0] je regulárnost
př́ıslušné matice parciálńıch derivaćı v tomto bodě.
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