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1 Funkce zadané implicitné — implicitni funkce

Casto uzivany vyraz ,implicitni funkce“ je nepfesny, vznikl zkracenfm vyrazu ,funkce zadané
implicitné rovnici“. V nejjednodussim pripadé rovnice F'(x,y) = 0 uré¢uje mnozinu .% bodu [z, 3]
v roviné splnujicich danou rovnici. Mnozina .% vsak obvykle neni grafem néjaké funkce, protoze
¢asto neni splnéna podminka definice, ze funkce kazdému bodu x z defini¢niho oboru & priradi
pravé jednu hodnotu y z oboru hodnot 7. Z mnoziny % lze ¢asto vybrat nekoneéné mnoho
podmnozin, které jsou grafem néjaké funkce. Budeme se zabyvat otazkou, kdy danym bodem
[0, yo| € F prochdzi graf néjaké spojité funkce y = f(x) definované v okoli bodu zg spliujici
F(z, f(x)) = 0. Déle ur¢ime derivace a piipadné dalsi vlastnosti funkce f(x) bez toho, abychom
znali explicitni vyjadieni funkce f(x).

V obecnéjsim piipadé rovnice F(zy,...,x,) = 0 uré¢uje mnozinu % v prostoru R” a budeme
zkoumat, ve kterych bodech lze vybrané proménné vyjadrit pomoci ostatnich proménnych,
napiiklad x, = f(z1,...,z,_1), aby platilo

F(zy,...,zn1, f(z1,...,2,-1)) = 0.

V obecném ptipadé fesime tlohu, kdy ze soustavy rovnic

Fi(zy,...,Tm,u1, ... uy) =0, i=1,....m
lze proménné uy, ..., u,, vyjadrit jako funkce proménnych z4,..., x,.
1.1 TImplicitni funkce v roviné

Rovnice F(z,y) = 0 uréuje mnozinu
F — {[e,y] € B?| Flz,y) = 0}, 1)

Tato mnozina muze byt kiivkou, v pifpadé F(x,y) = 2? + y*> — 4 = 0 je to kruznice. Muze
to v8ak byt také kus plochy, napt. pro F(z,y) = /2?y?> — zy = 0 je mnozina .# cely prvni

a treti kvadrant véetné soutfadnych os z a y. Muze to byt také jeden bod [0,0] v piipadé
F(x,y) = 2* +y*> =0, nebo pro F(z,y) = 2% + y? + 1 = 0 mnozina prazdna.

DEFINICE 1.1 Funkci y = f(x) na intervalu I = (a,b) nazveme funkci danou implicitné
rovnici F(x,y) = 0, jestlize funkce f(x) je spojitd na I a plati

F(z,f(x))=0 Vzel. (2)

Navic se obvykle predpokladd, ze v okoli U kazdého bodu grafu (z, f(z)), x € I nejsou jiné
body mnoziny .%, tj. pro kazdé x € I existuji ¢isla 0 > 0 a A > 0 takova, ze

F N (x=8z+8)x(f(z)—A, fl)+A)={[z,f(x)| eR*| z € (x =,z + )} .



PRIKLAD 1.2 Rovnice F(z,y) = 2*+y*—4 = 0 urcuje kruznici .Z se stfedem [0, 0] a polomérem
r = 2. V okoli kazdého bodu [z, /4 — 23], z¢ € (—2,2) horni ¢ésti kruznice lze mnozinu %
popsat funkei f(z) = v/4 — 22 pro z € (a,b) spliujici —2 < a < g < b < 2. Podobné v okoli
bodu dolni ¢dsti kruznice 1ze mnozinu % popsat pomoci funkce f(z) = —v/4 — 2% pro x € (a,b)
spliujici —2 < a < 7y < b < 2. Jediné dva body, v jejichz okoli mnozinu .# nelze popsat jako
graf funkce y = f(x) jsou body [—2,0] a [2,0].

Pozor, kdybychom vypustili pozadavek, 7ze funkce f(x) je spojitd, rovnici 22 + (f(x))? —4 =0
by vyhovovalo i nekoneéné mnoho nespojitych funkei: pro libovolnou mnozinu M+ C (a,b)
polozme f(z) =+v4—a?prox € MT a f(x) = —v4—a? prox € M~ = (a,b) \ M*. Hodnoty
téchto funkei ,,preskakuji“ z horni na dolni a z dolni na horni ¢ast kruznice.

Otézku, kterymi body mnoziny .% prochazi graf néjaké spojité funkce, resi ndsledujici véta:

VETA 1.3 Necht funkce F(x,y) je spojitd a md spojité parcidlni derivace v oblasti Q, mnoZina
F je neprdzdnd a bod [xg,yo] € F. Jestlize

Fy(wo, o) # 0, (3)

potom bodem [xq, yo| prochdzi funkce f(x) dand implicitné rovnici F(x,y) = 0, tj. existuje 6 > 0
a spojitd funkce f(x) definovand v okoli (xg — d, o+ 9) takovd, Ze f(xo) = yo a

F(z, f(x)) =0, Vo e (xg— 06,20+ 0).

Ndznak dikazu. Necht f(xg,1y0) =0 a fy(0,90) > 0. Potom existuje A > 0, ze f(zo,yo+A) >0
a f(zo,yo — A) < 0. Vzhledem ke spojitosti funkce f(z,y), tato nerovnost bude zachovana i
v okoli téchto bodu, tj. existuje § > 0, ze pro = € (o9 — 0,9 + ) plati f(z,yo +A) > 0 a
f(z,yo — A) < 0. Pro libovolné x € (zo — d,x¢ + ) funkce ¢, (y) = F(z,y) je spojitd a nabyva
zéporné hodnoty pro y = yo — A a kladné hodnoty pro y = yo + A. Funkce ¢, (y) je spojitd,
proto musi uvnitf intervalu (yo — A, yo + A) prochazet nulou v (alespon jednom) bodé, ktery
oznacime f(x), tj. po(f(x)) = F(z, f(z)) = 0. Vzhledem ke spojitosti F(z,y) je i funkce f(x)
spojitéd, odkud plyne tvrzeni. Pokud by bodu f(z) bylo vice nez jeden, nutno je navic vybirat
tak, aby funkce f(x) byla spojité. O

Co se déje v bodech, kde F}(xo,y0) = 07 Pokud soucasné F}(z,y0) # 0, kiivka v tomto
bodé mé teénu x = xg, tj. rovnobéznou s osou y. Jestlize také F! (o, yo) = 0, tj. obé parcidlni
derivace jsou nulové, mohou nastat ruzné situace:

e v bodé se mohou kifzit dvé kiivky, naptiklad v bodé [0, 0] funkce 22 — y? = 0 se protinaji
piimky y =z ay = —x,

e muZe to byt izolovany bod, napiiklad bod [0, 0] rovnice z? + y* = 0,

e miZe to byt i funkce, naptiklad rovnice x* — y* = 0 i v bodé [0, 0] urcuje funkci y = .

Derivace funkce y = f(z) zadané implicitné

Podminku (3) odvodime z definiéni rovnosti F'(z, f(z)) = 0. Tuto rovnost derivujme podle
proménné x. Protoze F zavisi na x také prostiednictvim druhé proménné y slozené s f(x)
dostavame rovnost:

Fi(x, f(z)) + Fy(x, f(x)) - ['(x) = 0. (4)
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Pokud derivace Fy(z, f(x)) nenf nulovd, lze ji délit a z posledni rovnosti vyjadifme derivaci

_Fi(z, f(x))
Fy(x, f(x))

Z posledniho vztahu je také vidét smysl podminky (3): pokud Fj je nenulova v bodé [xo, f(o)],
diky spojitosti je nenulové i v okoli tohoto bodu a lze ji vydélit ve vzorci (5).

Dalsim derivovanim rovnosti (4) podle z, v druhém ¢lenu derivujeme soucin dvou funkef,
dostavame

f'(x) = ()

ElL+F [+ (F+F,-f)f+E- =0,
kde pro prehlednost jsme vynechali argument (x, f(z)) u derivaci funkce F' a argument (z) u
derivaci funkce f. Upravou dostavame rovnost

2
Fo 28, f'+ By - (f) + - f1 =0, (6)
z které opét diky Fy # 0 lze vyjddrit vztah pro druhou derivaci
CEL A2 f Ay ()
£y

f/l —

a pripadné dale dosazenim za f z (5)

I A L L A R R 5
(B}

Dalsim derivovanim rovnosti (6) podle = po tdpravé dostaneme

F;/;x + 3F;/;y . f/ + 3F/l/ . (f/)2 + F/// (f'/)g + 2F7/;/y . f// _|_ zFély . f/ . f/l + FZ: . f/// — O,

Yy yyy

z které uz lze vyjadrit teti derivaci f”

F" 4 3FM" . f/ + 3™ _(f/)Q y a (f/)?, +2F:y . f// +2ngy . f/ . f//

f/// _ _ xxx Ty Yy Yyy

Ey

Timto postupem lze vyjadrit i dalsi derivace.

Derivace funkce = = g(y) dané implicitné

Dosud jsme hledali funkce typu y = f(x). Zd&ménou proménnych muzeme studovat funkce
x = ¢g(y) s nezdvislou proménnou y na ose y. Podminka F.(x,y) # 0 a F(z,y) = 0 zarudi,
ze bodem [z,y| prochdzi funkce = = g(y). Tato funkce je spojitd a spliuje F(g(y),y) = 0.
Derivovanim této rovnice dostavame

Fi(9()y) - 9'(y) + F,(9(y),y) = 0, (9)
odkud lze za podminky F). # 0 spocitat derivaci funkce x = g(y):
F/
g=-3 (10

Dalsim derivovanim (9) dostavame rovnost, z které lze vyjadtit druhou derivaci

P2 g+ F
9 = Jal (11>




Obvykly postup pfi vySetifovani implicitni funkce

Pokud zadani dlohy nezddé néco jiného, pii vysetfovani mnoziny % dané rovnici F'(x,y) = 0
zjistime nékolik druhtu bodu mnoziny .Z:
(a) body, ve kterych je tecna rovnobézna s osou z
(b) body, ve kterych je te¢na rovnobéznd s osou y.
(c) ptipadné dalsi vyjimec¢né body, napt. pruseciky s osou x nebo osou y.
(d) pifpadné body, kde jsou obé derivace F, i F, nulové.
(e) piipadné omezenost nebo neomezenost mnoziny .%.

Predpokladédme, ze funkce F'(z,y) ma spojité parcidlni derivace. Body, ve kterych parcidlni
derivace neexistuji, je nutné vysetfit zvlast.

Nejprve spocitame parcidlni derivace F), F7 .

F,aFy,.
(a) Resenfm soustavy rovnic
Fy(z,y) =0,  F(z,y)=0 (12)

dostaneme body [z;,y;]. Pokud parcidln{ derivace Fy(v;,y;) # 0, mnozina .# mé v tomto bodé
tecnu rovnobéznou s osou z. V téchto bodech diky f'(z) = 0 se vzorec (7) zjednodusi na tvar

Fr(@,y)

Filey) (13)

f(x) =

Znaménko f” v bodé [x;,y;] proto urci, jak je kiivka prohnutd, pokud je kladnd, funkce f(x)
v tomto bodé je konvexni, tj. prohnutd jako ,U“, je zde lokdlni minimum. Pokud f” je zadporna,
kiivka je konkavni, tj. prohnuta jako ,,N“, a je zde lokalni maximum. Pokud je druha derivace
f" nulova, lze vysetfit tieti derivaci f”.

(b) Resenfm soustavy rovnic
Fy(r,y) =0,  F(z,y)=0 (14)

dostaneme body [z;, y;], v jejichz okoli podle Véty 1.2 neni urcena zadné funkce. Pokud soucasné
F!(z;,y;) # 0, mnozina .# mé v tomto bodé te¢nu rovnobéznou s osou y. Analogicky predchozimu

pripadu vyraz
(. y)
"y = — w777 15
déva druhou derivaci funkce x = ¢g(y) a uréuje tak prohnuti kiivky .# v tomto bodé: pokud je
hodnota kladnd, kiivka je prohnutd jako ,(“, pokud je zdporn4, kiivka je prohnutd jako ,,)*.

(c) V bodech .Z, kde jsou obé parcidlnich derivace nulové (pokud existuji), tj.
F(z,y) =0,  Fy(r,y)=0 a F(z,y)=0 (16)

se muze dit cokoliv: mohou se tam kiivky ktizit, muze to byt izolovany bod, muze to byt i bod
mnoziny .%#. V téchto bodech zkoumdame funkci z = F(z,y) z hlediska lokdlnich extrému. N&s
bod je stacionarnim bodem funkce F(z,y) a plati F(z,y) = 0. Z matice druhych derivaci
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zjistime, zda v bodé je extrém. Pokud determinant matice D?F je kladny, potom je zde ostré
maximum nebo minimum a bod [z,y] je izolovanym bodem mnoziny .%. Pokud determinant
matice D?F je zaporny, v bodé je sedlo a protinaji se zde dvé kiivky.

Spocitané body s tecnami a ,prohnutim® zakreslime do grafu. Potom casto uz tyto body
lze ,spojit* a mnozinu % nacrtnout. Vyuzijeme pritom skutecnosti, ze mimo tyto body kfivka
nemuze mit tecnu rovnobéznou s osou x ani s osou y. Dulezitym poznatkem je také skutecénost,
zda mnozina .% je nebo neni omezend. V piipadé neomezené mnoziny .% pomuze také vypocet
asymptoty.

Priklady

V nésledujicich piikladech uréime postupné body predchozich typu (a), (b) a ptipadné (c),
zakreslime je do grafu a nacrtneme mnozinu .Z.

PRIKLAD 1.4 Vysetrete mnoZinu F uréenou implicitné rovnici F(x,y) = x* + 9y*> — 36 = 0.

Reseni: Funkce F(x,y) ma vsechny parcidlni derivace spojité. Spocitdme parcidlni derivace

Fl(z,y) =2z, Fl(x,y)=18y, Fl, =2, F/ =18.

rxr

(a) Resfme rovnice (12). Z 2z = 0 plyne 2 = 0 a tudiz 9y*> = 36, odkud y = +2. Protoze
F(0,42) # 0, dostali jsme body [0,2] a [0, —2], ve kterych je tetna rovnobézna s osou x. Do-
sazenim do (13) vychéazi f”(x) = —2/18y, v bodé [0, 2] je kiivka konkavni a v [0, —2] konvexni.

(b) Resfme rovnice (14). Z 18y = 0 plyne y = 0 a x> = 36 ddva x = +6. Protoze F.(46,0) # 0
v bodech [6,0] a [—6,0] je tetna rovnobézna s osou y. Dosazenim do (15) vychdzi ¢"(y) =
—18/2z, v bodé [—6,0] je kiivka prohnuta vpravo a v [6, 0] vlevo.

Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F'(z,y) = 0 plyne, Ze mnozina .# je omezena:

2?4+ y? <2+ 9y =36 — [z, y]| = /22 + 2 < 6.

Vykreslime-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spojime do elipsy:
Y

1 he N

PRIKLAD 1.5 Vysetrete implicitnd funkci F(z,y) = 2> + 2y +y* +z —y — 11 = 0.

_——

X

Resent: Spocitame parcidlni derivace
Fl(r,y)=22+y+1, F(z,y)=c+2y-1, FlL =2, FI =2,

(a) Resfme rovnice (12). Z 2z +y + 1 = 0 plyne y = —2z — 1. Dosazenim do F(z,y) = 0
dostéavame 322 4+ 62 — 9 = 0, odkud mame x = —1 £ 2. Dopoéitanim soufadnice y dostdvame
dva body [—3,5] a [1, —3], ve kterych je tetna rovnobéznd s osou z. Dosazenim do (13) vychdzi
f'(x) = =2/(x 4+ 2y —1). V bodé [-3,5] je tedy kiivka konkdvni a v [1, —3] konvexni.

(b) Resfme rovnice (14). Z  + 2y — 1 = 0 plyne z = 1 — 2y. Dosazenim do F(z,y) = 0
dostavame rovnici 3y? — 6y — 9 = 0 s kofeny y = 1 & 2. Dopoécitanim z-soufadnic dostdvame
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body [—5,3] a [3,—1], ve kterych je teéna rovnobéznd s osou y. Dosazenim do (15) vychazi
d"(y) = —2/(2x +y + 1), v bodé [—5, 3] je kiivka prohnuta vpravo a v [3, —1] vlevo.
Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F'(z,y) = 0 plyne, Ze mnozina .# je omezena:

[(z+1)2+ @y -] <[+ 1)+ (@+y)’+(y—1)7? =1L

DN | —
DN | —

Vykreslime-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spojime do elipsy:

— T y

A NG

PRIKLAD 1.6 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* — 3zy +2y*> + 1= 0.

Reseni: Spocitame parcidlni derivace
Fl(x,y) =22 -3y, F(r,y)=-3z+4y, F,,=2, F,=4.
Dal uz pocitejte sami. V tomto piipadé je mnozina .# neomezena, je to hyperbola.
PRIKLAD 1.7 Vysetrete implicitni funkci F(z,y) = (2* +y*)? — 22 +3* = 0.
PRIKLAD 1.8 Vysetrete implicitni funkci F(z,y) = (22 +y*)? + 2% — y* = 0.
PRIKLAD 1.9 Vysetrete implicitnd funkci F(x,y) = 2* +y* — 222 — 292 = 0.
PRIKLAD 1.10 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* +y* — 222 — 29> + 5= 0.
PRIKLAD 1.11 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* +y* — 222 — 29> + 1 = 0.
1.2 Implicitni funkce v R?® — plochy
Rovnice F(z,y, z) = 0 opét urcuje mnozinu v R3
F={[z,y,2] € R*| F(z,y,2) = 0}. (17)

Predpokladédme, ze tato mnozina je neprazdnd a funkce F'(x,y, z) mé spojité derivace. Potom
¢ast mnoziny 7 je grafem néjaké spojité funkce z = f(z,y):

DEFINICE 1.12 Funkci z = f(y,2) na oblasti U C R? nazveme funkci danou implicitné rovnici
F(z,y,2z) =0, jestlize f(x,y) je spojitd na U a plati

F(z,y, f(z,y)) =0 V(z,y) €U (18)

Ne kazdym bodem (xo, 3o, 20) mnoziny .# vsak prochazi néjaka funkce z = f(z,y).
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VETA 1.13 Necht (zo, yo, 20) € -Z a funkce F md spojité pruni derivace. Jestlize F!(xo, Yo, 20) #
0, potom bodem (xq, Yo, 20) prochdazi funkce z = f(x,y).

Body (pokud existuji), kterymi neprochazi funkce, tvoii obvykle jednorozmérnou mnozinu,
tj. kiivku. Podobné jako v rovinném piipadé spocitame derivace funkce f(z,y). Derivovanim
rovnosti (18) podle z a podle y dostavame rovnice

F,+F.-f.=0, E,+F,-f,=0, (19)
odkud v pfipadé F! # 0 lze vyjadiit parcidlni derivace funkce f(x,y)

Ey(x,y,2)
Fl(z,y,2)

Fl(x,y,z2)

 Fl(x,y,2)’ 2

folz,y) = fo(w,y) = —
Vyhleddame staciondrni body funkce, tj. body, ve kterych je gradient Vo = (0,0), tj. tetna

rovina je kolmé na osu z. Tyto body jsou feSenim soustavy rovnic
Fl(x,y,2z) =0, Fy(x,y,2) =0, F(z,y,z) =0. (21)

V téchto bodech lze také urcit ,prohnuti“ plochy pomoci druhych parcialnich derivaci funkce
f(z,y). Dalsimi derivovanim rovnic (19) dostavdme rovnice, z nichz lze odvodit vzorce pro
druhé parcidln{ derivace funkce f(z,y). Ve staciondrnich bodech diky F, = 0 a F; = 0 jsou se
vzorce zjednodusi na

F Fay Fyy
f:;/r:_ ik f;;,y:_?7 f?;/y:_F7 (22>

odkud lze urcit, zda funkee f(x,y) mé v tomto bodé minimum, maximum nebo sedlovy bod.
Podobné lze vysetiovat stacionarni body a ,prohnuti“ funkce typu y = g(z, z) definované
rovnici F(x, g(z, 2), z) = 0 a také funkce typu x = h(y, z) definované rovnici F'(h(y, 2),y, z) = 0.

PRIKLAD 1.14 Vysettete funkce z = p(z,y) zadané implicitné rovnic

1 1
F(x,y,z)z§x2+zy2+22—1:0.

Resend: Implicitni funkee je elipsoid se stfedem v pocatku a poloosami délky 3, 2 a 1. Podminka
F! =0 dédva z = 0 odkud po dosazeni do F(x,y,z) = 0 vidime, Zze body, ve kterych rovnice
neurcuje funkci z = f(z,y), tvoii elipsu %xQ + }LyQ =1 a z = 0. Dalsim vypoctem zjistime, ze
staciondrnimi body funkce jsou body [0, 0, 1], kde je maximum a bod [0, 0, —1], kde je minimum.
Analogicky muzeme zjistit staciondrni body funkei y = g(x, 2) a x = h(y, 2).

1.3 Jednorozmérné funkce v R? - kiivky
V tomto ptipadé implicitni funkce .# je urcena dvémi rovnicemi:
F(z,y,2) =0, G(z,y,z) = 0. (23)

Funkci zadanou implicitné v tomto ptipadé definujeme jako spojitou vektorovou funkce se
soutadnicemi y = f(z), z = g(z) pro x € (a,b) spliujici

F(z, f(2),9(x)) =0, Gz, f(z),9(z)) = 0. (24)



Derivovanim téchto rovnosti podle x dostavame rovnice
E,+F,f'+F¢g=0 G, +G, f+G,¢=0, (25)

které predstavuji soustavu dvou linedrnich rovnic pro neznamé f’, ¢’. Pokud matice soustavy

FF
Y z
( EAe] ) (26)

je regularni, soustava ma feseni, které 1ze pomoci inverzni matice vyjadrit ve tvaru

/ /! / -1 /
(v)=-(d ) (&) )

V tomto ptipadé plati tvrzeni:

VETA 1.15 Necht funkce F, G maji spojité parcidlni derivace a v bodé [xo, Yo, 20] € -F je matice
(26) je reguldrni. Potom timto bodem prochazi funkce typu y = f(x),z = g(x). Jeji derivace je
ddna vztahem (27).

Analogicky lze definovat funkce typu = = h(y),z = k(y) a také typu z = p(z),
y = ¢(z). Podminkou existence funkce prochazejici danym bodem [z, yo, z0] je reguldrnost
prislusné matice parcialnich derivaci v tomto bodé.



