Numericka derivace

1) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data nezatiZzena chybou
2) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data zatizena chybou
3) f(x) je znama, ale na ptimou derivaci pftili$ slozita

Princip: nahrada neznamé funkce f'(x) jeji aproximaci g(x) a derivace této aproximace

. d
ad 1: Priklad: Pomoci Lagrangeova interpola¢niho polynomu urcete hodnotu a\/; v bodé¢ x, =5
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ad 2: Priklad: Pii méfeni drahy pohybujiciho se télesa byly v ¢asovych okamzZicich ¢, zjiSt€ny nasledujici
hodnoty. Urcete okamzitou rychlost télesa v ¢ase ¢ =3.5!

i 0 1 2 3 4 5

t; 0 1 2 3 4 5

5 52 | 10.1 | 249 | 50.0 | 852 | 130.0
oo(t) | 1 1 1 1 1
o (t) | 0 1 2 3 4 5
@,(t) | 0 1 4 9 16 25

Mgiené hodnoty =MNC

sW)=ay 1 +a; t +a, t?
s(t) = agpo(t) + a1 (t) + azp, ()
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ad 2: Priklad: Pfi méfeni drahy pohybujiciho se télesa byly v casovych okamzicich ¢, zjistény nasledujici
hodnoty. Urcete okamzitou rychlost télesa v case ¢ =3.5!

i 0 1 2 3 4 5
¢ 0 1 2 3 4 5
s 52 | 101 | 249 [ 50.0 | 85.2 | 130.0

oot) | 1 1 1 1 1 1

o, (t) | 0 1 2 3 4 5

o,(t) | 0 1 4 9 16 25

Méfené hodnoty =MNC

s®=ay 1 +a t +a, t?
s(t) = apg@o(t) + a4 (t) + azg,(t)

6 15 55 Qo 305.4
15 55 225 - (‘11 = (1200.7)
55 225 979 a 5172.9

a,=5.02; a,=-0.115; a, =5.09

s(©) =50 — 0.1 -t+51-t?| v(t)=5(t) =-01+2-51-t v(3.5) =-0.1+ 2-51-3.5=356

Moznosti pro derivaci v bodé:
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Moznosti pro derivaci v bod¢:

zpétna diference f(x) =
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Chyby numerické derivace:

chyba

celkova chyba

zaokrouhlovaci

chyba metody
chyby

(diskreditacni

ad 3: Richardsonova metoda:
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ad 3: Richardsonova metoda:

_ f(xo +h)_f(x0_h)
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Schématicky zapis:

gl(h)

g (%) &(h)

(%) &(4) &(7)

gl(%) gz(%) gz(%) g4(h)

ad 3: Richardsonova metoda:

SO+ = f(x,—h)
g(h)= 7

g (h) =%-[4-gl(gj—gl (h)}
oty

=52 )-a )

Schématicky zapis:

g () 0,177 850 965 f(x)=SBxsin5x; x,=5; h=0,05
g(%) &(h) 0,177 902 504 0,177 919 684 , 3s1n\/_ 5J3-5¢c0s/5-5
a(4) 2.() &(n) T 6s T 2hs
g(%) &(%) &(%) &(n) =0.177 919 686




Numericka integerace

Diivody pro numerickou derivaci

1) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data nezatizena chybou
2) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data zatizena chybou
3) f(x) je znama, ale na piimou derivaci piili$ slozita

Diivody pro numerickou integeraci

1) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data nezatizena chybou
2) f(x) zname jen v tabulkovych bodech a vstupni data zatizena chybou
3) f(x) je znama, ale na ptimou integraci pfili$ slozita
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J-smx
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Obecny postup:

b b
Integrand f(x) nahradime aproximaci ¢(x) a hodnotu I f(x)dx nahradime hodnotou Igp(x)dx
b b ‘ ¢
JoGds = [ f(x)dx
a . a
o(f)=~ I f(x)dx O(f) - kvadraturni formule.

O(NH)+R(S)= jf(x)dx =R(f)= _Iif(x)dx -0(f) diskretizacni chyba

Zakladni kvadraturni formule

b b
(integrace interpolac¢niho polynomu) J. f(x)dx = IL,, (x)dx

n =0 - obdélnikova formule n=1 - lichobéznikova formule
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n=2 - Simpsonova formule
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n=2 - Simpsonova formule
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Slozené formule

Obdélnikova:
fx) i \
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Slozené formule
Obdélnikova:

ff(x)dx~ [ (o + )+f(x1 ;l)+~--+f<L1+h>+f(x+;l)+-~-+f<xn_1+g)]
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Chyba: prosta sloZena:

1 1
Eo < 57 max |f"(x)| b-a? Eo < 57 max If”(X)I (b—a)-h?

Ukazka




Slozené formule

LichobéZnikova
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X X X X X XX
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| - - R - - -
“ b 5T g h ko h
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Slozené formule

Lichobéznikova

b
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Chyba: prosta sloZena:
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Slozené formule

Simpsonova

Jx)
N

a h atb h b
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fbf(x)dx = ff(x)dx + ff(x)dx + -+ x7+2f(x)dx + -+ ff(x)dx

h h h
= o) +4f () + fle)] + 5 [f (2) + 4f (xa) + f Ol + 4 5 [f (tn2) + 4f (tna) + £ Cx)]

h

g' [f (xo) +4f (x1) + 2f (xz) + 4f (x3) + 2f (x4) + -+ 2f (x52) + 4f (xp—1) + f(x)]

b
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Slozené formule

Simpsonova

b
h
[ FGdx = 3L ) + 47 G0) + 27Cx) + 47 Cxs) + 27 () + -+ 2F Gon) + 4 Gina) + £ )]

b
b —
Jf(x)dx = Wa' [f (xo) +4f (x1) + 2f (xp) +4f (x3) + 2f () + -+ 2f (xp_2) + 4f (1) + f(x)]
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Celkova chyba sloZenych formuli:

chyba
A

celkova chyba

zaokrouhlovaci

diskreditacni chyba
chyby

(chyba metody)

Sy

Plati:

Kvadraturni formule ziskana integraci Lagrangeova interpolacniho polynomu stupné¢ » ma stupenl
presnosti alesporn 7.
Rad kvadraturni formule je nanejvys 2n+1

Napt:
Obdélnikova formule : stupeti 0, piesnost 1

Lichobéznikova formule : stupeii 1, piesnost 1
Simpsonova formule : stupeii 2, piesnost 2




Metoda polovi¢niho kroku:

) Vi
y7 y?_.//V
y6 y_z./'/
yl ]
y5//
Yo
X, X, X X, X, X X X x

Metoda polovi¢niho kroku:

Hezky priklad:
2

Ie"‘zdx = 0,88208139

0

~h (3 +v)+n+rs+ ) ]=

:0.5-[%-(6_02 ye ¥ )+(.e_0'52 vl 4t )] =

,252079449] =0,880618634

=0.5-[1-1,018315639+1

_Z _Z _ 2 _2 _ 2 L 2 L 2 _ 2 _ 2
=0.25-[%(€0 +ez)+<eo.5 ol 4ol )_i_(eo‘zs 40T | 125 | LT )j|:

=0.25-[£1,018315639+1,252079449 +1,765577897] = 0,881703791

Odhad chyby

E2n (f p+1 |Q2n

)=0,(f)| o (/) ==l

~0,00036




Metoda polovi¢niho kroku - zaludny priklad:
1

1 ) 1 1 ) .
Icos(647rx)dx = m[sm(mﬂx)]o = E[sm(mﬂ) —sin O] =0

0

zh'l:yo‘*'yzt""%(Jﬁ"'yz"')@)]:

1|1 1
= 5-{Ecos(64ﬂ -0)+ Ecos(647r 1) +cos(647z-%)} =1
I |1 1
=7 {5 cos(647-0)+ Ecos(647z 1)+ cos(647r : %) + cos(647r : %) + cos(647r : %)} =1
1 1 1
=3 [ Ecos(647z -0)+ Ecos(647z 1)+ cos (647 - 1) +cos(647 1)+ cos(647z : %) +
cos(647z . %) + cos(647z : %) + cos(647r : %) + cos(647z : %) ]=1
1
,E: I1 Tt
i [
Rombergova integrace:
15 T,, - piiblizné hodnoty integralu ziskané lichobéznikovou metodou pro 2/ délicich bodti
T, T 42T21_T11 « 4kT/1{71_T,‘71k71
Tonlezz T, =—42 - obecné T,= —4k =
Tn() Tml Tm2 ;T;nm

vt 2=l n=1; Isinxdng(sinOvLSinﬂ):O

To: 2'=25 n=2; J-sinxdxz%(sin0+2-sin%+sinﬂj=§z1,570796327

0

T,o: 22=4; n=4; Isinxdxz%(sin0+2~sin%+2-sin%+2-sin37”+sin7rjzl,896118898
0

4T, -T,, 4-1570796327-0

T, =—23 ~ 2,094 395 102
: 4' 1 4-1
4T —-T 2, _
=4 o _4 1,8961188928 1,57079632721’917807069
’ 4" -1 4> 1
4T -T 2 _
1, =41 471,917 807 069 —2,094 395 102%906034533

4 —1 4 -1




