
I. Prostory funkćı – přehled

V této kapitole stručně shrneme pojmy a výsledky, které budeme potřebovat k za-
vedeńı pojmu zobecněného řešeńı a jeho analýze. Mnohé výsledky již byly prob́ırány
v předchoźıch ročńıćıch, viz skripta [F-FA1, Ž-SP].

Na rozd́ıl od klasické formulace, kdy řešeńı představuje funkce splňuj́ıćı diferenciálńı
rovnici v jednotlivých bodech, při zobecněné formulaci přistupujeme k úloze globálně:
řešeńım je pro nás prvek určitého prostoru funkćı definovaných na dané oblasti. Proto
nejprve uvedeme řadu pomocných výsledk̊u; specifikujeme typ oblasti a zavedeme prostory
funkćı, ve kterých budeme hledat řešeńı.

1. Základńı pojmy prostor̊u funkćı

Budeme se zabývat prostory funkćı. Jsou to zejména metrické, Banachovy a Hilbertovy
prostory, které byly studovány v předmětu Funkcionálńı analýza I. Připomeňme proto
definice základńıch pojmů.

Metrické prostory

Metrický prostor (P, ρ) je libovolná neprázdná množina P prvk̊u x, které nazýváme
body, na které je definované zobrazeńı ρ : P × P → ⟨0,∞) zvané metrika, které splňuje
následuj́ıćı tři axiomy (pro všechny body x, y, z ∈ P ):

• ρ(x, y) = ρ(y, x) (symetrie),

• ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (trojúhelńıková nerovnost),

• ρ(x, y) = 0, právě když x = y (metrika rozlǐsuje body, axiom totožnosti).

Metrický prostor, poměrně jednoduchý objekt, umožňuje zavést bohatou strukturu daľśıch
pojmů: okoĺı, otevřené a uzavřené množiny, konvergentńı a cauchyovské posloupnosti,
úplný prostor, kompaktńı množiny, spojitá zobrazeńı a řadu daľśıch.

Koule a okoĺı, vnitřńı a hraničńı body

Pomoćı metriky definujeme kouli B(x0, r) o středu x0 a poloměru r:

B(x0, r) = {x ∈ P
∣∣ ρ(x0, x) < r};

ṕısmeno B pocháźı z anglického
”
ball“. Okoĺı bodu x0 je (neprázdná) koule B(x0, r) pro

r > 0 a také libovolná množina obsahuj́ıćı otevřenou kouli B(x0, r) pro nějaké r > 0.
Rozlǐsujeme tři druhy bod̊u vzhledem k množině M ⊂ P Bod x0 ∈ P nazveme

• vnitřńım bodem M , pokud existuje r > 0 takové, že B(x0, r) ⊂M ,

• vněǰśım bodem M , pokud existuje r > 0 takové, že B(x0, r) ∩M = ∅ a

• hraničńım bodem M , pokud ∀ r > 0 plat́ı B(x0, r)∩M ̸= ∅ a také B(x0, r) \M ̸= ∅.
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Otevřené množiny

Vnitřek množinyM je množina všech vnitřńıch bod̊uM , označujeme ho symbolemM◦.
Množinu A nazveme otevřenou, pokud všechny jej́ı body jsou body vnitřńı, tj. A = A◦.
Připomeňme d̊uležitou charakteristiku otevřených množin:

Sjednoceńı libovolného počtu otevřených množin je otevřená množina,

ale pr̊unik pouze konečně mnoha otevřených množin je otevřená množina,

např́ıklad pr̊unik otevřených množin An = (− 1
n
, 1
n
) je bod 0, což neńı otevřená množina.

Uzavřené množiny

Vzdálenost bodu x od množiny M je infimum jeho vzdálenosti od bod̊u množiny:
ρ(x,M) = inf{ρ(x, a)

∣∣ a ∈ M}. Množina všech bod̊u P , které maj́ı od množiny M

nulovou vzdálenost, je uzávěr M množiny M : M = {x ∈ P
∣∣ ρ(x,M) = 0}. Množinu B

nazveme uzavřenou, pokud je rovna svému uzávěru B = B. Přitom plat́ı:

Doplněk P \ A otevřené množiny A je množina uzavřená

a naopak: doplněk P \B uzavřené množiny B je množina otevřená.

Pro sjednoceńı a pr̊unik uzavřených množin plat́ı obráceně:

Pr̊unik libovolného počtu uzavřených množin množina uzavřená,

ale sjednoceńı pouze konečně mnoha uzavřených množin je množina uzavřená,

např́ıklad sjednoceńım uzavřených množin Bn = ⟨ 1
n
, 3− 1

n
⟩ je otevřený interval (0, 3).

Hranice množiny

Hranice množinyM je množina všech hraničńıch bod̊u množiny. Jsou to body uzávěru
množiny, které nejsou vnitřńımi body, tj. ∂M =M −M◦; jsou to body prostoru P , které
maj́ı nulovou vzdálenost jak od M , tak od doplňku P −M , tj. ∂M =M ∩ (P \M).

Pro operaci vnitřku a uzávěru množiny plat́ı: druhý vnitřek nebo uzávěr je stejná

množina jako prvńı: (M◦)◦ = M◦, (M) = M . Pro operaci hranice toto neplat́ı, množiny
M,∂M, ∂(∂M) mohou být r̊uzné, např́ıklad množina M = ⟨0, 1⟩ ∩Q má za hranici celou
úsečku ∂M = ⟨0, 1⟩, druhá hranice však jsou už jen dva body ∂(∂M) = {0, 1}.

Obojetné a souvislé množiny

Množiny, které jsou současně otevřené a uzavřené nazýváme obojetné. Každý neprázd-
ný metrický prostor obsahuje alespoň dvě obojetné množiny: celý prostor a prázdnou
množinu. Pokud jsou to jediné obojetné množiny, prostor nazýváme prostorem souvislým.
Každá neprázdná podmnožina metrického prostoru tvoř́ı také metrický prostor, metriku
pouze zúž́ıme z P na M . Proto můžeme mluvit také o souvislé množině.

V prostoru, který neńı souvislý, je v́ıce obojetných množin. Souvislé obojetné podmno-
žiny nazýváme komponentami prostoru.

Izolované a hromadné body množiny

Bod x množinyM je hromadný, pokud v každém jeho okoĺı existuje kromě x ještě daľśı
bod množiny A (potom v každém jeho okoĺı už je nekonečně mnoho bod̊u z M). Pokud
bod x má okoĺı B(x, r), r > 0, ve kterém už žádný jiný bod množiny A kromě bodu x
neńı, nazveme ho izolovaným bodem: B(x, r) ∩ M = {x}. Poznamenejme, že množina
všech hromadných bod̊u množiny M se nazývá derivaćı množiny.
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Posloupnosti konvergentńı a cauchyovské, úplný prostor

Posloupnost bod̊u {xn} prostoru P konverguje k bodu x0 ∈ P , ṕı̌seme xn → x0, jestliže
plat́ı limn→∞ ρ(xn, x0) = 0. Pomoćı

”
epsilon-en“ definice zńı: xn → x0 jestlǐze

pro každé ε > 0 existuje n0, že pro každé n > n0 plat́ı ρ(xn, x0) < ε.

V metrickém prostoru však existuj́ı posloupnosti, které vypadaj́ı jako konvergentńı, ale
limitu nemaj́ı. Tyto posloupnosti nazýváme cauchyovské: {xn} je cauchyovská, jestlǐze

pro každé ε > 0 existuje n0, že pro každé n,m > n0 plat́ı ρ(xn, xm) < ε.

Každá konvergentńı posloupnost je i posloupnost́ı cauchyovskou, obráceně to však neplat́ı.
Pokud v prostoru jsou všechny cauchyovské posloupnosti konvergentńı, prostor nazveme
úplným prostorem.

Protože každou podmnožinuM metrického prostoru P můžeme považovat za metrický
prostor, mluv́ıme také o úplné množině M . Každá úplná množina M ⊂ P je současně
množinou uzavřenou. Obráceně uzavřená množina nemuśı být úplná, zálež́ı na prostoru
P . Pokud P je úplný prostor, potom každá uzavřená množina je také úplná.

Množina hustá, separabilńı, totálně omezená

Množinu S ⊂ P nazveme hustou v množiněM ⊂ P , pokud jej́ı uzávěr obsahujeM , tj.
M ⊂ S. Prostor P nazveme separabilńı, pokud existuje spočetná množina S ⊂ P hustá
v P . Podobně množinu M nazveme separabilńı, pokud existuje spočetná množina S ⊂ P ,
takový, že M ⊂ S. Každá podmnožina separabilńı množiny nebo prostoru je separabilńı.

Množina M ⊂ P je omezená, také se ř́ıká ohraničená, pokud existuje-li d > 0, že
ρ(x, y) < d pro každé x, y ∈ M . Ekvivalentńı charakteristikou je, že M se

”
vejde“ do

nějaké koule (s konečným poloměrem), tj. existuj́ı x0 ∈ P a R > 0, že M ⊂ B(x0, R).
Množinu M ⊂ P nazveme totálně omezenou (nebo také prekompaktńı), pokud každá

jej́ı posloupnost obsahuje cauchyovskou podposloupnost.

Śıtě a antiśıtě

Pojem ε-śıtě charakterizuje totálně omezenou a separabilńı množinu. Množinu S ⊂ P
nazveme ε-śıt́ı množiny M , pokud ke každému bodu x ∈ M existuje bod s ∈ S takový,
že ρ(x, s) < ε, nebo ekvivalentně sjednoceńı ε-okoĺı bod̊u množiny S pokryje množinu M :
M ⊂ ∪s∈SB(s, ε).

Množina M ⊂ P je totálně omezená, pokud pro každé ε > 0 existuje konečná ε-śıt’ M ,

množina M ⊂ P je separabilńı, jestlǐze pro každé ε > 0 existuje spočetná ε-śıt’ M .

Pro d̊ukaz, že množina neńı totálně omezená nebo separabilńı je vhodný následuj́ıćı pojem:
Množinu A nazveme ε-antiśıt’ (neznám vhodněǰśı termı́n), pokud

každé dva r̊uzné body A maj́ı vzdálenost alespoň 2ε,

nebo ekvivalentně: koule B(a, ε), a ∈ A jsou navzájem disjunktńı, tj.

B(ai, ε) ∩ B(aj, ε) = ∅ pro každé dva ai, aj ∈ A, ai ̸= aj.

Snadno lze dokázat, že plat́ı:

Množina neńı totálně omezená, pokud obsahuje nekonečnou antiśıt’,

a množina neńı separabilńı, pokud obsahuje nespočetnou antiśıt’,

protože ke každému bodu a antiśıtě A by byl potřebný alespoň jeden bod s př́ıpadné śıtě
S, která proto nemůže mı́t menš́ı mohutnost než antiśıt’ A.
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Kompaktńı množiny

Uved’me nejprve definici pomoćı posloupnost́ı. Množinu (nebo prostor) nazveme

kompaktńı, pokud každá jej́ı posloupnost obsahuje konvergentńı podposloupnost.

Z př́ıslušných definic př́ımo plyne tvrzeńı:

Množina je kompaktńı, právě když je úplná a totálně omezená.

V obecněǰśıch topologických prostorech, ve kterých nemuśı být metrika, se kompaktnost
množiny definuje pomoćı tzv. otevřeného pokryt́ı, tj. systému otevřených množin, jejichž
sjednoceńı obsahuje (pokrývá) danou množinu:

Množina je kompaktńı, jestlǐze z každého jej́ıho otevřeného pokryt́ı lze vybrat pokryt́ı
konečně mnoha otevřenými množinami.

Poznamenejme, že množina v Rn s obvyklou metrikou je kompaktńı, právě když je
omezená a uzavřená.

Spojitá zobrazeńı

Zobrazeńı mezi metrickými prostory (P, ρ) a (Q, σ):

f : P → Q , tj. f : x ∈ P 7→ y = f(x) ∈ Q

nazveme spojitým, pokud zachovává konvergenci:

xn → x v P ⇒ f(xn) → f(x) v Q , tj. ρ(xm, x) → 0 ⇒ σ(f(xn), f(x)) → 0 .

Definici lze také zapsat ve tvaru ε, δ–definice, užitečná je však charakteristika:

Zobrazeńı je spojité, pokud vzor každé otevřené množiny je množina otevřená.

nebo také vzor každé uzavřené množiny je množina uzavřená.

Pozor, obrácená tvrzeńı neplat́ı: Obraz otevřené množiny ve spojitém zobrazeńı nemuśı
být otevřený, ani Obraz uzavřené množiny nemuśı být uzavřený, zato Obraz kompaktńı
množiny je opět kompaktńı. Důsledkem toho je tvrzeńı:

Spojitá reálná funkce f :M → R na kompaktńı množině M je omezená zdola i shora
a nabývá svého minima i maxima na M .

Daľśı př́ıjemnou vlastnost́ı spojitého zobrazeńı je skutečnost, že složeńı spojitých zobrazeńı
je opět zobrazeńı spojité.

Banachova věta o pevném bodu kontraktivńıho zobrazeńı

Existenci řešeńı rovnice f(x) = 0 lze často dokázat pomoćı vět o pevném bodě. Pevný
bod zobrazeńı T : P → P je bod, kterým zobrazeńı nepohne, tj. T (x) = x. Hledáńı řešeńı
rovnice f(x) = 0 lze přeformulovat na hledáńı pevného bodu zobrazeńı T (x) = x− f(x).
Zobrazeńı T nazveme lipschitzovské s konstantou L > 0, pokud plat́ı:

ρ(T (x), T (y)) ≤ Lρ(x, y) .

Konečně zobrazeńı je kontraktivńı, pokud je lipschitzovské s konstantou c < 1, tj.
”
stej-

noměrně“ zmenšuje vzdálenost bod̊u. Větu, která se často využ́ıvá v aplikaćıch pak lze
formulovat jednoduše:

Kontraktivńı zobrazeńı na úplném metrickém prostoru má pevný bod.

Věta je nav́ıc konstruktivńı: dává i metodu výpočtu pevného bodu, který je řešeńım
rovnice f(x) = 0. Skutečně, iterace xn+1 = T (xn), n = 1, 2, 3, . . . z libovolného bodu x0
konverguj́ı k řešeńı, iteracemi lze tak spoč́ıtat řešeńı s libovolnou přesnost́ı.
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Lineárńı prostory

Lineárńı prostor, také vektorový prostor, nad tělesem T tzv. skalár̊u (obvykle R nebo
C) je neprázdná množina X s body x, na které jsou definovány dvě operace:

• sč́ıtáńı: + : X ×X → X ,

• násobeńı skalárem: T×X → X ,

přičemž množina X s operaćı sč́ıtáńı tvoř́ı komutativńı grupu, tj. operace + je

• komutativńı: x+ y = y + x,

• asociativńı: (x+ y) + z = x+ (y + z),

• má nulový (neutrálńı) prvek 0, splňuj́ıćı x+ 0 = 0 + x = x ,

• každý x ∈ X má opačný (inverzńı) prvek −x, že plat́ı x+ (−x) = (−x) + x = 0 ;

operace násobeńı skalárem T×X → X splňuje

• α(βx) = (αβ)x,

• 1x = x

a obě operace jsou spojeny distributivńımi zákony

• (α + β)x = αx+ βx

• α(x+ y) = αx+ αy ,

přičemž rovnosti plat́ı pro všechna x, y, z ∈ X, α, β ∈ T.
Pokud bereme T = R mluv́ıme o reálném lineárńım prostoru, pokud T = C mluv́ıme

o komplexńım lineárńım prostoru. Dále se budeme zabývat hlavně reálnými prostory.
Pozor, na rozd́ıl od metrického prostoru, ne každá podmnožina X0 lineárńıho pro-

storu X je lineárńı podprostor, lineárńı podprostor muśı být uzavřený vzhledem k oběma
operaćım lineárńıho prostoru: tj. splňuje implikaci

x1, x2 ∈ X0 , α1, α2 ∈ R =⇒ α1x1 + α2x2 ∈ X0.

Lineárńı kombinace, nezávislost, báze, dimenze

Pro x1, x2, . . . , xn ∈ X , α1, α2, . . . , αn ∈ R výraz α1x1 + α2x2 + · · · + αnxn nazveme
lineárńı kombinaćı bod̊u x1, x2, . . . , xn. Body x1, x2, . . . , xn nazveme závislými, pokud
některý z nich lze napsat jako lineárńı kombinaci ostatńıch, pokud to nelze, nazveme
je nezávislými. Obvyklá definice ř́ıká, že x1, x2, . . . , xn jsou nezávislé, jestliže jediná kom-
binace prvk̊u, která dává nulový prvek, je kombinace nulová:

α1x1 + α2x2 + · · ·+ αnxn = 0 =⇒ α1 = α2 = · · · = αn = 0 .

Skutečně, kdyby např́ıklad α1 ̸= 0, potom x1 = − 1
α1
(α2x2 + · · · + αnxn), tj. x1 je závislé

na ostatńıch. V př́ıpadě nekonečně mnoha bod̊u řekneme, že jsou nezávislé, pokud každá
konečná podmnožina z nich je nezávislá.

Báze prostoru X je množina nezávislých bod̊u B ⊂ X bod̊u bι, ι ∈ I, ke které už nelze
žádný daľśı (nezávislý) bod přidat. Ekvivalentńı definice ř́ıká, že každý prvek prostoru lze
jednoznačně vyjádřit jako lineárńı kombinaci konečně mnoha prvk̊u báze.

Dimenze prostoru je maximálńı počet nezávislých bod̊u v prostoru, tj. počet prvk̊u
báze. Pokud je tento počet konečný, mluv́ıme o prostoru konečné dimenze. Každý reálný
lineárńı prostor dimenze n můžeme identifikovat s prostorem Rn; v př́ıpadě komplexńıho
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prostoru s Cn. Pokud v prostoru je nekonečně mnoho lineárně nezávislých bod̊u, báze
prostoru je nekonečná, mluv́ıme o prostoru nekonečné dimenze. Tyto prostory však s R∞

obvykle identifikovat nelze.

Lineárńı funkcionály

Funkcionálem naX je libovolné zobrazeńı F : X → R (v př́ıpadě komplexńıho prostoru
F : X → C). Funkcionál na prostoru X urč́ıme t́ım, že řekneme, jaké hodnoty F (x) dává
pro každý bod x ∈ X. Funkcionál F je lineárńı, pokud zachovává obě operace lineárńıho
prostoru: operaci sč́ıtáńı i skalárńıho násobku, tj.

F (x1 + x2) = F (x1) + F (x2) , F (αx) = αF (x) .

Lineárńı funkcionály lze sč́ıtat a skalárně násobit:

(F1 + F2)(x) := F1(x) + F2(x) , (αF )(x) := αF (x) ;

tvoř́ı proto opět lineárńı prostor, který nazveme (algebraickým) duálńım prostorem nebo
také adjungovaným prostorem, označuje se X♯. V př́ıpadě reálného prostoru konečné di-
menze n má duálńı prostor stejnou dimenzi n; jak prostor, tak jeho duál lze identifikovat
s Rn. Každý funkcionál F na Rn lze reprezentovat pomoćı bodu f = (f1, . . . , fn) ∈ Rn,
tj. pro každý funkcionál F existuje právě jeden f ∈ Rn takový, že

F (x) = f1x1 + · · ·+ fnxn ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn.

Poznamenejme, že v př́ıpadě prostoru nekonečné dimenze je situace mnohem složitěǰśı.

Normované (lineárńı) prostory

Na samotných lineárńıch prostorech nelze měřit vzdálenost bod̊u a t́ım ani definovat
konvergenci a daľśı pojmy, které známe z metrických prostor̊u. Na lineárńı prostor zave-
deme

”
lepš́ı“ metriku, která bude v souladu s operacemi lineárńıho prostoru. Tato metrika

by se neměla měnit s posunut́ım, tj. být nezávislá na translaci: ρ(x+ z, y + z) = ρ(x, y).
Vzhledem k operaci sč́ıtáńı vzdálenost dvou bod̊u x, y ∈ X převedeme na vzdálenost bodu
y − x od bodu 0. Vzdálenosti prvku x od nulového bodu nazveme normou ∥x∥ = ρ(x, 0),
která má tak jenom jeden argument. Nav́ıc budeme vyžadovat soulad normy se skalárńım
násobkem a axiom symetrie nahrad́ıme axiomem nepřesně zvaným homogennost.

Norma

Normovaný lineárńı prostor je lineárńı prostor X, na kterém je definován reálný funk-
cionál ∥ · ∥ : X → ⟨0,∞) zvaný norma, který splňuje následuj́ıćı axiomy:

• ∥αx∥ = |α| ∥x∥ , (norma je
”
pozitivně“ homogenńı),

• ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ , (splňuje trojúhelńıkovou nerovnost) a

• ∥x∥ = 0, právě když x = 0 , (rozlǐsuje body):

Pokud funkcionál splňuje pouze prvńı dva axiomy a nerozlǐsuje body, nazývá se seminor-
mou a označuje se stejně jako absolutńı hodnota | · |.

Na normovaném lineárńım prostoru jsou definovány všechny pojmy z metrických
prostor̊u (pouze metriku ρ(x, y) nahrad́ıme normou ∥x − y∥), např. máme otevřenou,
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uzavřenou a obojetnou množinu, konvergenci, úplné, separabilńı, kompaktńı množiny,
. . . ; i pojmy z lineárńıch prostor̊u: nezávislost, dimenze, báze, lineárńı funkcionál. V apli-
kaćıch se pracuje obvykle s úplným normovaným lineárńım prostorem, který se nazývá
Banach̊uv prostor.

Schauderova báze

Na lineárńım prostoru nekonečné dimenze máme algebraickou bázi, která umožňuje
každý prvek napsat jako konečnou kombinaci prvk̊u báze. V normovaném lineárńım pro-
storu máme nav́ıc konvergenci a můžeme prvky vyjadřovat pomoćı nekonečné kombinace
prvk̊u báze, č́ımž vystač́ıme s mnohem méně početnou báźı. Můžeme však brát pouze
spočetné kombinace prvk̊u báze, přičemž př́ıslušná řada muśı konvergovat. Budeme to
využ́ıvat v př́ıpadě prostoru se skalárńım součinem.

Spojité lineárńı funkcionály

Podle definice funkcionál F : X → R je spojitý, jestliže zachovává konvergenci, tj.
xn → x0 ⇒ F (xn) → F (x0). V př́ıpadě lineárńıho funkcionálu spojitost pro xn → x0
lze převést na spojitost pro (xn − x0) → 0. Proto lineárńı funkcionál, který je spojitý v
jednom bodě je už spojitý ve všech bodech.

Funkce f(x) je omezená na množině M pokud |f(x)| ≤ k pro všechna x ∈ M . Podle
této definice by byl na R omezený jedině nulový funkcionál. Proto definici uprav́ıme
a řekneme, že funkcionál je omezený, jestliže omezené množiny zobrazuje na množiny
omezené. Lineárńı funkcionál F je proto omezený, pokud existuje konstantaK > 0 taková,
že ∀x ∈ X plat́ı |F (x)| ≤ K ∥x∥. Nejmenš́ı možnou konstantu K nazýváme normou
funkcionálu F , lze ji definovat př́ımo kterýmkoliv z následuj́ıćıch vzorc̊u:

∥F∥∗ = sup
x ̸=0

|F (x)|
∥x∥

= sup
∥x∥≤1

|F (x)| = sup
∥x∥=1

|F (x)| .

Vı́me, že lineárńı funkcionály tvoř́ı lineárńı prostor, s právě zavedenou normou ∥ · ∥. Je
to normovaný lineárńı prostor, který je úplný i když prostor X úplný neńı, a proto je to
Banach̊uv prostor. Nazývá se (topologický1) duálńı (nebo také adjungovaný) prostor a
budeme ho značit symbolem X∗, už́ıvá se také symbol X ′.

Slabá konvergence

Konvergenci v normovaném lineárńım prostoru určuje norma. Vedle této tzv. silné
konvergence zvané také konvergenćı v normě lze pomoćı spojitých lineárńıch funkcionál̊u
zavést tzv. slabou konvergenci, která měř́ı

”
bĺıžeńı se“ pomoćı funkcionál̊u:

xn ⇀ x0 ⇐⇒ F (xn − x0) → 0 ∀F ∈ X∗ .

Každá silně konvergentńı posloupnost je i slabě konvergentńı, obráceně to plat́ı pouze
v prostorech konečné dimenze, kde obě konvergence splývaj́ı.

Uved’me př́ıklad posloupnosti, která konverguje slabě, ale nekonverguje silně. Vezměme
prostor ℓ2 nekonečných posloupnost́ı x = (x1, x2, x3, . . . ) s normou ∥ · ∥2:

ℓ2 =
{
x ∈ R∞ ∣∣ ∥x∥2 <∞

}
, ∥x∥2 =

[
∞∑
i=1

x2i ≤ ∞

]1/2
.

1Abychom ho odlǐsili od algebraického duálńıho prostoru.
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Lineárńı funkcionál F ∈ (ℓ2)∗ lze zapsat jako F (x) =
∑

i fixi, kde f = (f1, f2, f3, . . . ) ∈ ℓ2.
Protože součet nezáporných f 2

i je konečný, posloupnost fi muśı konvergovat k nule.

Uvažujme nyńı tzv. posloupnost
”
putuj́ıćı“ jedničky: bod ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ) je po-

sloupnost nul, která má na i-tém mı́stě jedničku. V posloupnosti {en}∞n jednička
”
putuje“

mezi nulami při n → ∞ do nekonečna. Plat́ı ∥en∥2 = 1 a ∥en − em∥2 =
√
2 pro n ̸= m.

Posloupnost tedy neńı cauchyovská, a proto nemůže konvergovat silně. Na druhé straně
F (en) =

∑
i fie

n
i = fn → 0, protože v sumě fie

n
i zbyl jediný sč́ıtanec fn. Posloupnost {en}

tak konverguje slabě k nulové posloupnosti.

Druhý duál, prostor reflexivńı a kompaktnost

Podobně jako na prostoru X lze uvažovat i spojité lineárńı funkcionály Φ na duálńım
prostoru X∗, které lze normovat analogicky

∥Φ∥∗∗ = sup
F ̸=0

|Φ(F )|
∥F∥∗

.

Je to tzv. druhý duál (X∗)∗ ≡ X∗∗. Pomoćı tzv. kanonického vnořeńı lze bod̊um z X
přǐradit funkcionál z X∗∗: každému bodu x ∈ X lze přǐradit funkcionál Φx ∈ X∗∗ vztahem

Φx(F ) = F (x) ∀F ∈ X∗ .

Pokud t́ımto zp̊usobem źıskáme všechny funkcionály prostoru X∗∗, prostor X nazveme
reflexivńım. Tento pojem je d̊uležitý pro aplikace, jak naznač́ıme v daľśım.

V prostoru konečné dimenze n každá omezená posloupnost obsahuje podposloupnost
konvergentńı. Naznačme d̊ukaz tohoto tvrzeńı. Omezená posloupnost prvk̊u {xi}∞i=1 =
{(xi1, xi2, . . . , xin)}∞i=1 má omezené prvńı složky {x11, x21, x31, . . . }. Z posloupnosti {xi} proto
vybereme podposloupnost {xi1} tak, aby konvergovaly prvńı složky. V druhém kroku z
{xi1} vybereme podposloupnost {xi2} tak, aby konvergovaly také druhé složky. Po n-tém
vybráńı podposloupnosti v źıskané podposloupnosti {xin} již budou konvergovat všechny
složky, bude tedy konvergovat silně.

V prostoru nekonečné dimenze omezená posloupnost nemuśı obsahovat konvergentńı
podposloupnost, viz př́ıklad posloupnosti {en} s

”
putuj́ıćı“ jedničkou.

V reflexivńım prostoru nekonečné dimenze však lze dokázat, že omezené množiny jsou
kompaktńı vzhledem ke slabé konvergenci:

Každá ohraničená posloupnost obsahuje slabě konvergentńı podposloupnost.

Naznačme ideu d̊ukazu. V př́ıpadě, že duálńı prostor X∗ je separabilńı, existuje spočetná
hustá množina spojitých funkcionál̊u {Fn}, pomoćı kterých budeme postupně vyb́ırat
podposloupnosti tak, aby {Fn(xi)}∞i=1 konvergovaly. Při n-ém vyb́ıráńı n-tý prvek vybrané
posloupnosti vlož́ıme do finálńı posloupnosti, která bude konvergovat slabě, protože bude
konvergovat pro každý funkcionál Fn z posloupnosti funkcionál̊u Fn, která je hustá v X∗.

Uvedená kompaktnost je d̊uležitá pro aplikace: při řešeńı okrajové úlohy pro dife-
renciálńı rovnici, což je rovnice v prostoru nekonečné dimenze, dokážeme existenci po-
sloupnosti přibližných řešeńı. Pokud tato posloupnost je omezená, obsahuje podposloup-
nost konverguj́ıćı slabě. Dále budeme dokazovat, že tato podposloupnost má limitu, která
bude přesným řešeńım p̊uvodńı diferenciálńı rovnice.
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Prostory se skalárńım součinem

Na některých normovaných lineárńıch prostorech lze zavést skalárńı součin. Je to zo-
becněńı skalárńıho součinu vektor̊u: u ·v = |u| · |v| cosϕ, pomoćı kterého lze určovat i úhel,
který vektory sv́ıraj́ı.

Skalárńı součin v reálném př́ıpadě je zobrazeńı: (·, ·) : X×X → R splňuj́ıćı následuj́ıćı
axiomy:

• (α1x1 + α2x2, y) = α1(x1, y) + α2(x2, y) (je lineárńı v prvńı proměnné)

• (x, y) = (y, x) (je symetrický)

• ∥x∥ =
√

(x, x) ≥ 0 a ∥x∥ = 0 ⇔ x = 0 (př́ıslušná norma rozlǐsuje body):

Poznamenejme, že z prvńıch dvou axiomů plyne linearita také v druhé proměnné:

(x, y1 + y2) = (x, y1) + (x, y2) , (x, αy) = α(x, y).

V př́ıpadě komplexńıho lineárńıho prostoru (·, ·) : X×X → C, druhý axiom (x, y) = (y, x)
nutno upravit na (x, y) = (y, x), přičemž pruh znač́ı komplexně sdružené č́ıslo. Skalárńı
součin v druhé proměnné tak zachovává součet (x, y1+y2) = (x, y1)+(x, y2), pro skalárńı
násobek však plat́ı (x, αy) = α(x, y).

Skalárńı součin lze odhadnout pomoćı normy, odhadu se ř́ıká Schwarzova nerovnost,
také Cauchyova a Bunjakovského nerovnost:

|(x, y)| ≤ ∥x∥ · ∥y∥ .

Na prostoru bereme normu určenou skalárńım součinem. Ne každá norma má
”
sv̊uj“

skalárńı součin. Norma odpov́ıdaj́ıćı skalárńımu součinu splňuje rovnoběžńıkovou rovnost

∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2 = 2
(
∥x∥2 + ∥y∥2

)
,

kterou lze snadno ověřit rozepsáńım pomoćı skalárńıho součinu. Pokud tato nerovnost
je splněna, na reálném normovaném prostoru X lze zavést skalárńı součin kterýmkoliv
z následuj́ıćıch vztah̊u:

(x, y) =
1

2

(
∥x+ y∥2 − ∥x∥2 − ∥y∥2

)
,

(x, y) =
1

2

(
∥x∥2∥y∥2 − ∥x− y∥2

)
,

(x, y) =
1

4

(
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

)
.

V př́ıpadě komplexńım prostoru je vztah složitěǰśı:

(x, y) =
∥x+ y∥2 − ∥x− y∥2

4
+ i

∥ix− y∥2 − ∥ix+ y∥2

4
.

Lineárńı prostor se skalárńım součinem nekonečné dimenze se nazývá také unitárńım
prostorem, pokud je úplný, ř́ıká se mu Hilbert̊uv prostor.

Ortogonálńı posloupnosti a Fourierovy řady

Stejně jako v geometrii skalárńı součin umožňuje určit úhel φ dvou prvk̊u vektor̊u:

φ = arccos
|(x, y)|
∥x∥ · ∥y∥

.
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Speciálně, pokud (x, y) = 0, úhel φ je pravý a řekneme, že body x, y jsou na sebe kolmé,
ortogonálńı. Posloupnost bod̊u {e1, e2, e3, . . . } nazveme ortogonálńı, pokud body ei jsou
nenulové a navzájem kolmé, tj. (ei, ej) = 0 pro i ̸= j. Pokud nav́ıc (ei, ei) = ∥ei∥2 = 1,
posloupnost nazveme ortonormálńı.

Pokud ortogonálńı posloupnost nelze doplnit daľśım nenulovým bodem, nazývá se
úplná a tvoř́ı tak tzv. ortogonálńı bázi v následuj́ıćım smyslu: konečné lineárńı kombinace
prvk̊u této báze tvoř́ı hustou podmnožinu Hilbertova prostoru. V d̊usledku toho každý
prvek x prostoru X lze vyjádřit ve tvaru konvergentńı řady

x =
∞∑
i=1

ciei , kde ci =
(x, ei)

∥ei∥2
.

Této řadě se ř́ıká Fourierova řada nebo rozvoj bodu x podle ortogonálńı posloupnosti
{ei}. Pro koeficienty ci řady plat́ı obecně Besselova nerovnost, v př́ıpadě, že ortogonálńı
posloupnost je úplná, plat́ı Parsevalova rovnost:

∥x∥2 ≥
∞∑
i=1

c2i ∥ei∥2 , ∥x∥2 =
∞∑
i=1

c2i ∥ei∥2 .

Duálńı prostor

Na Hilbertově prostoru X máme opět spojité lineárńı funkcionály, které tvoř́ı duálńı
prostor X∗. Pro tyto funkcionály plat́ı Rieszova věta, podle které každý spojitý lineárńı
funkcionál F na prostoru X reprezentovat pomoćı prvku f ∈ X a skalárńıho součinu:

∀F ∈ X∗ existuje právě jeden f ∈ X, že ∀x ∈ X plat́ı F (x) = (f, x) .

Věta dává vzájemně jednoznačné zobrazeńı mezi prostorem X a jeho duálem X∗, tj.
X ≈ X∗. Větu můžeme použ́ıt i na duálńı prostor X∗, odkud plyne X∗ ≈ X∗∗. Plat́ı tedy
X ≈ X∗∗, proto každý Hilbert̊uv prostor je už reflexivńı.

2. Nerovnosti

Zobecněné řešeńı je definováno pomoćı integrálńı identity. Protože požadujeme, aby
integrály v identitě byly konečné, odhady těchto integrál̊u budou velmi častou součást́ı
našich úvah. Budeme je využ́ıvat jak pro ověřeńı, že daná formulace je korektńı, tak pro
d̊ukaz existence řešeńı, př́ıpadně pro daľśı analýzu. Shrneme vybrané nerovnosti, které
budeme později využ́ıvat.

Nerovnosti pro konečné posloupnosti č́ısel

Nejjednodušš́ı nerovnost

|a b| ≤ 1

2

(
a2 + b2

)
(2.1)

je d̊usledkem nerovnosti (a− b)2 ≥ 0. Podobně nerovnost (
√
εa− b/

√
ε)2 ≥ 0 dává

|a b| ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2 (ε > 0) . (2.2)

Také nerovnost (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2) je d̊usledkem (2.1). Může být zobecněna pro n člen̊u

(a1 + a2 + · · ·+ an)
2 ≤ n(a21 + a22 + · · ·+ a2n) . (2.3)
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Důkaz opět plyne odhadem člen̊u 2aiaj pomoćı nerovnosti (2.1). Podobný odhad plat́ı
také pro p-tou mocninu (p > 1):

|a1 + a2 + · · ·+ an|p ≤ c · (|a1|p + |a2|p + · · ·+ |an|p) , (2.4)

kde c je kladná konstanta závislá na n a p. Uved’me jednoduchý d̊ukaz dávaj́ıćı konstantu
c = np. Označme M = max(|a1|, . . . , |an|). V prvńı nerovnosti využijeme |ai| ≤ M ,
v druhé potom přidáme zbývaj́ıćı členy |ai|p ≥ 0

|a1 + · · ·+ an|p ≤ |M + · · ·+M |p = npMp ≤ np (|a1|p + · · ·+ |an|p) .

Odhad plat́ı i s
”
lepš́ı“ konstantou c, d̊ukaz však je složitěǰśı.

Nerovnosti pro integrály

V daľśım budeme předpokládat, že všechny výrazy maj́ı smysl; zejména že Ω je oblast2

v RN , funkce jsou měřitelné a integrovatelné v Lebesgueově smyslu.
Začneme Schwarzovou nerovnost́ı (Cauchyova-Buňakovského nerovnost pro integrály)∫

Ω

|f g| dx ≤
[∫

Ω

|f |2 dx
]1/2

·
[∫

Ω

|g|2 dx
]1/2

, (2.5)

která je zvláštńım př́ıpadem Hölderovy nerovnosti∫
Ω

|f g| dx ≤
[∫

Ω

|f |p dx
]1/p

·
[∫

Ω

|g|p′ dx
]1/p′

, (2.6)

kde p, p′ ∈ (1,∞) jsou sdružené exponenty splňuj́ıćı 1/p + 1/p′ = 1, tj. p′ = p/(p − 1) .
Důkazy obou nerovnost́ı lze naj́ıt např́ıklad v [F-FA1]. Jestliže v nerovnosti (2.6) zvoĺıme
funkci g = 1 a mı́ru množiny Ω označ́ıme m(Ω), dostáváme:∣∣∣∣∫

Ω

f dx

∣∣∣∣ ≤ [∫
Ω

|f |p dx
]1/p

m(Ω)1−1/p . (2.7)

Hölderovu nerovnost lze zobecnit na v́ıce funkćı f1, f2, . . . , fk :∣∣∣∣∫
Ω

f1 · · · fk dx
∣∣∣∣ ≤ [∫

Ω

|f1|p1 dx
]1/p1

· · ·
[∫

Ω

|fk|pk dx
]1/pk

, (2.8)

kde exponenty pi ∈ (1,∞) splňuj́ı

1

p1
+ · · ·+ 1

pk
= 1 .

Nerovnost lze snadno dokázat několikanásobným použit́ım Hölderovy nerovnosti.
Pro úplnost zmı́ńıme ještě Minkowského nerovnost, d̊ukaz je také v [F-FA1], ze které

plyne trojúhelńıková nerovnost normy v Lebesgueových prostorech:[∫
Ω

|f1 + f2|p dx
]1/p

≤
[∫

Ω

|f1|p dx
]1/p

+

[∫
Ω

|f2|p dx
]1/p

. (2.9)

2Zde by stačilo, že Ω je měřitelná množina v RN .
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3. Lebesgueovy prostory integrovatelných funkćı

Mezi normované prostory vedle prostor̊u nekonečných posloupnost́ı ℓp patř́ı prostory
spojitých funkćı C(Ω), zejména prostory integrovatelných funkćı, zvané Lebesgueovy pro-
story. Tyto prostory použijeme pro zavedeńı prostor̊u s integrovatelnými derivacemi tzv.
Sobolevovy prostory, ve kterých budeme hledat zobecněná řešeńı.

Řı́káme, že funkce je integrovatelná, jestliže jej́ı integrál existuje a je konečný. Aby
prostor integrovatelných funkćı byl úplný, Riemann̊uv ani Newton̊uv integrál nestač́ı, bu-
deme potřebovat obecněǰśı integrál Lebesgue̊uv, kterému je věnována část skript [F-FA1].
Připomeňme konstrukci Lebesgueovy mı́ry a integrálu.

Lebesgueova mı́ra a integrál

Obecná definice ř́ıká, že prostor s mı́rou je trojice (X,S , µ), kde

(a) X je základńı prostor, tj. libovolná neprázdná množina,

(b) S je σ-algebra podmnožin X, tj. systém podmnožin základńıho prostoru X
splňuj́ıćı následuj́ıćı tři axiomy:

• systém obsahuje prázdnou množinu, tj. ∅ ∈ S ,

• systém je uzavřen na doplňky, tj. A ∈ S ⇒ X \ A ∈ S ,

• systém je uzavřen na spočetná sjednoceńı, tj.

Aj ∈ S , j ∈ J ⊂ N =⇒
∪

j∈J Aj ∈ S .

Množiny ze systému S se nazývaj́ı měřitelné množiny.

(c) Množinová funkce µ : S → ⟨0,∞⟩ zvaná mı́ra na X je σ-aditivńı, tj. pro spočetný
systém navzájem disjunktńıch množin Ai ∈ S , i ∈ I, plat́ı rovnost

µ
(∪

j∈J Aj

)
=
∑

j∈J µ(Aj) .

Konstrukce Lebesgueovy mı́ry v RN

Otevřený N -rozměrný interval I v RN je kartézký součin omezených otevřených in-
terval̊u (ai, bi) a jeho mı́ra je součin délek interval̊u:

I = (a1, b1)× · · · × (aN , bN) , m(I) = (b1 − a1) · · · (bN − aN) ,

kde −∞ < ai < bi < ∞. Množinu všech takovýchto interval̊u označ́ıme O . Vněǰśı mı́ra
m∗(·) libovolné množiny A je infimum součtu měr nejvýše spočetně mnoha otevřených
interval̊u Ij j ∈ J pokrývaj́ıćıch A, tj.

m∗(A) = inf

{∑
j∈J

m(Ij)
∣∣ Ij ∈ O , A ⊂

∪
j∈J

Ij

}
.

Tato mı́ra je nezáporné č́ıslo př́ıpadně nekonečno. Řekneme, že množina A je měřitelná,
jestliže pro každou N -rozměrnou krychli Qr = (−r, r)N plat́ı

m∗(Qr ∩ A) + m∗(Qr \ A) = m(Qr) ≡ (2r)N

a jej́ı mı́ra je rovna jej́ı vněǰśı mı́̌re: m(A) = m∗(A). Systém všech měřitelných podmnožin
RN označme M. Lze ověřit, že M je σ-algebra a m(·) je σ-aditivńı funkce na M, tj. mı́ra
v Rn. Množinu, jej́ıž mı́ra je nula, nazveme nulovou množinou. Důležitou vlastnost́ı je, že
sjednoceńı nejvýše spočetně mnoha nulových množin je opět nulová množina.
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Takto konstruovaná mı́ra je nav́ıc úplná, tj. každá podmnožina nulové množiny je
opět měřitelná (a také nulová). Je také σ-konečná, tj. celý prostor RN lze napsat jako
sjednoceńı spočetně mnoha množin konečné mı́ry.

Každá otevřená i uzavřená množina je měřitelná, každá konečná i spočetná množina
je měřitelná. Měřitelné jsou i množiny, které lze z otevřených a uzavřených množin źıskal
spočetně mnoha operacemi sjednoceńı, pr̊uniku a doplňku.

Na
”
rozumných“ podmnožinách nižš́ı dimenze k < N , např́ıklad na hranici otevřené

množiny, lze zavést k-rozměrnou mı́ru, kterou označ́ıme mk(·).

Měřitelné funkce

Necht’ Ω ⊂ RN je měřitelná množina. Funkci f : Ω → R∗ ≡ R ∪ {−∞,∞} nazveme
měřitelnou, pokud jej́ı tzv. hladinové množiny {x ∈ Ω

∣∣ f(x) > c} jsou měřitelné pro
každé c ∈ R. Poznamenejme, že měřitelné funkce lze charakterizovat vlastnost́ı:

vzor každé otevřené množiny je množina měřitelná,

což je podobné definici spojitých funkćı:

vzor každé otevřené množiny je množina otevřená.

Z toho plyne:

každá spojitá funkce je měřitelná,

protože každá otevřená množina je měřitelná.
Množinu všech měřitelných funkćı na Ω označ́ıme Λ(Ω). Na množině měřitelných funkćı

Λ(Ω) zavedeme relaci f ≈ g, pokud se funkce lǐśı jen na množině mı́ry nula, tj.

f ≈ g pokud m
(
{x ∈ Ω

∣∣ f(x) ̸= g(x)}
)
.

Tato relace je ekvivalence a o funkćıch f ≈ g budeme ř́ıkat, že jsou si rovny skoro všude.
Množina měřitelných funkćı Λ(Ω) je uzavřená na suprema, infima i bodové limity:

supremum, infimum i bodová limita posloupnosti funkćı z Λ(Ω) z̊ustává v Λ(Ω).

Lebesgue̊uv integrál

Lebesgue̊uv integrál zavedeme ve třech kroćıch: nejprve pro tzv. jednoduché funkce,
potom pro nezáporné měřitelné funkce a nakonec pro všechny měřitelné funkce.

(1) Funkci φ : Ω → R nazveme jednoduchou, pokud je měřitelná a nabývá jen konečně
mnoho nezáporných hodnot. Jednoduchou funkci lze napsat ve tvaru součtu kladných
násobk̊u konečně mnoha charakteristických3 funkćı χAj

(x) navzájem disjunktńıch měři-
telných množin Aj a jej́ı integrál je součet součin̊u konstant ci > 0 a měr m(Aj) , tj.

φ(x) = c1 χ1(x) + · · ·+ ck χk(x) ,

∫
Ω

φ(x) dx = c1m(A1) + · · ·+ ck m(Ak) .

(2) Ke každé měřitelné nezáporné funkci f existuje neklesaj́ıćı posloupnost jedno-
duchých funkćı {φn} tak, že pro každé x ∈ Ω neklesaj́ıćı posloupnost {φn(x)} konverguje
k hodnotě f(x). Posloupnost př́ıslušných integrál̊u je opět neklesaj́ıćı a má tedy limitu.
Ve druhém kroku proto definujeme integrál měřitelné funkce jako limitu integrál̊u jedno-
duchých funkćı:∫

Ω

f(x) dx = lim
n→∞

∫
Ω

φn(x) dx .

3charakteristická funkce χA(x) množiny A dává χA(x) = 1 pro x ∈ A, pro x /∈ A je χA(x) = 0.
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(3) Funkci f : Ω → R rozlož́ıme na kladnou f+(x) = max{f(x), 0} a zápornou část
f−(x) = max{−f(x), 0}. Obě části jsou nezáporné a f(x) = f+(x)−f−(x), proto polož́ıme∫

Ω

f(x) dx =

∫
Ω

f+(x) dx−
∫
Ω

f−(x) dx .

Každá měřitelná funkce tak má Lebesgue̊uv integrál s výjimkou funkćı jej́ıchž kladná i
záporná část má nekonečný integrál.

V daľśım se budeme zabývat měřitelnými funkcemi, které maj́ı konečný integrál, bu-
deme jim ř́ıkat funkce integrovatelné.

Zavedeńı Lebesgueových prostor̊u

Funkce měřitelné na oblasti4 Ω vzhledem k Lebesgueově mı́̌re m(·) označ́ıme Λ(Ω).
Necht’ Ω je oblast v RN . Pro p ∈ ⟨1,∞) definujeme funkcionál ∥ · ∥p vztahem

∥u∥p ≡ ∥u∥p;Ω
def
==

[∫
Ω

|u(x)|p dx
]1/p

(3.1)

a uvažujeme podmnožinu množiny měřitelných funkćı Λ(Ω)

L p(Ω) =
{
u ∈ Λ(Ω)

∣∣ ∥u∥p <∞
}
.

Množina L p(Ω) tvoř́ı lineárńı prostor, tj. je uzavřená vzhledem k součtu a násobku
reálným č́ıslem:

ui ∈ L p(Ω) , αi ∈ R i = 1, 2 =⇒ α1u1 + α2u2 ∈ L p(Ω) .

Funkcionál ∥ · ∥p splňuje na lineárńım prostoru L p(Ω) prvńı dva axiomy normy: ho-
mogennost a trojúhelńıkovou nerovnost, viz Minkowského nerovnost (2.9),

∥αu∥p = |α| · ∥u∥p , α ∈ R , ∥u1 + u2∥p ≤ ∥u1∥p + ∥u2∥p ,

nesplňuje však třet́ı axiom ∥u∥p = 0 ⇒ u = 0 , protože ∥u∥p = 0 splňuje každá funkce
u, která je rovná nule na Ω−N , kde N je množina mı́ry nula; stručně ř́ıkáme funkce je
rovná nule

”
skoro všude“, zkráceně s. v.5 Měřitelné funkce u, které se navzájem lǐśı nejvýše

na množině mı́ry nula, maj́ı stejnou normu ∥u∥p, při operaćıch sč́ıtáńı i násobku dávaj́ı
opět funkce navzájem skoro všude rovné. Proto v prostoru L p(Ω) pomoćı rovnosti skoro
všude (zkráceně budeme psát

s.v.
== ), ztotožńıme funkce, které se navzájem lǐśı nejvýše na

množině mı́ry nula. Dostaneme tak Lebesgue̊uv prostor Lp(Ω),

Lp(Ω) = L p(Ω)
∣∣
s.v.
==
,

jehož prvky jsou tř́ıdy funkćı, které se navzájem lǐśı nejvýše na množině mı́ry nula6.
V daľśım budeme prvky Lebesgueových prostor̊u nazývat funkcemi, nebudeme zd̊urazňo-
vat, že se ve skutečnosti jedná o tř́ıdy funkćı. Symbolem Lp(Ω) budeme rozumět lineárńı
prostor funkćı vybavený normou ∥ · ∥p, která určuje konvergenci na tomto prostoru.

4Oblast je otevřená souvislá množina. Lebesgueovy prostory lze definovat na libovolné měřitelné
množině; jen v některých př́ıpadech (např. Lemma 3.3 o hustotě hladkých funkćı) je nutné, aby Ω byla
otevřená množina.

5Už́ıvá se také výrazu
”
téměř všude“, zkráceně t. v., v angličtině

”
almost everywhere“, zkratkou a. e.

6Protože každou funkci z dané tř́ıdy můžeme pozměnit na množině mı́ry nula, hodnota v izolovaném
bodě neńı určena, při grafickém znázorněńı nemuśıme vyznačit hodnotu v bodě nespojitosti (skoku).
Připoušt́ıme také hodnotu nekonečno na množině mı́ry nula; ř́ıkáme, že funkce jsou skoro všude konečné.
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Prostor L∞(Ω)

Prostor Lp(Ω) integrovatelných funkćı zobecńıme pro př́ıpad p = ∞. Prostor skoro
všude omezených měřitelných funkćı (přesněji tř́ıd funkćı skoro všude navzájem rovných)
označ́ıme L∞(Ω). Za normu prostoru L∞(Ω) prohláśıme funkcionál

∥u∥∞ = ess supΩ|u| ≡ inf
m(N )=0

sup
x∈Ω−N

|u(x)| ,

protože je definován pro všechny skoro všude omezené funkce a splňuje axiomy normy.
Konzistentnost definice potvrzuje i skutečnost, že v př́ıpadě oblasti konečné mı́ry pro
ohraničenou f plat́ı limp→∞ ∥u∥p = ∥u∥∞, viz [KFJ], Věta 2.11.4.

Nerovnosti

V následuj́ıćıch nerovnostech vždy předpokládáme, že funkce jsou v př́ıslušných pro-
storech. Vedle již zmı́něné trojúhelńıkové nerovnosti ∥u + v∥p ≤ ∥u∥p + ∥v∥p, která plat́ı
pro všechna p ∈ ⟨1,∞⟩, budeme využ́ıvat Schwarzovu nerovnost (2.5) a jej́ı obecněǰśı
př́ıpad Hölderovu nerovnost (2.6), kterou můžeme přepsat pomoćı norem∫

Ω

|u v| dx ≤ ∥u∥2 · ∥v∥2 ,
∫
Ω

|u v| dx ≤ ∥u∥p · ∥v∥p′ . (3.2)

V druhé nerovnosti je p, p′ dvojice sdružených exponent̊u splňuj́ıćı 1/p+1/p′ = 1, přičemž
připoušt́ıme i dvojice exponent̊u 1,∞ a ∞, 1.

Přepisem nerovnosti (2.7) pomoćı norem dostáváme nerovnost pro integrál součinu tř́ı
funkćı s trojićı exponent̊u splňuj́ıćıch 1/p+ 1/q + 1/r = 1∫

Ω

|u v w| dx ≤ ∥u∥p · ∥v∥q · ∥w∥r (3.3)

nebo obecně k funkćı u1, . . . , uk s k-tićı exponent̊u splňuj́ıćıch 1/p1 + · · ·+ 1/pk = 1∫
Ω

|u1 . . . uk| dx ≤ ∥u1∥p1 . . . ∥uk∥pk .

Závislost na oblasti Ω a parametru p

Lebesgueovy prostory nezáviśı na geometrii oblasti Ω, jenom na jej́ı mı́̌re. Rozeznáváme
př́ıpad prostoru na oblasti Ω konečné nebo nekonečné mı́ry. Stač́ı proto studovat prostory
funkćı na jednorozměrné oblasti konečné mı́ry (0, 1) a nekonečné mı́ry např. (1,∞).

Necht’ 1 ≤ p1 < p2 < ∞. Aplikujme Hölderovu nerovnost s exponenty p = p2/p1 a
p′ = p2/(p2 − p1) na integrál s funkcemi u := |u|p1 a v := 1. Dostáváme tak nerovnost,
která po p1-odmocněńı dává

∥u∥p1 ≤ ∥u∥p2 m(Ω)1/p1−1/p2 . (3.4)

Plat́ı také ∥u∥p ≤ ∥u∥∞ ·m(Ω)1/p. Důsledkem těchto nerovnost́ı je následuj́ıćı tvrzeńı:

Lemma 3.1 Necht’ Ω je oblast (stač́ı měřitelná množina) konečné mı́ry, tj. m(Ω) < ∞.
Potom pro exponenty 1 < p1 < 2 < p2 <∞ plat́ı

L1(Ω) ⊃ Lp1(Ω) ⊃ L2(Ω) ⊃ Lp2(Ω) ⊃ L∞(Ω) .
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Poznamenejme, že v žádné z předchoźıch inkluźı neplat́ı rovnost. V př́ıpadě oblasti
nekonečné mı́ry m(Ω) = ∞ neplat́ı ani tyto ani obrácené inkluze.

Pro oblast Ω = (0,∞) a 1 ≤ p1 < p2 < ∞ protipř́ıkladem je funkce f1(x) = x−1/p1

pro x > 1 a f1(x) = 0 pro x ∈ (0, 1⟩, která splňuje f1 ∈ Lp2(Ω), ale f1 /∈ Lp1(Ω).
Na druhé straně funkce f2(x) = x−1/p2 pro x ∈ (0, 1) a f2(x) = 0 pro x ≥ 1 splňuje

f2 ∈ Lp1(Ω), ale f2 /∈ Lp2(Ω).

Vlastnosti prostor̊u

Uved’me některé vlastnosti prostor̊u integrovatelných funkćı, d̊ukazy viz např. [KFJ].

Lemma 3.2 Necht’ Ω je oblast v RN konečné nebo nekonečné mı́ry. Potom Lp(Ω) je

(a) Banach̊uv prostor v př́ıpadě p ∈ ⟨1,∞⟩,
(b) separabilńı prostor v př́ıpadě p ∈ ⟨1,∞) a neńı separabilńı pro p = ∞ ,

(c) Hilbert̊uv prostor v př́ıpadě p = 2 se skalárńım součinem (u, v) =
∫
Ω
u(x) v(x) dx .

Poznámka Rozložme omezenou oblast Ω na spočetný systém disjunktńıch podmnožin
{Ωi}∞i=1 s kladnou mı́rou m(Ωi) > 0 – např́ıklad interval (0, 1) rozděĺıme na nekonečně
mnoho interválk̊u Ωi = ⟨ 1

i+1
, 1
i
) , i = 1, 2, 3, . . . Uvažujme systém všech funkćı nabývaj́ıćıch

na každé podmnožině Ωi hodnotu 0 nebo 1. Takových funkćı je nespočetně mnoho
ℵ1 = 2∞. Protože každé tyto dvě r̊uzné funkce φ ̸= ψ se lǐśı alespoň na jednom in-
terválku Ωi kladné mı́ry, je ∥φ−ψ∥∞ = 1. Je to tedy nespočetná antiśıt’ a L∞(Ω) nemůže
být separabilńı.

Poznamenejme, že pro p < ∞ tento protipř́ıklad neprojde: výše uvedený nespočetný
systém je sice ve všech Lp, ale neexistuje c > 0 splňuj́ıćı ∥φ− ψ∥ ≥ c pro všechny φ ̸= ψ.

Lemma 3.3 (o hustotě hladkých funkćı)

Hladké C∞ funkce jsou husté v Lebesgueových prostorech s p <∞ a oblasti Ω,

přesněji: pro p <∞ je prostor C∞(Ω) i C∞
0 (Ω) hustý v Lp(Ω).

Důsledkem je skutečnost, že uzávěr podmnožiny hladkých funkćı v daném prostoru je
už celý prostor. Každou funkci f ∈ Lp(Ω) lze totiž libovolně přesně aproximovat hladkou
funkćı. Jinými slovy: ke každé f ∈ Lp(Ω) a ε > 0 existuje hladká funkce φε ∈ C∞(Ω) (resp.
C∞

0 (Ω)), taková, že ∥f −φε∥p < ε. Jinými slovy ke každé f ∈ Lp(Ω) existuje posloupnost
funkćı {φn} ⊂ C∞(Ω) (resp. C∞

0 (Ω)) konverguj́ıćıch v normě k funkci f : ∥φn − f∥p → 0.
V př́ıpadě p = ∞ se norma ∥ · ∥∞ na spojitých funkćıch shoduje s maximovou (supre-

movou) normou určuj́ıćı stejnoměrnou konvergenci. Hladké funkce jsou proto husté pouze
v prostoru spojitých funkćı C(Ω), který je uzavřeným podprostorem prostoru L∞(Ω).

Idea d̊ukazu Necht’ f ∈ Lp(Ω), tuto funkci doplńıme nulou na celé RN − Ω. Pro ε > 0
potřebujeme naj́ıt hladkou funkci fε splňuj́ıćı ∥f − fε∥p ≤ ε. Takovou funkci źıskáme
zhlazeńım funkce f pomoćı konvoluce s funkćı φδ(x) s vhodně zvoleným δ = δ(ε,N)

fε(x) =

∫
RN

f(y)φδ(x− y) dy .

Funkce φδ(x) je nezáporná a hladká v RN , nulová mimo kouli
B(0, δ), přičemž integrál

∫
φδ dx = 1. Takovou funkci dostaneme např́ıklad vztahem

φδ(x) = φ(x
δ
)/δN z hladké funkce φ(x) definované

φ(x) = cN exp

(
− 1

1− |x|2

)
pro x ∈ B(0, 1) a rozš́ı̌rené na RN nulou.
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Funkce exp(− 1
1−|x|2 ) má pro |x| → 1 limitu 0 i nulové limity všech derivaćı, proto prod-

loužeńı φ(x) nulou z B(0, 1) dává C∞ funkci na celém RN .
Konstanta cN je zvolena tak, aby

∫
φ dx = 1. Proto také

∫
φδ dx = 1. Dı́ky této vlast-

nosti se pr̊uměr funkce při konvoluci neměńı.
Při derivováńı fε se derivuje pouze jádro φδ(x) za integrálem, toto jádro má všechny

derivace spojité. Proto fε je hladká funkce. Nutno ještě dokázat že pro δ → 0 plat́ı
∥f − fε∥p → 0 . 2

S hustotou hladkých funkćı souviśı následuj́ıćı tvrzeńı, které budeme často využ́ıvat:

Věta 3.4 (Testovaćı lemma) Necht’ f je spojitá funkce na Ω. Jestlǐze plat́ı∫
Ω

f(x)φ(x) dx = 0 ∀φ ∈ C∞
0 (Ω) ,

potom f = 0 v Ω.

D̊ukaz Testovaćı lemma dokážeme sporem. Předpokládejme, že funkce f neńı všude nu-
lová. Necht’ např́ıklad pro x0 ∈ Ω plat́ı f(x0) = k > 0. Protože f je spojitá v x0, je
nenulová i v nějakém okoĺı. Vezmeme menš́ı okoĺı
B(x0, δ), kde f je odražena od nuly, tj. plat́ı f(x) ≥ k/2 pro x ∈
B(x0, δ). Do testuj́ıćı rovnosti dosad́ıme za φ např́ıklad funkci φ(x) = φδ(x− x0) z před-
cházej́ıćıho d̊ukazu a snadno dojdeme ke sporu:

0 =

∫
Ω

f(x)φ(x) dx =

∫
B(x0,δ)

f(x)φ(x) dx ≥ k

2

∫
B(0,δ)

φδ(x) dx =
k

2
.

2

Poznámky
(a) Uvedené tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem Lemmatu Du Boisova Reymondova, které

mı́sto spojitosti funkce f předpokládá pouze, že f je lokálně integrovatelná, tj. f ∈ L1
loc(Ω).

V tvrzeńı ovšem dostáváme potom jenom f = 0 skoro všude v Ω.
(b) Z d̊ukazu je zřejmé, že neńı potřeba vyžadovat testovaćı identitu

∫
fφ dx = 0 pro

všechny funkce z C∞
0 (Ω). Stač́ı mı́t systém funkćı s následuj́ıćı vlastnost́ı: pro libovolně

malé okoĺı každého bodu x uvnitř Ω (např́ıklad
B(x, δ) ⊂ Ω) máme k dispozici funkci kladnou uvnitř tohoto okoĺı a nulovou vně
B(x, δ).

Spojité lineárńı funkcionály a duálńı prostor

Připomeňme, že funkcionál F na normovaném lineárńım prostoru V je zobrazeńı z V
do R. Jeho hodnotu na prvku u ∈ V budeme kromě F (u) značit také ⟨F, u⟩. Tento
funkcionál je lineárńı, jestliže zachovává součet a skalárńı násobek:

⟨F, u+ v⟩ = ⟨F, u⟩+ ⟨F, v⟩ ⟨F, αu⟩ = α ⟨F, u⟩ u, v ∈ V α ∈ R

a spojitý, pokud zachovává konvergenci, tj. z un → u plyne ⟨F, un⟩ → ⟨F, u⟩. Protože
funkcionál je lineárńı, je spojitý právě když je omezený, tj. existuje taková konstanta
c ≥ 0, že |⟨F, u⟩| ≤ c∥u∥ plat́ı pro všechna u ∈ V .

Spojité lineárńı funkcionály na normovaném lineárńım prostoru tvoř́ı opět lineárńı
prostor. Součet F +G a násobek αF je definován vztahy

⟨F +G, u⟩ = ⟨F, u⟩+ ⟨G, u⟩ , ⟨αF, u⟩ = α⟨F, u⟩ u, v ∈ V α ∈ R .
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Nejmenš́ı konstanta c z podmı́nky ohraničenosti funkcionálu |⟨F, u⟩| ≤ c ∥u∥ definuje tzv.
přirozenou normu

∥F∥ ≡ ∥F∥V ∗ = sup
u ̸=0

|⟨F, u⟩|
∥u∥

= sup
∥u∥≤1

|⟨F, u⟩| = sup
∥u∥=1

|⟨F, u⟩| .

Prostor spojitých lineárńıch funkcionál̊u na V znač́ıme hvězdičkou V ∗ (někdy se už́ıvá
apostrof V ′). Tento prostor se nazývá duálńı nebo adjungovaný prostor k prostoru V .
Duálńı prostor je vždy úplný, tj. Banach̊uv,i v př́ıpadě, kdy p̊uvodńı prostor V úplný
nebyl, d́ıky tomu, že R je úplný prostor.

Poznamenejme, že duálńı prostor V ∗ záviśı jak na prvćıch množiny V , tak na uvažované
normě, která urč́ı, které lineárńı funkcionály budou spojité.

Prvky V ∗ jsou funkcionály. Projevuj́ı se t́ım, jaké hodnoty dávaj́ı na prvćıch u ∈ V .
Proto je vhodné nahradit je jednodušš́ımi objekty. V př́ıpadě Lebesgueových prostor̊u
funkćı na oblasti Ω jsou to opět integrovatelné funkce na Ω: řekneme, žefunkcionál F ∈ V ∗

je reprezentován integrovatelnou funkćı f , jestliže plat́ı

⟨F, u⟩ =
∫
Ω

f(x)u(x) dx ∀u ∈ V . (3.5)

Řekneme, že V ∗ lze reprezentovat prostorem funkćı W prostřednictv́ım (3.5), jestliže pro
každý funkcionál F ∈ V ∗ existuje f ∈ W splňuj́ıćı (3.5) a jestliže každé f ∈ W určuje
funkcionál F ∈ V ∗. Jestliže se nav́ıc shoduj́ı i normy tj. ∥F∥V ∗ = ∥f∥W , existuje mezi
těmito prostory izometricky izomorfńı zobrazeńı a ṕı̌seme V ∗ ≈ W .

Hölderova nerovnost
∫
fu dx ≤ ∥f∥p′ · ∥u∥p je základem d̊ukazu následuj́ıćı věty:

Věta 3.5 (o duálńıch prostorech) Necht’ p, p′ ∈ (1,∞) je dvojice sdružených expo-
nent̊u, tj. č́ısla splňuj́ıćı 1/p+ 1/p′ = 1. Potom plat́ı

(Lp(Ω))∗ ≈ Lp′(Ω) , (L1(Ω))∗ ≈ L∞(Ω) , (L∞(Ω))∗ ⊃ L1(Ω) .

Poznámka Ve třet́ım vztahu plat́ı pouze inkluze, protože existuj́ı funkcionály na L∞(Ω),
které nelze reprezentovat pomoćı funkce z L1(Ω).

Uved’me př́ıklad takového funkcionálu. Spojité funkce C(Ω) tvoř́ı uzavřený podprostor
L∞(Ω), přičemž norma ∥ · ∥∞ splývá s maximovou normou na C(Ω). Necht’ x0 ∈ Ω
a definujme funkcionál F vztahem ⟨F, u⟩ = u(x0) pro spojité funkce. Zřejmě funkcionál
je lineárńı a omezený, a proto také spojitý na C(Ω). Podle Hahnovy-Banachovy věty lze
takový funkcionál spojitě prodloužit na spojitý funkcionál na celém prostoru L∞(Ω). Toto
rozš́ı̌reńı však neńı jednoznačné, protože prostor C(Ω) neńı hustý v L∞(Ω).

Předpokládejme, že by tento funkcionál bylo možno reprezentovat pomoćı intregrova-
telné funkce f . Potom však pro spojité funkce u splňuj́ıćı u(x0) = 0 by platilo
⟨F, u⟩ =

∫
fu dx = 0 a podle Testovaćıho lemmatu 2.4 také f(x) = 0 pro každé x ̸= x0,

tj. funkce f by byla skoro všude nulová. Definovala by tak nulový funkcionál, což je ve
sporu se skutečnost́ı, že funkcionál F nulový neńı. 2

Pro p = 2 lze duálńı prostor k L2(Ω) reprezentovat pomoćı funkćı stejného prostoru
L2(Ω), což také tvrd́ı Rieszova věta o Hilbertových prostorech (L2(Ω))∗ ≈ L2(Ω).

Druhý duál a reflexivita

Můžeme uvažovat také spojité lineárńı funkcionály na duálńım prostoru V ∗. Tyto
funkcionály tvoř́ı také Banach̊uv prostor, který se nazývá druhý duál a znač́ı V ∗∗ = (V ∗)∗.
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Existuje kanonické (přirozené) vnořeńı I prostoru V do V ∗∗, které prvku u ∈ V přǐrad́ı
funkcionál I (u) ≡ φu ∈ V ∗∗ určený vztahem

⟨φu, f⟩ = ⟨f, u⟩ f ∈ V ∗.

Obecně I (V ) ⊂ V ∗∗. Pokud zobrazeńı I je surjektivńı tj. I (V ) = V ∗∗, prostor V
nazveme reflexivńı. Podle předchoźı věty pro sdružené indexy p, p′ ∈ (1,∞) plat́ı

(Lp(Ω))∗∗ ≈
(
Lp′(Ω)

)∗
≈ Lp(Ω) ,

odkud plyne:

Věta 3.6 (o reflexivitě) Prostor Lp(Ω) je reflexivńı v př́ıpadě p ∈ (1,∞), v př́ıpadě
p = 1 nebo p = ∞ prostor reflexivńı neńı.

Důležitou vlastnost́ı reflexivńıho prostoru je kompaktnost jejich omezených podmnožin
vzhledem ke slabé konvergenci:

Lemma 3.7 (vlastnost reflexivńıch prostor̊u) Necht’ {un} je omezená posloup-
nost v prostoru V , tj. ∥un∥V ≤ R. Potom existuje podposloupnost {un′} ⊂ {un} a prvek
u ∈ V , ∥u∥ ≤ R takový, že {un′} slabě konverguje k prvku u.

Př́ıklad V prostoru L2((0, π)) posloupnost un(x) = sin(nx) je omezená, konverguje
slabě k u0(x) = 0, ale nekonverguje silně.

4. Zobecněné funkce

Potřebujeme zobecnit pojem derivace funkce, abychom mohli derivovat integrovatelné
funkce, které nemusej́ı mı́t derivaci ve všech bodech. Źıskáme tak zobecněné funkce, které
lze derivovat tzv. ve smyslu distribućı.

Zobecněné funkce budeme konstruovat následuj́ıćım zp̊usobem. Využijeme duálńı pro-
stor — prostor spojitých lineárńıch funkcionál̊u. Za základńı prostor zvoĺıme co nejmenš́ı
prostor — hladkých funkćı nulových v okoĺı hranice a nenulových pouze na omezené
podmnožině v Ω. Na tomto prostoru zvoĺıme co

”
nejpř́ısněǰśı“ konvergenci: č́ım méně bude

konvergentńıch posloupnost́ı, které testuj́ı spojitost funkcionálu, t́ım v́ıce funkcionál̊u bude
spojitých. Do prostoru těchto funkcionál̊u ovšem muśıme vnořit prostor integrovatelných
funkćı, abychom dostali zobecněńı pojmu funkce.

Základńı prostor

Necht’ Ω je oblast v RN . Zavedeme prostor D(Ω). Prostor má stejné prvky jako
C∞

0 (Ω), tj. hladké funkce s kompaktńım7 nosičem8. Symbolem D(Ω) označujeme C∞
0 (Ω)

se speciálńı konvergenćı, kterou budeme značit
D−→. Řekneme, že φn konverguje k φ v D

jestliže:

(a) existuje množina K kompaktńı v Ω obsahuj́ıćı nosič všech φn tj. supp(φn) ⊂ K,

7Množina v RN je kompaktńı, právě když je uzavřená a omezená.
8Nosič funkce φ je uzávěr v RN množiny bod̊u x, ve kterých funkce φ má nenulové hodnoty tj.

supp(φ) = {x ∈ RN
∣∣ φ(x) ̸= 0}.
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