I. Prostory funkci — prehled

V této kapitole struéné shrneme pojmy a vysledky, které budeme potiebovat k za-
vedeni pojmu zobecnéného feseni a jeho analyze. Mnohé vysledky jiz byly probirdny
v predchozich rocnicich, viz skripta [F-FA1, Z-SP].

Na rozdil od klasické formulace, kdy teseni predstavuje funkce splinujici diferencialni
rovnici v jednotlivych bodech, pti zobecnéné formulaci ptristupujeme k tloze globélneé:
feSenim je pro nas prvek urcitého prostoru funkci definovanych na dané oblasti. Proto
nejprve uvedeme fadu pomocnych vysledkii; specifikujeme typ oblasti a zavedeme prostory
funkci, ve kterych budeme hledat reseni.

1. Zakladni pojmy prostoru funkci

Budeme se zabyvat prostory funkei. Jsou to zejména metrické, Banachovy a Hilbertovy
prostory, které byly studovany v predmétu Funkciondlni analyza 1. Pripomenme proto
definice zakladnich pojmi.

Metrické prostory

Metricky prostor (P, p) je libovolna neprazdnd mnozina P prvku x, které nazyvame
body, na které je definované zobrazeni p : P x P — (0,00) zvané metrika, které splnuje
nésledujici tii axiomy (pro vsechny body z,y,z € P):

o o(,5) = p(y,z) (symetrie),
o p(z,2) < p(x,y)+ ply,z) (trojihelnikovd nerovnost),
e p(z,y) =0, pravé kdyz x =y (metrika rozlisuje body, axiom totoinosti).

Metricky prostor, pomérné jednoduchy objekt, umoznuje zavést bohatou strukturu dalsich

pojmu: okoli, oteviené a uzaviené mmnoziny, konvergentni a cauchyovské posloupnosti,
uplny prostor, kompaktni mnoziny, spojita zobrazeni a fadu dalsich.

Koule a okoli, vnitrni a hrani¢ni body
Pomoci metriky definujeme kouli B(xo, ) o stiedu xy a poloméru r:
B(Q?o,'r) = {Z‘ € P‘ p(l’o,l’) < 7’}7

pismeno B pochézi z anglického ,ball“. Okoli bodu ¢ je (neprazdnd) koule B(zg,r) pro
r > 0 a také libovolna mnozina obsahujici otevienou kouli B(zg, ) pro néjaké r > 0.
Rozlisujeme tii druhy bodu vzhledem k mnoziné M C P Bod zy € P nazveme

e unitinim bodem M, pokud existuje r > 0 takové, ze B(zo,7) C M,
e vné&jsim bodem M, pokud existuje r > 0 takové, ze B(xg,7) N M = () a
e hrani¢nim bodem M, pokud Vr > 0 plati B(zo,r) N M # () a také B(xg,r) \ M # 0.



Otevrené mnoZiny

Vnitrek mnoziny M je mnozina vSech vnitinich bodu M, oznac¢ujeme ho symbolem M°.
Mnozinu A nazveme otevrenou, pokud vsechny jeji body jsou body vnitini, tj. A = A°.
Pripomenme dulezitou charakteristiku otevienych mnozin:

Sjednoceni libovolného poctu otevrrenych mnozin je otevrend mnozina,

ale prunik pouze koneéné mnoha otevienyjch mnozin je oteviend mnoZzina,
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napiiklad pranik otevienych mnozin A, = (—,-) je bod 0, coz neni oteviena mnozina.

Uzavrené mnoziny

Vzddlenost bodu x od mnoziny M je infimum jeho vzdalenosti od bodu mnoziny:
p(z,M) = inf{p(z,a)| a € M}. Mnozina vsech bodii P, které maji od mnoziny M
nulovou vzdélenost, je uzdvér M mnoziny M: M = {x € P| p(z,M) = 0}. Mnozinu B

nazveme uzavienou, pokud je rovna svému uzavéru B = B. Pritom plati:
Doplnék P\ A oteviené mnoziny A je mnozina uzaviend
a naopak: doplnék P\ B uzaviené mnoZiny B je mnoZina oteviend.
Pro sjednoceni a prunik uzavienych mnozin plati obracené:
Prianik libovolného poctu uzavienych mnozin mnoZina uzaviend,
ale sjednoceni pouze koneéne mnoha uzavienych mnozin je mnozina uzavrend,

napiiklad sjednocenim uzavienych mnozin B, = (+,3 — 1) je otevieny interval (0, 3).
Hranice mnozZiny

Hranice mnoziny M je mnozina vSech hrani¢nich bodu mnoziny. Jsou to body uzavéru
mnoziny, které nejsou vnitinfmi body, tj. 9M = M — M°®; jsou to body prostoru P, které
maji nulovou vzdélenost jak od M, tak od dopliitku P — M, tj. 9M = M N ZP \ M).

Pro operaci vnittku a uzdvéru mnoziny plati: druhy vnitiek nebo uzdver je stejnd
mnozina jako prvni: (M°)° = M°, (M) = M. Pro operaci hranice toto neplat{, mnoziny
M, 0M,0(0M) mohou byt ruzné, napiiklad mnozina M = (0, 1) N Q m4 za hranici celou
usecku OM = (0, 1), druhd hranice vsak jsou uz jen dva body d(0M) = {0, 1}.

Obojetné a souvislé mnoziny

Mnoziny, které jsou soucasné oteviené a uzaviené nazyvame obojetné. Kazdy neprazd-
ny metricky prostor obsahuje alespon dvé obojetné mnoziny: cely prostor a prazdnou
mnozinu. Pokud jsou to jediné obojetné mnoziny, prostor nazyvame prostorem souvislym.
Kazda neprazdna podmnozina metrického prostoru tvoii také metricky prostor, metriku
pouze zuzime z P na M. Proto muzeme mluvit také o souvislé mnoziné.

V prostoru, ktery neni souvisly, je vice obojetnych mnozin. Souvislé obojetné podmno-
ziny nazyvame komponentams prostoru.

Izolované a hromadné body mnozZiny

Bod x mnoziny M je hromadny, pokud v kazdém jeho okoli existuje kromé x jesté dalsi
bod mnoziny A (potom v kazdém jeho okoli uz je nekonetné mnoho bodu z M). Pokud
bod z mé okoli B(z,r), r > 0, ve kterém uz zadny jiny bod mnoziny A kromé bodu x
neni, nazveme ho izolovanym bodem: B(x,r) N M = {z}. Poznamenejme, Ze mnozina
vsech hromadnych bodu mnoziny M se nazyva derivaci mnoziny.
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Posloupnosti konvergentni a cauchyovské, uplny prostor

Posloupnost bodu {z,} prostoru P konverguje k bodu xy € P, piseme x,, — xy, jestlize
plati lim,, . p(x,, zo) = 0. Pomoci ,epsilon-en* definice zni: x,, — x, jestlize

pro kazdé € > 0 existuje ng, Ze pro kazdé n > ngy plati p(x,, ) < €.

V metrickém prostoru vsak existuji posloupnosti, které vypadaji jako konvergentni, ale
limitu nemaji. Tyto posloupnosti nazyvame cauchyovské: {x,} je cauchyovskd, jestlize

pro kazdé e > 0 existuje ng, Ze pro kazdé n,m > ng plati p(x,, ) < €.

Kazda konvergentni posloupnost je i posloupnosti cauchyovskou, obracené to vsak neplati.
Pokud v prostoru jsou vSechny cauchyovské posloupnosti konvergentni, prostor nazveme
uplnym prostorem.

Protoze kazdou podmnozinu M metrického prostoru P muzeme povazovat za metricky
prostor, mluvime také o uplné mnoziné M. Kazda uplna mnozina M C P je soucasné
mnozinou uzavienou. Obracené uzaviena mnozina nemusi byt uplna, zdlezi na prostoru
P. Pokud P je uplny prostor, potom kazda uzaviend mnozina je také tplna.

MnozZina hustd, separabilni, totdlné omezend

Mnozinu S C P nazveme hustou v mnoziné M C P, pokud jeji uzavér obsahuje M, tj.
M C S. Prostor P nazveme separabilni, pokud existuje spocetnd mnozina S C P husta
v P. Podobné mnozinu M nazveme separabilni, pokud existuje spocetna mnozina S C P,
takovy, ze M C S. Kazda podmnozina separabilni mnoziny nebo prostoru je separabilni.

Mnozina M C P je omezend, také se tika ohranicend, pokud existuje-li d > 0, ze
p(x,y) < d pro kazdé z,y € M. Ekvivalentni charakteristikou je, ze M se ,vejde* do
néjaké koule (s koneénym polomérem), tj. existuji g € P a R >0, ze M C B(z, R).

Mnozinu M C P nazveme totdlné omezenou (nebo také prekompaktni), pokud kazda
jeji posloupnost obsahuje cauchyovskou podposloupnost.

Sité a antisite

Pojem e-sité charakterizuje totalné omezenou a separabilni mnozinu. Mnozinu S C P
nazveme e-siti mnoziny M, pokud ke kazdému bodu x € M existuje bod s € S takovy,
ze p(x, s) < €, nebo ekvivalentné sjednoceni e-okoli bodu mnoziny S pokryje mnozinu M:
M C UsESB(S,aE).

Mnozina M C P je totdlné omezend, pokud pro kazdé € > 0 existuje konecénd e-sit M,
mnoZina M C P je separabilni, jestlize pro kazdé € > 0 existuje spocetnd e-sit M.
Pro dukaz, ze mnozina neni totalné omezena nebo separabilni je vhodny nasledujici pojem:

Mnozinu A nazveme e-antisit (nezndm vhodnéjsi termin), pokud

kazdé dva rizné body A maji vzddlenost alespon 2e,

nebo ekvivalentné: koule B(a,¢), a € A jsou navzdjem disjunktni, tj.
B(ai,e) N B(aj,e) =0 pro kazdé dva a;,a; € A, a; # a;.

Snadno lze dokazat, ze plati:
MnoZina neni totdlné omezend, pokud obsahuje nekonecnou antisit,
a mnoZina neni separabilni, pokud obsahuje nespocetnou antisit,

protoze ke kazdému bodu a antisité A by byl potiebny alespon jeden bod s ptipadné sité
S, kterd proto nemiize mit mensi mohutnost nez antisit A.
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Kompaktni mnozZiny

Uved'me nejprve definici pomoci posloupnosti. Mnozinu (nebo prostor) nazveme

kompaktni, pokud kazZdd jeji posloupnost obsahuje konvergentni podposloupnost.
Z prislusnych definic pfimo plyne tvrzent:

Mnozina je kompaktni, prdve kdyz je iplnd a totdlné omezend.
V obecnéjsich topologickych prostorech, ve kterych nemusi byt metrika, se kompaktnost
mnoziny definuje pomoci tzv. otevireného pokryti, tj. systému otevienych mnozin, jejichz
sjednoceni obsahuje (pokryva) danou mnozinu:

Mnozina je kompakini, jestliZe z kazZdého jejiho otevreného pokryti lze vybrat pokryti
konecné mnoha otevrenymi mmnozinami.

Poznamenejme, Zze mnozina v R™ s obvyklou metrikou je kompaktni, pravé kdyz je
omezena a uzaviena.

Spojitda zobrazent

Zobrazeni mezi metrickymi prostory (P, p) a (Q,0):

f:P—Q, t]. f:xeP — y=f(x)eqQ

nazveme spojitym, pokud zachovava konvergenci:

T, >xv P = f(z,) — f(z) vQ, tj. p(zm,z) >0 = o(f(x,), f(z)) — 0.
Definici 1ze také zapsat ve tvaru e, —definice, uzitecnd je vsak charakteristika:

Zobrazeni je spojité, pokud vzor kazZdé otevrené mnoZiny je mnoZina otevrend.

nebo také vzor kazdé uzavrené mnozZiny je mnoZina uzavrend.

Pozor, obricend tvrzeni neplati: Obraz oteviené mnoziny ve spojitém zobrazeni nemusi
byt otevreny, ani Obraz uzavrené mnozZiny nemusi byt uzavreny, zato Obraz kompakini
mmnoziny je opét kompaktni. Dusledkem toho je tvrzeni:

Spojita redlnd funkce f: M — R na kompaktni mnoziné M je omezend zdola i shora
a nabyvd svého minima i maxima na M.

Dalsi ptijemnou vlastnosti spojitého zobrazeni je skutecnost, ze slozeni spojitych zobrazeni
je opét zobrazeni spojité.

Banachova véeta o pevném bodu kontraktivniho zobrazeni

Existenci feseni rovnice f(z) = 0 lze ¢asto dokazat pomoci vét o pevném bodé. Pevny
bod zobrazeni T : P — P je bod, kterym zobrazeni nepohne, tj. T'(x) = z. Hledani tesent
roviice f(z) = 0 lze preformulovat na hledani pevného bodu zobrazeni T'(z) = x — f(x).
Zobrazeni T' nazveme lipschitzovské s konstantou L > 0, pokud plati:

p(T'(x),T(y)) < Lp(z,y).
Konecné zobrazeni je kontraktivni, pokud je lipschitzovské s konstantou ¢ < 1, tj. ,stej-

nomérné“ zmensuje vzdalenost bodu. Vétu, kterd se ¢asto vyuziva v aplikacich pak lze
formulovat jednoduse:

Kontraktivni zobrazeni na uplném metrickém prostoru md pevny bod.

Véta je navic konstruktivni: dava i metodu vypoctu pevného bodu, ktery je fesenim
rovnice f(z) = 0. Skuteéné, iterace z,+1 = T(x,), n = 1,2,3,... z libovolného bodu x
konverguji k TeSeni, iteracemi lze tak spocitat feseni s libovolnou presnosti.
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Linearni prostory

Linedrni prostor, také vektorovy prostor, nad télesem T tzv. skalaru (obvykle R nebo
C) je neprazdnd mnozina X s body x, na které jsou definovany dvé operace:

e sCitani: + : X x X — X,
e nasobeni skalarem: T x X — X,

pricemz mnozina X s operaci s¢itani tvori komutationi grupu, tj. operace + je

e komutativni: x4y =1y + x,

o asociativni: (x +y)+z=x+ (y+2),

e md nulovy (neutrdlni) prvek 0, spliujici * +0=0+2z =z,

e kazdy x € X mda opacény (inverzni) prvek —x, ze plati x + (—x) = (—x) + x = 0;

operace nasobeni skaldrem T x X — X splnuje

e a(fz) = (af)z,

o lx ==z
a obé operace jsou spojeny distributivnimi zakony

o (a+ f)r=ar+ px
o a(r+vy)=axr+ay,

pricemz rovnosti plati pro vsechna x,y,z € X, o, 5 € T.
Pokud bereme T = R mluvime o redlném linearnim prostoru, pokud T = C mluvime
o komplexnim linearnim prostoru. Déle se budeme zabyvat hlavné redlnymi prostory.
Pozor, na rozdil od metrického prostoru, ne kazda podmnozina X linedrniho pro-
storu X je linearni podprostor, linearni podprostor musi byt uzavieny vzhledem k obéma
operacim linearniho prostoru: tj. splnuje implikaci

T1,2T9 GX(), a7, Qg eER — oz + asxrs € X,.
Linedrni kombinace, nezavislost, bdze, dimenze

Pro xy,29,...,2, € X, aq,00,...,a, € R vyraz ayr; + asxs + - - - + a,x, nazveme
linearni kombinaci bodu zq,xs,...,x,. Body z1,xs,...,x, nazveme zdvislymi, pokud
néktery z nich lze napsat jako linedrni kombinaci ostatnich, pokud to nelze, nazveme
je nezavislymi. Obvykla definice tika, ze z1, xo, ..., x, jsou nezavislé, jestlize jedind kom-
binace prvku, kterd dava nulovy prvek, je kombinace nulova:

oL+ s+ -+ apr, =0 = o= =---=aqa,=0.

Skutecneé, kdyby napriklad «y # 0, potom z; = —0%(0621’2 + - 4 ), tj. oy je zavislé
na ostatnich. V pripadé nekoneéné mnoha bodu fekneme, ze jsou nezavislé, pokud kazda
koneéna podmnozina z nich je nezavisla.

Bdze prostoru X je mnozina nezavislych bodu B C X bodu b,, ¢ € I, ke které uz nelze
zadny dalsi (nezdvisly) bod pridat. Ekvivalentni definice fika, ze kazdy prvek prostoru lze
jednoznacné vyjadrit jako linearni kombinaci koneéné mnoha prvku baze.

Dimenze prostoru je maximalni pocet nezavislych bodu v prostoru, tj. pocet prvku
béaze. Pokud je tento pocet konecny, mluvime o prostoru konecné dimenze. Kazdy redlny
linearni prostor dimenze n muzeme identifikovat s prostorem R"™; v pripadé komplexniho
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prostoru s C". Pokud v prostoru je nekoneéné mnoho linearné nezavislych bodu, baze
prostoru je nekonecéna, mluvime o prostoru nekoneéné dimenze. Tyto prostory vsak s R>
obvykle identifikovat nelze.

Linedrni funkcionadly

Funkciondlem na X je libovolné zobrazeni F' : X — R (v ptipadé komplexniho prostoru
F : X — C). Funkciondl na prostoru X urcime tim, ze fekneme, jaké hodnoty F'(z) dava
pro kazdy bod xz € X. Funkcional F' je linedrni, pokud zachovava obé operace linearniho
prostoru: operaci sc¢itani i skalarniho nésobku, tj.

F(xy 4+ x9) = F(z1) + F(xq), F(az) = aF(z).
Linearni funkcionaly 1ze scitat a skaldarné nasobit:
(F1 + F2)(2) = Fi(z) + Fa(x), (aF)(z) == aF(z);

tvori proto opét linedrni prostor, ktery nazveme (algebraickym) dudlnim prostorem nebo
také adjungovanym prostorem, oznacuje se X*. V pifpadé redlného prostoru koneéné di-
menze n ma dudlni prostor stejnou dimenzi n; jak prostor, tak jeho dudl lze identifikovat
s R™. Kazdy funkciondl F' na R™ lze reprezentovat pomoci bodu f = (fi,..., f,) € R,
tj. pro kazdy funkciondl F' existuje prave jeden f € R" takovy, ze

F(z) = fizi + -+ foxn Vo= (21,...,2,) € R".
Poznamenejme, ze v pripadé prostoru nekonecné dimenze je situace mnohem slozitéjsi.

Normované (linearni) prostory

Na samotnych linearnich prostorech nelze méfit vzdalenost bodu a tim ani definovat
konvergenci a dalsi pojmy, které zname z metrickych prostori. Na linearni prostor zave-
deme ,lepsi“ metriku, ktera bude v souladu s operacemi linearniho prostoru. Tato metrika
by se neméla ménit s posunutim, tj. byt nezdvisld na translaci: p(z + z,y + 2) = p(x,y).
Vzhledem k operaci s¢itani vzdalenost dvou bodu z,y € X prevedeme na vzdalenost bodu
y — x od bodu 0. Vzdalenosti prvku x od nulového bodu nazveme normou ||z|| = p(z,0),
ktera ma tak jenom jeden argument. Navic budeme vyzadovat soulad normy se skaldarnim
nasobkem a axiom symetrie nahradime axiomem nepfesné zvanym homogennost.

Norma

Normovang linedrni prostor je linearni prostor X, na kterém je definovan realny funk-
ciondl || - || : X — (0, 00) zvany norma, ktery spliuje néasledujici axiomy:

o |az| = |a|||z||, (norma je ,pozitivné“ homogenni),

o |x+yll <zl +|lyll, (spliuje trojihelnikovou nerovnost) a
e ||z|| =0, prave kdyz x =0, (rozlisuje body):

Pokud funkcional spliiuje pouze prvni dva axiomy a nerozlisuje body, nazyva se seminor-
mou a oznacuje se stejné jako absolutni hodnota | - |.

Na normovaném linedrnim prostoru jsou definovany vsSechny pojmy z metrickych
prostoru (pouze metriku p(x,y) nahradime normou ||z — y||), napf. mame otevienou,
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uzavienou a obojetnou mnozinu, konvergenci, uplné, separabilni, kompaktni mnoziny,

.; 1 pojmy z linedrnich prostoru: nezavislost, dimenze, baze, linearni funkcional. V apli-
kacich se pracuje obvykle s iplnym normovanym linedrnim prostorem, ktery se nazyva
Banachuv prostor.

Schauderova baze

Na linearnim prostoru nekonecné dimenze mame algebraickou bazi, kterd umoznuje
kazdy prvek napsat jako kone¢nou kombinaci prvki béze. V normovaném linedrnim pro-
storu mame navic konvergenci a muzeme prvky vyjadrovat pomoci nekonecné kombinace
prvku baze, ¢imz vysta¢ime s mnohem méné pocetnou bazi. Muzeme vsak brat pouze
spocetné kombinace prvku béaze, pricemz prislusna fada musi konvergovat. Budeme to
vyuzivat v piipadé prostoru se skaldrnim soucinem.

Spojité linedrni funkciondly

Podle definice funkcional F' : X — R je spojity, jestlize zachovava konvergenci, tj.
T, = 9 = F(z,) = F(x0). V piipadé linedrniho funkcionalu spojitost pro x,, — g
lze prevést na spojitost pro (x, — xo) — 0. Proto linedrni funkciondl, ktery je spojity v
jednom bodé je uz spojity ve vSech bodech.

Funkce f(x) je omezend na mnoziné M pokud |f(z)| < k pro véechna x € M. Podle
této definice by byl na R omezeny jediné nulovy funkcional. Proto definici upravime
a Tekneme, ze funkcional je omezeny, jestlize omezené mnoziny zobrazuje na mnoziny
omezené. Linedarni funkcional F' je proto omezeny, pokud existuje konstanta K > 0 takov4,
ze Ve € X plati |F(z)| < K ||z|]. Nejmensi moznou konstantu K nazyvame normou
funkcionédlu F', lze ji definovat piimo kterymkoliv z nasledujicich vzorci:

171 = sup T o (@) = sup (P2
w20 Izl <t Jol=1
Vime, zZe linedrni funkciondly tvoii linedrni prostor, s pravé zavedenou normou || - ||. Je
to normovany linearni prostor, ktery je uplny i kdyz prostor X tplny neni, a proto je to
Banachuv prostor. Nazyva se (topologicky!) dudlni (nebo také adjungovany) prostor a
budeme ho znacit symbolem X*, uzivé se také symbol X'.

Slabd konvergence

Konvergenci v normovaném linedrnim prostoru urcuje norma. Vedle této tzv. silné
konvergence zvané také konvergenci v normeé lze pomoci spojitych linearnich funkcionalu
zavést tzv. slabou konvergenci, ktera méri ,blizeni se“ pomoci funkcionali:

T, =19 <= F(z,—x9) — 0 VFeX".

Kazdé silné konvergentni posloupnost je i slabé konvergentni, obracené to plati pouze
v prostorech konecéné dimenze, kde obé konvergence splyvaji.
Uved'me piiklad posloupnosti, ktera konverguje slabé, ale nekonverguje silné. Vezméme

prostor ¢? nekonec¢nych posloupnosti x = (1, z2, x3,...) s normou || - ||2:
o0 1/2
62 — {X 6 ROO | HX”2 < OO} y ||X||2 — [Z x? S OO] .
i=1

! Abychom ho odlisili od algebraického dualnfho prostoru.
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Linedrn{ funkciondl F € (¢2)* 1ze zapsat jako F(x) = Y. fix;, kde £ = (f1, fo, f3,...) € 2.
ProtoZe soucet nezdpornych f? je kone¢ny, posloupnost f; musi konvergovat k nule.

Uvazujme nyni tzv. posloupnost ,,putujici“ jednicky: bod ¢; = (0,...,0,1,0,...) je po-
sloupnost nul, kterd ma na i-tém misté jednicku. V posloupnosti {e, }2° jednicka ,putuje”
mezi nulami pii n — co do nekoneéna. Plati |le,|la =1 a |len — emll2 = V2 pro n # m.
Posloupnost tedy neni cauchyovska, a proto nemuze konvergovat silné. Na druhé strané
Fl(e,) =, fie} = f, — 0, protoze v sumé f;e} zbyl jediny scitanec f,. Posloupnost {e,}
tak konverguje slabé k nulové posloupnosti.

Druhy dudl, prostor reflexivni a kompaktnost

Podobné jako na prostoru X lze uvazovat i spojité linearni funkciondly ® na dudlnim
prostoru X*, které lze normovat analogicky

B(F)|
@] = sup L
o TET.

Je to tzv. druhy dudl (X*)* = X**. Pomoci tzv. kanonického vnofeni lze bodum z X
pritadit funkciondl z X**: kazdému bodu x € X lze prifadit funkcional ¢, € X** vztahem

O,(F)=F(x) VFeX*.

Pokud timto zptsobem ziskdme vSechny funkcionaly prostoru X**, prostor X nazveme
reflexivnim. Tento pojem je dulezity pro aplikace, jak naznac¢ime v dalsim.

V prostoru konecéné dimenze n kazda omezena posloupnost obsahuje podposloupnost
konvergentni. Naznaéme dukaz tohoto tvrzeni. Omezend posloupnost prvku {x;}2, =
{(28, 2%, ..., 28)}2, md omezené prvni slozky {xi, 2% 23,...}. Z posloupnosti {x;} proto
vybereme podposloupnost {x;,} tak, aby konvergovaly prvni slozky. V druhém kroku z
{xi, } vybereme podposloupnost {x;,} tak, aby konvergovaly také druhé slozky. Po n-tém
vybréni podposloupnosti v ziskané podposloupnosti {x;, } jiz budou konvergovat vsechny

slozky, bude tedy konvergovat silné.

V prostoru nekonecné dimenze omezenda posloupnost nemusi obsahovat konvergentni
podposloupnost, viz piiklad posloupnosti {e,} s ,putujici jednickou.

V reflexivnim prostoru nekonecné dimenze vsak lze dokéazat, ze omezené mnoziny jsou
kompaktni vzhledem ke slabé konvergenci:

Kazdd ohranicend posloupnost obsahuje slabé konvergentni podposloupnost.

Naznacme ideu dukazu. V pripadé, ze dudlni prostor X* je separabilni, existuje spocetna
hustd mnozina spojitych funkcionalu {F,}, pomoci kterych budeme postupné vybirat
podposloupnosti tak, aby { F},(x;)}$2, konvergovaly. Pii n-ém vybirani n-ty prvek vybrané
posloupnosti vlozime do finalni posloupnosti, kterd bude konvergovat slabé, protoze bude
konvergovat pro kazdy funkciondal F,, z posloupnosti funkcionélu F;,, ktera je husta v X*.

Uvedenda kompaktnost je dulezitda pro aplikace: pti feSeni okrajové ulohy pro dife-
rencialni rovnici, coz je rovnice v prostoru nekoneéné dimenze, dokazeme existenci po-
sloupnosti ptibliznych feseni. Pokud tato posloupnost je omezend, obsahuje podposloup-
nost konvergujici slabé. Dale budeme dokazovat, ze tato podposloupnost mé limitu, ktera
bude presnym feSenim puvodni diferencialni rovnice.
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Prostory se skalarnim soucinem

Na nékterych normovanych linearnich prostorech lze zavést skaldrni soucin. Je to zo-
becnéni skaldarniho soucinu vektoru: u-v = |u|-|v| cos ¢, pomoci kterého lze urcovat i thel,
ktery vektory sviraji.

Skaldrni souc¢in v redlném pfipadé je zobrazeni: (-, -) : X x X — R splnujici nasledujici
axiomy:

o (anzy + asxe,y) = ar(x1,y) + as(x2,y) (je linedrni v proni proménné)

o (2,y) = (y,x) (je symetricky)

o |z]|=+(z,2) >0 a ||z||=0 & x=0 (prislusnd norma rozlisuje body):
Poznamenejme, ze z prvnich dvou axiomu plyne linearita také v druhé proménné:

(Jf,y1+y2) :(‘rayl)+($7y2)7 (x7ay>:a(xvy>‘
V piipadé komplexniho linedrniho prostoru (-, ) : X x X — C, druhy axiom (z,y) = (y, x)
nutno upravit na (z,y) = (y, ), pricemz pruh znaci komplexné sdruzené ¢islo. Skaldrn{
soucin v druhé proménné tak zachovava soucet (x,y; +y2) = (z,y1) + (2, y2), pro skaldrni
nasobek vsak plati (z, ay) = a(z,y).

Skalarni souc¢in 1ze odhadnout pomoci normy, odhadu se tika Schwarzova nerovnost,
také Cauchyova a Bunjakovského nerovnost:

@ )| < lll - Nyl

Na prostoru bereme normu urcenou skalarnim sou¢inem. Ne kazda norma ma ,svuj“
skalarni soucin. Norma odpovidajici skalarnimu soucinu spliuje rovnobéznikovou rovnost

lz + 1 + lle = ylI* =2 (Il[I* + ly]*) .

kterou lze snadno ovérit rozepsanim pomoci skaldrniho sou¢inu. Pokud tato nerovnost
je splnéna, na redlném normovaném prostoru X lze zavést skalarni soucin kterymkoliv
z nasledujicich vztahu:

1
(@y) = 5 (lz+yl* =z = llyll) ,

(2l l* = llz = wl*) |

(.g) = 7 (ot ol* = o= yl?)

(z,y) =

— N~ N

vvvvvv

lz 4yl —llz =yl Nz =yl ~lliz +y*

(z,y) = 1 1

Linedrni prostor se skaldrnim soucinem nekonecné dimenze se nazyva také unitdrnim
prostorem, pokud je uplny, tika se mu Hilbertuv prostor.

Ortogondlni posloupnosti a Fourierovy rady

Stejné jako v geometrii skalarni souc¢in umoznuje urcit thel ¢ dvou prvka vektoru:

|(z, )]

( = arccos .
1] - Iyl
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Specidlné, pokud (z,y) = 0, thel ¢ je pravy a fekneme, ze body x,y jsou na sebe kolmé,
ortogondlni. Posloupnost bodu {ej, es, €3, ...} nazveme ortogondlni, pokud body e; jsou
nenulové a navzdjem kolmé, tj. (e;,e;) = 0 pro i # j. Pokud navic (e;,e;) = |le;||* =
posloupnost nazveme ortonormadlni.

Pokud ortogonalni posloupnost nelze doplnit dalsim nenulovym bodem, nazyva se
uplnd a tvori tak tzv. ortogondlni bazi v nasledujicim smyslu: koneéné linearni kombinace
prvku této baze tvoii hustou podmnozinu Hilbertova prostoru. V dusledku toho kazdy
prvek z prostoru X lze vyjadrit ve tvaru konvergentni rady

56—20161, kde ¢; = (z, 62).

le: ]|

Této tadé se tikd Fourierova fada nebo rozvoj bodu z podle ortogonélni posloupnosti
{e;}. Pro koeficienty ¢; fady plati obecné Besselova nerovnost, v piipadé, ze ortogonélni
posloupnost je uplna, plati Parsevalova rovnost:

o0 o

2 201, 112 2 20, 112
=17 =Y llel®, N2l =D Glledl®

i=1 i=1

Dudlni prostor

Na Hilbertové prostoru X méame opét spojité linearni funkcionaly, které tvori dudlni
prostor X*. Pro tyto funkciondly plati Rieszova véta, podle které kazdy spojity linedrni
funkcional F' na prostoru X reprezentovat pomoci prvku f € X a skaldrniho souc¢inu:

VF € X* existuje pravé jeden f € X, Ze Vo € X plati F(z) = (f,x).

Véta dava vzajemné jednoznacéné zobrazeni mezi prostorem X a jeho dudlem X*, tj.
X ~ X*. Vétu muzeme pouzit i na dudlni prostor X*, odkud plyne X* ~ X**. Plati tedy
X ~ X** proto kazdy Hilbertuv prostor je uz reflexivni.

2. Nerovnosti

Zobecnéné teseni je definovano pomoci integralni identity. Protoze pozadujeme, aby
integraly v identité byly konecné, odhady téchto integrali budou velmi ¢astou soucasti
nasich uvah. Budeme je vyuzivat jak pro ovéreni, ze dana formulace je korektni, tak pro
dukaz existence teseni, piipadné pro dalsi analyzu. Shrneme vybrané nerovnosti, které
budeme pozdéji vyuzivat.

Nerovnosti pro koneéné posloupnosti cisel

Nejjednodussi nerovnost

ab| < % (a® + 1?) (2.1)
je dusledkem nerovnosti (@ — b)*> > 0. Podobné nerovnost (y/ea — b/+/)? > 0 d4vd

|ab|<—a +21 b (e>0). (2.2)
Také nerovnost (a+b)? < 2(a? +b?) je dusledkem (2.1). Muze byt zobecnéna pro n ¢lenu

(ar+az+-+a,)* <n(al+a3+---+a2). (2.3)

18



Dikaz opét plyne odhadem ¢lent 2a,a; pomoci nerovnosti (2.1). Podobny odhad plati
také pro p-tou mocninu (p > 1):

lay +ag + -+ a,|’ < c- (Jar|? + |azP + -+ - + |a,|P), (2.4)

kde c je kladnd konstanta zdvisld na n a p. Uvedme jednoduchy dikaz dévajici konstantu
¢ = nP. Ozna¢me M = max(|ai|,...,|a,|). V prvni nerovnosti vyuzijeme |a;| < M,
v druhé potom ptidame zbyvajici ¢leny |a;|? > 0

lag 4+ -+ an|’ <M+ -+ M|P=n” M? < nP (Jay|? + - + |an|?) .

Odhad plati i s ,lepsi* konstantou ¢, dukaz vsak je slozitéjsi.

Nerovnosti pro integraly

V dalsim budeme pfedpoklddat, ze vechny vyrazy maji smysl; zejména zZe €2 je oblast?
v RV, funkce jsou méfitelné a integrovatelné v Lebesgueové smyslu.
Zacneme Schwarzovou nerovnosti (Cauchyova-Bunakovského nerovnost pro integrély)

[iraa<][ |f12dx} 1 |g|2d4 , 25

kterd je zvlastnim pripadem Holderovy nerovnosti

[isatar< [ [ 1ra] " [l ac] " (26)

kde p,p’ € (1,00) jsou sdruzené exponenty splaujici 1/p+ 1/p' =1, tj. p' =p/(p —1).
Dukazy obou nerovnosti lze najit napiiklad v [F-FA1]. Jestlize v nerovnosti (2.6) zvolime
funkci g = 1 a miru mnoziny € ozna¢ime m((2), dostavéame:

\ / fde| < [ / rf|pdx} ey (2.7)

Holderovu nerovnost 1ze zobecnit na vice funkel fi, fo, ..., fi:

1/p1 1/px
/Qfl---fkdx < Mwmdx] Ug|fk|mdx} | (2.8)

kde exponenty p; € (1, 00) splauji

1 1
— 4 4+ —=1.
4 Dk

Nerovnost 1ze snadno dokazat nékolikandasobnym pouzitim Holderovy nerovnosti.
Pro uplnost zminime jesté Minkowského nerovnost, dukaz je také v [F-FA1], ze které
plyne trojihelnikova nerovnost normy v Lebesgueovych prostorech:

1/p 1/p 1/p
[/ﬂ|f1+f2|pdx] s{/ﬂwpdx} +Uﬂlf2|pdw] . (2.9)

2Zde by stacilo, ze Q je méfitelnd mnozina v RY.

19



3. Lebesgueovy prostory integrovatelnych funkci

Mezi normované prostory vedle prostoru nekonecnych posloupnosti 7 patii prostory
spojitych funkci C'(€2), zejména prostory integrovatelnych funkei, zvané Lebesgueovy pro-
story. Tyto prostory pouzijeme pro zavedeni prostoru s integrovatelnymi derivacemi tzv.
Sobolevovy prostory, ve kterych budeme hledat zobecnéna teseni.

Rikdme, 7ze funkce je integrovatelnd, jestlize jeji integrél existuje a je koneény. Aby
prostor integrovatelnych funkci byl uplny, Riemannuv ani Newtonuv integral nestaci, bu-

vvvvv

Ptipomenme konstrukci Lebesgueovy miry a integralu.

Lebesgueova mira a integral

Obecna definice 1k, ze prostor s mirou je trojice (X, ., i), kde

(a) X je zdkladni prostor, tj. libovolnd neprézdnd mnozina,

(b) .7 je o-algebra podmnozin X, tj. systém podmnozin zikladniho prostoru X
splnujici néasledujici t¥i axiomy:

e systém obsahuje prdzdnou mnoZinu, tj. ) € .7,

o systém je uzavien na dopliky, tj. A€ = X\Aec.Z,

e systém je uzavren na spocetnd sjednocent, tj.

Aje s jeJCN = U, 4 €7

Mnoziny ze systému . se nazyvaji méritelné mnoZiny.

(¢) Mnozinovd funkce p : . — (0, 00) zvand mira na X je o-aditivni, tj. pro spocetny

systém navzajem disjunktnich mnozin A; € ., i € I, plati rovnost

K (Ujej Aj) = EjeJ p(A;) .

Konstrukce Lebesqueovy miry v RY

Otevieny N-rozmérny interval I v RY je kartézky soucin omezenych otevienych in-
tervalu (a;, b;) a jeho mira je soucin délek intervalu:
I = (al,bl) X X (CLN,bN), m([) = (bl —al)---(bN—aN),

kde —oo < a; < b; < 0o. Mnozinu vsech takovychto intervali ozna¢ime &'. Vnéjsi mira
m*(-) libovolné mnoziny A je infimum souctu mér nejvyse spocetné mnoha otevienych
intervalu I; j € J pokryvajicich A, tj.

m*(A) :inf{Zm(Ij) | eo, Ac Ufj} .

jedJ jedJ

Tato mira je nezdporné ¢islo pifpadné nekonecno. Rekneme, ze mnozina A je méritelnd,
jestlize pro kazdou N-rozmérnou krychli Q, = (—r, 7)™ plati

m*(Q, N A) +m*(Q, \ A) = m(Q,) = (2r)Y
a jeji mira je rovna jeji vnéjsi mire: m(A) = m*(A). Systém vsech métitelnych podmnozin
RY oznacme M. Lze ovéiit, ze I je o-algebra a m(-) je o-aditivni funkce na MM, tj. mira
v R™. Mnozinu, jejiz mira je nula, nazveme nulovou mnozinou. Dulezitou vlastnosti je, ze
sjednoceni nejvyse spoc¢etné mnoha nulovych mnozin je opét nulova mnozina.
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Takto konstruovana mira je navic uplnd, tj. kazdd podmnozina nulové mnoziny je
opét méfitelnd (a také nulova). Je také o-konecnd, tj. cely prostor RY lze napsat jako
sjednoceni spoc¢etné mnoha mnozin koneéné miry.

Kazdé oteviena i uzaviena mnozina je méritelna, kazda koneéna i spocetnd mnozina
je méritelna. Méritelné jsou i mnoziny, které lze z otevienych a uzavienych mnozin ziskal
spocetné mnoha operacemi sjednoceni, priniku a dopliku.

Na ,rozumnych“ podmnozindch nizsi dimenze £ < N, naptiklad na hranici oteviené
mnoziny, lze zavést k-rozmérnou miru, kterou oznacime myg(-).

Meritelné funkce

Necht 2 C RY je méfitelnd mnozina. Funkci f : @ — R* = R U {—00, 00} nazveme
méritelnou, pokud jeji tzv. hladinové mnoziny {x € Q‘ f(z) > ¢} jsou meéritelné pro
kazdé ¢ € R. Poznamenejme, ze méfitelné funkce lze charakterizovat vlastnosti:

vzor kazZdé otevrené mnoZiny je mnoZina méritelnd,
coz je podobné definici spojitych funkci:

vzor kazZdé otevrené mnoZiny je mnoZina otevrend.

Z toho plyne:

kazdd spojitd funkce je meéritelnd,
protoze kazda oteviend mnozina je méritelna.

Mnozinu v8ech méfitelnych funkei na €2 oznac¢ime A(Q2). Na mnoziné méfitelnych funkei
A(Q) zavedeme relaci f ~ g, pokud se funkce lisi jen na mnoziné miry nula, tj.

f~g pokud m({z € Q| f(z)#g(x)}) .

Tato relace je ekvivalence a o funkcich f =~ ¢g budeme tikat, Zze jsou si rovny skoro vsude.
Mnozina meéfitelnych funkci A(€2) je uzaviend na suprema, infima i bodové limity:
supremum, infimum i bodové limita posloupnosti funkei z A(Q) zustava v A(Q).

Lebesquetiv integral

Lebesgueuv integral zavedeme ve tirech krocich: nejprve pro tzv. jednoduché funkce,
potom pro nezdporné méritelné funkce a nakonec pro vsechny méftitelné funkce.

(1) Funkci ¢ : Q — R nazveme jednoduchou, pokud je méfitelna a nabyva jen konecné
mnoho nezapornych hodnot. Jednoduchou funkci lze napsat ve tvaru souctu kladnych
nasobkil koneéné mnoha charakteristickych?® funkei y 4, () navzdjem disjunktnich méfi-
telnych mnozin A; a jeji integral je soucet soucinu konstant ¢; > 0 a mér m(A4;), tj.

o(r) =cyxi(x) + -+ + e x(x) /Qgp(m) dz =cym(Ay) + -+ + e m(Ag) .

(2) Ke kazdé meértitelné nezaporné funkei f existuje neklesajici posloupnost jedno-
duchych funkei {p,} tak, ze pro kazdé x € Q neklesajici posloupnost {p, (z)} konverguje
k hodnoté f(z). Posloupnost piislusnych integralu je opét neklesajici a mé tedy limitu.
Ve druhém kroku proto definujeme integral meétitelné funkce jako limitu integralua jedno-
duchych funkei:

/f(l') dz = lim [ ¢,(z)dz.
Q

n—0o0 QO

3charakteristickd funkce y 4 (z) mnoziny A dava ya(z) =1 prox € A, prox ¢ A je xa(x) = 0.
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(3) Funkei f : Q — R rozlozime na kladnou f*(x) = max{f(x),0} a zdpornou ¢ést
f~(z) = max{—f(z),0}. Obé ¢dsti jsou nezdporné a f(z) = f*(x)—f~(x), proto polozime

[ 1o = [ frapae— [ 1@a

Kazda meéritelna funkce tak ma Lebesgueuv integral s vyjimkou funkci jejichz kladna i
zapornd ¢ast ma nekonecny integral.

V dalsim se budeme zabyvat métitelnymi funkcemi, které maji konecny integral, bu-
deme jim fikat funkce integrovatelné.

Zavedeni Lebesgueovych prostori

Funkce méfitelné na oblasti* Q vzhledem k Lebesgueové mife m(-) oznacime A((Q).
Necht Q je oblast v RY. Pro p € (1,00) definujeme funkcionél | - ||, vztahem

/p
def

oty =l 22 [ [ otarp o] 1)
a uvazujeme podmnozinu mnoziny méfitelnych funkei A(Q)

2L7(Q) = {ueAQ)| [ull, < oo} .
Mnozina Z* (Q) tvori linearni prostor, tj. je uzaviend vzhledem k souc¢tu a nésobku
realnym ¢islem:

u € ZQ), a,eR i=12 = auy + agus € LP(Q).

Funkciondl || - ||, spliuje na linedrnim prostoru .Z*(§2) prvni dva axiomy normy: ho-

mogennost a trojihelnikovou nerovnost, viz Minkowského nerovnost (2.9),

lacull, = laf - flull,, acR, lur + wsllp < fluallp + [luzllp,

nespliiuje vSak tet! axiom ||ul|, =0 = wu =0, protoze |lul|, = 0 splauje kazda funkce
u, kterd je rovna nule na Q — N, kde N je mnozina miry nula; stru¢né rikdme funkce je
rovnd nule ,skoro viude®, zkracené s. v.° Méfitelné funkce u, které se navzajem lisi nejvyse
na mnoziné miry nula, maji stejnou normu ||ul,, pfi operacich s¢itani i nasobku dévaji
opét funkce navzdjem skoro vsude rovné. Proto v prostoru .Z?(€2) pomoci rovnosti skoro
véude (zkracené budeme psat == ), ztotoznime funkce, které se navzajem lisf nejvyse na
mnoziné miry nula. Dostaneme tak Lebesgueuv prostor LP(€),

LP(Q) = Z7(Q)

S.U. 9

jehoZz prvky jsou tifdy funkci, které se navzdjem lisi nejvyse na mnoziné miry nula®.
V dalsim budeme prvky Lebesgueovych prostoru nazyvat funkcemi, nebudeme zdurazno-
vat, ze se ve skutecnosti jednd o tiidy funkci. Symbolem LP(€2) budeme rozumét linedrn{
prostor funkei vybaveny normou || - [|,, kterd urcuje konvergenci na tomto prostoru.

4Oblast je oteviens souvisld mnozina. Lebesgueovy prostory lze definovat na libovolné méfitelné
mnozing; jen v nékterych piipadech (napt. Lemma 3.3 o hustoté hladkych funkei) je nutné, aby Q byla
oteviena mnozina.

SUziv4 se také vyrazu ,téméi véude“, zkrdcené t.v., v angli¢tiné ,almost everywhere“, zkratkou a. e.

5Protoze kazdou funkci z dané tifidy mlzeme pozménit na mnoziné miry nula, hodnota v izolovaném
bodé neni urcena, pii grafickém zndzornéni nemusime vyznacit hodnotu v bodé nespojitosti (skoku).
Piipoustime také hodnotu nekonetno na mnoziné miry nula; fikame, ze funkce jsou skoro vsude konecné.
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Prostor L>(12)

Prostor LP(£2) integrovatelnych funkei zobecnime pro piipad p = oco. Prostor skoro
viude omezenych métitelnych funkei (presnéji tiid funkei skoro vsude navzajem rovnych)
oznacime L*°(Q). Za normu prostoru L*(2) prohldsime funkciondl

U = esssupg|ul = inf su ulx
ful = esssupglul = jnf  sup_[u(z)],

protoze je definovan pro vsechny skoro vsude omezené funkce a spliiuje axiomy normy.
Konzistentnost definice potvrzuje i skutecnost, ze v pripadé oblasti konetné miry pro
ohranic¢enou f plati lim, o ||ull, = ||t]|, viz [KFJ], Véta 2.11.4.

Nerovnosti

V nésledujicich nerovnostech vzdy predpokladame, ze funkce jsou v ptislusnych pro-
storech. Vedle jiz zminéné trojihelnikové nerovnosti ||u + v, < |Jull, + ||v|lp, kterd plati

pro viechna p € (1,00), budeme vyuzivat Schwarzovu nerovnost (2.5) a jeji obecnéjsi
piipad Holderovu nerovnost (2.6), kterou muzeme pirepsat pomoci norem

/Q fwoldz < llulls - o]l / ol dz < [lull, - ol (3.2)

V druhé nerovnosti je p, p’ dvojice sdruzenych exponentu spliujici 1/p+1/p" = 1, pticemz
pripoustime i dvojice exponentu 1,00 a oo, 1.

Ptepisem nerovnosti (2.7) pomoci norem dostavdme nerovnost pro integral souc¢inu tif
funkei s trojici exponentu spliujicich 1/p+1/¢+1/r =1

/Q wow|de < Jul, - o, - 1wl (3.3)

nebo obecné k funkef uy, ..., u; s k-tic{ exponentu spliujicich 1/py + -+ 1/pp =1

/Q s - w] Ao < JJuallyy - - N, -

Zavislost na oblasti () a parametru p

Lebesgueovy prostory nezavisi na geometrii oblasti €2, jenom na jeji mife. Rozeznavame
piipad prostoru na oblasti €2 koneéné nebo nekonecné miry. Staci proto studovat prostory
funkef na jednorozmeérné oblasti koneéné miry (0, 1) a nekonecné miry napt. (1, 00).

Necht 1 < p; < py < oo. Aplikujme Holderovu nerovnost s exponenty p = pa/p; a
P = p2/(p2 — p1) na integral s funkcemi u := |u[P* a v := 1. Dostdvame tak nerovnost,
ktera po pi;-odmocnéni dava

lullpy < llullp, m(e)7 772 (3.4)

Plati také |lul|, < ||u||o - m(9)"?. Diisledkem téchto nerovnosti je nésledujici tvrzent:

LEMMA 3.1 Necht Q2 je oblast (sta¢i méritelnd mnoZina) konecné miry, tj. m(Q) < oo.
Potom pro exponenty 1 < p1 < 2 < py < 00 plati

LY(Q) D LPY(Q) D L*Q) D LP2(Q) D L>®(Q).
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Poznamenejme, ze v zadné z predchozich inkluzi neplati rovnost. V ptipadé oblasti
nekoneéné miry m(€2) = oo neplati ani tyto ani obracené inkluze.

Pro oblast 2 = (0,00) a 1< p; < p; < oo protipiikladem je funkce f(x) = z~/7
proz >1 a fi(z) =0 prox € (0,1), kterd spliuje f; € LP2(Q2), ale fi ¢ LP(Q).

Na druhé strané funkce fo(z) = 27?2 proz € (0,1) a fo(z) = 0 pro > 1 spliuje
fo € LP(Q), ale fy & LP2(Q).

Vlastnosti prostoria

Uved'me nékteré vlastnosti prostoru integrovatelnych funkef, dukazy viz napt. [KFJ].
LEMMA 3.2 Necht Q je oblast v RY konecéné nebo nekoneéné miry. Potom LP(Q) je

(a) Banachiv prostor v pripadé p € (1, 00),

(b) separabilni prostor v pripadé p € (1,00) a nend separabilni pro p = oo,

(c) Hilbertiv prostor v pripadé p = 2 se skaldrnim soucinem (u,v) = [, u(z)v(z)dz.

PozNAMKA Rozlozme omezenou oblast  na spocetny systém disjunktnich podmnozin
{Q;}2, s kladnou mirou m(£2;) > 0 — napiiklad interval (0,1) rozdélime na nekonecné
mnoho intervalku 2; = <1+L17 %) ;1 =1,2,3,... Uvazujme systém vsech funkci nabyvajicich
na kazdé podmnoziné €); hodnotu 0 nebo 1. Takovych funkei je nespocetné mmnoho
N; = 2%°. Protoze kazdé tyto dvé ruzné funkce ¢ # 1 se lisi alespon na jednom in-
tervalku Q; kladné miry, je ¢ — ||« = 1. Je to tedy nespocetnd antisit a L>=(€2) nemuze
byt separabilni.

Poznamenejme, Ze pro p < oo tento protiptiklad neprojde: vySe uvedeny nespocetny
systém je sice ve vech LP, ale neexistuje ¢ > 0 splaujici ||¢ — || > ¢ pro vSechny ¢ # .
LEMMA 3.3 (O HUSTOTE HLADKYCH FUNKCI)

Hladké C* funkce jsou husté v Lebesqueovyjch prostorech s p < oo a oblasti €2,

presnéji: pro p < oo je prostor C(Q) i C°(Q) husty v LP().

Dusledkem je skutecnost, ze uzavér podmnoziny hladkych funkei v daném prostoru je
uz cely prostor. Kazdou funkei f € LP(Q2) lze totiz libovolné presné aproximovat hladkou
funkei. Jinymi slovy: ke kazdé f € LP(€2) a e > 0 existuje hladka funkce . € C*(Q2) (resp.
C5° (), takovd, ze || f — ¢:||, < €. Jinymi slovy ke kazdé f € LP(Q) existuje posloupnost
funkei {¢,} € C*(Q) (resp. C5°(€2)) konvergujicich v normé k funkei f: ||, — f|, = 0.

V pripadé p = 0o se norma || - ||« na spojitych funkcich shoduje s maximovou (supre-
movou) normou uréujici stejnomérnou konvergenci. Hladké funkce jsou proto husté pouze

v prostoru spojitych funkei C'(2), ktery je uzavienym podprostorem prostoru L>(€2).

Idea diikazu Necht f € LP(Q), tuto funkci doplnime nulou na celé RY — Q. Pro e > 0
potfebujeme najit hladkou funkei f. spliwjici ||f — f:||, < e. Takovou funkci ziskdme
zhlazenim funkce f pomoci konvoluce s funkei ps(z) s vhodné zvolenym § = d(g, N)

fe(z) = . f@)ws(x —y)dy.

Funkce ¢;(x) je nezdporna a hladkd v RY, nulovd mimo kouli
B(0,9), pficemz integral [psdr = 1. Takovou funkei dostaneme napiiklad vztahem
es(x) = p(%£)/6"N z hladké funkce ¢(z) definované

1

1—||2) pro x € B(0,1) a rozsifené na RY nulou.
— |z

o(z) = cy exp <—
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Funkce exp(—ﬁ) m4 pro |z| — 1 limitu 0 i nulové limity vSech derivaci, proto prod-
louzeni ¢(z) nulou z B(0, 1) ddvd C* funkci na celém RY.

Konstanta cy je zvolena tak, aby [¢da = 1. Proto také [psdz = 1. Diky této vlast-
nosti se prumeér funkce pii konvoluci neméni.

Pii derivovani f. se derivuje pouze jadro ps(x) za integralem, toto jadro ma vsechny
derivace spojité. Proto f. je hladka funkce. Nutno jesté dokazat ze pro 6 — 0 plati
If = follp = 0. 0

S hustotou hladkych funkei souvisi nasledujici tvrzeni, které budeme casto vyuzivat:

VETA 3.4 (TESTOVACT LEMMA) Necht f je spojitd funkce na Q. Jestlize plati

Lf@M@ﬁh=0 Vo € C(Q),

potom f =0 v €.

Dikaz Testovaci lemma dokazeme sporem. Predpokldadejme, ze funkce f neni vsude nu-
lové. Necht naptiklad pro zo € Q plati f(xo) = k& > 0. Protoze f je spojitd v o, je
nenulova i v néjakém okoli. Vezmeme mensi okoli

B(xg,0), kde f je odrazena od nuly, tj. plati f(z) > k/2 pro x €

B(z,0). Do testujici rovnosti dosadime za ¢ napiiklad funkci p(z) = ps(z — o) z pred-
chéazejiciho dukazu a snadno dojdeme ke sporu:

k k
0= /Qf(x)go(x) dz = /B(mﬁ) f(z)p(x)de > 5/ ws(x)de = =.

B(0,)

N}

O

POZNAMKY

(a) Uvedené tvrzeni je specidlnim piipadem Lemmatu Du Boisova Reymondova, které
misto spojitosti funkce f predpoklddd pouze, Ze f je lokéalné integrovatelnd, tj. f € Li ().
V tvrzeni ovSem dostavame potom jenom f = 0 skoro vsude v (2.

(b) Z dukazu je zfejmé, ze neni potieba vyzadovat testovaci identitu | foda = 0 pro
v8echny funkce z C§°(€2). Staéi mit systém funkei s néasledujici vlastnosti: pro libovolné
malé okoli kazdého bodu x uvnitt 2 (napiiklad

B(z,d) C ) mame k dispozici funkei kladnou uvnitt tohoto okoli a nulovou vné
B(z,9).

Spojité linearni funkcionaly a dudalni prostor

Pripomenme, ze funkciondl F' na normovaném linedrnim prostoru V je zobrazeni z V'
do R. Jeho hodnotu na prvku u € V budeme kromé F(u) znacit také (F,u). Tento
funkcional je linedrni, jestlize zachovava soucet a skalarni nasobek:

(F,u+v) = (F,u) + (F,v) (F,au) = o (F,u) uwveV aelR

a spojity, pokud zachovavéa konvergenci, tj. z u, — wu plyne (F,u,) — (F,u). Protoze
funkcional je linearni, je spojity pravé kdyz je omezeny, tj. existuje takova konstanta
¢ >0, ze [(F,u)| < c|lul]| plati pro vSechna u € V.

Spojité linearni funkciondly na normovaném linedrnim prostoru tvoii opét linearni
prostor. Soucet F'+ G a nasobek aF je definovan vztahy

(F 4+ G,u) = (F,u) + (G,u), (aF,u) = o(F,u) u,veV aeR.
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Nejmensi konstanta ¢ z podminky ohranic¢enosti funkciondlu [(F, u)| < c||u|| definuje tzv.
PFIT0ZENou normu

IEl = 11F

v = sup L g (R = sup (]

wo full < Jull=1
Prostor spojitych linedrnich funkciondlu na V' zna¢ime hvézdickou V* (nékdy se uziva
apostrof V'). Tento prostor se nazyvéa dudlni nebo adjungovany prostor k prostoru V.
Dualni prostor je vzdy uplny, tj. Banachuv,i v pfipadé, kdy puvodni prostor V uplny
nebyl, diky tomu, ze R je tplny prostor.

Poznamenejme, ze dudlni prostor V* zavisi jak na prvcich mnoziny V', tak na uvazované
normeé, ktera urci, které linearni funkciondly budou spojité.

Prvky V* jsou funkciondly. Projevuji se tim, jaké hodnoty davaji na prvcich u € V.
Proto je vhodné nahradit je jednodussimi objekty. V piipadé Lebesgueovych prostoru
funkci na oblasti €2 jsou to opét integrovatelné funkce na 2: fekneme, zefunkcional F' € V*
je reprezentovdn integrovatelnou funkci f, jestlize plati

(F,u) = /Qf(x)u(x) de VYueV. (3.5)

Rekneme, ze V* lze reprezentovat prostorem funkei W prostiednictvim (3.5), jestlize pro
kazdy funkciondl F' € V* existuje f € W spliujici (3.5) a jestlize kazdé f € W urcuje
funkciondl F' € V*. Jestlize se navic shoduji i normy tj. ||F||y~ = ||f|lw, existuje mezi
témito prostory izometricky izomorfni zobrazeni a pisSeme V* ~ W.

Holderova nerovnost [fudx < ||fly - ||lull, je zdkladem dukazu nésledujici véty:

VETA 3.5 (O DUALNICH PROSTORECH) Necht p,p’ € (1,00) je dvojice sdruzengjch expo-
nentu, tj. ¢isla spliugici 1/p+ 1/p" = 1. Potom plati

(LQ) =~ LM(Q), (LN =L=Q), (L) > LYQ).

P0ozZNAMKA Ve tretim vztahu plati pouze inkluze, protoze existuji funkciondly na L>(£2),
které nelze reprezentovat pomoci funkce z L'(Q).

Uved'me piiklad takového funkciondlu. Spojité funkce C'(Q) tvoif uzavieny podprostor
L*>(Q), pticemz norma || - || splyva s maximovou normou na C(€). Nechf z, € Q
a definujme funkciondl F' vztahem (F,u) = u(zq) pro spojité funkce. Ziejmeé funkcional
je linedrni a omezeny, a proto také spojity na C(Q). Podle Hahnovy-Banachovy véty lze
takovy funkciondl spojité prodlouzit na spojity funkciondl na celém prostoru L>(£2). Toto
rozéfieni véak nenf jednoznacné, protoze prostor C(€2) nenf husty v L>(€).

Predpokladejme, ze by tento funkcional bylo mozno reprezentovat pomoci intregrova-
telné funkce f. Potom vsak pro spojité funkce u spliujici u(zg) = 0 by platilo
(F,u) = [fudxz = 0 a podle Testovactho lemmatu 2.4 také f(z) = 0 pro kazdé z # x,
tj. funkce f by byla skoro vsude nulova. Definovala by tak nulovy funkciondl, coz je ve

sporu se skutec¢nosti, ze funkciondl F' nulovy neni. O
Pro p = 2 lze dudlni prostor k L?(£2) reprezentovat pomoci funkef stejného prostoru
L*(Q), coz také tvrdi Rieszova véta o Hilbertovych prostorech (L?(Q))* ~ L*(Q).
Druhy dual a reflexivita
Muzeme uvazovat také spojité linedrni funkcionaly na dudlnim prostoru V*. Tyto

funkciondly tvoii také Banachuv prostor, ktery se nazyvéa druhy dudl a znaci V** = (V*)*.
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Existuje kanonické (pfirozené) vnoteni .# prostoru V do V**, které prvku u € V' priradi
funkciondl #(u) = ¢, € V** urceny vztahem

(u f) = (fyu)  feV™
Obecné (V) C V**. Pokud zobrazeni .# je surjektivni tj. # (V) = V** prostor V

nazveme reflexivni. Podle predchozi véty pro sdruzené indexy p,p’ € (1, 00) plati
(@) ~ (17(9) ~ 17(©),

odkud plyne:

VETA 3.6 (O REFLEXIVITE) Prostor LP(Q)) je reflexivni v pripadé p € (1,00), v pripadé
p =1 nebo p = oo prostor reflexivni nend.

Dulezitou vlastnosti reflexivniho prostoru je kompaktnost jejich omezenych podmnozin
vzhledem ke slabé konvergenci:

LEMMA 3.7 (VLASTNOST REFLEXIVNICH PROSTORU) Necht {u,} je omezend posloup-
nost v prostoru V', tj. ||u,|lvy < R. Potom existuje podposloupnost {u,} C {u,} a prvek
ueV, ||ul| <R takovy, Ze {u,} slabé konverguje k proku u.

PRIKLAD V prostoru L?*((0, 7)) posloupnost u,(z) = sin(nz) je omezend, konverguje
slabeé k ug(z) = 0, ale nekonverguje silné.

4. Zobecnéné funkce

Pottebujeme zobecnit pojem derivace funkce, abychom mohli derivovat integrovatelné
funkce, které nemuseji mit derivaci ve vSech bodech. Ziskdme tak zobecnené funkce, které
lze derivovat tzv. ve smyslu distribuci.

Zobecnéné funkce budeme konstruovat nasledujicim zpusobem. Vyuzijeme dudlni pro-
stor — prostor spojitych linedrnich funkcionalu. Za zakladni prostor zvolime co nejmensi
prostor — hladkych funkei nulovych v okoli hranice a nenulovych pouze na omezené
podmnoziné v €. Na tomto prostoru zvolime co ,,nejpiisnéjsi“ konvergenci: ¢im méné bude
konvergentnich posloupnosti, které testuji spojitost funkciondlu, tim vice funkcionalta bude
spojitych. Do prostoru téchto funkcionalu ovsem musime vnofit prostor integrovatelnych
funkci, abychom dostali zobecnéni pojmu funkce.

Zakladni prostor

Necht Q je oblast v RY. Zavedeme prostor 2(). Prostor ma stejné prvky jako
C5°(£2), tj. hladké funkce s kompaktnim” nosicem®. Symbolem 2(f2) oznacujeme C5°(Q)
se specialni konvergenci, kterou budeme znacit Z,. Rekneme, ze ¢, konverguje k ¢ v 2
jestlize:

(a) existuje mnozina K kompaktni v © obsahujici nosi¢ vsech ¢, tj. supp(p,) C K,

"Mnozina v RY je kompaktni, pravé kdyz je uzaviend a omezena.
8Nosi¢ funkce ¢ je uzévér v RY mnoziny bodu z, ve kterych funkce ¢ mé nenulové hodnoty tj.

supp(p) = {x € RN | @(x) # 0}.
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