TRICET LET MATEMATICKE TEORIE METODY KONECNYCH PRV

(Prednaska v Ucené spolecnosti CR dne 21. dubna 1998)

Alexander Zenisek

Pred ¢tyimi dony a devétadvaceti lety, tj. 17. dubna 1969 odstoupil z funkce
prvniho tajemnika KSC Alexander Dubéek a tim i formélné skonéil posledni zachvév
prazskeého jara 1968, VEatsina z vas asi toto datum zapomnéla: ja si je pamatuji jenom
proto, ze matematicka teorie metody konednych prvki méla v ten den prave jeden
rolk.

Je oviem nutne definovat, éim rozumime prvni den matematicke teorie. Ztotog-
mnji se s nizorem, ze je to datum zaslani élanku, kterv vySel prvni v rdamei této
teorie v matematickém ¢asopise. Prvni élanek o metodé koneénveh prvka vysel
v roce 1968 v Numerische Mathematik, mél nazev On the finite element method,
antorem byl Milos Zlamal a pod jeho jménem stalo: Received April 17, 1965,

Pojem metoda koneénvch prvki potiebuje alespon minimalni vvklad: Je to pii-
blizna metoda pro feseni variacnich problémi. Variaénim problémem piitom rozu-
mime problém, ve kterém se minimalizuje (resp. maximalizuje) néjakyv funkecional
na tridé pripustnych funlkei, kteréd se éasto naziyvaji stavy. Nejjednodusiim a nej-
pristupnéjsim prikladem je princip minima potencialni energie, podle ktereho se ze
viech piipustnych stavi realiznje ten, ve kterém je potencialni energie dané sou-
stavy minimalni. (Jesté konkrétnéji: predstavte si kulickn, kteron vlozime do misky
kulovitého tvaru. a to nikoliv na dno. Kulicka v misce chvili kmita, az se ustali na
dné miskyv. Kazdi z poloh kulitky v misce je pfipustnd, na dné ma viak kualicka
potencialni energli minimalni. )

Formmlovat néjaky wvariacni problém matematicky potiebuje wvelke usili; velké
stesti je, ze existujl tfidy variacnich problémn; v kazdé tiidé se problémy lisi pouze
geometrickym tvarem oblasti, ve ktere jsou definovany, a vedlejdimi podminkami
(vétsinon okrajovimi a podatednimi) a materialovimi konstantami. Mame-li dva
variacni problémy téze tiidy dané na riznyvch oblastech a s riznymi vedlejsimi
podminkami, jde o dva matematicky rizné problémy, z nichz kazdv se musi fe-
it samostatné. Donedavna (tj. do konce Sedesatich let) jediny zpusob, jak tyto
problémy fesit, bylo sestavit tzv. Eulerovu rovnici pfislusného probléemu. Daostali
jsme tak okrajovy (&1 poéateéni—okrajovy) problém (parciilni) diferencialni rov-
nice. Z matematického hlediska sestaveni takového problému znamena vyifeseni pi-
vodniho variaéniho problému, protoze byl formulovan snazsi matematicky problém.
Z praktického hlediska ovsem bylo nutné pokusit se o fedeni tohoto snazsiho pro-
blému. Drtivon vétsinu téchto problémi nelze fesit analyvticky a z pribliznych metod
byla k dispozicl pouze tzv. metoda siti. Ta se viak nenmi dobie vyporadat s nepravi-
delnvm tvarem oblasti a s okrajovymi podminkami siloveho typu. Situace byvla pro
matematiky v poloving Sedesatych let dosti tristni: o metodé siti mohli pilné teore-
tizovat, dobré vvsledky viak nedavala. Nedobie na tom byla také variaéni metoda
Hitzova vzhledem ke své nestabilité. A tu prisel Zlamal se svim élankem a témeér



pres noc (presnéji béhem necelého roku) se stal svétovou jednickon v Numerical
Analysis. Vysvétlim proé.
Vitézslav Nezval napsal ve étvrtém zpévu Edisona:
Je to dmysl a trochn nahoda
stat se presidentem svého naroda.

Stejné je to nmysl (pokud tim nazyvame ctizadostivoun pili) a trochu ndhoda stat
se svétovon jednickou ve svém oboru. Milos Zlamal diky jednomu svému kladnému
povahovému ryvsn tétoe nahodé dosti pomohl. Tim jeho pozitivem byla ochota naslou-
chat kazdémnu inzenvrovi a snazit se mu pomoci, pokud zadal o pomoc. A protoze
jako teditel vipocetniho centra VUT v Brné se éasto setkaval s inzenvry, ktefl tam
pocitali na tehdy modernim poéitacéi DATASAAEB D21, zajimal se také o jejich
praci. V roce 1967 tam éasto pocitall inzenyti Kratochvil a Leitner. Protoze Zlamal
skoro o né zakopaval, jednoho dne mu to nedalo a zeptal se, co porad pilné podcitaji.
A k svemn velkému prekvapeni se dozvédél jemu neznamy vyraz: metoda konednych
proki. Poéitall touto metodou staticky vvpodet jedné piehrady. Ing. Jiri Kratochwvil,
nyni uz dlonha léta profesor a DrSe., byl totiz dufe zvidava a vypéstoval si uz pred
mnoha lety zvyk sledovat viechnn dostupnou éasopiseckon inzenyrskou literaturu,
ktera jen trochu souvisela s jeho oborem. A tak, ackoliv byl vodar, alespon okrajove,
ale pravidelné sledoval americké letecké zurnaly (na VAAZ byly k dispozici), a tak
jednon na poéatku roku 1965 ho v éasopisu AITAA zaujaly konstrukce trupn leta-
del sestavené z trojiuhelnicki a maliviy riiznych trojuhelnikoviveh prvkia. Dodet] se
tam o finite element method, coz si pro sebe prelozil jako metoda koneénych proki.
(Prirozenéjsi preklad metoda koneéného prvku, kterv byl pozdéji propagovan. se
neujal.) Zacal studovat élanky podrobnéji a po dikladnéjsim zvizeni se rozhodl
pokusit se o samostatnou praktickou aplikaci: dal si za kol vvtvofit v praxi apli-
kovatelny program pro statické vipocty prehrad. Ukol nelehky: nejenze se musel
donéit mnohé z programovani, ale musel také roziesit to nejtézsi, totiz sestavit al-
goritmus vvtvoreni celkové matice tuhosti a vektorn pravé strany z elementarnich
matic a vektori. To v ¢lancich totiz nebylo. Jak fesit velkou soustavn linedrnich
rovnic co nejrychleji, dal za ukel svéemu partnerovi Ing. Leitnerovi, ktery byl mym
bridzovym partnerem. Ten mé take seznamil v bieznn 1967 s Ing. Kratochvilem,
protoze prv potfebuji matematika. V fijnm 1967 mi Ing. Kratochvil dal fotogratic-
kou kopii élanku Pin Tonga a Plana z éasopisu Solids and Structures o konvergenci
metody koneénich prvio. Tim. Ze jsem ten élinek “prelozil” do matematiky, néco
piidal a prizptascbil pasaze ze slavne Michlinovy knihy Problema minimuma Evad-
raticnogo funkcionala, jJsem napsal obhajovatelnon kandidatskon praci, kterou jsem
v hrubém rmkopise dokonéil 5. brezna 1968, Takovy byl stav, kdyz v listopadu 1967
dal Ing. Kratochvil svou prvou informaci o MEKP prof. Zlimalovi. Popsal mu v ni
princip metody a na co ji konkrétné aplikuji. Zlamalova prvni reakee byla: “MNo,
myslim, ze metoda siti je lepsi.”

Zlamal viak v inzenyrském pfistupu rozpoznal polozapomenuton Courantovn
myslenkn z rokn 1943, ktera zapadla proto, ze tehdy nebyly poéitace, na kterveh
by se dala realizovat. Proto mn to nedalo, vyhledal Kratochvila a nechal si od néj
podrobnéji o MEP poreferovat. Dozvédal se tak mimo jiné o do té doby znidmych
interpolacnich polynomech 2. a 3. stupné na trojuhelniku, které dodnes inzenyti
nazyvvajl Veubeckiv element a Holandiv element podle jejich prvnich uzivateli.
A protoze zrovna nemél na éem pracovat, dal si za cil dokazat konvergenci me-



tody konecnveh prvka pri pouziti Venbeckova elementu. Price se mm tak datila, ze
dokazal konvergenci i pro Holandiv element a navie zkonstruoval trojihelnikovy
(-prvek, tj. polynom jednoznaéné nréeny takovimi parametry, ze globalni funkee,
ktera je pomoci néj na triangulaci zkonstruovand, je spojita i s obéma sviymi prv-
nimi parcialnimi derivacemi v celé ztriangulované oblasti s polygonalni hranici. To
nz byl velky visledek, a kdyvi po vtipném triku dokazal také prislusny interpoladni
teorém, byl élanek hotov.

V kvétnu 1968 sice v Numer. Math, vvsel élanek americkych autori Birkho-
tta. Schultze a Vargy na podobné téma — pojedndval o konvergenel Galerginovy —
Ritzovy metody pil pouziti Ahlinovich polynomu z roku 1964, coz json vlastné
obdélnikove C™-prvky. Vzhledem k malé ponzitelnosti obdélnikovyeh prvki byl
Zlamaliv vysledek obecnéjsi, navic originalnégjsi, mél ve svém nazvu MEKFP a pou-
kazoval na soudasné infenyrské trendy. Zlamal je tedy prvni matematik, ktery ve
sve praci uzil vyraz metoda koneényeh prvii. Svim élankem Zlimal poulkizal na
jednn oblast matematiky velmi malo zmapovanou — jejil mapa méla velky napis HIC
SUNT LEONES.

Zajimavé je, ze v roce 1968 publikovali étyTi mizni inZenyil stejuy trojihelni-
kovi Cl-prvek — oviem bez piislusného interpolacéniho teorému, pouze s poukazem
na moznosti pii fedeni tenkyeh desek. V tom roce zacalo byt v MEFP horko, vy-
sledky stihaly vysledky a do price se zacali v dusledku Zlamalovy price zapojovat
i matematici. V Brné jsme viak diky Ing. Kratochvilovi méli naskok.

I kdyz byl ve sve podstaté Zlamal vady vlk —samotar, v té dobé jsme s1 to am
neuvédomovall. Ing. Kratochvil se u néj pravidelné pii svveh navstévach v LPS sta-
voval, Zlamal se nemél kromé mne s nikym o MEKFP moznost bavit a tak jsme dosti
casto spolu viichni ti druzné sedavali v Zlamalove pracovné. Tento kolektiv se na
jare 1968 rozrost]l o dalsiho ¢lena: programatora Ing. Holusa — budouei programa-
torskon jednickn pies MEP v Ceskoslovensku. Zlamal totiz chtél sveje visledky
overit v podetni praxi a poveril proto Holusu, aby mn jeho algoritmus pro vipodet
tenké desky pii pouziti jeho trojuhelnikového Cl-prvku naprogramoval.

Kratochvilovy programy obsahovaly jako koneé¢néprvkovou nasadu funkee, které
byly po trojihelnicich polynomy prvniho stupné, takze HoluSova iloha nebyla
lehka: musel Kratochvilovy programatorské postupy zobecnit pro polynom patého
stupné, kde kromé derivaci prvniho a druhého fadu vvstupovaly take derivace podle
normély. Holusa vidy fikal, ze programovat koneéné prvky je snadné vée (ale v za-
vorce dodaval, ze hledat chyby pri ladéni je velmi obtizne). A ladéni pii tak kom-
plikovaném programm bylo k zoufani. protoze vvsledky testovacich piikladn byly
takové neslané nemastné — zkratka nepresvédéivé vzhledem k teoreticky predpové-
zené presnosti. Zlamal se ptal Kratochvila: “A poéital ton metodou viibec nékdo
néco!” Kratochvil se jen smal a fikal Zlamalovi, aby byl trpélivy. V poloving éer-
vence 1968 nasel Holusa po nékolikanasobné kontrole chybu v jednom indexu a
testovaci priklady najednou vysly s piesnosti na osm platnich éislic — &ili naprosto
presvedéivé potvrzena teorie. Zlamal tyden na to odjel na konferenci do Edinburgn
a tam pozadal predsedajiciho, aby smél hoverit o néfem naprosto jiném nez na za-
citku rolkn oznamil. To byl prvni mezindrodni referat o metodé koneénveh prvio.

Po wvstupu vojsk jsme se jesté vice zakoush do prace. Zlimal psal soucasné dva
flanky: jeden o algoritmizaci MIKP, druhy o redukel parametri — oba vvsly kratce
po sobé v Numer. Math. a spolu s prvnim élankem z roku 1968 mu vynesly pozvani



do USA a Francie celkem na t71 mésice za velmi vyhodnyveh finanénich podminelk.
Odjel zacatkem roku 1970, Ja v fijunu 1968 zacal budovat hiearchii interpolaénich
polynomn na trojuhelniku — byla to cesta dlouhym tmavim tunelem a sméSné na
celéd vécl je, e 2 matematiky jsem na to nepotieboval nic, nepoéitam-li védomost, Ze
soucet piirozenveh éisel od jedné do n je roven %n[n +1). V hlavé se mi rozsvitilo
nékdy na zaditku roku 1969 pil vedernich zprivich tu sobotu, kdy déavali druhé
pokracdovani Randalla a Hopkirka. Clanek, ktery mi udélal jméno, jsem pak sepsal
héhem mésice. Stadilo dokazat jesté jedno duchaplnéjsi lemma a zobecnit trochn
Zlimalove dikazové schéma z jeho prvniho élankn o MIKCP. Zlamal tento mij visle-
dek odvez] na podzim 1969 do USA a spolu s Bramblem jej odéli do lepsiho havu, t).
prislugné interpolacni teorémy dokazali v sobolevovskych normach. Mezitim stacil
Zlamal jesté pracovat na algoritmech pro pruznostni vipoéty metodou koneénych
prvkin a spolupracovat na nékelika drobnéjsich élancich.

V druhé poloviné rokn 1970 zacal Zlamal pracovat na své koncepei zakiivenyvch
trojuhelnikovich prvkia. Prvni ¢ast tohoto dila mu vysla v roce 1973 v SIAM J.
Numer. Anal. Je to prace typicky zlamalovska: struéna, presna, srozumitelna. Zatim
co prvni ¢ast pojednavala o idealnich zakiivenyeh trojuhelnikovych prveich, jejichz
kiiva strana je totozna s éasti hranice, druha éast, jesté hutnéjsl a pritom rozsahlejsi.
pojednavala o realnyeh kiivich trojihelnicich a numerické integraci na nich. P
psani této prace udélal Zlamal jen jednu chybu: referoval o dosazenych visledeich
v pribéhu prace pil jedné ze sviych zahraniénich cest. Prof. Raviart z Parize mi
v roce 1975 rekl: *Védéli jsme, ze jesté néjakoun dobu potrva nez Zlamal élanek
posle do tisku. Museli jsme jej predehnat. Délali jsme na tom s Clarletem témeér
dnem i noci a praci o kfivich izoparametrickych prveich a numerické integraci na
nich jsme uverejnili v Azizové knize o matematickyveh zakladech metody koneényeh
prvki, ktera vysla v rok konani konference (tj. 1972)." Tak vlastné ztratil Zlamal
pozicl svetove jednicky v Numerical Analysis. Nie neméni na tom skuteénost, ze
Haviart mi v témze hovoru piiznal, ze se metodu koneénych prvka uéil z prvnich
Zlaimalovich praci.

Uvedenymi dvéma pracemi skonéilo Zlamalovo stacionarni (€1 eliptické] obdobi.
Od rokn 1973 zacal pracovat na evoluénich problémech. které fesil kombinaci me-
tody koneénych prvki a diferenéni metody. Zprvu to byla linearni rovnice pro ve-
deni tepla, kde se zejména vénoval vicekrokovyim metodiam: od rokn 1975 zacal
analyzovat riizné nelinearni typy. V obdobi 1975-T8 navic zasadnim zptisobem pii-
spél k teoretickym otazkam superkonvergence MKP. V obdobi 1981-88 se vénowval
jednak teseni kvazistacionarniho magnetického pole v nestejnorodém prostiedi a
dale metodé koneényvech prvkia aplikované na rovnice polovodién. Pozornhodné je,
ze kromé zasadnich matematickvch vysledkn publikovanych v renomovanych ame-
rickvch éasopisech se vidy zicastnil na piipravé algoritmm a podstatné tak prispél
k prakticke realizaci feSeni probléemn pomoci prumyslového programu.

Prof. Zlimal nenapsal zidnou knihu — byl piilis soustfedén na hledani feseni
praktickych problémm. Nevydrzel n zadné problematiky piitom tak dlonho, aby ji
zeela vvéerpal. Obrazné feceno: jeho brazda byla siroka, ale ne tak hluboka, aby
tam Zadné brambory nezistaly. A pii peélivém zkoumani ¢lovélk zjistil, Ze jich tam
znstalo pozehnané. Je to moje dobra zknsenost.

Je zajimavé, ze se nikdy nezajimal o svoje ohlasy v ¢asopisech — citace ho zkratka
nezajimaly a nikdy zadny Citation Index neoteviel. Citaci mél pfitom pozehnané:



o tom jsem se vidy presvéddil, kdyz jsem hledal sveje citace, protoze nase piijmeni
jsou blizko sebe v anglické abecedé. Zato si zakladal na velkém mnozstvi pozvani,
ktera za svij zivot obdrzel. Maloktery matematik odmitl tolik pozvani jako on.

Z formalnich nznani stoji za zminku dveé: fadu let byl predsedon matematického
kolegia CSAV a obdrzel éestny doktorat Technische Universitit Dresden.

Prof. Zlamal zemtel nahle ve véku 73 let dne 22, dervna 1997, V jeho pozustalosti
jsem nalezl seznam jeho ¢lanki. Ma 70 polozek, z toho 47 je vénovano metodé
koneénych prvka. Od roku 1968 pracoval jenom na této metodé. Asi 18 élankn
je zeela zasadnich. Kdyvbyeh je mél hodnotit kvantitativné, uzil bych naslednjici
hodnotovon stupnici:

-1 =zaporny stupeti: stydim se za autora, ze toto napsal

(J=mneutralni stupen: prace mé nezajima, 1 kdyz na ni néco je

1 =prvni stupen: to je chytré — Ze mé to nenapadlo

2 =druhy stupeii: prace mé velmi ohohacuje, jsem rad. e jsem ji poznal

d=treti stupen: priace otvira novy smér badani

Zlamalova prace z roku 1968 je tretiho stupné, zhyvajicich 17 druhého stupné —
mne aspon velmi obohatily.

Zlamalovo velke stésti bylo, e prvni inZzenyr na kontinenté, ktery zacal pracovat
s metodou koneénych prvki, pusobil v Broné, Dalsi vyvo) undalosti vSak ug nahoda
nebyla.

Kdyz védecka rada strojni falulty VUT pirala prof. Zlimalovi k jeho sedmdesati-
nam, prozradil na sebe: “IKdyz jsem v roce 1961 presel na strojni fakultu, nvédomil
jsem si, ze musim délat matematiku jinak nez jak se deéla na univerzité.” A to se
mu podaiilo dokonale.



