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Abstrakt

Tato diplomova préce se zabyvd feSenim obycejnych diferencidlnich rovnic neceloc¢iselného fadu
metodou Adomianova rozkladu. Cést prace se proto vénuje teorii rovnic obsahujici necelo¢iselné
diferencidlni operdtory, zejména operator Caputliv. Dalsi ¢ast je vénovdna samotné metodé
Adomianova rozkladu, jejim vlastnostem a implementaci na Chentiv systém. Price se rovnéz
zabyva bifurkacni analyzou tohoto systému, a to jak pro celociselny, tak pro neceloCiselny
piipad. Jednim z cild prace je objasnéni rozporu v literatufe, ktery se tykd necelo¢iselného
Chenova systému, kdy experimenty zaloZeny na pouZziti Adomianova rozkladu davaji pro jisté
vstupni parametry zcela odliSné vysledky v porovnani s numerickymi metodami. Objasnéni
tohoto rozporu se opird o novéjsi teoretické poznatky z oblasti neceloCiselnych diferencidlnich
rovnic a jejich soustav. Zavéry jsou podpofeny numerickymi experimenty, pii jejich tvorbé bylo
vyuzito vlastniho kédu implementujictho Adomianiv rozklad na Chentiv systém.

Abstract

This master’s thesis deals with solving fractional-order ordinary differential equations by the
Adomian decomposition method. A part of the work is therefore devoted to the theory of equati-
ons containing differential operators of non-integer order, especially the Caputo operator. The
next part is devoted to the Adomian decomposition method itself, its properties and imple-
mentation in the case of Chen system. The work also deals with bifurcation analysis of this
system, both for integer and non-integer case. One of the objectives is to clarify the discrepancy
in the literature concerning the fractional-order Chen system, where experiments based on the
use of the Adomian decomposition method give different results for certain input parameters
compared with numerical methods. The clarification of this discrepancy is based on recent
theoretical knowledge in the field of fractional-order differential equations and their systems.
The conclusions are supported by numerical experiments, own code implementing the Adomian
decomposition method on the Chen system was used.

Klicova slova
Adomianova dekompozi¢ni metoda, chaos, Chentliv systém, diferencidlni rovnice necelocisel-
ného radu, Caputlv piistup, bifurkace, stabilita

Keywords
Adomian decomposition method, chaos, Chen system, fractional-order ordinary differential
equations, Caputo’s approach, bifurcation, stability
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1 Uvod

Reseni redlnych problémii ¢asto vede na matematické modely vyuZivajici diferencidlni rovnice
(obycejné 1 parcidlni, bez zpozdéni i se zpozdénim, celociselného i necelociselného fadu), které
vSak mohou byt siln€ nelinedrni. Takové rovnice obvykle nejsme schopni fesit analyticky. Jednou
z moznosti je model déle zjednodusit tak, abychom jej analyticky mohli fesit (k tomu se vyuzivaji
rizné linearizacni ¢i perturbacni metody), druhou moZnosti je feSit piivodni nelinedrni model
pfiblizné vhodnou numerickou ¢i jinou aproximacni metodou. V obou piipadech pak vyvstava
prirozend otdzka, jak dobre ziskané feSeni vystihuje realitu.

Jako jedno z moznych feSeni nelinedrnich tuloh se nabizi tzv. metoda Adomianova rozkladu
neboli Adomianova dekompozi¢ni metoda (ADM), kterd byla poprvé predstavena v ¢lanku
[4] G. Adomianem v 80. letech 20. stoleti. Tato metoda je aplikovatelnd na rovnice tvaru
Fx(t) = g(t), kde F znaci obecné nelinearni operator (napf. diferencidlni ¢i integralni), ktery
lze rozloZit jako F' = L—R—N. Symbol L zde predstavuje invertibilni linedrni ¢4st operatoru, R je
zbytek linedrniho operatoru a N je nelinedrni ¢ast operdtoru F. V ptipadé diferencidlnich rovnic
se vroli L obvykle uvazuje diferencidlni operator nejvyssiho faddu. Hlavni myslenka Adomianova
rozkladu spociva v nahrazeni nelinedrniho ¢lenu Nx zobecnénou Taylorovou fadou a v nalezeni
feSeni ve formé nekonecné fady. Kazdy ¢len této fady lze pfesné urcit a pokud fada konverguje,
praxe ukazuje, Ze jeji konvergence je pomérné rychla.

Na zdkladé vySe zminéného je metoda aplikovatelnd také v pripad€ necelociselnych oby-
¢ejnych diferencidlnich rovnic a jejich soustav, které, jak se ukdzalo v poslednich né€kolika
desetiletich, maji velké uplatnéni pfi modelovani redlnych jevi. Jsou totizZ schopny jistym zpt-
sobem zachytit minulost a tim se nékdy realité pribliZit vice, neZ je tomu pii pouZiti jejich
celociselného protéjSku. Prave z tohoto diivodu se v této praci budeme zabyvat predev§im ODR
a SODR necelociselného radu.

Dalsi rychle se rozvijejici disciplinou jsou nelinedrni dynamické systémy, s ¢imZ souvisi
pojmy jako chaos, bifurkace, podivny atraktor a dal$i. Dynamika takovych systém se jevi jako
ndhodnd a Ize ji predvidat jen velmi t€Zko, coZ nastdva vlivem velké citlivosti na vstupni data
(poruchy v pocatecnich podminkach ¢i v parametrech systému). Za prototyp chaotického systému
se da povaZzovat Lorenzilv systém, ktery je (z historickych diivodi) pomérné dobfe analyzovéan.
V dnesni dobé€ je zndmo mnoho dalSich chaotickych systémti, o kterych se toho zdaleka nevi
tolik. Mezi né€ patii Cheniiv systém, na prvni pohled vypadajici velmi podobné jako Lorenzav.
Jak ale pozd¢ji uvidime, systémy vykazuji vzdjemné odliSnou dynamiku. Jednou ze specifickych
otdzek neceloc¢iselného Chenova systému je otdzka minimalniho fadu necelociselné derivace,
za kterého jesté systém vykazuje chaotické chovani. Touto otdzkou se zabyvaji napiiklad autori
D. Cafagna a G. Grassi, ktefi ve svém Clanku [14] tvrdi, Ze za pomoci Adomianova rozkladu
nalezli dosud nejmensi fdd odpovidajici hodnoté 0.08. Chaos se zde vSak nachdzi v oblasti
stabilniho bodu rovnovéahy (viz [22]), coZ sice existenci chaosu nevylucuje, ale zaroven to neni
prilis typicky jev. Autor@im ¢lanku [22], ktefi ilustrovali dynamiku Chenova systému numericky,
se vSak nepodafilo nalézt takové pocate¢ni podminky, aby systém v této oblasti vykazoval
chaotické chovéni, a to ani pro fdd mnohem vyssi nez 0.08. V této prici se proto pokusime tento
rozpor, spocivajici v rozdilnych feSenich obdrZenych riiznymi metodami, vyjasnit.

Prace je strukturovdna nédsledovné. Druhd kapitola zac¢ind predstavenim metody Adomia-
nova rozkladu, zejména jeho pouzitim v pfipadé autonomnich soustav. Nasledné jsou polozeny
zdklady neceloc¢iselného kalkulu, diraz se klade pfedev§im na Caputovu derivaci. Kapitola
pokracuje vyctem zdkladnich vlastnosti Caputova diferencidlniho operatoru, na néjZ navazuje
cast, ve které se diskutuje otdzka konvergence fady a jeji rychlost. Zavér kapitoly obsahuje
nékolik dalSich prikladi pouziti Adomianova rozkladu. Tteti kapitola se zaméfuje na numerické
feSeni obycCejnych diferencidlnich rovnic neceloc¢iselného fadu. Vzhledem k tomu, Ze mnohé
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fazové portréty objevujici se v této praci byly vytvoreny na zdklad€ pouZiti neceloCiselné verze
prediktor-korektor metody (PECE«), vénuje se tieti kapitola pravé ji. Za stéZejni kapitolu této
prace lze povazovat kapitolu Ctyfi. V ni je po ivodu do problematiky chaotickych dynamickych
systémd predstaven Chenlv systém. Nasleduje bifurkacni analyza tohoto systému, doplnénd
nejen o pojmy a poznatky k této analyze potfebné, ale také o bifurkacni kiivky a bifurkacni
diagramy. Po vysvétleni implementace Adomianovy metody na Chenidv systém se dostivime
k samotnému jadru price. Tim je ¢4st vénujici se porovndni feSeni necelo¢iselného Chenova
systému obdrzeného metodou PECEa a metodou Adomianova rozkladu. V této Casti pravé
dochdzi k objasnéni zmiflovaného rozporu v literatufe. Celou c¢tvrtou kapitolou se prolinaji
fazové portréty feSeni Chenova systému (celociselného 1 necelociselného) ilustrujici teoretické
zavéry. Zavér prace mimo jiné uvadi vycet nékolika modifikaci Adomianovy metody a pred-
klada mozZnosti, jak by se dalo na vysledky zde uvedené navdzat. Poznamenejme, Ze s vyjimkou
bifurkacnich kiivek vykreslenych v prostiedi Maple, byly vSechny obrazky v této diplomové
praci vytvoreny v prostiedi MATLAB. Kéd pro vykresleni bifurkacnich diagramt a fizovych
portréti PECEa metodou 1ze spolu s kédem implementujicim Adomiandv rozklad na Chentv
systém nalézt v apendixu.
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2 Adomianiv rozklad pro pripad autonomnich soustav

V této kapitole uvedeme nejprve zdkladni pojmy a tvrzeni tykajici se autonomnich soustav, se-
zndmime Ctendfe s necelo¢iselnymi operdtory, které budou pro tuto préci klicové, a pfedstavime
metodu Adomianova rozkladu. Diskutovdna bude rovnéz otdzka konvergence Adomianovy me-
tody a jeji rychlost. V zdvéru kapitoly pak zminime né€kolik piikladl pouZiti metody v rliznych
oblastech.

2.1 Celociselny rad

Pfipomenime, Ze autonomni soustavou rovnic rozumime soustavu ve tvaru

' (1) = f(x(1)),

kde f : Q — R je dané vektorové pole a Q C R je oblast. Zdkladnim tvrzenim o FeSitelnosti
takové soustavy je zndmé Picardova—Lindel6fova véta:

Véta 2.1 (Véta o existenci a jednoznacnosti fesenf). Nech? Q je oblast v RY obsahujici bod &
a predpoklddejme, Ze f € C'(Q) 1. Pak existuje € > 0 takové, Ze pocdtecni problém

' (1) = f(z(1)), 2.1)
z(0) = & (2.2)

md jediné feseni x na intervalu (—¢, €).

Poznamka 2.2. VSimnéme si, Ze pocitecni podminka je predepsdna v bodé¢ ¢y = 0. Tato volba
neujima na obecnosti, protoZe v piipadé autonomnich soustav vzdy plati, Ze je-li vektorova
funkce * = x(r) feSenim soustavy (2.1) s pocate¢ni podminkou x(0) = &, pak vektorova
funkce & = x(z — o) je FeSenim soustavy (2.1) s pocate¢ni podminkou x(79) = &j. Pozname-
nejme jesté, Ze predpoklad spojité diferencovatelnosti vektorového pole f lze oslabit (lokdlni)
lipschitzovskosti vektorového pole f na Q. Véta 2.1 hovoi{ pouze o lokdlni fesitelnosti. Casto je
vhodné (napftiklad v otdzkéch stability) mit k dispozici podminky zarucujici feSitelnost globaln{
(vzhledem k predem stanovenému intervalu). Piikladem muzZe byt tfeba pozadavek lipschitzov-

je vSak priliS restriktivni. Vice podrobnosti 1ze nalézt napf. v [55].

Princip Adomianovy metody si nejprve pfedstavime na autonomni rovnici
x'(1) = f(x(D), (2.3)
kde pfedpoklddame, Ze f je analyticka funkce na R. Pak Ize rovnici prepsat na tvar
Lx = Rx + Nx,

kde L = %, R a N predstavuji linedrni a nelinedrni ¢ast funkce f. Napf. pro funkci f(x) =
2x +sinx je Rx = 2x a Nx = sinx. Re§me nynf rovnici vzhledem k x. Aplikujeme-li na obé&

strany inverzi L~!, dostaneme

L 'Lx=L"Rx+ L 'Nx.

1Z4pisem f € C'(Q) zde rozumime to, Ze kazdd slozka f je v C'(Q), tedy je spojité diferencovatelnd na Q.
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Pokud k rovnici pfiddme pocite¢ni podminku x(0) = & € R, pak inverznim operatorem L~! je
urdity integral od 0 do ¢, a tedy L™!Lx = x — &. Dosazenim do pfedchozi rovnosti tak mame

x =&+ L "Rx + L7 'Nx, (2.4)

coZ neni nic jiného neZ Volterrova integrdlni rovnice prislusnd rovnici (2.3) spolu s pocatecni
podminkou x(0) = &. Nelinedrni ¢len Nx vyjddieme jako nekonecnou fadu 37, A,, kde A,
jsou tzv. Adomianovy polynomy. Refeni x nyni hledejme ve tvaru funkéni fady x = D Xn-
Rovnice (2.4) tak ptejde do tvaru

an_ Eo+ L~ 1RZX,,+L ZA,,,
n=0
a mdzeme tedy psat
= L7 'Rxy + L7 A,
Xy = L_lel + L_lAl,

xp =L 'Rx, + L7'A,,

kde xo = &p. Polynomy A, jsou pro kazdou nelinearitu generovany tak, aby Ag zdvisel pouze
na xg, A; na xg a x1, atd. Mizeme vidét, Ze vSechny Cleny fady x, je moZné vypocitat z ¢lend
predchozich. Rada Yme0An pro Nx je zobecnénou Taylorovou fadou se stiedem ve funkci xo,
viz [5]. Skute¢né€, oznacime-li nelinedrni ¢ast funkce f jako fy, pak

Nx = fn(x) = fav(xo) + fy(x0) (x —x0) + %  (x0) (x — x0)* + — f'"(xo)(x —x0) -,

aprotoZze x =xp+x; +x2+...,

fn(x) = fv(xo) + fy(xo) (X1 +x2 +x3+---) + —fN(xo)(xl X2+ x3 40 )?

1
3 7 (x0) (X1 +Xg + X3+ ) A
Umocnénim a roznasobenim vSech ¢lend dostavame

1 2
5%/ (%) + Zpxia fy (xo)

(x0) +-+

fn(x) = fv(xo) +x1 £y (x0) +x2f1'v(xo) +x3 fy(x0) + -+ =

2 44 /// 3
+ 5X1X3fN(XO) oot N (x0) 3 2 f¥

Nyni pfeskldddme Cleny do skupln tak, Ze kazda skuplna bude obsahovat pouze Cleny se stejnym

fadem (fadem x’ resp. x! xi rozumime hodnotu ij, resp. ij + kl):

117 7

(x0) *3 ) PYE 23 £

fn(x) = Z An = (fv(xo)) + (x1/x(x0)) + (x25x(x0) + 5y v (x0)) + (x3£3 (x0)
n=0

2,X1xsz (x0) 3 X0 (x0)) +

Jinymi slovy, jejich soucet indexd ddvd dohromady stejné ¢islo. Z formule vySe jiZ miZeme
videét, Ze jednotlivé Cleny odpovidaji Adomianovym polynomdm, tedy

Ao = fn(xo),

15



Ay = x1 fy(x0),

, 1
Ay =x fy(x0) + EX% v (x0),

4 2 44 1 1444
Az = x3 fy(x0) + Exmsz(XO) + ;ﬁ V0 (x0),

Tyto polynomy lze urcit také pomoci vzorce

n

Ay =) c(v,m) fy(x0),

v=1

kde c(v, n) je soucin (nebo suma soucinti) v takovych ¢lent x;, jejichZ soucet dolnich indexi je
roven n, pfi¢emz tento soucin je navic podélen faktoridlem cisla, které je rovno poctu opakova-
nych indext v daném soucinu. Tedy napiiklad c¢(1,3) = x3, ¢(2,3) = x1x2 a ¢(3,3) = x?/3!.
Takovy vypocet se vSak zdd byt pomérné slozity a s rostoucim n vyzaduje derivace vysokych
radd. George Adomian pfisel i s dalsi formou vzorce, konkrétné

1 a" S
An=adﬂn(fN(in/l)) :

i=0 1=0

N 4

kterd je ponékud srozumitelné;jsi, nicméné stdle vyzaduje derivace vysokych rada pro vysoka
n. Autofi J. Biazar a S. M. Shafiof ve svém c¢lanku [13] predstavili nasledujici jednoduchy
algoritmus, velmi uZzite¢ny pro praktické vypocty:
1. Polozme Aq := fn(xo).
2. Prok=0,...,n—-1:
Ak(X(),xl, ce ,Xk) = Ak(x() +x14, X1 +2x04, ..., X + (k + 1)xk+1/1).
3. Akt = o7 5 A 2o

MiZeme vidét, Ze jeho jednoduchost spociva predev§im v tom, Ze v kazdém kroku je
potfeba pouze prvni derivace. Algoritmus se navic dd snadno rozsifit na vicedimenziondlni
pfipad. Uvazujme proto nyni d-dimenzionalni soustavu ve tvaru

' (1) = f(z(1),

kterou opét miZzeme rozepsat jako

Lx =Rx+ Nzx.
Oznacme nyni
X Al
e I 2 &AL .
m:zml/llzz .2 /ll, NCB:ZAl/ll:Z .2 /ll-
i=0 i=0 :l, i=0 i=0 :l,
X Ad

Poznamenejme, Ze u « a A pro vétsi prehlednost hornim indexem oznacujeme i-ty ¢len neko-
nec¢né fady a dolnim indexem sloZku vektoru x, resp. A. Postupem analogickym k jednodimen-
ziondlnimu ptipadu dostdvame fesSeni ve tvaru

imi:§0+L‘1Rimi+L‘1§:Ai. (2.5)
i=0 =0 i=0



Adomianovy polynomy nyni ziskdme z nasledujiciho algoritmu:

Proj=1,...,d:

1. PoloZme A? = fj(x(l),xg, . ,xg).

2. Prok=0,...,n—1:
A?(x(l),...,xlf,...,xg,...,xﬁ)
=AT(x x4, xY +(k+Dx s Xy +x, A, xh+ (k+ Dx .

Al (x) +x]2 |+ (k+Dxjta O +xyd 5+ (k+ Dxit

k+1 _ d Ak

3. A+ k+1d/lA |/1 =0’

kde ¥ = &). Uvedime jesté prvnich n&kolik Adomianovych polynomi pro tfidimenziondlni
pfipad. Tedy d =3, j = 1,2,3:

0 0
Aj :Nj(xl,xz,x3)

d ON;
1 0, 1y 0, 1, 0, 1 |
Aj= E(Nj(x1 + X4, X5 + X4, X3 +x3/l)) L:O: xla—(xl,xz,x3)
(N N 0
"‘xza (xl,xz,x3)+x3a—(x1, 20%3)>
1d ON;
A; = ——(( X +2032) =L (Y + 1] 4,60 + )4, 63 + x32) + (x) +2x31)
2dA 0x1
JON;

X 6—()61 +2x1 4, % + x5, x5 + x34) + (x5 +2x34)
x

ON,;
X —](x? +x%/l,x(2) +x;/l,xg +x31;/1)) )
A=0

0x3
ON 040
_xla (xl,xz,x3)+x26—(x1,x2,x3)+x36—(x1, 20 %3
12‘92N ) 0 2 07 0,0 0
2_('x1) a( )2(x]9x25x3) +_( 2) (9( )z(x]’x29x3)+_( 3) 6( )2(x19x29x3)
1, , 0*N; 1, °N; 1 1162N1 0 .0 0
Y] x| 28 0 A, x3,x3) +—x1 38 013 (xl’x2’x3)+_x2 3 9x2013 X1» %9, X3),

Poznamenejme, Ze vypocet Adomianovych polynomt je technicky ndro¢nou ¢4sti celé Ado-
mianovy metody, proto se v literatuie vénuje znacnd pozornost tomu, jak tyto Adomianovy poly-
nomy pocitat co nejefektivnéji. Dalsi algoritmy pro vypocet 1ze nalézt naptiklad v [9,12,66,68].

2.2 Necelocdiselny irad

Uvedme nejprve nékolik zdkladnich pojmt a vlastnosti tykajicich se necelociselného kalkulu.
NiZe uvedené definice a vlastnosti 1ze najit v monografiich vénovanych dané problematice, viz

napt. [26, 56, 57]. Uceleny historicky piehled, jak se necelo¢iselny kalkulus vyvijel, pak lze
nalézt v monografii [53].

Definice 2.3 (Riemanntv—LiouvilleGv integrdl). Nechf @ € R* a f je funkce integrovatelnd na
(t0,T). Operdtor I3, definovany jako

I f(1) = %a)/ (-0 f(r)dr, t9<t<T,

se nazyva Riemanniv—Liouvilletiv necelociselny integrdlni operator fddu a (I' zde znaci Gama
funkei). Pro @ = 0 polozime [ f := f. Tedy It% je operétor identity.
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V modern{ literatufe se uvedeny integrél obvykle uvazuje v Lebesgueové smyslu a je zndmo,
Ze Iy, zobrazuje funkce z L'({to, T)) na funkce z L' ({9, T)). Dile m4 operator I pro funkci
f € L'({to, T)) nasledujici vlastnosti:

a) I'IT f(r) = I1™ (1), g,r > O (tzn. operdtor I;! je aditivni),

to"to
b) LI f(r) = I} Il (1), q,r = 0 (tzn. operétor I{ je komutativni),
Q) It —10)" = ;s (= 1), g 2 0,y > -1,
d) I/C = Cras (1= 10)7 = 555(t = 10)%. ¢ 20,y > -1, C € R.

Definice 2.4 (Riemannova-Liouvilleova derivace). Nechf« e R*fam e N:m -1 < a < m.
Pak operétor Dy, definovany jako

Dy f (1) :== D" I f (1),

se nazyva Riemanniiv—Liouvilletiv neceloCiselny diferencidlni operdtor fadu a. Pro @ = 0
poloZime Dy f (1) := f(z). Tedy D% je operator identity.

Je zndmo, Ze pro funkee f € AC™({to, T))?* derivace Dy f existuje skoro vSude na (to, T).
Pro f € L'((ty,T)), @ > 0 plati nasledujici:

a) D (1 —10)? = s (t = 10) ™%, y > =1,

b) Dy I3 f (1) = f(¢) pro skoro vSechna 1 € (19, T).
Vlastnost b) iikd, Ze operdtor Dy je levou inverzi operdtoru [, coZ lze vnimat jako analogii
zakladni véty integralniho poctu.

Uziti Riemannova-Liouvilleova diferencidlniho operatoru v po¢ate¢nich problémech je pro-
blematické, nebof vede na pocatecni podminky neceloéiselného fadu (derivace, které se v nich
mohou objevit, jsou necelociselné). V aplikacich se proto tento operator piiliS nepouZivd (na-
priklad interpretace neceloCiselné derivace rychlosti je ndm nezndma). Pfirozenou snahou bylo
tento nedostatek odstranit, coz na pocatku 60. let 20. stoleti vydtstilo v zavedeni tzv. Caputovy

derivace, kterd je v sou€asnosti nejpouzivanéj$i definici necelociselné derivace.

Definice 2.5 (Caputova derivace). Nechfa > 0am € N : m — 1 < @ < m. Pak operator CDZ),
definovany jako
DY f(1) :=1""D" f (1),

se nazyva Caputliv necelociselny diferencidlni operdtor fddu a. Pro @ = 0 poloZime CD% f=f.
Tedy CD?O je operdtor identity.

Pro funkci f € AC™({to, T)) 1ze Caputovu derivaci psat pomoci Riemannovy-Liouvilleovy
derivace jako

(= (t — 1g)¥

D f (1) = Dy | f(0) = ) f P t0)— 7
k=0
za definici Caputovy derivace. Uvedme jesté dvé dtilezité vlastnosti. Pro f € AC™ ({ty,T)), kde
meN:m—-1<a < mplati

m—1
I D f(6) = Iy ™" D™ (1) = I D" f (1) = f(t)—Zf“‘)(rw(’_k—fO)k, Vi € (10, T). (26)
k=0 )

2AC™({t,T)) predstavuje mnozinu funkci majicich derivace az do fddu m — 1 na intervalu (ty, T), pfiemZ
derivace £~ je absolutné spojita funkce na {fo, T).
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Pro f € C({t),T)) aa € R* plati

DLILf(1) = f(b),

a tedy i Caputilv operdtor je levou inverzi operatoru 3.

MiiZeme si vSimnout, Ze pro n € N integraln{ operator Iy pfedstavuje vzorec pro n-tou opa-
kovanou integraci od to do ¢ (tzv. Cauchyho vzorec pro opakovanou integraci) a oba diferencidlni
operdtory Dy a CD% splyvaji s klasickym diferencidlnim operdtorem D". Poznamenejme jeste,
Ze v této praci se budeme zabyvat vyhradné€ pripady, kdy pocétecni Cas tp = 0 a tedy vypustime
dolni indexy u viech pravé zavedenych operatort, tj. I%, D® a “D®. Navic budeme ¥4d derivace
a uvazovat pouze v intervalu (0, 1).

Autonomni soustava s Caputovou derivaci mé nyni tvar

Drx(1) = f(x(1)).
Bezprostiedni analogii Picardovy—Lindelofovy véty je:

Véta 2.6 (Véta o existenci a jednoznaénosti feseni). Nechf a € (0,1), & € RY, 6 > 0a h* > 0.
Definujme mnoZinu K := (f?—é, .f?+(5)><- . -x(fg—é, §2+6), a necht vektorové pole f : K — R¢
Jje spojité a splituje Lipschitzovu podminku, tedy

I1f (1) — f(22)|] < Lllx1 — 2|

pro vSechna 1, x; € K s konstantou L > 0. Ddle definujme M := max¢ex || f(€)]] a

o pokud M =0,
~ | min{h*, (6T(a +1)/M)"*} jinak.

Pak pocatecni problém

Dz (1) = f(z(1)),
z(0) = &

md jediné veseni x € C({0, h)). Symbolem || - || rozumime libovolnou normu v R.

Pozndamka 2.7. Podobné jako v celo¢iselném piipadé, jednoduchou postacujici podminkou pro

PR

globélni fesitelnost na R* je lipschitzovskost na celém R?, co? je pomérné restriktivni predpoklad.
Podivejme se nyni na to, jak se Adomianidv rozklad modifikuje v pfipadé vySe uvedené
neceloc¢iselné soustavy. Aplikaci inverze s vyuZitim vlastnosti (2.6) dostdvdme opét vztah

x=&+L '"Re+L 'Nax,

pfic¢emz plati L' Lz = x — &y, kde L' je nyni I?. Vzhledem k vlastnostem necelo¢iselnych

vvvvvv

formdlni zdpis vSak zlstdva stejny jako pro celociselny pfipad, viz (2.5).

2.3 Otazka konvergence ADM

Diilezitou otdzkou tykajici se Adomianova rozkladu je otdzka konvergence této metody. VétSina
publikaci, ve kterych je tato metoda aplikovdna, vSak obsahuje pouze vagni tvrzeni, Ze ADM
konverguje velmi rychle, aniz by toto bylo jakkoli specifikovdno, a obecné vysledky v tomto
sméru jsou spiSe sporadické. Prvni, kdo poskytl dikaz konvergence metody, byl Y. Cherruault
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v [38], ktery uvaZoval obecnou funkciondlni rovnici ve tvaru y—Ny = f,kde N je néjaky (obecné
nelinedrni) operator z Hilbertova prostoru H do H, f € H je dand funkce a y € H je hledané
feSeni. Cherruault si v§iml, Ze pokud S, pfedstavuje n-ty Castecny soucet fady y = 377, v«, pak
Adomianova metoda vede na vyjadieni ¢lend posloupnosti {S,} vzorcem S, = N, (f + S»),
So = yo = f, kde N,(f +S,) = X}_oAk. K této posloupnosti lze pfifadit ,limitni** Glohu
S = N(f+S9), kterd mé podle Banachovy véty jediné feseni S, je-li N kontraktivni. Posloupnost
S, pak bude v H konvergovat k S, pokud posloupnost operatorti N,, (v jistém smyslu) konver-
guje k operatoru N. Tato jednoduchd myslenka byla pozdéji vyuZita k formulaci trochu jinych
podminek zarucujicich konvergenci Adomianovy metody, viz naptiklad [34]. Problémem je, Ze
uvedené dvé podminky jsou pomérné restriktivni, nelze tedy ocekavat, Ze v konkrétnich situacich
budou obé splnény. To vedlo k tomu, Ze obecnou snahou bylo formulovat postacujici podminky
spiSe pro konkrétni typ uloh, pficemZ nejcastéji jsou diskutovidny podminky Taylorova typu
pracujici s ohranicenosti derivaci funkce, ktera je rozvijena do fady Adomianovych polynomi,
viz napft. [1,39]. Z tohoto rdmce se vymyka prace A. Abdelrazeca [2], kterd konvergenci metody
ukazuje pouze za predpokladu analyti¢nosti funkce, kterd je rozvijena do fady Adomianovych
polynomti (diikaz je zaloZen na Cauchyho—Kovalevské vété). Pfesnéji, v pfipadé rovnice

x'(1) = f(x(D),

kde nyni predpokldddme, Ze f je Cisté nelinedrni analytickd funkce, vede Adomianova metoda
na rekurzivni vyjadfeni pro x,; ve tvaru:

t
X1 (1) = / Ap(xo(7),x1(7),...,x5(7))d7, n=0,1,2,.... 2.7)
0
Konvergence Adomianovy metody je pak zarucena nasledujici vétou.

Véta 2.8. Nechf f : R — R je analytickad funkce definovand na (&9 —6,&0+9), 6 > 0 a nechf x,
Jje definovino vzorcem (2.7). Pak existuje & > 0 takové, Ze n-ty ¢dstecny soucet fady x = 3,2, X
konverguje na intervalu {—¢, &) stejnomérné k reseni x = x(t, &g) Volterrovy integralni rovnice

x(1) = £+ /0 F(x(r))dr.

O f4du konvergence hovorii nédsledujici véta, kterd je v préci [2] rovnéZ dokdzdna.

Véta 2.9. Za predpokladii vety 2.8 je rad konvergence exponencidlni ve smyslu, Ze existuje
Co takove, Ze

2C n+1
E, < Co(—g) , n>1
a

pro Ve < %, kde

N

aa,C > 0 spliuji
L+[f(¢0)] < C,

1 C

—|f® ‘ <—, Vk>1.

k!|f (x)|x:§0 — ak’ =
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Pozndmka 2.10. Zobecnéni pro dimenzi d > 2 je mozné, nicméné technicky zdlouhavé. Prace
[2] mimo jiné nabizi zajimavé porovndni metody Adomianova rozkladu s Picardovou metodou.
Jednim z hledisek je kontraktivni operator — zatimco Picardova metoda je s takovym operdtorem
spjata, Adomianova metoda nikoli. Co se tyce vySe zminéné konvergence, tak vzhledem k faktu,
7e ADM vyZaduje, aby f byla analytick4, coz je restriktivnéjsi neZ Lipschitzova podminka, kte-
rou vyzaduje metoda Picardova, miZeme ocekdvat, Ze metoda ADM bude konvergovat rychleji.
Toto tvrzeni je pak v praci demonstrovdno nékolika priklady.

Poznamenejme jesté, Ze na praci [2] ¢asteCné navazuje a jistym zptsobem ji rozsifuje ¢lanek

[3].

2 )<
N —ADM
™~ x(1)

1.5 F
X

1 -

05 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

t

Obrézek 2.1: Porovnani feSeni rovnice x’ = x — x* s pocéteni podminkou x(0) = 2 ziskané metodou

. ~e b4 o A e A4 z. t v 7z .
Adomianova rozkladu (ozn. ,,ADM, pouzito 6 Clentl) s pfesnym feSenim % tohoto pocatecniho
problému

V necelociselném piipadé€ jsou vysledky tykajici se konvergence ADM jesté sporadictejsi.
Pro linedrni rovnice je otdzka zodpovézena v ¢lanku [23], nicméné pro nelinedrni piipad se
situace zdd byt komplikované;jsi. Nabizi se otdzka, zda by Sel postup, ktery byl pouzit v Ab-
delrazecové prici [2], néjakym zplisobem snadno modifikovat pro piipad necelociselného fadu.
Nezda se vSak, Ze by odpovéd byla pozitivni. Za zminku jesté stoji ¢ldnek [28], ktery fesi konver-
genci a odhad ADM v piipadé Volterrovych rovnic. Pracuje vSak s pfedpokladem ohrani¢enosti
integrdlniho jadra k(¢,7), a diky tomu je aplikovatelny pouze pro rovnice s fddem derivace
a > 1.V pripad€ a € (0, 1) jadro integralni rovnice ohrani¢ené neni.

Obecné plati, Ze hlavni pirekdzkou aplikovani metody je vypocet Adomianovych polynomd,
nebof pocet clent v jednotlivych polynomech roste exponencidlné. Jak jiz bylo zminéno, existuje
sice nékolik modifikaci a vylepSeni zptisobu vypoctu, nicméné stile se jednd o naro¢ny krok.
Z tohoto ditvodu se obvykle bere 6—7 ¢lenti fady, coz ddva dostatecné dobrou aproximaci feSent,
ale pouze lokéln€. Pokud provadime vypocet feseni ODR na dlouhych intervalech, aproximace
feSeni ziskand ADM tak miZe byt dosti odliSnd od feSeni presného, coZ je demonstrovdno na

obrazku 2.1, kde je zndzornéno presné feseni logistické rovnice x’ = x — x2, které je porov-
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nano s pribliznym feSenim ziskanym metodou ADM. Jak miizeme vidét, v blizkosti poc¢atecni
podminky je ADM feSeni velmi blizké tomu pfesnému, ale zhruba od Casu ¢ = 0.3 se zacina
odchylovat a na konci zndzornéného intervalu, tj. v Case t = 0.7, uZ se s pfesnym feSenim zcela
rozchdzi. Z tohoto divodu nezbyva nic jiného, neZ na sebe feseni ,,navazovat®, tedy vypocet
vzdy provadét pouze na velmi malém intervalu a hodnotu na konci jednoho vypoctu pouZzit jako
pocéte¢ni podminku v dal$im useku.

2.4 Dalsi priklady pouziti Adomianova rozkladu

Adomianova dekompozi¢ni metoda je, jak jiZ bylo zminéno v tvodu, aplikovatelnd na Sirokou
skupinu problémt. V této podkapitole si proto pro predstavu ukdzeme alesponi nékteré z nich.

V podkapitole 2.1 jsme si ukdzali, jak 1ze pomoci ADM freSit pocatecni problém. Nyni
naznacime, jak postupovat v piipadé okrajového problému. V roli L uvaZzujme diferencidlni
operétor druhého F4du, proto L~! bude dvakrat opakovany neurdity integral. ProtoZze L™!Lx =
x — A — Bt, kde A a B jsou konstanty vypocitané z danych podminek, dostdvame

x=A+Bt+L g+ L 'Rx+ L"'Nx

(pri stejném znaceni jako v uvodni kapitole). Ddle jiZ postupujeme analogicky, tedy Nx =
Zf;o A,ax = ZZ":O Xp, pfiemZ xo = A+ Bt + Lt g. Reseni okrajového problému tedy miizeme
ziskat z rovnosti

[s¢]

an =Xx0+ L_lRixn +L7! iA”'
n=0 n=0

n=0
Dalsi skupinou problémd, které pomoci ADM lze fesit, jsou parcidlni diferencidlni rovnice.
Na néjakém obdélniku uvazujme rovnici ve tvaru

VZu(x,y) +k(x,y)u=0 (2.8)
s danymi okrajovymi podminkami. Rovnici (2.8) piepiSeme operatoroveé
Lyu+ Lyu — Ru =0,

2 2
kde L, = %, Ly,= aa—yQ a R = —k. Dostdvame tedy

Lyu =—-Lyu+ Ru,
Lyu = —Lyu + Ru,

Inverzni operaci k Ly, resp. Ly je nyni dvoji integrace vzhledem k x, resp. k y, coZ vede na

u=ciki(y)+cokr(y)x — L;lLyu + L;lRu,
u = c3k3(x) + caka(x)y — Ly Lyu+ L' Ru.

Konstanty cy, ..., c4 a funkce k1, ..., k4 ziskdme dosazenim okrajovych podminek.

Zavérem této kapitoly jest€¢ poznamenejme, Ze v piipadé diferencidlnich rovnic v roli L ne-
musi byt vZdy uvazovan operdtor nejvyssiho fadu. Demonstrujme to na pfipadu Van der Polovy
rovnice, kterou lze zapsat ve tvaru

X" +ax’ + Bx+y(xP) =g(1).

Lineérni operator je dan jako d?/dt +ad/dt + 8. Zpisobd, jak s timto operatorem nyn{ naloZit, je
nékolik. Prvni moZnosti je v roli L uvazovat cely linearni operétor, v takovém piipadé vSak nemusi
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byt tplné ptimocaré nalézt jeho inverzi. Dal$i moZnosti je pouZit pouze Cast linedrniho operatoru,
atobud L = d?/dt*, L = d*/dt* + ad/dt nebo L = d*/dt* + B. Volba L = d?/dt* je pouZzivina
nejéastéji, a to zejména kvili jednoduchym integracim. Pokud zvolime L = d?/dt?> + ad/dt
nebo L = d?/dt* + f3, 1ze ocekdvat o néco rychlejsi konvergenci, aviak za cenu sloZit&jsich
vypocti. Konkrétni volba L tedy vZdy zdleZi na dané situaci.
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3 Numerické reSeni necelocCiselnych obycejnych diferencial-
nich rovnic

N s

Resit ODRa numericky je komplikovangj$im tkolem, neZ je tomu pro jejich celo&iselny protéj-
Sek a necelociselné verze klasickych metod nejsou zdaleka tak dobfe prozkoumadny. Historicky
byly zaznamendny spiSe naivnéjSi pokusy, které napiiklad vyuZzivaly ndhradu necelociselné
derivace diferenci, pfipadné byla snaha aplikovat standardni celociselné metody na jejich nece-
lo¢iselné protéjsky. Vzhledem k nékterym specifickym rystim neceloc¢iselnych problémt je vSak
rozumnéj$i numerické metody navrhovat ,,na miru®.

Nejcastéji pouzivanou metodou pro feSeni ORDa je v soucasnosti prediktor-korektor metoda
kombinujici neceloc¢iselnou verzi lichobéZnikové a explicitni Eulerovy metody, viz napt. [27].

Ta vychézi z Volterrovy integrilni (vektorové) rovnice

o) =&+ o [ -0 farar G

Je zndmo, Ze spojitd vektorova funkce x je feSenim této rovnice pravé tehdy, kdyz je feSenim
pocéatecniho problému

Dz (1) = f(z(1)),
x(0) = &o.

Mezi celociselnymi a necelociselnymi diferencidlnimi operdtory existuje jeden velmi vy-
znamny rozdil — zatimco prvni zminéné jsou vZdy lokdlni, cozZ znamend, Ze k vypoctu ptisluSné
derivace funkce v daném bod¢ staci zndt hodnotu této funkce na libovolné malém okoli tohoto
bodu, v piipadé necelociselném je hodnota derivace v bodé ¢ zdvisld na vSech predchozich
hodnotach funkce na intervalu (0, ¢) (jinymi slovy, potfebujeme mit informaci o celé ,historii*
funkce). S tim souvisi zplisob, jakym se odvozuji vztahy uddvajici numerické feSeni. Zatimco
v celoéiselném piipade€ se postupuje tak, Ze se integruje soustava x’(¢) = f(ax(z)) pres interval
(tk, tk+1) a vznikly integrdl se pak nahradi lichobéZnikovou formuli, v pfipadé necelociselném
se integrdl na pravé stran¢ (3.1) nahradi sloZenou lichobéZnikovou formuli. Nahradime-li nyni
pfesnou hodnotu feSeni x(¢;) jeji aproximaci x; a provedou-li se ndsledné vhodné tpravy,
obdrzime necelociselnou analogii lichobéznikové metody tvaru

(3.2)

he e &
_ _ . : 3.3
et = €0+ Fro f @) + FoT ;a,,k+1f(w,> (33)
s koeficienty
K — (k — a)(k + 1)2, kdyz j =0,
ajpe1 =3 (k= j+2)2 4 (k- ) =2k —j+ 1)@, kdyz 1< j <k,
1, kdyZ j =k +1.

Podobné jako u klasické lichobéZnikové metody je nevyhodou implicitni povaha soustavy
(3.3), coz vybizi ke spojeni s vhodnou explicitni metodou, abychom dostali analogii prediktor-
korektor schématu. Soustavu (3.3) tedy pouZijeme jako korektor tj. do pravé strany dosadime
pfedbéZnou aproximaci hodnoty Ti+1, kterou oznacime a: . Z (3.3) se pak stane explicitni
vzorec, ktery hodnotu iL‘ el -Koriguje®, tj. mame:

it = &0 + ( )f<mk+1) Z)Zamlf(:c,) (3.4)
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Prediktor, jak se metoda pro ziskdni predbézné aproximace :I:f .1 hazyvé, se odvodi obdobnym
zptsobem jako soustava (3.3) pouze s jedinym rozdilem, totiZ Ze sloZend lichobéZnikova formule
je nahrazena slozenou obdélnikovou formuli s levym uzlovym bodem. Timto dostdvame analogii
explicitni Eulerovy metody ve tvaru

| &
wfﬂ =&+ m Z bjre1f(x), 3.5)
j=0

kde koeficienty b; x4 jsou tvaru

ik = (k1= ) = (k= ).

Obdrzeli jsme tak (zdkladni) neceloCiselnou prediktor-korektor metodu (PECE), v dal$im
ji budeme znacit PECEa pro zdiraznéni zdvislosti na zvoleném tadu. Vypocet probihd tim
zpusobem, Ze nejprve se podle (3.5) vypocita hodnota prediktoru wf 1> Poté se vyhodnoti vyraz
f( a:f .1)» ktery se ndsledné pouZije pro urCeni korektoru x . dle (3.4) a pak uZ jen zbyvd vycislit
f(xr+1) (pricemz hodnota je déle pouZita v ndsledujicim kroku).

S numerickym feSenim je uzce spjata otdzka konvergence dané metody, o které hovori
napiiklad nésledujici véta.

Véta 3.1. Nech? € C%({0,T)) je FeSenim pocdtecniho problému (3.2). Potom pro h > 0
dostatecné malé plati

O(h*)  kdyZa € (0,3),
max ||x(t;) — ;|| = ., |
0<j<N O(h) kdy? a € (5, 1).
Véta je disledkem véty 3.4 uvedené vcetné dikazu ve [27]. Tento vysledek je nicméné pro-
blematicky v tom, Ze nemdme jak ovéfit hladkost feSeni «. Ve stejném ¢lanku autofi predkladaji
hypotézu (zaloZenou na numerickych experimentech a dalSich vypoctech), kterd je vzhledem

Vv s

Hypotéza 3.2. Nechf @ € (0,1) a f € C*(K), kde K = (£) = 6,80+ 6) X --- X (€9 = 6,&) +6)
s & > 0. Pak pro kazdé € > 0 a h > 0 dostatecné malé je

max_||z(t;) — z;|| = O(h'*?).
Z‘jE({-: T
Existuje jesté¢ ponékud ,,slabsi* tvrzeni, nicméné stdle pracujici s pozadavkem na f misto
x, které se na rozdil od hypotézy 3.2 podafilo dokdzat:

Véta 3.3. Nechfa € (0,1) a f € C*(K), kde K md stejny vyznam jako v hypotéze 3.2. Pak pro
kaZdé € > 0 a h > 0 dostatecné malé plati

max_||z(t;) — ;|| = O(h'™).
tjee,T)

Dtikaz této véty lze najit ve [46]. Problematika konvergence je dile rozvedena v [60], kde se
rovnéz diskutuje téma stability této metody.

Zdatilou implementaci PECEa metody v MATLABu je kéd fdel2 R. Garrappy (viz [30]),
ve kterém se pii vypoctu diskrétni konvoluce, ta se vyskytuje v rovnostech (3.4) a (3.5), vyu-
Ziva rychlé Fourierovy transformace (FFT). To umozZiuje udrzovat vypocetni ndklady umérné
Nlog® N (kde N je pocet Easovych bodii, ve kterych je fedeni pocitdno) misto N2, jako je tomu
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v klasické implementaci. Poznamenejme jesté, Ze vySe uvedeny postup by bylo mozné zobecnit
ve smyslu riznych f4di v jednotlivych rovnicich soustavy (3.1). Toto roz§ifeni algoritmus fde12
sice neumoziiuje, pro potieby této prace je vSak dostacujici, nebof v naSich ivahach bude fad «
ve vSech rovnicich vZdy stejny.

Do dnesnich dnd je zndmo vice numerickych metod, za zminku stoji necelociselné verze
vicekrokovych metod (FLMM), které jsou vhodné pro feSeni tuhych problému. O téchto meto-
dach se lze docist vice naptiklad v [31,50]. Na zdvér této kapitoly jeSté podotknéme, Ze vyse
uvedené uvahy lze rozs$ifit i na pfipad neautonomnich rovnic.

Pozndamka 3.4. Nebude-li feceno jinak, veSkeré obrazky v ndsledujici kapitole budou generovany
pravé popsanou PECEa metodou.
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4 Chentv systém

Jak bylo zminéno v tvodu, snahou této prace je mimo jiné objasnit rozpor tykajici se roz-
dilného tfeSeni Chenova systému, ktery se v literatufe objevuje. NeZ se k tomu dostaneme,
uvedeme nejprve nékolik potfebnych pojmi tykajicich se dynamickych systém, chaosu, bifur-
kace a predstavime samotny Chentv systém. DalSi ¢ast této kapitoly se bude vénovat analyze
tohoto systému, a to jak celociselného, tak i necelociselného. Zminénd analyza bude podpoiena
numerickymi experimenty. Poté bude uvedena implementace metody Adomianova rozkladu na
Chentiv systém. V posledni Casti této kapitoly se budeme nejprve zabyvat porovnanim feSeni
necelociselného Chenova systému metodou Adomianova rozkladu a PECE metodou popsanou
v kapitole 3 a poté jiZ zminénym objasnénim rozporu. Na zavér uvedeme vycet nékolika rozdilt
mezi celoCiselnymi a necelo¢iselnymi diferencidlnimi rovnicemi a jejich soustavami.

Nékteré nelinedrni systémy i pies svou zdanlivou jednoduchost a skutecnost, Ze jsou od-
vozeny na zdklad¢ dobie pochopenych fyzikdlnich zakont, vykazuji komplikované chovani
(trajektorie nekonverguji ani k bodu rovnovahy, ani k periodické orbité, pfitom zlistavaji v ohra-
ni¢ené podmnoziné R¢). Pro takové chovéni se vZil termin deterministicky chaos. Toto oznacen{
naznacuje paradox, nebot spojuje dva pojmy bézné povaZované za neslucitelné — ndhodnost
(nebo nepredvidatelnost) a deterministicky pohyb. Jednim ze spole¢nych rysi takovych systémi
je velmi vysoky stupeni citlivosti na zmény v datech systému, coZ znamend, Ze mald zména
napi. v pocate¢nich podminkdch vede na velké rozdily stavi systému v pozd€jSim case (tzv.
efekt motylich kiidel). Prototyp takovych systémt byl piedstaven v roce 1963 v ¢lanku [49]
meteorologem E. Lorenzem. Jednalo se o zjednoduSeny model tepelné konvekce, nyni zndm

pod pojmem Lorenziv systém:

X1 (1) = o (xa2(2) = x1(2)),
x5 (1) = rxy(t) = x1(2)x3(t) = x2(2), 4.1)
x5(1) = x1()x2(1) = Bx3(1),

kde o je Prandtlovo ¢islo, r je proporciondlni k Rayleighovu Cislu a S je konstanta souvisejici
s geometrii tlohy. Tyto tfi konstanty jsou kladné, pri¢emz obvykle se uvazuje o = 10, 8 = 8/3
a r se méni. Pro r < 1 m4 systém pouze jeden bod rovnovahy, pro r > 1 se objevuji dalsi dva
(tzn. pfi r = 1 nastdvd bifurkace). Rovnice Lorenzova systému vypadaji opravdu jednoduse,
ve skute€nosti vSak vedou na velmi komplikovany dynamicky systém. Na obrazku 4.1 mizZeme
vidét fazovou trajektorii feseni pro o = 10, 8 = 8/3 a r = 28 (pivodni Lorenzovy hodnoty).
Obrézek naznacuje, jak vypadd limitni mnoZina, ke které je tato trajektorie pritahovana. Takové
limitni mnoZing se fikd podivny atraktor. Ten se obvykle vyznacuje fraktdlni strukturou a dalsi
jeho charakteristikou je to, Ze dva body na atraktoru, které jsou v jednu chvili ,,t€sné€ vedle sebe*,
mohou byt v pozdéj$im Case pomérné daleko od sebe. Jedine¢nost podivnych atraktori spociva
také v tom, Ze se (ve fazovém prostoru) nikdy neuzaviou — pohyb systému se nikdy neopakuje,
je neperiodicky. Pohyb, ktery popisujeme na téchto podivnych atraktorech, je to, ¢emu fikdme
chaotické chovani. Poznamenejme, Ze v literatuie neni jednotnd definice ani deterministického
chaosu, ani podivného atraktoru, néktefi autofi zdliraziiuji zminénou vysokou citlivost na poru-
chy v datech, jini zase topologické vlastnosti, atd. Vice podrobnosti tykajici se této problematiky
1ze nalézt naptiklad ve [25,59].

V dnesni dobé je zndmo pomérné mnoho systémi vykazujicich chaos. Jednim z nich je tzv.
Chentiv systém, poprvé predstaven G. Chenem a T. Uetou v ¢lanku [37]:

x1(1) = a(xa(r) — x1(1)),
x5 (1) = (¢ = a)x1(2) — x1()x3(2) + cxa(t), (4.2)
x5(1) = x1()xa2(1) = bxs (1),
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Obrazek 4.1: Numericky (PECE metodou) spocitana trajektorie feSeni celo¢iselného Lorenzova systému
s parametry o = 10, 8 = 8/3, r = 28 a poc¢ate¢ni podminkou x(0) = (5,7, 16) v (x1, x3)-roviné

kde a, b, c jsou redlné parametry, které se obvykle uvazuji kladné a spliiujici podminku
—-a—-b+c <0,

coz zaruci disipativitu? systému. Chenilv systém byl objeven tak, Ze k nechaotickému Lorenzové
systému se pridal fidici Clen za icelem destabilizace. Tomuto postupu se nékdy v literatufe fika
»anti-control approach® nebo ,,chaotifikace*. Tvar fidiciho ¢lenu miiZe napovédét Routhovo—
Hurwitzovo kritérium, obvykle totiz chaos ve tfidimenziondlnim spojitém systému nastane,
jsou-li v§echny body rovnovahy nestabilni (neni to ale nutnost).

Vidime, Ze rovnice Chenova systému vypadaji velmi podobné jako rovnice Lorenzova sys-
tému. V minulosti se dokonce vedla polemika, Ze samostatné studium Chenova systému neni
zajimavé, nebof na néj Ize (v jistém smyslu) pfenést veskeré vlastnosti systému Lorenzova (viz
¢lanky [7,36]). Dnes vime, Ze to neni tak jednoduché a dynamika obou systémi je rozdiln4.
Presnéji, existuje spojitd transformace stavovych proménnych (viz [44]), kterd Chendv systém
(4.2) prevede na Lorenziv systém (4.1). Nelze to vSak udé€lat pfi zachovani znaménka vSech
ti{ parametrti Lorenzova systému (pfipomenime, Ze ty maji konkrétni fyzikdlni vyznam), aniz
bychom zdrovenl nezménili tok casu. Tento fakt je hlavnim diivodem pro rozdilné dynamické
vlastnosti. Vice podrobnosti o rozdilech (a podobnostech) obou systémii 1ze nalézt v pfehledovém
¢lanku [45].

Poznamenejme jesté, Ze s tim, jak se v priibéhu let objevovaly dalsi chaotické systémy,
se prirozené objevila snaha o jisté roz¢lenéni (klasifikaci) téchto systému (viz napt. [19, 20]).
V rdmci tfidimenziondlnich systémi s kvadratickymi nelinearitami 1ze Chentiv (i Lorenziiv)
systém zatadit do rodiny tzv. zobecnéného Lorenzova systému (tato rodina je charakterizovdna

s X2z

uréitou podminkou na matici linedrni ¢asti systému).

3Disipativni systém mimo jiné znamend, Ze objem jakéhokoliv atraktoru musi byt nulovy. Tuto podminku
spliiuji body rovnovahy, periodické orbity (limitni cykly) a podivné atraktory.
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Obrézek 4.2: Numericky (PECE metodou) spocitand trajektorie feSeni celociselného Chenova systému
s parametry a = 35, b = 3, ¢ = 28 a po¢ate¢ni podminkou x(0) = (5,3, 11) v (x1, x3)-roviné

4.1 Zakladni bifurkacni analyza celociselného Chenova systému

NeZ piejdeme k samotné bifurkacni analyze Chenova systému, pfipomefime nejprve nékolik
zakladnich pojma z teorie nelinedrnich soustav.
Bod z¢ € R? se nazyva bod rovnovihy (stacionarni bod, bod ekvilibria) soustavy

' (1) = f(2(1)), (4.3)

pokud f(x¢) = 0. Bod rovnovéhy soustavy (4.3) se nazyva hyperbolicky, pokud vSechna vlastni
¢isla Jacobiovy matice D f(ax¢) maji nenulovou redlnou ¢ast.
DileZitym pojmem je tzv. ljapunovovska stabilita:

Definice 4.1 (Stabilita feseni). Rekneme, Ze feSeni « je stabilni (v Ljapunovové smyslu), pokud
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro vSechna ng splitujici ||ng — &o|| <  ar > 0 plati

ly() -zl < e,

kde x, resp. y je feSeni soustavy (4.3) s pocate¢ni podminkou &, resp. 19.
Pokud navic plati
llx(®) —y (@[ =0 pro 7 — co,

pak feSeni  nazveme asymptoticky stabilni.
Rekneme, Ze feSeni « je nestabilni, pokud neni stabilni.

JestliZe soustava (4.3) ma spojité diferencovatelné vektorové pole f, linearizacni véta iika, Ze
stabilita bodu rovnovédhy této nelinedrni soustavy je urcena stabilitou nulového bodu rovnovahy
linedrni soustavy

x' (1) = Ax(1), 4.4)
s A =D f(x°), ato za predpokladu, Ze je bod rovnovihy ¢ hyperbolicky.
V piipadé linearni soustavy (4.4) s vlastnimi Cisly A4, ..., 1, matice A plati, Ze bod rovno-

vihy z¢ je
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1. asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyZ vSechna vlastni ¢isla A; maji zdpornou redlnou
cast,

2. stabilni (nikoli asymptoticky), jestlize vSechna vlastn{ ¢isla maji nekladnou redlnou ¢ést,
existuje alespon jedno vlastni ¢islo s nulovou redlnou ¢asti a vSechna tato vlastni ¢isla maji
stejnou geometrickou a algebraickou nasobnost,

3. nestabilni, jestliZe alespoii jedno vlastni ¢islo matice A ma kladnou realnou ¢ast.

Vice podrobnosti 1ze najit naptiklad v [60]. Podle toho, jak se chovaji trajektorie feSeni v okoli
bodu rovnovahy, vzila se pro tento bod urcitd terminologie. V pfipadé tfidimenziondlnich soustav
ma piislusnd Jacobiova matice tfi vlastni ¢isla, pficemz jedno z nich je vzdy redlné a zbylad dvé
mohou byt bud rovnéz redlnd, nebo komplexné sdruzend. Hyperbolicky bod rovnovidhy pak
nazveme

a) uzel, jestlize vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd a maji stejnd znaménka; uzel je stabilni

s w7

(nestabilni), pokud vSechna vlastni ¢isla jsou zapornd (kladnd);

b) sedlo, jestliZze vSechna vlastni ¢isla jsou redlnd a alesponi jedno z nich je kladné a jedno
zéporné; sedlo je vZdy nestabilni;

¢) ohnisko-uzel, jestlize mé jedno redlné vlastni ¢islo a par komplexné sdruZenych vlast-
nich &isel, pricemz redlné ¢asti vSech vlastnich ¢isel maji stejné znaménko; takovy bod
rovnovahy je stabilni (nestabiln{), pokud je znaménko zdporné (kladné);

d) sedlo-ohnisko, jestlize mé jedno redlné vlastni ¢islo, jehoZ znaménko je opacné ke zna-
ménkim redlnych ¢asti paru komplexné€ sdruZenych vlastnich ¢isel; sedlo-ohnisko je vzdy
nestabilni.

Poznamka 4.2. Asymptoticky stabilni body rovnovédhy se nékdy také nazyvaji vylevky (ty tedy
obsahuji stabiln{ uzly a ohniska-uzly). Body rovnovahy, pro které ma ptisluSna Jacobiova matice
vSechna vlastni ¢isla s kladnou redlnou ¢asti, se nazyvaji zdroje (mezi né patii nestabilni uzly
a ohniska-uzly) a sedlem pak oznacujeme takové hyperbolické body rovnovahy, které maji

alespon jedno vlastni ¢islo s kladnou a jedno se zdpornou redlnou ¢asti. Bodiim rovnovéhy je
vénovana znacnd pozornost napfiklad v knize [43].

Ptistupme nyni k otdzce bifurkaci. Bifurkace nastdvd, kdyZ mald zména parametru, pfi-
padné parametrii, které se nazyvaji bifurkacni, vede k ndhlé kvalitativni nebo topologické zméné
v chovéni systému. Bifurkace lze rozd€lit na lokalni a globalni. Lokélni bifurkace se objevuje,
kdyZ zména parametru zplsobi zménu stability bodu rovnovahy. Globdélni bifurkace nastane,
pokud nékterd z ,,vétSich* invariantnich* mnoZin, napiiklad cyklus, koliduje s bodem rovno-
vahy, coZ zptisobuje zmény v topologii trajektorii ve fizovém prostoru, které nelze omezit na
malé okoli, jako je tomu v piipadé lokdlnich bifurkaci. Oba tyto typy bifurkaci lze pak dale
Clenit. Z hlediska nasledujici analyzy Chenova systému nds bude zajimat hlavné tzv. vidlickova
a Hopfova bifurkace (v obou pfipadech se jednd o bifurkaci lokdln{). Prvni zminén4 se obvykle
vyskytuje v systémech se symetrii> a nastavd, pokud systém prechédzi z jednoho bodu rovnovéihy
na tfi nebo naopak. Hopfova bifurkace pfedstavuje zménu stability bodu rovnovahy systému a je
doprovédzena vznikem, respektive zdnikem periodického feSeni. Obé tyto lokdlni bifurkace 1ze
ddle specifikovat. Zhruba feceno, pokud se jednd o jistou ,,destabilizaci* (,,stabilizaci‘), jedna
se o subkriticky (superkriticky) pripad. Pti vidlickové bifurkaci to odpovida tomu, Ze v situaci,
kdy existuje pouze jediny bod rovnovahy, je tento bod nestabilni (stabilni). Pfi Hopfové to zna-
mend, Ze bod rovnovahy generuje nestabilni (stabiln{) limitni cyklus (vice viz [55]). Limitnim
cyklem nazyvame izolovanou uzavienou trajektorii pfedstavujici periodické feSeni. Oznacenim

4Mnozina § C R se nazyvd invariantni mnoZinou pocite¢niho problému (2.1)—~(2.2), jestlize pro viechna
&o € S apro vSechna ¢ > 0 feSeni spliiuje x(7) € S.

5Symetrickym systémem rozumime takovy systém, ktery je invariantni vzhledem k transformaci (napf. v ptipadé
Chenova i Lorenzova systému se jednd o symetrii danou transformaci (xy,x2,x3) — (=x1, —x2,x3)).
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izolovand zde rozumime to, Ze ,,blizké* trajektorie nejsou uzavieny a spirdlovit€¢ sméfuji od
nebo k limitnimu cyklu. JestliZze se vSechny blizké trajektorie k tomuto limitnimu cyklu bliZi,
pak jde o cyklus stabilni neboli pritahujici. V opacném piipad€ se jednd o cyklus nestabilni nebo
také odpuzujici, viz [59].

Nyni jiz midZeme obritit pozornost k systému (4.2). Nenf t€Zké spocitat, Ze za podminky
¢ < a/2 ma Chentv systém jediny bod rovnovahy Sy = (0,0, 0). Dosadime-li tento bod do
Jacobiho matice

—a a 0
Df(xl’-x29~x3) =|c—a—Xx3 c —X1 |,
X2 X1 -b

zjistime, Ze za splnéni podminek a > 0, b > 0, a — 2¢ > 0 maji vSechna pfislus$nd vlastni ¢isla
zaporné redlné Casti, a tedy tento bod rovnovahy je asymptoticky stabilni. Jestlize a > a*, pak

pocatek Sy je ohnisko-uzel, kde a* = @ je hodnota, pfi které se méni typ bodu rovnovahy

z uzlu na ohnisko-uzel. Pfi hodnoté a, = 2¢ nastdva vidlickova bifurkace® — v pripadé, Ze plati
nerovnost ¢ > a/2, dostdvame kromé trividlniho bodu rovnovahy Sy jesté dalsi dva netrividlni
body rovnovihy

S_= (—\/b(Zc —a), —\/b(2c —-a),2c—a) a S,;= (\/b(2c —a), \/b(2c —a),2c —a).
Bod Sy je sedlovym bodem, tedy je nestabilni. Body S_ a S, jsou za splnéni nerovnosti
(a+b—-c)c—2a(2c—a) >0

asymptoticky stabilni, konkrétn€ se jedna o typ ohnisko-uzel.
Skute¢né, dosazenim bodt S_ a S, do Jacobiho matice dostaneme charakteristickou rovnici
det(AI — D f(S+)) =0 ve tvaru

F) =2+ (a+b-c)A®+bcA+2ab(2c —a) =0. (4.5)

Ziejmé, oba body rovnovahy S. maji stejnou stabilitu. Dle Routhova—Hurwitzova kritéria stabi-
lity jsou redlné Casti vSech kofenl A zdporné pravé tehdy, kdyz

a+b—-c>0, 2ab(2c—a)>0 a (a+b-c)c—2a(2c—a)>0.

Vzhledem k tomu, Ze bod Sy nemd komplexné sdruZeny par ryze imaginérnich vlastnich ¢isel,
Hopfova bifurkace se miize objevit pouze v bodech S... Diky symetrii bodu staci vySetfit pouze
stabilitu bodu S,. Predpoklddejme nyni, Ze charakteristickd rovnice (4.5) md ryze imaginarni
kofen A = iw, w € R*. Jeho dosazenim do rovnice obdrZime

—wYi—(a+b - )W +bewi +2ab(2¢ — a) = 0.
Dostdvame tedy
2ab(2¢ —a) — (a+b - c)w* =0, bc — w? =0, (4.6)
a dosadime-li druhou z rovnic ve (4.6) do prvni, ziskdvame vztah
2a®> = 3ca+bc —c* = 0.
Uvazujeme-li parametr a jako bifurkacni, pak Hopfova bifurkace nastdva pro hodnotu

3c + V17¢2 — 8bc
4 b

ap =
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Obrézek 4.3: Bifurka¢ni diagram vzhledem k a v (a, x3'**)-rovin€ pro celoCiselny Chenliv systém (4.2)
s parametry b = 3, ¢ = 28
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Obrézek 4.4: Bifurkacni diagram vzhledem k b v (b, x3'**)-rovin€ pro celoCiselny Chenliv systém (4.2)
s parametry a = 35, ¢ = 28
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Obrézek 4.5: Bifurkacni diagram vzhledem k ¢ v (¢, x5™)-rovin€ pro celo¢iselny Chendv systém (4.2)
s parametry a = 35, b =3

je-li splnéna podminka 0 < b < %c.

V pripadé€, Ze bifurkacnim parametrem je parametr b, pak Hopfova bifurkace nastava pfi
hodnoté
c® +3ac - 2a®
c

by =

za predpokladu splnéni podminky ¢ > WT_M (pro 5 <c¢ < WT_M je b <0).
Jako posledni zbyva uvaZzovat za bifurkacni parametr ¢, v tom piipad¢ pak ziskdvdme vztah

_ (b-3a) +V17a2 - 6ab + b2
- . ,

Ch 4.7)

Pokud hodnota parametru a, resp. b klesne pod aj, resp. by, pak se stabilni body S_, S,
méni na nestabilni sedla (konkrétnéji sedla-ohniska), kolem kterych se vytvori dva nestabilni
limitni cykly. Pro parametr ¢ je tomu opacné, tedy body rovnovahy se ,,destabilizuji*, jestlize
¢ vzroste nad hodnotu cy,.

Podrobnéjsi analyzu celoCiselného Chenova systému lze nalézt naptiklad v ¢lancich [35,
48,52, 63]. Pro ilustraci uvedme jesté nékolik bifurka¢nich diagrami podporujicich teoretické
poznatky uvedené vySe. Bifurkacni diagram je uZiteCnym grafickym néstrojem, ktery umoZziiuje
poodkryt dynamické chovani systému v zdvislosti na zvoleném bifurka¢nim parametru (parame-
trech) systému. Postupuje se tak, Ze zvolime rozsah uvazovaného parametru a provedeme néjaké
(zpravidla rovnomérné) déleni tohoto intervalu s dostate¢né malym krokem. Nésledné v kaz-
dém kroku fesime systém (v dostate¢né dlouhém casovém intervalu) a vykreslime néjakou jeho
charakteristickou vlastnost oproti aktudlni hodnoté bifurka¢niho parametru, napf. vykreslime
nekolik poslednich lokdlnich maxim (nebo minim) nékteré stavové proménné. Tyto extrémy se
projevi jinak pro stabilni bod rovnovéhy, jinak pro chaos a jinak pro stabilni periodicka feSeni.

SMuizeme si povSimnout, Ze v tomto piipadé vidlickova bifurkace nezéleZi na hodnoté parametru b.
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(a) a = 68, T = 10, pocdteéni podminka x(0) = (b)a=55T=10
(3,-4,6)

-15 -10 -5 0

X1 5 10 15

(¢) a = 46, T = 50, polateCni podminka x(0) =
(=2.11,-2.52,4.53) (zobrazena je pouze ustdlend ¢ast tra-
jektorie)

Obrazek 4.6: Fazové portréty celociselného Chenova systému (4.2) s parametry b = 3, ¢ = 28 a rlznymi
hodnotami parametru a

Z diagramu tedy pak lze (alesponi pfiblizné) vycist body, ve kterych nastdvaji bifurkace. Zda-
raznéme vsak, Ze k interpretaci vysledki bychom méli pristupovat opatrné€, protoze feSeni je
zpravidla ziskano néjakou pfibliznou metodu a nelze vyloucit, Ze v nékterych (kritickych) situ-
acich nedochdzi k faleSné predikci, tj. kdyZ pribliznd metoda nereflektuje kvalitativni chovéni
skute¢ného reseni.

Na obrazku 4.3 vidime bifurkacni diagram vici parametru a Chenova systému (4.2), kde
vykreslujeme nékolik poslednich lokdlnich maxim stavové proménné x3 (feSeni je pocitdno
numericky PECE metodou) oproti tomuto bifurkacnimu parametru. Budeme-li se na diagram
divat zleva, prvni pasmo (piiblizné do hodnoty a = 35) odpovid4 stabilnimu limitnimu cyklu,
pfi¢emz lze pozorovat postupné zdvojovani period (tzv. period-doubling bifurcation), které vede
az ke vzniku chaosu. Ten pak pokracuje pfes vétSinu diagramu, pfi¢emZ obcas je ,,proloZen*
stabilnim cyklem (napfiklad pro a pfiblizn€ mezi hodnotou 42.5 a 43.5), podivny atraktor se také
postupné zmensuje. Posledni pdsmo (zacinajici za hodnotou a;, ~ 49.1247) odpovidd stabilnimu
bodu rovnovahy S, resp. S_. Podobné scéndre lze vycist i z bifurka¢nich diagrami vzhledem
ke zbylym parametrim b a c, viz obrazky 4.4 a 4.5. Vypis rutiny pro vykresleni bifurka¢niho
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diagramu vzhledem k parametru ¢ (pro zbylé parametry vypada skript obdobn¢) lze nalézt
v apendixu.
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(c) Tteti slozka feSent, tj. vykresleni v (¢, x3)-rovingé

Obrézek 4.7: Porovnani jednotlivych sloZek feSeni celoCiselného Chenova systému (4.2) s parametry

a = 35, b =3, ¢ = 28 a pocatecni podminkou x(0) = (-3.5,-2.5,8) ziskané metodou Adomianova
rozkladu (ozn. ,,ADM*, pouZito 6 ¢lentl) a pomoci PECE

Na obrazku 4.6 mizeme vidét fizové portréty systému (4.2) pro b = 3, ¢ = 28 ariizné hodnoty
parametru a. Vypis rutiny pro vykresleni faizovych portréti (s jednou pocate¢ni podminkou) 1ze
nalézt také v apendixu. Situace, kdy existuje pouze jediny bod rovnovéhy, je vykreslena na
obrazku (a). Vidlickova bifurkace nastdvd pro dané hodnoty b a c¢ pfi a* = 56. Pro mensi
hodnoty parametru a ma Chenlv systém tfi body rovnovdhy a Hopfovu bifurkaci ziskdme pro
a < ap =~ 49.12. Pro a = 55 tedy jiZ nastala vidlickova bifurkace, ale jeSté nenastala bifurkace
Hopfova, coZ potvrzuje obrazek (b), kde si Ize povSimnout dvou stabilnich ohnisek a nestabilniho
pocatku (prestoze pocatecni podminky jsou brany v blizkosti tohoto bodu rovnovahy, vidime,
Ze trajektorie od néj sméfuji pry¢). Na obrdzku (c) miZeme pozorovat trajektorii, kterd je
pritahovdna stabilnim limitnim cyklem. Pro vétsi prehlednost je vykreslena pouze jeji ustidlend
¢ast. Poznamenejme jesté, Ze kdyZ se zabyvame bifurka¢nimi parametry b a c, fdzové portréty
vypadaji obdobné.

Na obrdzcich 4.7 a 4.8 miZeme vidét srovndni feSeni ziskanych dvéma riiznymi metodami.
Prvni z nich je metoda Adomianova rozkladu s vyuzitim ,,navazovani* feSeni, coZz, jak bylo
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Obrazek 4.8: Porovnani jednotlivych sloZek feSeni celo¢iselného Chenova systému (4.2) s parametry

a =50, b = 3, ¢ = 28 a pocate¢ni podminkou x(0) = (-3.5,-2.5,8) ziskané metodou Adomianova
rozkladu (ozn. ,,ADM*, pouZito 6 ¢lentl) a pomoci PECE

zminéno v podkapitole 2.3, znamen4, Ze vypocet probihd vZdy pouze na velmi malém intervalu
a koncové hodnota se pouZzije jako pocate¢ni podminka v dalSim casovém useku. Pro kazdy
takovy vypocet je v obou vyobrazenych piipadech pouZito 6 ¢lenit Adomianova rozvoje — tento
pocet Cleni se obvykle poklddd za dostacujici. Druhou z pouZitych metod je PECE metoda,
kterd byla podrobnéji rozebrdna v kapitole 3. MlZeme tedy vidét, Ze pfi zvoleni dostatecné
pfesnosti (zde & = 107*) jsou feSeni (alespoii opticky) identickd. Poznamenejme jests, Ze
prvni ze zminénych obrdzkd odpovida situaci, kdy nastal chaos, druhy odpovida situaci mezi
jednotlivymi bifurkacemi (tedy dva stabilni a jeden nestabilni bod rovnovahy).

Pfi fixaci pouze jednoho parametru lze také obdrzZet bifurka¢ni kiivky, tedy naptiklad pti
fixaci parametru ¢ dostavame bifurkacni kiivku v (a, b)-roving, analogicky pro zbylé parametry.
Tyto kiivky jsou zndzornény na obrazku 4.9. Tmavsi oblast vZdy odpovida situaci, kdy jsou

body rovnovadhy S, a S_ nestabilni. V pfipadé€, Ze nezafixujeme Zadny z parametrl, obdrZime
bifurka¢ni plochu, kterou miiZeme pozorovat na obrdzku 4.10.
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Obrazek 4.9: Bifurkacni kiivky celo¢iselného Chenova systému (4.2) pfi fixaci jednotlivych parametri

4.2 Zakladni bifurkacni analyza neceloc¢iselného Chenova systému

Podivejme se nyni na to, jakd je situace v neceloc¢iselném piipadé. Pro @ € (0, 1) jsou zachovany
soufadnice vSech bodl rovnovdhy a stejné tak i podminky pro jejich vyskyt. Lisi se vSak
podminky stability — obecné plati, Ze oblast stability bodu rovnovidhy necelociselné soustavy
ODR se zvétSuje s tim, jak se fad derivace a bliZi k nule.

Podobné jako v celociselném piipad¢€ 1ze ukdzat, Ze stabilita bodu rovnovéahy soustavy

D (1) = f (x(1)) (4.8)
je urcena stabilitou nulového feseni linedrni soustavy
D (t) = Az (1), (4.9)

kde A = D f(x°). Hovoii o tom tzv. lineariza¢ni véta, kterd je uvedena niZe.
V pripadé linearni soustavy Ize opét stabilitu bodu rovnovdhy posuzovat za pomoci vlastnich
Cisel matice A:
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Obrazek 4.10: Bifurkacni plocha pro celociselny Chendv systém (4.2)

Véta 4.3. Uvazujme linedrni soustavu (4.9), kde A ma vlastni ¢isla Ay, . .., 4. Pak pocdtek je
1. asymptoticky stabilni pravé tehdy, kdyZ vSechna viastni cisla A;, kdei = 1,2, ..., d, spliuji
|arg(4:)| > an/2,
2. stabilni (nikoli asymptoticky) prave tehdy, kdyZ viastni cisla splriuji | arg(4;)| > an/2,
existuje A; takové, Ze | arg(A;)| = an/2, a pro vsechna takova vlastni cisla s | arg(A;)| =
an /2 plati, Ze jejich algebraickd nasobnost je rovna geometrické.

Diikaz je uveden naptiklad v knize [26] a je zaloZen na znalosti asymptotiky Mittag-
Lefflerovych funkci. Ty hraji dileZitou roli pfi feSeni necelo¢iselnych rovnic.

Pozndamka 4.4. MnoZina vymezend podminkou pfedchozi véty (4.3) se nazyvd Matignoniv

NP 7 ¥z

sektor, viz obrazek 4.11 (stabilni oblast odpovida tmavsi ¢asti). Prvni ¢4st véty 4.3 tedy fik4, ze

pocatek je asymptoticky stabilnim bodem rovnovéhy pravé tehdy, kdyZ vSechna vlastni ¢isla lezi
uvniti tohoto sektoru.

Lineariza¢ni véta pro bod rovnovédhy soustavy (4.8) pak zni nasledovné:

Véta 4.5 (Linearizacni véta pro soustavu diferencidlnich rovnic necelo¢iselného fadu s Capu-
tovou derivaci). Necht x¢ je bodem rovnovdhy soustavy (4.8) a f je spojité diferencovatelné
vektorové pole. Pak
a) x° je asymptoticky stabilni, jestliZe vSechna viastni cisla A; Jacobiovy matice D f(x°)
spliuji | arg(A;)| > an/2 (1. leZi v Matignonové sektoru);
b) x¢ je nestabilni, jestlize existuje vlastni cislo A; takové, Ze | arg(A;)| < an/2.

Diikaz této véty mliZe Ctendf najit napiiklad v [16,17]. Véta je v uvedenych ¢ldncich uvedena
v trochu jiném tvaru a za nepatrné slabsich pfedpokladd. VSimnéme si také, Ze véta nepostihuje
ptipad | arg(4;)| = an/2. Jedna se o analogii nehyperbolického bodu z celoc¢iselného piipadu.

Co se tyce bodid rovnovahy, tak jejich specifikace neni v neceloc¢iselném piipadé nijak zvIast
ustdlena. Za prvotni pokus 1ze povaZzovat ¢lanek [11]. V dalSim budeme body rovnovédhy nazyvat
intuitivné (podle chovéni trajektorie v okoli tohoto bodu). RovnéZ pojem Hopfovy bifurkace je
zaveden mirné odli$né, viz nasledujici odstavec.
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Obrézek 4.11: Oblast stability bodu rovnovdhy ODRea v komplexni roving, tzv. Matignondv sektor

Uvazujme soustavu diferencidlnich rovnic

Drx(1) = fu(x(1)), (4.10)

spolecné s bifurkanim parametrem u € R a a € (0, 1). Necht xj, je bodem rovnovahy (4.10)
a nechft
Do (1) = A, x(1),

kde A, = D f(x}). Pfedpoklddejme, Ze matice A, md takova vlastni Cisla 4 (), A2(u), - - -,
Aq(p), Ze existuje alespori jeden par komplexné sdruZenych vlastnich ¢isel —ozna¢me je napiiklad
A12(p). Rekneme, Ze pro soustavu (4.10) nastdvd necelociselnd Hopfova bifurkace, jestlize
existuje hodnota u = uj, takova, Ze jsou splnény nasledujici podminky:

1. |arg(A12(un))| = an/2,

2. plati bud'| arg(4;(up))| < an/2, nebo | arg(A;(up))| > an/2 (i =3,4,...,d),

3. glarg (A () lu=pe, 20 (j = 1,2),
Prvni dv€ podminky se nékdy oznacuji jako podminky singularity, tieti jako podminka transver-
zality (vice viz Clanek [24]). Strucné feceno tedy Hopfova bifurkace v neceloCiselném piipadé
nastava, kdyz par komplexné sdruZenych ¢isel prechazi nenulovou rychlosti hranici Matignonova
sektoru, a tedy bod rovnovahy ztraci (nebo nabyva) stabilitu. Podminka transverzality zarucuje,
Ze vlastni ¢islo hranici Matignonova sektoru skutecné piejde, nemtiZze se tedy stit, Ze by se
po dosaZeni této hranice ,,vratilo zpét*“. Na rozdil od celociselného pfipadu takova bifurkace
neni doprovédzena vznikem limitniho cyklu, coz je disledkem faktu, Ze necelo¢iselné soustavy
s Caputovou derivaci (pokud v definici Caputovy derivace nepripustime 79 = —oo) nemohou
mit periodicka feSent, tj. trajektorii nemiZe byt uzaviena kiivka (vice o tomto tématu lze nalézt
napf. v ¢lancich [41,61]). Vice podrobnosti o necelociselné Hopfové bifurkaci pro a € (0, 1)
Ize nalézt napiiklad v ¢lanku [24].

Vénujme se nyni neceloc¢iselnému Chenovu systému:

Dx: (1) = a(xa(t) — x1(1)),
D> (1) = (c — a)x1(t) — x1(£)x3(t) + cxo (1), (4.11)
Dx3(1) = x1(H)x2(1) — bx3(1).
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Obrazek 4.12: Stabilni a nestabilni oblast bodt rovnovahy S. necelociselného Chenova systému (4.11)
rozdélena bifurkacni kiivkou v (¢, @)-roviné

Jeho chovani budeme v tomto piipadé zkoumat s ohledem na bifurkacni parametr ¢ a fad
necelocCiselné derivace a. JestliZze a/2 < ¢ < cp, kde ¢, je dano vztahem (4.7), pak body
rovnovdhy S, a S_ jsou (lokdln€) asymptoticky stabilni pro libovolné 0 < o < 1 (viz [22]).
Stabilita v tomto pfipadé pokracuje i za touto hodnotou, S, a S_ vSak budou na rozdil od
celociselného pripadu asymptoticky stabilni i po pirekro¢eni hodnoty cj, dokud se vlastni ¢isla
prislusné Jacobiho matice nedostanou na hranici Matignonova sektoru, coz nastane pro hodnotu
Cq, kterd je popsdna niZe. Pro jednoduchost se v dalSim omezime na piipad, kdy a = 35,
b = 3 (tedy nejobvyklejsi parametry pouzZivané v Chenové systému), pro néz c;, odpovida
hodnoté c; = =51+ V5051 = 20.0704. Bifurkacni analyza opét spo¢iva ve zkoumdni polynomu
(4.5). Situace je zde vSak o néco obtiZnéjsi, jelikoZ nds nyni zajimd lokalizace kofent tohoto
polynomu viici hranici Matignonova sektoru a nikoliv vii¢i imagindrni ose. Jinak feceno, klasické
Routhovo-Hurwitzovo kritérium je pouze postacujici podminkou pro asymptotickou stabilitu
bodu rovnovahy, nikoliv nutnou. Podminky Routhova—Hurwitzova typu pro tfidimenziondlni
neceloCiselny pripad byly odvozeny v ¢lanku [21]. Na zdklad€ téchto podminek 1ze problém
Hopfovy bifurkace pfevést na zkoumani polynomu

Py(c;a, b, ky) = pa(a,b; /’ca)c4 + p3(a, b; k(,)c3 + pa(a, b; koz)c2 +pi(a,b;ky)c

(4.12)
+ pola, b; ky),

kde ko, = cos’(an/2) a

pala, b; ky) =16k,a + b,

p3(a, b ky) = — 56kqa® — (64k2 + 64k, — 6)ab — (4kq +2)b,

pa(a, b ky) =12kqa’ — (1024k> — 864k + 48k, — 5)a’b + (64k> + 64k, — 6)ab? + b°,

pi(a, b ky) = — 40kya* + (1024k> — 800k + 88k, — 12)a’b — (32k> + 80k, — 4)a’b?
— 16kqab?,
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Obréazek 4.13: Bifurkacni kfivky Chenova necelo¢iselného systému (4.11) v (¢, @)-roving€ pro b = 3
aa € {5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40}

pola, b; ky) =8kqa® — (256k3 — 192k2 + 24k, — 4)a’*b + 24kya®b* + 8kya’b’.

Jesté nez uvedeme samotnou vétu hovorici o tom, pro jaké hodnoty parametru ¢ jsou body
rovnovahy S asymptoticky stabilni, poznamenejme dvé uzite¢né vlastnosti tykajici se polynomu
(4.12):

e Polynom Py ( -; 35,3, k,) ma jediny redlny kofen na mnoZziné (a/2, ) — {cp}.

* Nechf @ € (0, 1), ¢ > 35/2. Pak charakteristicky polynom

A3+ (38 = ¢)A% + 3¢ + 420¢ — 7350,

ktery je spjat s netrividlnimi body rovnovahy S, systému (4.11), ma par komplexné
sdruzenych kofenti A, spliujici rovnost |arg(d;2)| = an/2 pravé tehdy, kdyz ¢ = c,,
kde ¢, € (cp, 00) je jediny kotfen polynomu Py ( - ;35,3, k).

Vzhledem ke spojité zdvislosti polynomidlnich kofenti na svych koeficientech urcuje kotfen
¢, Hopfovu bifurka¢ni kfivku v pésu (35/2, c0) x (0, 1) nachdzejicim se v (c, @)-roviné. Tato
bifurkacéni kiivka rozdéluje tento pas na dvé oblasti, stabilni a nestabilni, s ohledem na konkrétni
hodnoty ¢ a @. Neni téZké ovérit, Ze stabilni ¢ast je situovdna pod touto kiivkou, viz obrazek
4.12. Nyni tedy jiz miZeme uvést vétu, jejiz dlikaz je uveden ve [22]:

Véta 4.6. Necht « € (0,1), a = 35, b = 3, ¢ > 35/2 a necht ¢, € (cp, ) je korenem
Py (-;35,3,k,) (z pfedchoziho jiZ vime, Ze tento korven je jediny).

1. Jestlize ¢ < cq, pak body rovnovdhy S. jsou asymptoticky stabilni.

2. Jestlize ¢ > cq, pak body rovnovdhy S jsou nestabilni.

Pozndmka 4.7. Obdobny popis necelociselné Hopfovy bifurkace v (¢, @)-roving Ize ziskat i pro
dalsi hodnoty a, b. Vezmeme-li v ivahu b = 3 a a postupné rovno hodnotdm 5, 10, 15, 20,
25, 30, 35, 40, dostaneme analogicky vysledek k vété 4.6. Odpovidajici bifurkacni kfivky jsou
znazornény na obrazku 4.13. Autofi ¢lanku [22] navic uvddéji hypotézu, Ze toto rozsiteni je
mozné pro vSechny kladné redlné hodnoty a, b (hlavni obtiZ spocivd v ovéfeni, Ze polynom
Py(-;a,b, k,) ma skute¢né jediny redlny kofen v (cj, o) pro libovolné hodnoty a, b a a).
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Obrézek 4.14: Bifurkacni diagram vzhledem k ¢ v (¢, x3™*)-rovin€ pro necelociselny Chentiv systém
(4.11) s parametry a =40, b =3 aa =0.8

Necelociselné bifurkacni diagramy, které jsou vzhledem k parametrim ¢ a a vykresleny
na obrdzcich 4.14 a 4.15, lze interpretovat podobné jako ty celociselné, je vSak potieba si
uvédomit, Ze pdsmo naznacujici limitni cykly ve skuteCnosti limitni cykly nepfedstavuje, jak
bude vysvétleno pozdéji.

Na obrdzku 4.16 jsou vyobrazeny fazové portréty pro pevné hodnoty a = 35, b = 3 a rlizna
¢ a a. Na prvnim obrazku (a) je znazornéna situace, kdy ¢ < a/2 atedy pro libovolné a € (0, 1)
md Chenliv neceloc¢iselny systém pouze jeden bod rovnovdhy, ktery je asymptoticky stabilni.
Kvalitativni chovani trajektorie je podobné jako v celociselném ptipad€ 4.6(a) (pribliZit se
dostatecné blizko bodu rovnovahy nyni vyZaduje delsi ¢as). Pro vykresleni zbylych dvou obrazkt
byla zvolena hodnota ¢ = 28. Stabilni bod rovnovahy S (ten se chovd jako ohnisko-uzel) mizeme
pozorovat na obrdzku (b), kde hodnota @ = 0.78. Naopak nestabilni body rovnovihy a vznikly
chaos mizeme vidét na obrazku (c), pro ktery @ = 0.85. Jak si miiZeme vSimnout, stabilita bodt
rovnovahy je v souladu s obrdzkem 4.12. Dalsi zajimava situace je vyobrazena na obrdazku 4.17,
ktery zachycuje trajektorie pro parametry a = 30, b = 3, ¢ = 28 a @ = 0.87 — pfi pohledu
na obrézek (a) se miiZe zdat, Ze se jednd o ,,uzky‘ atraktor, nicméné pokud vykreslime pouze
,konec* trajektorie, viz obrdzek (b), je patrné, Ze limitni mnoZinou je uzaviend kiivka. Ta
vsak neni feSenim. Ve skuteCnosti jde o tzv. S-asymptoticky 7T-periodické feSeni, o kterém se
vice zminime pozdé&ji. Obrazek 4.18 pak ilustruje situaci, kdy jsou vSechny tfi body rovnovéihy

17¢¢

nestabilni, pfi¢emz systém piestdva byt ohranieny (trajektorie ,,utikaji‘ do nekonec¢na).

4.3 Implementace ADM

Podivejme se nyni na to, jak se metoda Adomianova rozkladu aplikuje konkrétné na Chentliv
necelociselny systém (4.11). V souladu se znacenim uvedenym v podkapitole 2.1 1ze Chentv
systém zapsat ndsledujicim zptisobem:

Lx = Rx + Nz, (4.13)
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Obrézek 4.15: Bifurkacni diagram vzhledem k @ v (@, x3**)-rovin€ pro necelociselny Chentv systém
(4.11) s parametry a = 35, b =3 ac =28

kde
Lx; Dex, Rxq ax, — axy Nx 0
Lxy | =| D%, |, Rxy|=|(c—a)x; +cxy |, Nxy | = —x1x3
L)C3 CDa.X3 R)C3 —bX3 NX3 X1X2

Tedy vidime, Ze roli linedrniho invertibilniho operatoru zde hraje Caputtiv diferencidlni ope-
rator fddu «. Aplikujeme-li na (4.13) Riemanntiv—Liouvilletiv necelociselny integralni operator
1% predstavujici inverzi L', dostdvdme

r=&+I["Re+1°Nx.

Jak bylo uvedeno ve druhé kapitole, ¢leny © a Nz vyjadiime ve formé nekonecnych fad.

V ptipadé kvadratickych nelinearit, které se v pfipadé Chenova systému objevuji, neni potieba

pocitat sloZit€¢ Adomianovy polynomy. Sta¢i dosadit fady pro jednotlivé sloZky a roznésobit.

Timto zplisobem dostdvame nésledujici vztah pro slozky feseni:

A L2 e ool
T(a+1) ‘T'Ra+1) IT(a+1) ’

Xj(l)209+ j:19253a

kde koeficienty c(J). jsou urceny jako

) =x1(0) = &,
0 _ _ 0

e =x3(0) = &,
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(¢) ¢ =28, @ = 0.85, T = 50, pocatecni podminka x(0) =
(7,7,23)

Obrédzek 4.16: Fazové portréty necelo¢iselného Chenova systému (4.11) s parametry a = 35, b = 3
a riiznymi hodnotami parametrti ¢ a &

a cj. proi =1,2,... jsou didny vztahy

c’i = a(cé_1 — c’i_l),
i-1

_ g . e r'@-na+1)
; i-1 i—1 m i—1-m
= — + - ’
ch=(c—a)| " +ccy mE:()CI C3 T(ma+ DG -1 -m)a+1)
i—1 ;
_ . L I'Gi-ha+1l)
i _ _b i-1 " m i—1-m .
¢3=—bcy m:ocl 2 T(ma+ DI((i—1-mya+1)

Poznamka 4.8. Volbou @ = 1 dostdvame celociselnou verzi Chenova systému (4.2), hodnoty
Gama funkci prejdou na faktoridly.

V souladu se sekci o konvergenci ADM nelze vzhledem k polynomidlni povaze ptiblizného
reSeni ocekdvat konvergenci na delSim ¢asovém intervalu. Nabizi se tedy opét mySlenka navdzani
feSeni, zda je vSak tato tivaha sprdvnd, bude zodpovézeno v nésledujici podkapitole. Vypis rutiny,
kterd slouZzi k vypoctu Chenova systému Adomianovym rozkladem ,,navazovanim* a je zaloZena
na vySe zminénych vztazich, 1ze nalézt v apendixu.
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(b) Vykresleni pouze ,,ustdleného konce* trajektorie

Obrazek 4.17: Fazové portréty necelociselného Chenova systému (4.11) s parametry a = 30, b = 3,
¢ =28 aa = 0.87, poéate¢ni podminka x(0) = (30, 30, 30)

4.4 Porovnani ireSeni metodou PECE a ADM pro necelociselny pripad

V podkapitole 4.1 jsme mohli vidét, Ze af uz provedeme vypocet feSeni celoc¢iselného Chenova
systému metodou Adomianova rozkladu nebo metodou PECE, vysledek je vizudlné stejny (viz
obrazky 4.7 a 4.8). Prirozené se proto nabizi otdzka, zda to dopadne stejn€ i v necelociselném
pfipad€. Odpovéd 1ze nalézt pii pohledu na obrizek 4.19, kde jsou vykresleny fazové portréty
feSeni ziskané jednotlivymi metodami pro necelociselny Cheniiv systém s parametry a = 35,
b =3,c=28aa = 0.8 (zvolend presnost zlstdva stejnd jako v pfedchozim, tedy 7 = 1074).
V takovém pripadée se dle obrdazku 4.12 nachdzime ve stabilni oblasti, cemuZ odpovidéd fesSeni
dané metodou PECE«@ (mtZeme pozorovat ptitahujici ohnisko-uzel). Adomianovou metodou
(pri vypoctu bylo opét pouzito 6 ¢lenti Adomianova rozvoje) vSak dostdvame chaotické, tedy
zcela odliSné feSent.

Vidime tedy, Ze feSeni ziskand metodou PECEa a metodou ADM si pfili§ neodpovidaji.
Pokusme se tento rozpor objasnit. Zhruba feceno, problém je v tom, Ze pro rovnice neceloci-
selného fadu se feSeni nedaji napojovat tak, jako to lze v pfipadé€ celociselném. KdyzZ se totiz
Casovy interval, na kterém se vypocet provadi, rozdéli na mensi Casti, tak pokazdé, kdyz se
za¢ne provadét vypocet na dal§im podintervalu s pouZitim pocdteéni podminky odpovidajici
koncové hodnoté na podintervalu pfedchozim, dojde k ,,zahozeni* historie — vypocet probiha
nanovo, aniz by zohlednil, co se délo v pfedchozim case. Vysledek pak vice pfipomind situaci,
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(b)T = 0.55, poéatecni podminka x(0) = (-0.1, 0.1, 0.1) (blizko
trividlniho bodu rovnovihy Sy)

Obrazek 4.18: Fazové portréty neceloCiselného Chenova systému (4.11) s parametry a = 20, b = 3,
c=28aa=0.99

jako bychom fesili soustavu prvniho fadu. S klesajicim fddem derivace se tak trajektorie feSeni
dle ADM a PECE« vic a vic rozchézeji, coz je patrné na obrazku 4.20 — pro fad @ = 0.95 si
trajektorie odpovidaji podstatné vice nez je tomu pro fad @ = 0.75.

Zda se, ze D. Cafagna a G. Grassi, ktefi ve svém clanku [14] tvrdi, Ze se jim metodou
Adomianova rozkladu podatilo nalézt Chentiv systém vykazujici chaos pro fad derivace a =
0.08, si nebyli védomi toho, Ze feSeni na sebe takto nelze navazovat. Pritom stacilo vykreslit
si napiiklad obrdzek podobny 4.21 s ,dostatecné velkym* krokem (v piipad€ pouZziti malého
kroku se mize zdat, Ze na sebe trajektorie hladce navazuji). Na tomto obrazku je totiZ jasné
vidét, Ze feSeni se nenapojuje hladce (stacilo by srovnat ho s jakymkoliv numerickym feSenim).
Otédzka nejmensiho fadu derivace a, pro né€jz Chentliv necelociselny systém (4.11) vykazuje
chaos, jakoZto hlavni motivace tohoto a n€kterych jejich dalSich ¢lankd, je vSak tim paddem
irelevantni. Jak jsme totiZ vidéli v podkapitole 4.2, pro malé hodnoty « se pohybujeme v oblasti
stability bodil rovnovéhy, kde se sice miiZe stit, Ze se chaos objevi, pravdépodobnost je nicméné
velmi mala.

Numerické experimenty naznacuji, Ze dynamika Chenova systému se s klesajicim faddem «
,»zrychluje*. Z numerického hlediska to znamen4, Ze abychom toto chovani zachytili, je potieba
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Obrazek 4.19: Porovnani fazovych portréta feseni necelo¢iselného Chenova systému (4.11) s parametry
a=350b=3¢=28 a=0.8T =15 apociteéni podminkou x(0) = (6,7, 18) ziskané metodou
Adomianova rozkladu (ozn. ,,ADM*, pouZito 6 ¢lent) a pomoci PECE«

volit stdle mensi krok. Pod hodnotou a = 0.3 jiz algoritmus fde12 havaruje.

Je znamo, Ze n€které vlastnosti diferencidlnich rovnic a jejich soustav jsou pro celociselny
i neceloCiselny fad derivace analogické. Jak jsme vSak mohli vidét v pfedchozim, existuji mezi
témito dvéma pripady i nékteré pomérné zasadni rozdily, pri¢emz obecné plati, Ze v necelocisel-
ném piipadé je situace komplikované€js$i a nemlzeme si dovolit vSe co v pfipadé celoc¢iselném.
Uvedime proto na tomto misté shrnuti nékterych vlastnosti a odliSnosti necelo¢iselnych rovnic.

Zatimco pro obycejné diferencidlni rovnice (ODRn) plati, Ze dvé trajektorie se bud shoduji,
nebo se (ve stejném Case ¢) neprotinaji, pro ODRa, kde a € (0, 1), to plati pouze ve specidlnich
pripadech. Zptisobeno je to predevs§im nelokdlni povahou (zdvislosti na historii) feSeni. Pfesnéji,
dvé razné trajektorie se nemohou protnout v piipadé dimenze 1 (za urcitého predpokladu na
funkci f) a v pfipadé d-dimenziondlni soustavy, jestliZe se jednd o tzv. trianguldrni soustavu, tj.
soustavu ve tvaru

Dex1(1) = fi(x1(1)),

Dx:(t) = fo(x1(1), x2(1)), (4.14)

D¥xq(t) = fa(x1(1),x2(2), . .., xa(2)).

Vice podrobnosti je uvedeno v ¢lanku [18]. DalSi zajimavé vlastnosti, tykajici se predev§im
trajektorif feSeni plandrnich diferencidlnich soustav neceloc¢iselného fadu, jsou uvedeny v [11].

S poznatky pfedchoziho odstavce tzce souvisi fakt, Ze ODRa negeneruje dynamicky systém
v klasickém smyslu, tj. feSeni (1) = ¢;(&) soustavy D%x(t) = f(x(t)) startujici z bodu
&0 € R? nespliiuje vlastnost toku ¢; o ¢s(£0) = prrs(&o). Lze viak ukdzat, Ze v piipadé dimenze
jedna (za ptedpokladu lipschitzovskosti funkce f) je ¢, : R — R bijekci pro kazdé r > 0 a tedy
existuje inverzni funkce ¢, !. Zavedeme-li nyni dvouparametrickou funkci ¢/, , : R — R vztahem

Wer(xX) = @0 ¢, (x), Vs,t>0,
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Obrazek 4.20: Porovnani fdzovych portrétli feSeni necelociselného Chenova systému (4.11) s parametry
a=55b=3,c=28 T = 10 a pocateéni podminkou x(0) = (2.03,2.03, 1.30) ziskané metodou
Adomianova rozkladu (ozn. ,,ADM*, pouZito 6 ¢lentl) a pomoci PECE«

pak tato funkce spliuje:

@) Yoo(x) = x,

(11) l/’s,l ° '//M,S(x) = ¢u,t(x)’ VS’ Lu> 0.
Tyto dvé& vlastnosti opraviiuji nazyvat funkci ¥, (dvouparametrickym) tokem rovnice “D%x(¢) =
f(x(¢)) a lze ji pouzit k definovani neceloCiselného dynamického systému. Vice podrobnosti
k tomuto tématu lze nalézt v Clanku [18]. Vlastnosti (i) a (ii) plati 1 v pfipadé trianguldrni
soustavy (4.14), obecné ale pro soustavu dimenze 2 a vySe neplati, a to ani v piipadé linearni
soustavy. Jednoduchy protipiiklad je v ¢lanku [18] také uveden.

Vrafme se nyni k otdzce periodickych feseni. V podkapitole 4.2 bylo uvedeno, Ze pro ODR

s Caputovou derivaci majici kone¢nou dolni mez neexistuji periodickd feSeni. Mohou vSak
existovat tzv. S-asymptoticky T-periodicka feseni, viz nasledujici definice.

Definice 4.9 (S-asymptoticky T-periodickd funkce). Vektorova funkce f : (0,00) — R? se
nazyva S- asymptoticky T-periodickd, pokud existuje T > 0 takové, Ze tlim (f(t+T)-f(r)) =0.
V takovém piipadé fikame, Ze T je asymptoticka perioda vektorové funkce f. Obvykle se jesté
pozaduje spojitost f.
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Jednoduchy vysledek zarucujici existenci S-asymptoticky 7-periodického feSeni je uveden

v [64]; ten v pfipad€ soustavy
DYx(r) = f(1) (4.15)

iikd, Ze (4.15) ma S-asymptoticky T-periodické feseni x, je-li f S-asymptoticky T-periodicka
vektorova funkce. Na zavér jeSté poznamenejme, Ze problematice téchto feSeni se vénuji napii-
klad ¢lanky [29, 54].
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Obrézek 4.21: Jednotlivé slozky ,.feSeni* necelociselného Chenova systému (4.11) s parametry a = 40,

b=3,¢c=42, =09, T = 0.2 a pocatecni podminkou x(0) = (-12.19, -10.99, 45) ziskané metodou
Adomianova rozkladu (ozn. ,,ADM*, pouZzito 6 ¢lenti) s jednim ,,navazanim*
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5 Zavér

Cilem prace bylo prozkoumat 1épe metodu Adomianova rozkladu v pfipadé feSeni neceloci-
selnych chaotickych systémi, motivaci byl jisty rozpor dohledatelny v literatufe. Ten se v této
diplomové praci podafilo vysvétlit. Autorce neni zndmo, Ze by na uvedeny problém bylo v litera-
tufe poukdzano. Zavéry préace tedy v tomto sméru mohou byt uzite¢né do budoucna. Adomianova
metoda, tak jak je navrzena v ¢lanku D. Cafagny a G. Grassiho, je nepouZitelnd, nebof nelokdln{
povaha necelociselné operace derivovani nedovoluje na sebe feSeni navazovat, ¢ehoZz si patrné
autori nebyli védomi. Poznamenejme, Ze tento nekorektni postup je pouZit i v nékolika dalSich
¢lancich studujicich dynamiku necelociselnych chaotickych systémi. Jako jisté feSeni se nabizi
zkombinovat vhodnou numerickou metodu s metodou Adomianova rozkladu. Napiiklad, pokud
iteraci x,4+1 v necelociselné lichobéZznikové metodé€ z kapitoly 3 budeme hledat priblizné¢ meto-
dou ADM, obejdeme tak potfebu korektoru pro tuto (obecné nelinedrni) rovnici. Tento postup
se objevil napiiklad v ¢lanku [47].

Jak bylo v praci zminéno, nevyhodou Adomianova rozkladu je fakt, Ze konverguje pouze
lokdlné, tedy v pfipadé ODR na ,,malém* okoli po¢ate¢niho bodu. Tento nedostatek se zpravidla
fesi zmitiovanym navazovanim feSeni, tedy rekurzivni aplikaci Adomianova rozkladu. Re§ime
tak vlastné posloupnost poc¢atecnich problémd na jednotlivych ¢asovych intervalech. Tato tech-
nika byla vylepSena v ¢lanku [32] pro pfipad neautonomnich rovnic, modifikace spociva ve
vhodné manipulaci s pravou stranou g rovnice Fx(t) = g(t) (funkce g se rozviji do Taylorovy
fady).

Poznamenejme, Ze byla pfedstavena fada dal$ich modifikaci klasické ADM, af uz ve snaze
zlepsit presnost ¢i rozsitit pouziti pvodni metody. V prvé fadé to byl samotny G. Adomian spolu
s R. Rachem, ktefi v ¢ldnku [6] pfedstavili modifikované Adomianovy polynomy, definované
pomoci diferen¢ni metody. Takové polynomy jsou vhodnéjsi pfi programovani a konverguji
o néco rychleji neZ polynomy ptvodni. Kromé& klasickych a modifikovanych Adomianovych
polynomt dile Adomian ptedstavil zrychlené Adomianovy polynomy (viz [6, 58]), které jsou
sice z vypocetniho hlediska méné€ vhodné, na druhou stranu poskytuji rychlej$i konvergenci.
Wazwaz pak ve svém ¢lanku [65] uvedl dalsi dpravu Adomianova rozkladu, kterd opét pracuje
se silovym Clenem g (tato metoda byla dale vylepSena v [67]). Podrobnosti ke zminénym mo-
difikacim Ize najit také v préci [62]. Z dalSich modifikaci 1ze zminit napiiklad dvoukrokovou
metodu Adomianova rozkladu prezentovanou v [51] nebo restartovanou Adomianovu metodu
(viz ¢lanek [8]), kterd spociva v tom, Ze po vypoctu m ¢lent fady je suma téchto m ¢lenil pouzita
jako prvni ¢len feSeni ADM a metoda pak za¢ind nanovo. Jako zajimava4 se také jevi technika né-
sledného zpracovani Adomianova rozkladu (viz [40]), tzv. aftertreatment technique, poskytujici
priblizné feSent, které v praxi vykazuje vysoky fdd konvergence a presnost diky aplikaci Padého
aproximace (ta aproximuje funkci podilem dvou polynomt, viz napt. [10]). Také kombinace
Laplaceovy transformace s Adomianovou dekompozi¢ni metodou se ukdzala byt vhodnou pro
urychleni konvergence, coz je demonstrovdno napiiklad v ¢ldnku [42] na nelinedrnich pocatec-
nich problémech druhého fddu. Metoda spociva nejprve v aplikovani Laplaceovy transformace
na piivodni rovnici, pfi¢emZ po aplikaci vzorcii Laplaceovy transformace a pouZiti pocatecnich
podminek se postupuje ,klasicky“, tj. feSeni se uvazuje ve formé nekonecné fady, jejiz Cleny se
vypocitaji pomoci Adomianovych polynomi. Nakonec se uz jen na ¢leny fady pouZije inverzni
Laplaceova transformace. Nékdy se také pouzivd kombinace s Padého aproximacemi, které
nahrazuji feSeni obdrzené pravé zminénou Laplaceovou dekompozi¢ni metodou.

Na vysledky préace by $lo navdzat 1 v nékolika dalSich smérech, napiiklad problematikou
konvergence fady — otdzka konvergence a jeji rychlosti (odhadu chyby) v necelo¢iselném piipadé
zlstava stdle oteviend. Dalsi oblasti, kterou by stdlo za to vice prozkoumat, je Hopfova bifurkace.
Je sice zndmo, ze Hopfova bifurkace v necelo¢iselném piipad€ neni doprovdzena zrozenim ci
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zanikem limitniho cyklu, ale urcitou analogii na zdkladé numerickych experimentl vysledovat
lze (v ptipadé€ superkritické bifurkace se zjevné jednd o S-asymptoticky 7-periodicka feSeni).
Nabizi se tedy, podobné jako v piipad¢ stability bodl rovnovahy, prozkoumat tuto problematiku
bliZze, coz patrné nebude jednoduchy tkol. Poznamenejme, Ze v pripadé ODRI se pfi studiu
periodickych feSeni obvykle za¢ind s Floquetovou teorii. Ddle pak vlastnosti chaotickych systémi
v neceloc¢iselném piipadé€ nejsou nijak zvlast prozkoumany.

Zajimava je také otdzka samotné indikace chaosu dynamickych systémi. V literatufe se ¢asto
pracuje se spektrem Ljapunovovych exponentt. Ljapunovovy exponenty vyjadiuji exponencidlni
rychlost ristu ¢i poklesu ,,malych* poruch trajektorii ve stavovém prostoru podél trajektorie.
Vyskyt alesponi jednoho kladného exponentu znamend chaotické chovéni. V pfipad€ necelocisel-
nych ODR vyvstava otdzka, jak viibec Ljapunovovy exponenty korektné zavést, pionyrskou praci
v tomto ohledu je ¢lanek [15]. V €lanku [33] byl ddle predstaven tzv. 0-1 test, jehoZ vyhodou
oproti metod¢ Ljapunovovych exponentl je snazsi implementace. Jednd se o spiSe heuristickou
metodu, nicméné praxe ukdzala, Ze jako detekce chaotického chovéni systému funguje pomérné
dobfe.
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Apendix

Skript na vykresleni fazového portrétu Chenova systému

—-——Vykresleni fazového portrétu Chenova systému—--

Vzorové volani
[x,t]=chensysFDE (35,3,28,0.85,0,50,[7;7;23],1le-4);
function[x, t]=chensysFDE (a,b,c,alpha,t0,T,x0,h)

% Vstupy: a, b, c... koeficienty Chenova systému

% alpha... neceloc¢iselny trad derivace z intervalu (0,1)
% t0... pocCatecni cas

% T... koncovy cas

% x0...poc¢dtecni podminka

% h... délka c¢asového kroku

% Vystupy: t... vektor uzla casového intervalu

% X... reSeni v uzlech

o

% rovnice Chenova systému

fdefun=0(t,x) [a*(x(2)—x(1)); (c—a)*x(1l)-x(1l)*x(3)+c*x(2); ...
x(1)*x(2)-b*x(3)1;

% netrividalni body rovnovahy S_{+-}

Sp=[sqgrt (bx (2xc—a)),sqgrt (bx (2xc—a)),2xc-al;

Sm=[-sqgrt (bx (2xc—a) ), —sqgrt (bx (2«xc—-a)),2xc-al;

[t,x]=fdel2 (alpha, fdefun,t0,T,x0,h);

% vykresleni fazového portrétu

plot3(x(1l,:),x(2,:),x(3,:))

hold on

realne=isreal (Sm) ;

% vykresleni S_{+-} (za predpokladu, Ze existuji)

if realne==

plot3(Sp(l),Sp(2),Sp(3),'oc",'Color', 'r', '"MarkerSize', 3, ...
'MarkerFaceColor','r'");

plot3(Sm(l),Sm(2),Sm(3),'o",

).

]
4

'Color','r', '"MarkerSize',3, ...
'MarkerFaceColor', 'r

end

$vykresleni trividlniho bodu rovnovéhy

plot3(0,0,0,'o', "Color', 'r', '"MarkerSize',3, ...

'MarkerFaceColor','r');

xlabel ('x_1', 'fontsize',12, 'FontAngle', 'italic')

ylabel ('x_2', 'fontsize',12, '"FontAngle', 'italic')

zlabel ('x_3', 'fontsize',12, '"FontAngle', 'italic')

view (=10, -25)

grid on

set (gca, 'FontName', 'Times New Roman')

set (get (gca, "zlabel'"), 'rotation', 0)

hold off

end

Skript na reSeni Chenova systému metodou Adomianova rozkladu

—--—Reseni Chenova systému metodou Adomianova rozkladu---

% ("navazované")

% skript vold koéd fdel2

% Vstupy: a, b, c... koeficienty Chenova systému

% alpha... neceloc¢iselny tad derivace z intervalu (0,1)
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t0... pocatecni cas

T... Casovéd délka Jjednoho cyklu
Tfin... koncovy cas
x0...pocatec¢ni podminka

h... délka c¢asového kroku

M...pocCet ¢lenl Adomianova rozvoje
(fi_M=x0+x1+...+xM-1)
Vystupy: timsol... vektor uzld casového intervalu
sol... reSeni v uzlech
Vzorové voléani
[sol,timsol]=chensysADM(35,3,28,0.82,0,0.005,25,[7;10;20],1e-3,6);
function[sol,timsol]=chensysADM(a,b,c,alpha,t0,T,Tfin,x0,h,M)

o0 o° o o O ° d° O d° o° o°

N=floor ((T-t0) /h);
t=t0:h:Nx*h; % vektor uzld casového intervalu 1 cyklu
D=0;E=0; % koeficienty pro vypocet Adomianovych koeficientd C
x(:,1)=x0;
sol=zeros(3,0);
timsol=[];
for k=1:(Tfin/T)
for i=l:length(t)
X (:,1)=x0;

end
C(:,1)=x0;
for i=2:M

for j=1:(i-1)
D=D+C (1, j)*C(3,1-7);
E=E+C (1, J)*C(2,1-73);
end
C(l,i)=(a*(C(2,i-1)-C(1,1i-1))) gamma ( (i-2)+alpha+l)/...
gamma ( (1-1) xralpha+1l);

C(2,i)=((c-a)*C(1l,i-1)+c*xC(2,1i-1)-D) xgamma ( (1i-2) xalpha+l) /...
gamma ( (1-1) xralpha+l);
C(3,1)=(-b*C(3,i-1)+E) rgamma ( (1-2) *ralpha+1) /gamma ( (i—1) xralpha+1) ;
D=0;E=0;
x=x+C(:,1) .xt.”((1i-1) ralpha);
end

x0=x(:,end);
sol=[sol, x];
timsol=[timsol, t+(k-1)x*T];
end
end

Skript na vykresleni bifurka¢niho diagramu (vzhledem k parametru c)

———Funkce na vykresleni bifurkac¢niho diagramu Chenova systému
vzhledem k parametru c-——--—

% Vstupy: alpha... neceloc¢iselnd derivace z intervalu (0,1)
% a, b... koeficienty Chenova systému

% t0... pocCatecni cas

% tfin... koncovy cas

% IC... pocatec¢ni podminka

% h... délka c¢asového kroku

% [cmin,cmax] ... rozsah parametru c

% stepc... krok parametru c

Vzorové volani
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% chen_bifur_c¢(0.8,40,3,0,185,1[9;9;21]1,0.001,30,60,0.015);
function chen_bifur_c(alpha,a,b,t0,tfin, IC,h,cmin, cmax, stepc)

nc=ceil ( (cmax-cmin) /stepc) ;

cv=linspace (cmin, cmax,nc+1l); % vektor parametru c
np=ceil ((tfin-t0) /h); % vektor uzld c¢asového intervalu
hold on
for n=l:nc+l
c=cv(n);
fdefun = Q(t,x) [a*x(x(2)-x(1)); (c—a)*x(1l)-x(1)*»x(3)+c*x(2); ...

x(1)*x(2) -b*x(3)];
[~,x]=fdel2 (alpha, fdefun,t0,tfin, IC, h);
IC=x(:,np)+[0;0;0.17;

Im=locmax (y(3,:),-1);
nit=size(lm, 2);
if nit>25

Im=1lm(nit-24:nit);
end
if isempty (lm)==

lm=y (1, end);

end
plot (¢, 1lm, 'LineStyle', 'none', 'Marker','."', '"MarkerSize', 2, 'color', ...
[0 0.4470 0.741071)
drawnow
end
grid on

set (gca, 'FontName', 'Times New Roman')

xlabel ('c', "fontsize',12, '"FontAngle', 'italic');
ylabel ('z_{max}', 'fontsize', 12, 'FontAngle', 'italic"')
set (get (gca, 'ylabel'), 'rotation', 0)

hold off

Q

$——-Pomocnd funkce pro nalezeni lokalnich extrémi---
Vstupy: v... vektor

treshold... hladina, pod kterou jsou lokdlni maxima ignorovéana
$Vstup: le... vektor indexd, ve kterych vektor v nabyva lokadlniho maxima
function[le]=locmax (v, treshold)

o

o° oP

en=size (v, 2);

dv=[1,diff(v),-11];
peak_indices=find(dv(l:en-1)>=0 & dv(2:en)<=0);
lepm=v (peak_indices);
le_ind=find(lepm(:)>treshold);

le=lepm(le_ind);
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