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Na Fourierove analijze mé fascinuje, Ze je to pokrocild matematika
a pritom ji lze uchopit tak intuitivne.
Zkusim vam to predvést.
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Kapitola 1

Uvodni slovo

Fourierovska analyza a jeji aplikace jsou pro mé fascinujici oblasti aplikované matematiky. Dostala jsem se
k nf zajimavym zptisobem, tak trochu dvéma cestami. Jednou bylo, Ze jsem méla v planu diplomovou préci
néjaké specifické vyuziti fazové korelace jako metody pro sesazovani obrazi. K tomuto vyuziti nikdy nedoglo,
aspon tedy u mé. Pfistoupila jsem k tomu totiZz v ramci svého zaméfeni na detaily po svém. Zacala jsem od
¢lanku [17] a jak nas kdysi uz od tercie na gymnéziu v Brné-Reckovicich uéil Dalibor Kott, Ze matematika
je o tom ptat se ,,proc“, tak jsem se zeptala: ,,A proc¢ to jako plati? Pro¢ muzu hledat maximum té funkce?
Vzdyt jsou tam komplexni ¢&isla. .. Ta druhé cesta vedla pres erasmovsky pobyt na Chalmers University
of Technology ve $védském Goteborgu, kde jsem absolvovala se skvélym ucitelem Hjalmarem Rosengrenem
predmét Fourier Analysis. A vlastné v Goteborgu, mésté obklopeném motem s malebnymi ostrivky a lesy
s modrymi jezery a rtizovymi viesy, se oboji spojilo a ja jsem méla zdroje pro hledani odpovédi na moje
otézky ,,proc¢*. Sepsala jsem cely aparat, ktery ukazoval, jak to s tou Fourierovou transformaci funguje a pro¢
v té fazové korelaci opravdu miizeme hledat maximum, i kdyz ve vzorci vystupuji komplexni ¢isla. Docela
mé to fascinovalo a sepsala jsem dukazy vétsiny vét, které se u toho potiebuji. Nékteré jsou tak nérocné,
Ze jsem je nepobrala a jen odkazala do literatury, nékteré jsou delsi, ale pravé ve Svédsku jsem k nim nasla
cestu. A nékteré jsou naopak tak jednoduché, Ze je v literatufe ani nenajdete, a proto jsem si dala tu préci
a vytvorila je.

Dva roky pfede mnou byla v Géteborgu i moje o rok starsi spoluzacka Petra Rozehnalova (tehdy Novac-
kova), fourierovsky zaméfeny predmét tam absolvovala téz, i kdyZ s nékym jinym a s jinym obsahem. Obé nas
fourierovska analyza zaujala, ja jsem vice na ty obrazy, ona je vice numerik pres diferencialni rovnice. A tak
jsme se rozhodly, Ze naSe znalosti a nadSeni pro fourierovskou analyzu chceme predat dal. V roce 2012 jsme
jako doktorandky na Ustavu matematiky Fakulty strojniho inZenyrstvi Vysokého uéeni technického v Brné
(UM FSI VUT) zalozily nepovinny pfedmét Aplikace Fourierovy analyzy (SF0). Prvni rok jsme ho vyucovaly
velmi pestrou skupinu od tretaki az po naSe spoluzaky doktorandy a nasi studenti ndm tehdy na posledni
prednasku donesli piekvapeni v podobé dortu s pismenem F (a pak jsem se dozvédéla historky, jak pani
v cukrarné dostala objednavku na F a kdyz moje spoluzacka pro dort pfisla, bylo na ném F, pani cukrarka
viibec nechapala, v ¢em je problém, Ze pry to je jedno, nastésti to zvladla opravit). V pozdégjsich letech mél
predmét rizné prestavky z divodu mych, pfipadné Petfinych rodi¢ovskych radosti a starosti a od roku 2020
piinesl do pfedmétu svézi vitr doktorand na UM FSI Jindiich Dospiva (tehdy Dvotak), absolvent Fyzikalniho
inzenyrstvi a nanotechnologii. V roce 2022 jsme se rozhodli, Zze pfedmétu pomiize, kdyz poznamky sepsané
po rtznych papirech, salatovité kusy mé diplomky a dizertace a rizné dalsi zdroje néjak dame dohromady,
a tak jsem se pustila do sepisovani prvotniho pokusu o skripta. S pomoci v teoretické ¢asti se pak pridala
doktorandka UM FSI Petra Kosova.

V kapitole [2| projdeme Fourierovu transformaci funkci jedné a dvou realnych proménnych, coz nam da
zékladni aparat pro aplikace. Vlastné to, jak se Fourierova transformace chova. Vlastni data byvaji ovSem
v aplikacich diskrétni: obrazy, signaly, a proto v kapitole [3| rozebirame diskrétni Fourierovu transformaci.
Vlastni aplikace na obrazovych datech jsou pak v kapitole ] T&8im se, Ze vam predam aspon ¢ast svého
nadSen{ pro fourierku. Jsem oteviena vasim pripominkidm a napadim.

Hana Druckmiillerova, |druckmullerova.h@fme.vutbr.cz
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Kapitola 2

Fourierova transformace

V této kapitole se seznamime s Fourierovou transformaci funkci jedné a dvou realnych proménnych. Fou-
rierova transformace je podobné jako jiné integréalni transformace transformaci, ktera z funkce prostorové
proménné / proménnych vytvori funkce, jejiz proménné / proménné maji zcela jiny vyznam, v piipadé Fou-
rierovy transformace je to vyznam frekven¢ni, pokud jednotkou na ose x je metr, jednotkou na ose &£ je
m~!. Nejdifve si v sekci zavedeme zakladni pojmy, které budeme potiebovat, predevsim prostor funkci,
které budeme pouzivat. Déle v sekci zavedeme Fourierovu transformaci funkci jedné realné proménné,
odvodime si nékteré jeji vlastnosti a trasformaci vybranych funkci. V sekci si pak zavedeme Fourierovu
transformaci funkci dvou realnych proménnych s tim, Zze mnohé jeji vlastnosti budou analogické s vlastnostmi
v jednorozmérném piipadé, a proto mnohé odvozeni jiz preskoéime.

2.1 Zakladni pojmy
Zdroje: [1, [7], [18]
Definice 2.1. Necht f(z) je komplexni funkce realné proménné, tedy f: M — C, M C R,

f(@) = u(z) +iv(z),

kde u,v : M — R jsou realné funkce realné proménné. Necht (a,b) C M,a < b a u,v jsou Riemannovsky
integrovatelné funkce na intervalu (a,b). Potom fekneme, ze funkce f je integrovatelnd na (a,b) a plati

b b b
/f(x) dz = /u(:c) dx—i—i/v(x) dz.
a a a
Poznamka 2.2. Analogicky by se definoval i nevlastni integrél komplexni funkce redlné proménné
o0 0 00
/ f(z)dz = / f(a:)d:c—i—/f(x)dx
—00 —00 0

(soucet uvazujeme za predpokladu konvergence jednotlivych integrala).

Definice 2.3 (£;(R)). Ozna¢me L;(R) jako prostor viech funkci R — C takovych, ze

7\]’(%)\613?

existuje a je konecny.

Bézné se ve funkcionélni analyze pod pojmem L; oznacuje obdobny prostor funkci, jen tyto funkce
nabyvaji pouze redlnych hodnot. Zde budeme pouZivat rozsifeni na funkce nabyvajici obecné komplexnich
hodnot.



Definice 2.4 (£1(R?)). Oznaéme L;(R?) jako prostor vech funkci R? — C takovych, Ze

(o ole o}

/ /If(w,y)ldxdy (2.1)

—00 =00
existuje a je konecny.

Uvédomme si, co je to vlastné integral (2.1). V pfipadé jednorozmérného integralu se realna osa rozdéli
na dvé ¢asti, napiiklad v nule a v piipadé konvergence obou integralti provedeme jejich soucet. V pripadé
dvourozmérného integralu si taktéz zvolime néjaké bod, napiiklad pocatek, a vzniknou nam ¢tyii integraly

|f(z,y)|dzedy = A
(0,00)?
|f(z,y)|dedy = B

(—00,0) % (0,00)

ﬂ |<w yldedy = C
(0,00

jf f(z,y)|dedy = D,

—00,0)2
a v piipadé konvergence v8ech z nich pak je integral (2.1)) roven souétu A+ B+ C + D.
Definice 2.5 (Hlavni hodnota integralu (Cauchy principal value)). Necht f je funkce R — C. Za
predpokladu, Ze limita existuje, se hodnota limity

T

lim [ f(x)dz

7—00
T

o0
nazyvé hlavni hodnota (Cauchy principal value) integralu [ f(z)dz. PiSeme
—0oQ

r—00
-

(P.V.)/f(x)d:c: lim [ f(z)de.

Definice 2.6 (C! funkce). Funkce f : R — C patii do tridy C!, jestlize je spojita a jak redlna tak imaginarni
¢ast maji spojité derivace.

Definice 2.7 (Po &astech C! funkce). Funkce f : R — C je po ddstech C!, jestlize je spojita az na
koneény pocet bodi nespojitosti v libovolném ohrani¢eném intervalu a derivace jak realné tak imaginarni
Casti jsou spojité az na konecny pocet bodu nespojitosti v libovolném ohrani¢eném intervalu. Navic, jestlize
f(x), Mef(z)), nebo (Jmf(z)) je nespojité v xo, pak f(z), (Ref(x)) a (Imf(z)) maji v zo limitu zprava
a zleva.

Definice 2.8 (Konvoluce 1D). Necht fi(z), fa(z) € L1(R). Konvoluce [I] fi * fa funkei fi, fo je funkce

x) = /fl(s)fg(x—s)ds

Definice 2.9 (Konvoluce 2D). Necht fi(x,y), fa(x,y) € L£1(R?). Konvoluce [1] fi * fo funkei f1, f2 je

funkce

flz,y) = //f18tf2($—8y—t)dsdt

—00 —O0



2.2 Jednorozmérna Fourierova transformace

Definice 2.10 (Fourierova transformace funkce v £;(R)). Necht f(z) € £1(R). Fourierova transformace
[6] , [13] funkce f je funkce F{f} (§) = F(§) : R — C definovana jako

F©) = [ fae

Funkce F' se také nazyva Fourierovo spektrum funkce f.

Definice 2.11 (Inverzni Fourierova transformace funkce v £;(R) ). Necht G(§) € £L1(R). Inverzni
Fourierova transformace [6] , [I3] funkce G je funkce F~1 {G} (z) = g(x) : R — C definovana jako

o0

oa) =5 [ G

—0o0

Véta 2.12 (Véta o inverzni Fourierové transformaci — 1D). Necht funkce f je integrovatelna v
absolutni hodnoté na R a je po &astech C!. Pak [19]

1 T ; .1 " - limyypq f(2) + limyyy— f(z)
= i€ — - izé — t—ax+
27T(P.V.)/F(f)e d¢ Tlggo o /_TF(g)e d¢ 5 .
Navic v pripadé, ze f je spojité,
1 ix
5 (P-V) / F(£)e* de = f(x).

—0o0
Navic, pokud i F(£) je integrovatelnd v absolutni hodnoté na R,

() + limy—sz— f(2)
2 )

lim f
1 t—z+
FAF{f(@)}} = :

a pro spojité funkce f, jejichz spektrum je integrovatelné v absolutni hodnoté na R dostavame

FHF{f(@)}} = f(x).
Diukaz véty je rozsahly a je uveden v dodatku

Definice 2.13 (Amplitudové a fazové spektrum). Necht f(z) € £L(R) ma Fourierovo spektrum F().
Amplitudové spektrum funkce f je funkce A(§) : R — Rg definovana jako

A(8) = [F{f @)} = [F()]-
Fazové spektrum funkce f je funkce ®(€) : R — (0, 27) definovana jako

ReF(E) = A(€)cos B(),
IMF() = A()sin®().

Jestlize A(£) = 0 pro né&jakeé (&), pak definujeme ®(£) =0

2.2.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkci jedné realné proménné

Zdroj: Diplomova prace Hany Druckmiillerové [9]. Nékteré ditkazy v ni jsou ptivodni, nékteré jsou ze zdroji,
na které se diplomové prace odkazuje, jen sjednoceno znaceni.

V této Casti si uvedeme vlastnosti Fourierovy transformace. Vztahy si uvedeme jak pro funkce jedné,
tak dvou proménnych, dukazy jen pro pripad dvou proménnych, a to predev§im proto, Ze Cerpam ze své



diplomové prace, ktera se zabyvala aplikaci na obrazy, a proto pouzivala rovnou dvourozmérnou Fourerovu
transformaci. Vztahy jsou zpravidla obecné znamé, ovSem ve své diplomové praci jsem ke vSem udélala dikazy
(které se ¢asto k tak ,elementarnim® vétam v literatufe Spatné hledaji). Vérim, Ze pramérné zdatny ctenar
jisté vytvoii k dikazim i jejich jednorozmérné ekvivalenty.

Pokud nebude uvedeno jinak, f, f1, f2, ¢ budou funkce takové, Ze k nim existuje Fourerova transformace
a ke spektru i zpétna Fourerova transformace, obé jsou navic spojité a F~L{F {f}} = f. Odpovidajicimi
velkymi pismeny budeme znaéit jejich spektra. K funkeim f, fi1, fo navic A(&,n), A1(€,n), A2(€,n) budou
amplitudova spektra. Cisla o, 3, 2o, Y0, €0, o libovolné realné ¢&isla, v piipadé vlastnosti ¢. 4 navic nenulova.

Pro prehlednost si vlastnosti uvedeme v tabulkach, dikazy budou nésledovat.

ZDE BUDE SAMOZREJME JEN TABULKA 1D, TABULKA 2D SE POSUNDE DO 2D, VLASTNOSTI SE BUDOU
PSAT JAKO VETY, TAKZE NEMUSIM RESIT, CO TO BUDE ZA SUBSUBSUB..., BUDE TO PROSTE VETA.

f(x) F(e)

1. | af(z) + Bg(z) aF (&) + BG(E) linearita

2. | flx— o) F(&)e™670 posun v prostoru

3. | el f(z) F(¢ — &) posun ve spektru (modulace)
4. | flax) iF (g) zména méfitka v prostoru

5. f(—x) F(=¢) otoceni osy v prostoru

6. | f*(x) F*(=¢) komplexni sdruzeni

7.1 (fxg)(x) F(&G(€) konvoluce

8. | f(z)g(x) = (FxG)(¢) soucin funkef

Tabulka 2.1: Zékladni vlastnosti Fourierovy transformace funkci jedné proménné

Linearita

Linearita je zjevna, vychazi z vlastnosti Reimannova, Lebesgueova a vlastné jakéhokoli integralu.

Posun v prostoru

Véta 2.14. Necht fi(z) € £1(R) a necht F;(§) je jeji Fourierovo spektrum. Uvazujme funkci

fo(@) = fi(z = x0),
kde zy € R je dana konstanta. Necht F»(&) je Fourierovo spektrum fa(z). Pak plati (¢aste¢né podle [I])

Fy(€) = Fi(§e ™,

Ay (&) = Ai(§)
Dy(&) = @1(£) ® (—Emp).(ZAVEST MODULO 277)
Dikaz. 2]
) s=x—x
) = / fi(z — 3«"0)6_1"7:f dr=|z=5s5+z9 | =
- ds = dz

= [ Awesermas -
= / fi(s)e sei620 45 = Fy (&)e %0

7



Necht jsou Ajp, Ay amplitudova spektra funkci f1, fo. Potom
A2(6) = [Fi(§e ™| = [Fi(§)lle ™ = A1 () - 1 = Ay(€)
Pro dikaz fazového spektra prepiseme Fy jako
Fy(§) = Fi(§)e™ " = F1(€)(cos(xo) + isin(xo))
a pouzitim Moivrovy véty [7] dostaneme

D2(§) = @1(§) ® (—&zo).

Posun ve spektru

Diikaz.
FQ(S) = /fl(x)eixéoe—ixfdx: /fl(x)e—ix(g—go)dx:

= Fi(§— &)

Zména méritka v prostoru

Véta 2.15. Necht fi(z) € £1(R) a necht F;(§) je jeji Fourierovo spektrum. Uvazujme funkci
fo(z) = fi(az),

kde o € R* je dané konstanta. Necht F5(€) je Fourierovo spektrum fo(z). Pak plati (¢aste¢né podle [1])

B = ~R <€) ,

(67 (6%
Az(§) = éAl <i>,

Diikaz. |2]
0 S = Qax
F(E) = / filaz)e ™de=| z=2 |=
- dz = %
= ;/fl(s)el(;g) ds = iFI (2)
1 1
A = 1R nc = 2al)

Moivrova véta [7] implikuje



Otoceni osy

Je pfimym duisledkem zmény méritka, staci za « zvolit —1.

Komplexni sdruzeni

Véta 2.16. Necht f(x) € L£1(R) a necht F(£) je jeji Fourierovo spektrum. Fourierovo spektrum funkee,
ktera je komplexné sdruzené k funkci f je jeji komplexné sdruzené Fourierovo spektrum s otocenou osou [14]

FAf (@)} = F(=¢)
Diikaz. |14]

Fff ()} = 7f*(3? 1f’*fd:z:—/f ") dg =

tfeti rovnost plati proto, Ze pro a € R plati e = cosa + isina, e '* = cosa + isin(—a) = cosa — isina.
) b

Proto e'% = (e*ia)*. O

Konvoluce

Véta 2.17. Necht fi(z), fo(x) € L1(R) a necht Fi(£), F2(€) jsou jejich Fourierova spektra. Pak

F (@)« fa(x)} = F1(E) - F2f)

Diikaz. [1]
F{fixfo} = fi(s) fa(z — s)ds eixﬁdx:/ /fl(S)fQ(ﬁU—S)eimgde ds =
p=x—s
dz = dp

- 7 fils / fo(p)e @) dp | ds = / fils 7 fa(p)e Pe e dp | ds =

Soucin funkci

Véta 2.18. Necht fi(x), fo(x) € L1(R) a jsou spojité. Necht jejich Fourierova spektra Fy (), F»(&) € L1(R).
Poté

FUi(e) - fale)} = 5-Fi(6) * Fo(€).



Diikaz.

Flh@) h@)} = / f1(2) falx)e 7€ dar = / (1 / Fl(ff)eix"da) fo()e 7€ dr —

2T

—0o0

— 217r/F1(a) (/fz(a:)ei“@")dx) da:zlw/Fl(U)Fﬂf_U)dU:

= RO B

—0o0

Nulty prvek spektra

Primo z definice vidime, Ze
00 00
F(0) = / f(z)e @ 0dg = / f(z)dz.
—o0 —0
Tedy nulova frekvence spektra vyjadiuje integral funkce pres celé R.

Transformace z transformace

Véta 2.19.
® F{f(@)} = 2nF ™ {f(-a)},
(v) F7US@) = 5 FLf(-a)}.
(© FAF{f(2)}} = 2n(—),
(@) FHF @) = 5 ().
Diikaz.

2 F H{f(~z)} = 2771/f(—:v)eix5dx:

S = —T

2m ds = —dx

o0

- / f(s)e € ds = F {f(x)}

(b) Tuto vlastnost ziskime z (a) nahrazenim x za —x a y za —y a podélenim rovnosti 2.

()

FAF @y = / F(§)e™) dg = / F(§)e 7 dg = d:jg =
= [ o) do = 2mF HF(f(-a)}) = 20f(-a),

s tim, Ze predposledni rovnost plati diky vlastnosti ¢. 5.

10



1 1

FHF @l = 5o 27T/f(s)eisfds e d¢ =

—00

= S =
47‘(‘2 du = —ds

T 4n? / (/ flmwpem du | et de =

- 1
- %}" HF{f(-2)}} = 7./ (=2,

s tim, Ze predposledni rovnost plati diky vlastnosti ¢. 5.

O

Tato vlastnost je velmi praktickd pro vypocty. Rika nam, Ze stac¢i vypocetné zvladnout dopiednou Fourie-
rovu transformaci, zpétna je vlastné totéz co dopredna, jen s jistymi tipravami, které nemaji vliv na néjakou
algoritmizaci vypoctu. Tedy sta¢i nam v jadru jediny algoritmus.

Zména méritka, posun

Véta 2.20. Prepokladejme, Ze pro funkce fi, fo plati
fa(z,y) = filaz — x0)

() = éFl <§> e iemo,

kde o € RT a zq,y0 € R. Pak plati:

(07

Diikaz. Predpokladejme funkce

fo(z,y) = filaw — o),
fs(@,y) = filaz).
Pak z vét o posunuti v prostoru (véta [2.14]) a o zméné méfitka v prostoru (véta [2.15)) plyne

Fy(§) = Fy(&e 'm0 =

(6] (6

2.2.2 Dasledky zakladnich vlastnosti

Véta 2.21. Necht f(x) € £1(R) je spojita funkce a necht F'() je jeji Fourierovo spektrum. Inverzni Fou-
rierova transformace z komplexné sdruzeného Fourierova spektra funkce f je komplexné sdruzené funkce f

s otocenou osou, tedy
FHFY©} = f"(-2)

Diikaz. Dikaz prevzat z [14].

HE©) =5 [ PO a= o / P (€)e™ 6 ag =
=5 [ P ae) = r-w)
2

—00
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Véta 2.22. f je realna funkcee, tj. f(z) = f*(x) Vo € R, pravé tehdy, kdyz F (&) = F*(=¢).
Diikaz. Dikaz prevzat z [14].

(a) Predpokladejme, Ze f je redlna funkce. Pak podle véty .16 plati, e
F&) = F{f(x)} = F{f* (@)} = F"(=¢).
(b) Pfedpokladejme, ze F(£) = F*(—¢). Pak z véty plyne, ze
fla) = F HFE)} = FHF (=€)} = [(2).

O

Véta 2.23. Necht f je realna funkee, tj. f(z) = f*(x) V(z) € R. Pak amplitudové spektrum této funkce je
symetrické, tj. A(&) = A(=E).

Diikaz. Tvrzeni je piimym disledkem véty [2.22] O

Tato véta je velmi dilezitd pro aplikace. V praxi totiz pracujeme vétSinou s redlnymi daty, napiiklad
digitalnimi obrazy. Jejich amplitudové spektrum je stfedové symetrické, resp. v piipadé jednorozmérnych dat
symetrické kolem pocatku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, stac¢i nam ho analyzovat
polovinu, napf. prvni a druhy kvadrant, v pripadé jednorozmérnych dat napt. jen kladnou ¢ast osy £. Zbytek
nenese zddnou novou informaci.

Véta 2.24. Necht f(x) je realna. Necht G(§) je omezené funkce takova, ze G(§) = G(=¢). Pak
FTHE®©) -G}
je realna.
Dikaz. Podle véty pokud f je realna, pak
F(e) = F*(~£).
Vynésobime rovnost G a dostaneme
(&) - G() = F (=€) - G(=¢) = (F(=£) - G(=9))".

Vzhledem k tomu, Ze G je omezené, neni pochyb o existenci zpé&tné transformace. Pak znovu podle véty
dostaneme, Ze

FTHE®©) -G}

je realna. O

Tato véta je naprosto klicova pro aplikace. Velmi ¢asto se nam totiz hodi vzit spektrum a aplikovat na néj
néjakou vahovou funkci, predevsim néjaké frekvence utlumit, potlacit. Jiné nechat. Mizeme si to dovolit? Co
kdyz zpétna transformace z takto modifikovaného spektra nebude reélna? To bychom zpétnou transformaci
nedostali readlny obraz. Tato véta nam ovSem dava jednoduché kritérium, které kdyz vahova funkce splni, tak
po zpétné transformaci dostaneme realnou funkci. Staci, kdyz funkce je omezené a stfedové symetricka.

Vétu 2:22) mizeme diky symetrii Fourierovy transformace preformulovat i pro realna spektra.

Véta 2.25. Spektrum funkce f je realné, tj. F'(§) = F*(§) V€ € R, pravé tehdy, kdyz f(x) = f*(—x).

Diikaz.

(a) Predpokladejme, Ze spektrum F' je realné. Pak
fa) =FHF ()} = F HF (€} = [ (-a).
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(b) Predpokladejme, ze f(x) = f*(—z). Pak
F(&) = F{f(2)} = F{f (=2)} = F* ().
O

Primym dusledkem této véty je pak véta o transformaci funkci, které jsou realné a jesté k tomu sudé
(resp. stfedové symetrické v ptipadé funkci dvou proménnych).

Véta 2.26. Necht funkce f je redlna, tj. f(x) = f*(z) Vo € R, necht tato funkce je suda, tj. f(z) = f(—=z)
Vx € R. Pak spektrum funkce f je redlné, tj. F(§) = F*(&) V¢ € R.

Diikaz. Cast (b) dikazu véty pouzitd na realné funkce primo dava tento vysledek. O

2.2.3 Odvozeni Fourierovy transformace pomoci Fourierovych rad

Zdroj: Bible funkcionalni analyzy, ktera se ale ¢te vyrazné lépe a rychleji nez Bible: Kolmogorov, Fomin [13]
od str. 455
s vyuzitim poznamek Petry Rozehnalové

Vyjdeme z Fourierovy fady funkce f(z) na intervalu (—[,1) v redlném tvaru, tj. funkce f je periodicka
s periodou 2[:

flz) = % +i: (ak cos (Tm) + by sin <kl7r:c>> , (2.2)
l

l l
4y = % / £t dt, % / F(t) cos <t> at, b= % / F(t)sin (""l”t> dt. (2.3)
—1 —1 l

Dosadime . do a dostaneme

1 /;f“) 0! /;f@ (s (521) o (£22) i (522 (552 ).

S vyuzitim vzorce cos(a — 3) = cos acos 3 + sin asin 5 dostaneme

x);l/;f(t)dt—kii/;f(t)cos (T(t-@) dt.

A B(x)

Fourierova fada se pouziva na periodické funkce s periodou 2I. My se ted budeme snaZit o [ — oo a budeme
se snazit odvodit, jak bude v takovém piipadé ,fada“ vypadat. Provedeme tedy limitni prechod prol — oo a
budeme predpokladat, ze f]R |f(t)|dt < +00. Pak A — 0, protoze je to vlastné - - kone¢né ¢islo. Podivejme
se, jak dopadne B(x). Nejdfiv si ho ponékud upravime (mj. rozsifime 7) a zavedeme si nové znaceni.

C(&k)

Ma}k

S5

k=1

>H>~

l
/f cos — (t—z)dt (2.4)
B ﬁk
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Xk-1 Xk Xk+1
Obrazek 2.1: Riemanntv integral v tom znaceni, co my tu mame
Zavedeme posloupnost {&}re, = kT” Jeji po sobé jdouci cleny se lisf o A§ = §q1 — & = T. Tady si ted

vzpomenme na definici Riemannova integralu. Mame tady déleni o délce dilku A a timto po obdélniccich
yintegrovanou® funkci C'. Viz obrazek Vlastni integral pak je

[e©ae= tm > caac
2 k=1

Na vztahu (2.4) provedeme Riemannovu integraci. KdyZz posleme [ — oo, budeme mit A — d€, § — € a

o0

et ([}
/ - 0

[e.e]

/ <7lr/f(t) cosétdt coséx + i/f(t) sin £t dt sinfx) d¢. (2.5)
R R

0

f(t)(cos&t cos€x + sintsinéx) dt d€ =

—0o0

~~

ag b§

Takze jsme vlastné odvodili
oo

flx) = /(ag cos&x + besin&x) dE,
0
tedy obdobu Fourierovy fady pro neperiodické funkce definované na R. Rovnost plati za podminek

o [plf(H)]dt < oo

e f(t) mé kone¢nou derivaci zleva i zprava V¢ (tato podminka jde jesté zeslabit).

1%

Vyraz (2.5) budeme dale upravovat, nase snaha bude udélat jej vice symetricky a ,krasnéjsi“. Vyjdeme
z tvaru

f@) =+ [ [ #0cos(eta - 1) drac.
0 R

(Oproti predchozimu jsme otocili argument kosinu, vzali jeho opa¢nou hodnotu, coz muzeme diky tomu, Ze
kosinus je suda funkce.) Ted je kli¢ové si uvédomit, Ze vnitini integral je suda funkce proménné £. Mozna
to vypadé docela abstraktné, ale zkuste si to toho prosté jednou dosadit £ a jednou —¢ a vidite, Zze vysledek

je stejny. Diky sudosti funkce muZzeme vné&jsi integral rozsifit na celé R, jen ho musime podélit dvéma, aby
jeho hodnota zustala zachovana.

f@) =5 [ [ rt)costeto — ) arag
R R
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Dale plati, ze [, f(t)sin(&(x —t)) dt je lichou funkci proménné ¢ ve smyslu hlavni hodnoty, a tedy

/ / F(t)sin(€(x — 1)) dt dé = 0.
R R

Ted pricteme k f(x) nulu ve tvaru z piedchoziho Fadku krat i. Pro¢ to délame? Abychom dostali tvar, se
kterym se lépe pracuje a ktery bude prosté krasny ©

= / / (1) cos(e(ar — 1)) didé + i / / £() sin(€( — 1)) dtdé =

// (cos(§(x —t)) +isin(é(x —t))) dtd& = //f )@= drd¢ =

R
o R/ / f(t)e €t dt e® de (2.6)

9(&)

To g, které nam zde vyslo, mé pro vés jiz moZzné znamy tvar, neni to nic jiného nez Fourierova transformace
funkce f, fikdme ji téz fourierovské spektrum funkce f. Byva zvykem, Ze kdyZ je funkce ozna¢ena malym
pismenem, byva jeji spektrum znacené velkym pismenem. A téch riznych znaceni je spousta, zkusme si je
tady uvést.

- / Fe S dt = F(€) = F {1} (&) = £(€)

v

Vnéjsi integral z rovnice . je pak zpétnou Fourierovou transformaci z funkce g, znac¢ime

fla) =7 (g} () = o) = 5 [ 9(€)e de.

R

CO Z TOHO NECHAT A CO NE?

2.2.4 Fourierova transformace vybranych funkci

V této sekci si ukdzeme Fourierovu transformaci nékolika uziteénych funkei. V praxi pracujeme vétsinou
se signaly nebo obrazy, které méame néjak diskrétné, a proto pro praktické vypocty pouzivame diskrétni
Fourierovu transformaci (implementovanou jako Fast Fourier Transform nebo jeji jesté efektivnéjsi varianty).
Pro teoretické iivahy predchazejici nékteré implementace jsou ovSem dilezité i nékteré funkce jedné nebo dvou
realnych proménnych. Navic tfeba v piipadé filtrii pouzivame pii praktickych vypoctech bézné diskretizované
varianty funkci, které budou nésledovat, predevsim Gaussovy. Pokud byste hledali transformace dalsich
funkci, viele doporu¢uji anglickou Wikipedii pod heslem Fourier transform [25], ktera je velmi obséhla a
velmi kvalitné zpracovani a obsahuje i tabulku s pfehledem transformaci mnoha funkci pro rtzné tvary
Fourierovy transformace.

Jednotkovy zub
Spoc¢téme Fourierovu transformaci funkce

f(:c):{l pro —1 <z <1

0 jinak.

1 izl ol _ i€ sin &
_ —iz€ _ _ _
F(g)—/ e dm—[ 15]1—1 i =2 £

Posledni rovnost plati s vyjimkou & = 0, tam to musime vzit v limité, %irr(l) F (&) = 2. Pokud v citateli pfimo
%

nevidite funkci sinus, béZte o maly kousek niZe k transformaci sinu, tam je odvozené, jak se vyjadii sinus
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pomoci komplexnich exponencial. Na tomto prikladu je krésné vidét, Zze funkce je suda a jeji spektrum je
realné, coz je v souladu s vétou [2.44]
Zkusme si jesté funkci f posunout a sledovat, k jaké zméné ve spektu dojde. Oznacme tedy

fi(z) =

1 pro0<z<2
0 jinak,

tedy f1(z) = f(z —1). Spektrum si spoc¢itame obéma zptusoby, a to jak pfimo z definice, tak pomoci véty o
posunuti. Nejdfive tedy pifmo

F (é-) /2 —izg 4 |:e—iz§:| e 28 el i ( 92 — isin 2¢ 1) 1 ( 2 + sin 26 )
(&) = e T = - = —— — — = —(cos2f —isin2f — 1) = — (icos sin 2 — i
0 i |,y —E —iE € §
s tim, Ze jsme vyuzili toho, Ze % = ﬁ = —i. A pomoci véty o posunuti
Fi(€) = F(€)e 16 = 28125 - = 28126(0055 —ising) = ¢ (2 sin 26 — isin? §> =
wx 2 (1 11— 2 1
= ¢ <2sm2§—102085> E(10082£+81n2§—1)

. v L, X . ~ele . . . o L k% .
V rovnosti oznacené = jsme vyuzili vzorce sin2x = 2sinxzcosx a v rovnosti oznacené = vzorce sinx =
1—cos 2z

Zajimavé jesté muze byt ovérit si zde disledek véty o posunuti, a to Ze posunuté funkce maji stejné
sin £
3

amplitudové spektrum. Amplitudové spektrum pivodni funkce je |F'(§)| = 2 . Amplitudové spektrum

posunuté funkce je

|F1(&)| = \/;2 (sin? 2 + (cos2¢ —1)?) = \/512 (sin? 26 + cos? 2§ — 2cos 2 + 1) = \/;2 (2 —2cos2¢) =

4 1-—-cos 25
52

sin &

§

A je vidét, ze vSe funguje, jak ma.

Oboustranné klesajici exponenciala

Zdroj: Daniel Satynek, rozpracované verze bakalaiské préace

o0
Vypoctéte Fourierovu transformaci funkce f(z) = e~ 1%l. Zfejmé plati: J ’e"”"“ dr=2< o0
—00

o

F(¢) = /e_|$|e_i$§d:n:
—0oQ
o0 i 0 i [e%S)
:/ a ‘”ngx+/e reing g = [0 [T
1—-i]_ —-1-if],
—0o0 0
e 1 ! lim e* ¢ 4 lim ey“yg—#:
1—15 1—if 25— —1—1if y—>—o0 —-1-1i£
—_———— —_—
-0 =0
1 1 14iE+1-i6 2
I T T 1+¢2 142
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—F(¢)
—f(@)

Obrazek 2.2: graf funkce f(z) = e 1*| a jejiho fourierovského spektra

Gaussova funkce

Plati:

1 o242 o2(£240?)
f e 252 =e 2 .

2mo?
Diikaz tohoto tvrzeni je dlouhy a jeho prostudovani neptinési zadny zvlastni prinos pro nas pfedmét, proto si
ho neuvedeme zde, ale v dodatku [A-1.2] Pokud se oprostime od multiplikativni konstanty pres exponencialou,
vidime, Ze Fourierovou transformaci Gaussovy funkce je Gaussova funkce s tim, Ze ¢im je Gauss v prostoru
,,Stihlejsi“, tim je Gauss ve spektru ,8irsi“. Gaussova funkce ma dalekosahlé vyuziti v aplikacich Fourierovy
analyzy, napfiklad pro ucely filtrace.

Diracova distribuce

My jsme se tu zatim zabyvali ,,béZznymi“ funkcemi a navic takovymi, u kterych jsou splnény dalsi podminky,
aby funkce byly ve smyslu Fourierovy transformace ,slusné“. Pro mnohé aplikace se ndm budou hodit ale
i zobecnéné Fourierovy transformace funkci, k nimz vlastné Fourierova transformace ve smyslu, jaky zde
pouzivame, neexistuje, protoze integral nekonverguje. Nebo jesté hif, nebudeme transformovat funkce, ale
distribuce. Teorie, kterd za timto je, je zcela mimo tento predmét, ale i tak si zde tyto vysledky uvedeme,
protoZe se v aplikacich velmi hodi. A hlavné, my si to tady teoreticky odvodime s ¢ distribuci, ale v realu
stejné vypoc¢ty probihaji na konecnych maticich nebo vektorech pomoci diskrétni Fourierovy transformace,
které tim, Ze pracuje na kone¢nych mnozinach, je zcela ,neskodna“ v tom, Ze existuje vzdy, nefesime zadnou
konvergenci apod. Bez dikazii si uvedeme (detaily mozno nalézt v [21I]) si uvedeme, Ze

F{é(z)} =1.
Z toho na zakladé véty o posunuti VLOZIT ODKAZ NA VETU odvodime, Ze
F{6(x —xq)} = e 6%
a na zakladé véty o transformaci z tranformace [2.36)
FA{1} =27ni(z).
Plati ve dvou dimenzich: TO UZ PREHODIT DO 2D, NEBUDE ZDE
F oy} =1

FA{l} = 4nd(z,y)
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Komplexni exponenciala, sinus, kosinus

KdyZ uz jsme se jednou pustili na tenky led a piijali jsme, Ze existuje (zobecnéna) Fourierova transformace
z jednicky, mizeme pripustit, Ze existuji i transformace dalsich funkci, které nejsou dle zakladni definice
Fourierovy transformace transformovatelné. Vlastnost ¢. 3 (modulace) ika, ze

F{e®rf@)} = Fe-&).
Dale vime, Ze
FA{1} =276(§).

Kdyz tyto dvé vlastnosti pouzijeme dohromady s tim, Ze f(z) ve vztahu pro modulaci bude jednicka, dosta-
neme vysledny vztah pro Fourierovu transformaci z komplexni exponenciély:

f{eio“”} =276(§ — ).
Dale budeme potfebovat vyjadrit sinus a kosinus pomoci komplexnich exponencial. Pokud toto nezname
z hlavy, snadno to odvodime sec¢tenim, resp. odectenim vztahi
e = cos oz + isinax

e '*" = cosar —isinax.

Ja tato vyjadieni budu rovnou transformovat.

=7(6(§ —a)+ (¢ +a))

Flcosaz}=F { el + el } _ 2m6(€ — a) + 216 (§ + @)

2 2

F{sinax} =F { e ;_e_lax} _ 216(§ — @) 2—1271'5(5 +a)

1

= —im(6(§ —a) —0(E + )

vvvvv

|F{cosazx}|=|F{sinaz}|=F {cosax} =7m(d({ —a) + I+ @)

Lisi se pouze ve fazi. Coz krasné odpovida tomu vlastnosti ¢. 2 (vété o posunuti). Sinus a kosinus jsou témér
stejné funkce, lisi se totiz pouze o posunuti cosz = sin (93 + %), resp. cos axr = sin (a (:U + %)) Pokud se
dvé funkce lisi o posunuti, jejich spektra se podle véty o posunuti lisi pouze o komplexni exponencialu, tedy
se lis{ ve fazi, jejich amplitudova spektra jsou stejné.

2.3 Dvourozmérnad Fourierova transformace

SEM SE PRESUNE TABULKA A PAK SE UDELA PLNO VET BEZ DUKAZU, PROTOZE NA NICH NIC NENI,
NAOPAK DUKAZY VYSE SE UDELAJI vV 1D

Definice 2.27 (Fourierova transformace funkce v £;(R?)). Necht f(z,y) € £1(R?). Fourierova trans-
formace [1] funkce f je funkce F {f} (£,1) = F(£,7n) : R? — C definovana jako

[e.¢]

F(&n) = / / f(,y)e v 4z dy.

—00 —00
Funkce F' se také nazyva Fourierovo spektrum funkce f.

Definice 2.28 (Inverzni Fourierova transformace funkce v £1(R?)). Necht G(&,7n) € £1(R?). Inverzni
Fourierova transformace [I] funkce G je funkce F~1 {G} (z,y) = g(x,y) : R? — C definovana jako

1 (o oo o] .
s =1 [ [ Glemetsm dgay

—0o0 —O0
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Véta 2.29 (Véta o inverzni Fourierové transformaci pro funkce v £;(R?)). Jestlize f(z,y) € £1(R?)
a je spojita na R?, pak pro kazdé (&,7) € R? [11] plati

f(z,y) = lim —; / / (&,m)e 1x£+yn) —e e +” de¢dn

e—0 472
—00 —00

Diikaz. Dikaz lze najit v [22] O

Definice 2.30 (Amplitudové a fazové spektrum). Necht f(z,y) € L(R?) ma Fourierovo spektrum
F(&,m). Amplitudové spektrum funkce f je funkce A(€,n) : R? — R{ definovana jako

A& n) = |F{f(z,9)}| = [F(& )l
Fdzové spektrum funkce f je funkce ®(£,7) : R? — (0, 27) definovana jako

ReF(&,n) = A(E,n)cos®(E,n),
JmF(&,n) = A(&n)sin®(,n).

Jestlize A(§,n) = 0 pro néjaké (&, n), pak definujeme ®(&,7) =0

2.3.1 Vlastnosti Fourierovy transformace funkci dvou realnych proménnych

f(z,y) F(&m)
1. | af(z,y) + By(x,y) aF(&,n)+ BG(&,n) | linearita
2. | f(z— 0,y —yo) F(&,n)e(Ewotnyo) posun v prostoru
3. | el€zHnoy) £ (3 y) F(&—&,n—mno) posun ve spektru (modulace)
4. | f(az, By) %F (g, %) zména méiitka v prostoru
5. f(—z,—y) F(=¢,—n) otoceni os v prostoru
6. | f*(x,y) F*(=¢,—n) komplexni sdruzeni
7 (fx9)(z,y) F(&n)G(&n) konvoluce
8. | flz,y)g(x,y) ﬁ(F xG)(&,n) soucin funkef

Tabulka 2.2: Zékladni vlastnostni Fourierovy transformace funkci dvou proménnych

Linearita

Linearita je zjevna, vychézi z vlastnosti Reimannova, Lebesgueova a vlastné jakéhokoli integralu.

Posun v prostoru

Véta 2.31. Necht fi(z,y) € L£1(R?) a necht F1(£,7) je jeji Fourierovo spektrum. Uvazujme funkci

fa(z,y) = fi(x — w0,y — vo),

kde g, y0 € R jsou dané konstanty. Necht F»(&,n) je Fourierovo spektrum fo(x,y). Pak plati (¢astecné podle

1)

By(&m) = Fi(€ e trotmo

A1(&n),
Dy(&,m) = @1(&,m) @ (—Exo — nyo)-(ZAVEST MODULO 27?)

N
[N}
—~
A

Il
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Diikaz. |2]

[ o lNe o]

i =T — =s+ ds=d
Fy(&n) = / /fl(m—ﬂfo,y—yo)el(mgﬂ/”)dxdy: s=r—T9 T=8+x0 ds v |
—o0 —00 t=y—y y=t+y dt=dy
_ / / fu(s, £)eiEGTR)FE ) 4 4 —
= //fl(s,t)e_i(55+”t)e_i(5$0+”90)dsdt:Fl(g,n)e_i(&”"yo)
O
Posun ve spektru
Diikaz.
Fry(&n) = / /fl(wjy)ei(foﬂnoy)ei(zéﬂm) dz dy =
= [ [ Al oo dedy = Fi(€ ~ go,n - m)
O

Zména méritka v prostoru

Véta 2.32. Necht fi(z,y) € L1(R?) a necht F1(£,7) je jeji Fourierovo spektrum. Uvazujme funkci

fQ(SU, y) = fl(afﬂ,ﬁy),

kde o € R je dana konstanta. Necht F5(&,n) je Fourierovo spektrum fo(x,y). Pak plati (¢astecné podle [I])
1 £ 1
r - —pS 1
2(5”7) Oéﬁ 1<aa6>7
1 £
A = —A (==
2(5777) Oé,B 1 <auﬁ>)

nien = o (57).

Diikaz.
oo 00 . _ s d _ ds
= —i(x€+yn) _ |5 = ar T = g3 r = o |_
Fy(&m) = filax, By)e dzdy = ; o=
o —ho b="Ffy v =13 d = F
LT —i(2e+Ln) 1 £
= — tye et dsdt = —Fy (2, L

Otoceni os v prostoru

Je pfimym disledkem zmény métitka v prostoru, sta¢i za « (a pfipadné [3) zvolit —1.
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Komplexni sdruzeni

Véta 2.33. Necht f(z,y) € £1(R?) a necht F(£,7) je jeji Fourierovo spektrum. Fourierovo spektrum funkee,
kteréd je komplexné sdruzena k funkci f je jeji komplexné sdruzené Fourierovo spektrum s otofenymi osami
[14]

f{f*(:c,y)} - F*<_£a _77)

Diikaz.
oo o (o] o)
F{f' (@)} = / / F* (@, y)e ) da dy = / / (@, y)e v de dy =
— 00 —00 —00 —00
0o 0 *
- / / Fla,y)e @O dgdy | = F*(—¢, —n),
— 00 —00
t¥eti rovnost plati proto, Ze pro a € R plati e!* = cosa +isina, e7' = cosa + isin(—a) = cosa — isina.
Proto el = (e_i“)*. O
Konvoluce

Véta 2.34. Necht fi(z,y), fo(z,y) € £1(R?) a necht Fy(£,7), F2(€,m) jsou jejich Fourierova spektra. Pak
]:{fl('rvy) * f2(xay)} = Fl(fvn) : F2(§777)

Dikaz.
Flfixfo} = // //fl(s,t)fg(x—s,y—t)dsdt e @Y qp dy =
_OO_OO _OO_OO
B / / / /fl(&t)fz(x—s,y—t)ei(“*y”)dwdy dsdt =
= / /fl(s,t) / /fz(a:—s,y—t)ei(ff“y”)dxdy dsdt =

p=x—8 xz=s+p de=dp

g=y—t y=t+q dy=dq

= / /fl s,t) / /fgp q)e Epts)=in(att) qpdq | dsdt =
= / /fl s,t) (/ /f2 p,q)e —i(€p+ng) g —i(€s+nt) dpdg | dsdt =
= / / fi(s,t)e —i(€s+nt) 45 ¢ / / fa(p, q)e —i(ép+ng) dpdq = Fi(&,n) - Fy(€,m)

Soucdin funkci

m

Véta 2.35. Necht fi(z,y), fo(z,y) € £1(R?) a jsou spojité. Necht jejich Fourierova spektra Fy (€, 1), Fo(€,1)
L1(R?). Poté

FUfie) hen)} = 5 Fi(En) B n),
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Diikaz.

oo o0

Flfilz,y)- folz,y)} = //fl(x,y)fg(x,y)e_i(xg"'y”)dxdy:

—00 —O0

= / (W/ /Fl(a,T)el(mﬂ’T) deT) fo(z,y)e i(z&+ym) dxdy =
—00 — —00 —00

/

- 412/ /F1(J,T) (/ /f2($7y)ei$(sg)iy(nT)dxdy) do dr =
T T

42 //

3

1
UTFZ —U>n—7)dUdT:mFl(&??)*Fz(fﬂ)

Transformace z transformace

Véta 2.36.
(2 F{f(e.y)} = 4w F 7 {f(-2, )},
(v) F7 S )t = g F U o).
(© FAF (@)} = 42 f (—, ),
(@) FHF @)} = g (-2 -0).
Drikaz

A FH{f(~m, — —477 / /f y)e ST dg dy =
s=—x ds=—dx T ist—it

_ — [ [ fse s masa = 7 ().
t=—y dt=—dy o

(b) Tuto vlastnost ziskime z (a) nahrazenim x za —x a y za —y a podélenim rovnosti 472

()

fﬁﬁ@wﬂ=//F@W4WW%M=//FQWWﬂMW%MZ

—00 —O0 —00 —O0

oc=—-¢do=—-d¢

/ / )6 Ao dr = Am’ F {F {f(—, —y)}} =

—00 —O0

T=-—ndr=—dn
:47T2f(—$, _y)7

s tim, Zze predposledni rovnost plati diky vlastnosti ¢. 5.
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- - 1 7 1 [ is€+i iz€+i
F 1{-7: 1{f($,y)}}:47T2// 471_2/ /f(s,t)e it qsdt | e 5+y"d§dn:

= 1674 / / / / f(Sat)e_l(_S)E_l(_t)n dsdt | e®&tivn dédn =
T
u=—5 du=—ds

v=—t dv=-—dt

== / / / / F(—u, —0)e T du o | 6T de dy =
Y8

—00 —00 — 00 —O0

1 1
= HF Uyl = g f ),
s tim, ze predposledni rovnost plati diky vlastnosti ¢. 5.

O

Tato vlastnost je velmi praktickd pro vypocty. Rika nam, Ze staci vypocetné zvladnout doprednou Fourie-
rovu transformaci, zpétna je vlastné totéz co dopfednd, jen s jistymi tpravami, které nemaji vliv na n&jakou
algoritmizaci vypoc¢tu. Tedy sta¢i ndm v jadru jediny algoritmus.

Rotace
Véta 2.37. Predpokladejme, Ze pro funkce fi, fo plati

fo(z,y) = fi(xcosd — ysinb, xsin @ + y cosh), (2.7)

kde 6 € (0,27) (tj. funkce f2 je otofena okolo pocatku o thel 6 oproti funkei fi, viz obrézek [2.3). Pak plati
(7, [@1)

Fy(&,n) = F1(§cosf —nsinb, £ sinf + ncosh),

Diikaz.

oo o0

Fy(en) = / / fol,y)e EEH) g dy =

—00 —00

- / / fi(zcos @ — ysin 6, xsin @ + y cos 0)e @Y dg dy =

—00 —00
s = xcosh —ysinf x = scosf+tsinb
t = xsinf+ycos y = —ssinf+tcosh

_ cosf  sinf / / fl(sa t)e—i[g(s cos 0+t sin 0)+n(—s sin 6+t cos 0)] dsdt =
—siné cosf .

_ / / fl (S, t)efi[s(f cos 0—n sin 6)+¢(E sin 6+ cos 0)] dsdt =

= Fi(£cosf —nsind, Esinf + ncosb)
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Yy
/!
y A
a2 B iy A *
/ S~ |
/ ~/ ascosf |
/ [
// !
/ l
/
/ |
/ |
/ . I
/ a1 siné |
/ ~ 2 |
/ RN [
~w |
. ~o
—ag sin @ ~
0 J z
/
, 0
ay cos 6
x/

Obrazek 2.3: Odvozeni piepo¢tu souradnic pii otoceni kolem pocéatku, pievzato z [9]. Bod A mé souradnice
(a1,az2) v soufadném systému x,y, ktery je otoceny oproti souradnému systému z’, 3y’ o thel 6. Bod (a1, 0)
v z,y ma soufadnice (aj cos 6, ay sinf) v 2’, 3. Podobné bod (0, ag) v x,y mé soufadnice (—ag sin 6, as cos )
v a',y'. Proto bod A = (a1, a2) v souradném systému x, y mé soufadnice (a; cos § —ag sin 6, aj sin @+ ay cos 6)
v soufadném systému z’, 3/’

Zména méritka, rotace, posun
Véta 2.38. Prepokladejme, Ze pro funkce fi, fo plati
fo(z,y) = fi(axcosf — aysinf — zg, axsin b + ay cos b — yo),

kde 6 € (0,27), o € R, xp,yo € R. Pak plati:

1 .
Fy(&,n) = gefl(gz“”yo)ﬂ (i cosf — g sin 6, g sin @ + 2 coS 9) )

Diikaz. Predpokladejme funkce

folz,y) = fi(axcosh — aysinb — xp, axsinf + ay cosd — yo),
fa(z,y) = fi(axcos® — aysinb, axsinh + aycosh),
falz,y) = fi(zcosf —ysinb,zsinf + ycosh).

Pak z vét o posunuti v prostoru (vlastnost ¢. 2), o rotaci (véta [2.37) a o zméné méfitka v prostor (vlastnost
¢. 4) plyne

BEn) = F3(§,77)e7i(5‘”0+77y0) _
= %Fz} <§, T’) e—i(Exo—‘,—ny(J) _
«Q o«
1 .
- 76_1(5x0+ny0)F1 <§ cosf — L sin 0, 3 sind + 1 cos ) .
o a o 5 -

2.3.2 Duasledky zakladnich vlastnosti

Véta 2.39. Necht f(z,y) € L£1(R?) je spojita funkce a necht F(£,7) je jeji Fourierovo spektrum. Inverzni
Fourierova transformace z komplexné sdruzeného Fourierova spektra funkce f je komplexné sdruzena funkce
f s otoCenymi osami, tedy

FHF (&)} = [ (—x,—y)
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Dikaz. Dikaz prevzat z [14].

— * 10000* i 10000* —i(—€z—
FUPE) = o [ [ Fendemiaca= o [ [ Femeitemagay -

1 o0 oo .
_ . if¢(—z)+n(—y)] R
s | [ Fleme aedn| = (2, -y)

O
Véta 2.40. f je realnd funkee, tj. f(x,y) = f*(x,y) V(x,y) € R?, pravé tehdy, kdyz F(£,1) = F*(—¢, —n).
Diikaz. Dikaz prevzat z [14].

(a) Predpokladejme, Ze f je realna funkce. Pak podle vlastnosti ¢. 6 plati, ze
F&n) = F{f(z,y)} = F{(@9)} = F7 (=€, —n).
(b) Predpokladejme, ze F'(§,n) = F* (=&, —n). Pak z véty plyne, ze
fla,y) = FH{FEm} = FH{F (=& —n)} = f(2,y).
O

Véta 2.41. Nechf f je realna funkce, tj. f(x,y) = f*(x,y) ¥(x,y) € R?. Pak amplitudové spektrum této
funkce je stfedové symetrické, tj. A(,n) = A(=&, —n).

Diikaz. Tvrzeni je piimym disledkem véty [2.40 O

Tato véta je velmi dulezitd pro aplikace. V praxi totiz pracujeme vétSinou s redlnymi daty, napiiklad
digitalnimi obrazy. Jejich amplitudové spektrum je stfedové symetrické, resp. v pripadé jednorozmérnych dat
symetrické kolem pocatku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, sta¢i nam ho analyzovat
polovinu, napt. prvni a druhy kvadrant, v pfipadé jednorozmérnych dat napt. jen kladnou ¢ast osy £. Zbytek
nenese zaddnou novou informaci.

Vé&ta 2.42. Necht f(z,y) je realna. Necht G(&,7) je omezena funkce R? — R takova, ze G(£,1) = G(—&, —n).
Pak

FHFE ) - GE )}
je realna.

Dukaz. Podle véty pokud f je redlna, pak

F(&m) = F* (=€, —n).

Vynésobime rovnost G a dostaneme

Vzhledem k tomu, Ze G je omezené, neni pochyb o existenci zpétné transformace. Pak znovu podle véty
dostaneme, Ze

je realna. O

Tato véta je naprosto klicova pro aplikace. Velmi ¢asto se ndm totiz hodi vzit spektrum a aplikovat na néj
néjakou vahovou funkei, predevsim néjaké frekvence utlumit, potlacit. Jiné nechat. Muzeme si to dovolit? Co
kdyZ zpétna transformace z takto modifikovaného spektra nebude realna? To bychom zpé&tnou transformaci
nedostali redlny obraz. Tato véta ndm ovSem dava jednoduché kritérium, které kdyz vahova funkce splni, tak
po zpétné transformaci dostaneme realnou funkei. Stac¢i, kdyz funkce je omezena a stfedové symetricka.

Vétu muzeme diky symetrii Fourierovy transformace preformulovat i pro redlna spektra.
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Véta 2.43. Spektrum funkce f je realné, tj. F(&,n) = F*(&,m) V(€,1n) € R?, pravé tehdy, kdyz f(z,y) =
Drikaz.

(a) Piedpokladejme, 7e spektrum F je realné. Pak
fla,y) = F HEEm} = F HE En)} = [~z —y).
(b) Predpokladejme, ze f(z,y) = f*(—x,—y). Pak
F(&n) = F{f(z,y)} = F{f" (=2, —y)} = F"(&n).
0

Pifimym dusledkem této véty je pak véta o transformaci funkei, které jsou realné a jesté k tomu sudé
(resp. stfedové symetrické v piipadé funkei dvou proménnych).

Véta 2.44. Necht funkce f je realna, tj. f(z,y) = f*(z,y) ¥(z,y) € R?, necht tato funkce je stiedové
symetrické, tj. f(z,y) = f(—z,—y) V(z,y) € R2. Pak spektrum funkce f je realné, tj. F(&,n) = F*(&,n)
V(&) € R%.

Diikaz. Cast (b) dikazu véty pouzitd na realné funkce piimo dava tento vysledek. O
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Kapitola 3

Diskrétni Fourierova transformace

3.1 Jednorozmérna diskrétni Fourierova transformace
Zdroj: diplomova prace Hany Druckmiillerové, ktera v této ¢asti vychazi predevsim z [1] a [6].

Diskrétni Fourierova transformace je oproti jeji ,,spojité“ obdobé krésna v tom, Ze tim, jak se s¢ita konecny
pocet séitanci, tak nejsou zadné problémy ohledné konvergence, existence atd. V literatufe jsou dva pristupy
k jejimu zépisu, resp. zapisu toho, co je na vstupu a vystupu. Na vstupu vzdy méme v jednorozmérném
piipadé kone¢né vektory, v piipadé dvourozmérném matice (my se omezime na matice ¢tvercové). Nékteri
autofi je zapisuji pomoci indext, tedy napi. ay, resp. aj, jako napiiklad Gtl4 a presto obsahla knizka Véclav
Cizek: Diskértni Fourierova transformace a jeji pouziti [6]. (Pozor, kdyz byste chtéli z knizky ¢erpat néjaké
tvrzeni, radé&ji si ho sami dokazte, kdyZz to jde. V kniZce je mraky chyb.) Druhy p¥istup je zapis jako funkce
jedné nebo dvou proménnych f(z) nebo f(z,y), jen je potfeba vnimat, Ze defini¢ni obor je diskrétni. Tento
pristup pouziva napftiklad [I] a budeme ho pouzivat i v tomto textu, osobné ho povazuji za piehledné;jsi,
zvl4sté ve dvourozmérném pripadé.

Definice 3.1 ( Diskrétni Fourierova transformace). Necht f(z) je funkce {0,1,...,N—1} - C,N € N.
Diskrétni Fourierova transformace funkce f(x) je funkce D{f}(§) = F(£) : {0,1,...,.N -1} - C

N-1

F&)=Y" fla)e ¥ (3.1)

=0
Funkci F' nazyvame téz fourierovské spektrum funkce f.

Definice 3.2. [Zpé&tna diskrétni Fourierova transformace| Necht F' () je funkece {0,1,..., N—1}C, N €
N. Zpétnd diskrétni Fourierova transformace funkce F(¢) je funkce D~ {F} (z): {0,1,...,N —1} = C

1 = -
¥ F(€)eN &, (3.2)

£=0

—_

D™ {F}(z) =

Dale budeme slovo diskrétni vynechavat, pokud to bude v dané situaci zjevné, Ze je tim myslena.

vvvvvv

transformace z dopfedné transformace se rovna ptvodni funkci. Navic ditkaz tohoto tvrzeni neni nijak obtizny,
a proto si jej zde uvedeme.

Véta 3.3 (Véta o zpé&tné transformaci). Necht f(z) je funkce {0,1,...,N — 1} = C, N € N a necht
F (&) je jeji Fourierova transformace. Pak zpétna Fourierova transformace funkce F(&) je funkce f(z), tj.

DD {f(0)}} = f(a).

Diikaz. Osobné neznam zadny kniZni zdroj, kde by byl tento diikkaz uveden. Sama ho mam v jednorozmérném
pripadé z prednésky skvélého pedagoga Hjalmara Rosengrena z mého pobytu na Chalmers University of
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Technology ve §védském Goteborgu [20]. Pokud zdroj znate, odkazte mé na néj, rada ho zde uvedu. Ale ono
na tom dikazu neni nic objevného ani technicky naro¢ného.

1 = )
DD} = 3 F(Qe R0 =
£=0
| N1l A A
= & F(s)e v (O () =
£=0 s=0
L V-l No1
-~ f(s) SN (m—s) —
s=0 £=0
N-1 N-1
1 2ri £
_ 1 271 (3—s)
N 2= ) <e " )

i

o
o
Il

o

Vzhledem k tomu, Ze g(s) je kone¢na geometricka rada, miizeme ur¢it jeji soucet.

27i

(a) Pokud z = s, pak e ¥ @5 =1, tedy g(s) = N.

(b) Pokud x # s, vime, Ze 1 — e (@=9) # 0, a proto muzeme timto vyrazem délit

=0.

27i N
1— (en(@3) 2mi(z—s)
1—e 1-1
o= L) -

27i 27i

1— e%(a:—s) B 1— eT(I_S) B 1 — eW(x_S)

Proto,
DD (fwy)}} = o/ (@9) N = f(z).
O

Definice 3.4 (Amplitudové spektrum, fazové spektrum). Amplitudové spektrum funkce f je funkce A(€) :
{0,1,...,N — 1} — R definovana jako

A(§) = [D{f (@)} = [F ()]
Fdzové spektrum funkce f je funkce ®(¢) : {0,1,...,N — 1} — (0, 27) definovana jako

ReF(E) = A(€)cosd(E),
ImE(E) = A(€)sin®(c,).

Pokud A(§) = 0 pro néjaké (), polozime ®(&) = 0.

3.1.1 Vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace

V této ¢asti si uvedeme vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace. Vztahy si uvedeme jak pro funkce
jedné, tak dvou proménnych, dikazy zpravidla jen pro pfipad dvou proménnych, a to pfedevsim proto, ze
Cerpam ze své diplomové prace, ktera se zabyvala aplikaci na obrazy, a proto pouzivala rovnou dvourozmeérnou
Fourerovu transformaci. Vztahy jsou zpravidla obecné znamé, ovSem ve své diplomové praci jsem ke vSem
udélala dukazy (které se ¢asto k tak ,elementarnim® vétam v literatute Spatné hledaji). V&rfim, Ze pramérné
zdatny ¢tendr jisté vytvoii k dikazim i jejich jednorozmérné ekvivalenty.

Pokud nebude uvedeno jinak, f, f1, f2, g budou funkce {0,1,..., N — 1}? — R. Odpovidajicimi velkymi
pismeny budeme znaéit jejich spektra. K funkcim f, f1, fo navic A(&,n), A1(€, 1), A2(€, 1) budou amplitudova
spektra a ®(&,n), P1(£,n), P2(€,n) jejich fazova spektra. Cisla a, 8, 20, Yo, &0, No libovolna realna &sla.
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Periodické pokracovani

TOHLE SE SPISE HODI JAKO SLOVNI OMACKA A PAK VETA

Prvni z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace, kterou si zde uvedeme, je takova, co pfimo ,,¢ni*
z definice, presnéji z defini¢niho oboru. Iustrujme si to na jednorozmérném piipadu. VSimnéme si, Ze funkce
ot je periodickd v proménné £ s periodou N. Navic formélné nic nebréani tomu, abychom do vztahu
za & dosadili libovolné celé ¢islo. Pojdme tedy zavést periodické pokracovdni Fourierovy transformace jako

funkei FI(€) : Z — C
N-1 A
Fe) =" fla)e T,
=0

Obdobné zavedeme i periodické pokracovdni zpétné Fourierovy transformace z funkce F(§) jako
1 = 2ri
=1 2mi e
flo) =+ ZOF(s)e v
xr=

Zeela intuitivné mizeme zavést D{f} a D~{F} restrikei téchto funkef na pivodni definiéni obor. Pak je
zjevné, ze plati Vz, € € {0,1,...,N -1}, k€ Z

f@) = fl@+kN),  F(€) = F(¢+kN)
a odtud
f@)=f@), fl-a)=f(N-z), FE=F%¢, F(-¢=FN-¢).

Navic je nebude tézké odvodit, ze Vk € Z plati

k+N-—-1 i k+N-—-1 i
D{f(x)}= > fl@e ®*,  DHFEO}= ) F(§e ¥ (3.3)
=k =k

Tyto vztahy maji velky disledek pii zpracovani signalu a obrazt. Je totiz vidét, ze Fourierova transformace
bere vektorova data, jako by byla periodicka, vektor naskladany opakované za sebe. Digitalni obrazy bere,
jako by byly periodicky vyskladané do Sachovnice. BéZné maji data néjaky ,postupny* pribéh, nebyvaji tam
dramatické skoky mezi sousednimi body, jenze pravé diky této periodicité tam pfirozené skoky vznikaji na
prechodu z jedné periody do té dalsi. Casto pak tento skok je nejvyraznéjsi strukturou v té sachovnici. Proto
je velmi dulezité pro dalsi zpracovani néjak odstranit okraje obrazi, vétSinou se to feSi néjakou vahovou
funkci, kterou vynasobime obraz tak, aby na okraji jiz zadnéa data nebyla, aby tam byly nuly. V zavislosti
na tom, na jakou analyzu bude takto modifikovany obraz a jeho spektrum pouzit, se voli bud vahové funkce
radialné symetrické (jadro, kde je vaha rovna nule, je kruh), nebo ¢tvercové (jadro je Gtverec).

Definice 3.5 (Periodizace funkce a jejiho Fourierova spektra). Necht f(z) je funkce {0,1,..., N —
1} - C,N € N a necht F({) je jeji Fourierovo spektrum. Periodizace Fourierova spektra F je funkce
F(§) : Z — C definovana jako

Periodizace funkce f je funkce f(zx):7Z — C definovana jako
| V-1 .
=1 2mi e
fla) =+ ZOF(@G v
Pro prehlednost si vlastnosti uvedeme v tabulkach, dikazy budou nésledovat.

Linearita

Linearita je zjevna, vychazi z vlastnosti kone¢nych soucta, v zasadé se jedna o distributivni zakon.
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1) F(e)

1. | af(z) + Bg(x) aF (&) + BG(E) linearita

2. f(m — 1) F(&)-e — %o posun v prostoru

3. e217\;1§°”"f( ) F(&—&) posun ve spektru (modulace)
4. | f(-=) F(=¢€) otoCeni osy

5.1 f(x) F*(=¢) komplexni sdruzeni

6. | (f*g)(x) F(&)-G(&) periodické konvoluce

7. f(z)-g(x) +(FxG)(&) soucin funkei

Tabulka 3.1: Zakladn{ vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace funkei jedné proménné.

Posun v prostoru

Véta 3.6. Necht fi(z) je funkce {0,1,...,N — 1} — C, N € N a necht F;({) je jeji Fourierovo spektrum.
Uvazujme funkci B

fa(z) = fi(z — 20),
kde zg € Z je dana konstanta. Necht F5(&) je Fourierovo spektrum fo(x). Pak plati

Fy(&) = e TEOR (€).

Diikaz. [6]
N-1 . N-1 .
B(&) = Y fal@)e ¥ =" fi(x —zo)e” ¥ =
z=0 =0
N—1—x9 _ B
B ‘ s=x— 1 ‘: Y fils)e R Elsteo) =
s=—xg
N—1—x¢
— oW Z fl )e —5sE — o NEZOFl(é)
s=—xg
pri¢emz posledni rovnost vychazi ze vztahu (i3.3]). O
Posun ve spektru
Diikaz.
No1 ,
Fy(€) = Y e W fy(z)e” FoE = Z fi(@)e” N TER) = (¢ — &)
=0

Otoceni os

Véta 3.7. Necht f(x) je funkce {0,1,...,N —1} — C, N € N s Fourierovym spektrem F(&). Fourierova
transformace funkce f s otoCenou osou je funkce F' s oto¢enou osou, tedy

Diikaz.



pri¢emz posledni rovnost vychazi ze vztahu (3.3]). O

Komplexni sdruzeni

Véta 3.8. Necht f(x) je funkce {0,1,...,N — 1} — C, N € N a necht F (&) je jeji Fourierovo spektrum.
Fourierovo spektrum funkce, kterd je komplexné sdruzena k funkci f je jeji komplexné sdruzené Fourierovo
spektrum s otocenou osou [14]

D{f*(x)} = F*(=9).

Diikaz.
gy 27i Nl 2mi
Di{f(@)} = D f@e %= fa)er =
=0 =0
Nl 2mi : ~
) (Z f@eN”@) = F*(~9).
=0

Periodicka konvoluce

Definice 3.9. Necht fi(x), fa(x) jsou funkce {0,1,..., N —1} — C, N € N. Funkce f(z) se nazyva diskrétni
periodickd konvoluce [I] funkei fi, fo (znaceno jako f(x) = fi(x) * fa(x)), jestlize

N-1

F@) = fils) falz — 9).

s=0

Véta 3.10. Necht funkece fi(x), fa(z) : {0,1,...,N — 1} — C, N € N maji Fourierova spektra F; (), F2(§).
Potom

D{fi(z)  fa(z)} = F1(S) - F2(E)
Diikaz. [1]. Necht f(x) = fi(x) * fo(x). Pak

N—-1 /N-1 _ -
D{f(x)} = (Z f1(s)f2(x—s)> e W =

x=0 s=0
- = s 27i
- Zfl(s) f2($_s)eiwx£_’p_$—s =
s=0 =0
i V& r3 27i
- Z fl(s) Z fg(p)e élpts)
s=0 ——g
N-1 ’ i N—-1-s B .
= Z fl(S)e_ ~ s€ Z fz(p)e_Wpf o
s=0 p=—s
= (&) (¢

Soudin funkci

Véta 3.11. Necht funkece fi(x), fa(z) : {0,1,...,N — 1} — C, N € N maji Fourierova spektra F; (), F2(§).
Potom [6]

D{Ai() fo(@)) = () * Fa(€).

31



Nulty prvek spektra

Ptimo z definice vidime, 7

| Nl N | Nl N-1 .
N Z Fi(o)F(§ —0) = ~ Z (Fl(a) Z fz(t)e_Nt(g_J)> =
=0 =0 t=0
N-1N-1 N-1 N-1
1 —2mige 2miys 1 2riys —2mige
N Fi(o) fa(t)e” N e 7 = ~ 2 Fi(@)e N | fo(t)e” N =
t=0 o=0 t=0 =0
N-1

A fa(t)e T =D {fi(z) - fo(x)}

if
o

N—-1 i N-1
F0) =) f@)er™=>" f(z).
=0 x=0

Tedy nulové frekvence spektra vyjadiuje soucet vSech prvkia pivodniho vektoru ¢ matice.

Transformace z transformace

Véta 3.12.

D{D{f(@)}} = Nf(-a),
P
D{f(x)} = ND~ {J(~a)}.
D7 {f()} = D {F(-n)}

DD {f(x)}}



(c) ziskdme z (a), kdyZ pouzijeme zpétnou Fourierovu transformaci na obé strany rovnosti.
(d) ziskdme z (c) nahrazenim —x za z a podélenim obou stran rovnosti V.

O
Tato vlastnost je velmi praktické pro praktické vypocty. Rika nam, 7e staci vypocetné zvladnout dopted-
nou Fourierovu transformaci, zpétna je vlastné totéz co dopfedné, jen s jistymi tipravami, které nemaji vliv
na néjakou algoritmizaci vypoctu. Tedy staci nam v jadru jediné FFT.
3.1.2 Duasledky zakladnich vlastnosti
Véta 3.13. f je realna funkee, tj. f(z) = f*(z) Vo € {0,1,..., N — 1}, pravé tehdy, kdyz F(&) = F*(—¢).
Diikaz.

(a) Predpokladejme, Ze f je realna funkce. Pak vlastnost ¢. 5 ¥ika, ze
F() =D{f(2)} =D{f" (=)} = F*(=¢).
(b) Predpokladejme, ze F(§) = F*(—§). Pak z vlastnosti ¢. 5 a véty o zpétné transformaci plyne

f(@) = DHFE} =D {F (=)} =D HD{f (@)}} = /().

Véta 3.14. Necht f je redlné funkce, tj. f(z) = f*(x) Ve € {0,1,..., N — 1}. Pak A(§) = A(=¢).
Diikaz. Tvrzeni je piimym disledkem véty [3.13] O

Tato véta je velmi dulezita pro aplikace. V praxi totiz pracujeme vétSinou s redlnymi daty, napiiklad
digitalnimi obrazy. Jejich amplitudové spektrum je stfedové symetrické, resp. v pfipadé jednorozmérnych dat
symetrické kolem pocatku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, staci nam ho analyzovat
polovinu, napf. prvn{ a druhy kvadrant, v pfipadé jednorozmérnych dat napf. jen kladnou ¢ast osy €. Zbytek
nenese zadnou novou informaci.

Véta 3.15. Nechf funkce G(€) : {0,1,..., N — 1} — R spliuje G(£) = G(—¢). Pak
DTHE(E) - G©)}
je realna funkce.
Diikaz. Podle véty pokud f je realna funkce, pak
F(&) = F*(=¢).

Vynésobime-li rovnost G, dostaneme

F(£)-G(§) = F*(=€) - G(=§) = (F(=€) - G(=9))".

Pak znovu podle véty [3.13]
DHF()-G()}

je realna. ]

Jak klicova je tato véta pro aplikace, jsme si uvedli jiz v piipadé funkci dvou realnych proménnych.
Tato véta nam ¥ika, co musi spliiovat vahova funkce G, kterou pouZijeme na spektrum, abychom neposkodili
realnost vzniklého obrazu. Zde v diskrétnim pfipadé diky konecnosti sumy navic odpada pozadavek na
omezenost funkce vzhledem k tomu, Ze G je dana né&jakou matici obsahujici néjaka (samoziejmé koneéné)
realnd ¢isla. V praxi stejné nejéastéji pouzivame vahy (prvky matice G) z intervalu (0, 1).

Vétu muzeme diky symetrii diskrétni Fourierovy transformace preformulovat i pro realna spektra.
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Véta 3.16. Spektrum funkce f je realné, tj. F(§) = F*(§) Vo € {0,1,...,N — 1}, pravé tehdy, kdyz
f(z) = f*(-=).
Diikaz.

(a) Predpoklédejme, 7e spektrum F je redlné. Pak
f(@) = DTHE©)} = DHE(©)) = F(~a).
(b) Predpokladejme, ze f(z) = f*(—x). Pak
F(§) = D{f(2)} = D{F(~)} = F(&).
OJ

Primym dusledkem této véty je pak véta o transformaci funkci, které jsou realné a jesté k tomu sudé
(stFedové symetrické) v rameci periodického pokrac¢ovani nebo toho, jak funkci diky periodickému pokracovani
¢teme ,,od konce".

Véta 3.17. Necht funkce f je redlna, tj. f(x) = f*(z) Vz € {0,1,..., N — 1}, necht tato funkce je stfedove

symetricka, tj. f(z) = f(—x) Yz € {0,1,..., N — 1}. Pak spektrum funkce f je realné, tj. F(§) = F*(§)
Ve e {0,1,...,N —1}.

Diikaz. Céast (b) dukazu véty [3.16| pouzita na realné funkce pfimo dava tento vysledek. O
3.1.3 Vztah mezi diskrétni Fourierovou transformaci a Fourierovou radou periodické
funkce

Zdroj: [1] a disertacni prace Hany Druckmiillerové [10]

Vyjdeme z funkce f : R — R, ktera je periodicka s periodou p. Ozna¢me ®¢(z) jeji Fourierovu fadu.
NapiSeme si ji zde v komplexnim tvaru a nez se pustime do vlastniho odvozeni vztahu mezi diskrétni Fou-
rierovou transformaci a Fourierovou fadou periodické funkce, pojdme se podivat na vztah mezi komplexnim
a realnym tvarem Fourierovy rady.

o (o]
(I)f(gj) — Z Cke27”? = Coeo —+ Z <C]€e27ﬂ7 + c_ke_%l?) = (34)
k=—o00 k=1
> ( 2wk . 2mkx o2k o 27rk‘1:>
=co+ Z CJ, COS + cglsin + c_j cos — C_jgisin =
p p p p p
> 2rkx 2wk
=co+ Z <(ck + c_y) cos ) +i(cg + c—g) sin ) > , (3.5)

k=1
kde L
s kx
cp = / flz)e ™
P Jo

jsou komplexni &isla. Pojdme koeficienty porovnat s koeficienty realného tvaru

a > 2rkx . 2mkx
O(z) = 50 + Z (ak cos + by sin » ) , (3.6)
k=1

p

kde ag, b jsou realna ¢isla. Srovnanim vztahi (3.5) a (3.6) snadno zjistime, Ze

ao

co — ?
Cp,+C_p = ag (3.7)
i(ey —c_) = by (3.8)
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Pak stac¢i vhodné posécitat rovnice (3.7) a (3.8]) a dostavame

i-2¢, = api+ b
1 .
Cr, = *(ak—lbk).
2
Vyuzili jsme toho, ze % = ﬁ = —i. Podobné c_; = %(ak +1iby). Srovnanim ¢ a c_j, zjistime, Ze ¢ = c* .

Nepripomind vam to néco, tato symetrie koeficientu c¢;? Fourierovu fadu jsme délali pro redlnou funkci
(nabyvajici realnych hodnot) a vyslo nam, Ze pro koeficienty plati ¢, = ¢*,. Kdyz jsme Tesili Fourierovu
transformaci realné funkce (véta [2.40)), zjistili jsme, ze F(&,n) = F*(—&, —n), coZ je vlastné obdobné tvrzeni
jako pro cg. Prosté, at uz se jedna o Fourierovu transformaci, ¢ Fourierovu fadu realné funkce, vzdy je tam
tato forma symetrie.

Pojdme ted smérovat k diskrétni Fourierové transformaci. Funkei f budeme vzorkovat s ekvidistantnim
délenim s N dilky o délce £ na kazdém intervalu délky p. Oznaéme

f(n)=f (n%) . nez (3.9)

Formalné dosadime vztah (3.4) do (3.9) v bodé, kde ®; konverguje k f (coz je prakticky vsude, detaily

jinde).
o k. p [e.9] &

k=—o00 k=—00

Funkce 2™ % jsou periodické v proménné k s periodou IV, proto muzeme polozit k = [+ Nm, kde m € Z,1 €
{0,1,... N — 1}, a pfepsat rovnici (3.1.3)) jako

=1
N-1 A N-1
- 2mi n(l+Nm) _ . l 2mimn * . 271'1"—l _
E E ClyNme N " = E E Cl+Nm MV e = E Cl+Nm€ =
m=—o0 [=0 m=—o00 [=0 =0 m=—0c0
N-1 [e]
orind
e”™'N § Cl+Nm -
=0 m=—oo
~————
n
F(l)

* . ~ 2z 7~ ~ O v 2 ’ ’ v 2
Rovnost = je prerovnéani fady, coz muzeme za podminky absolutni konvergence ci. S novym oznacenim
piseme
N—

)_l

27r1
=0

coz je skoro presné vztah pro (jednorozmérnou) zpétnou diskrétni Fourierovu transformaci, pouze faktor %
v ném chybi. Tedy

N—

[y

NlNl

17 n 1 n 1 -1l - nl
7f(n) —p Il _ — F 27r1— _27”Ne2mﬁ_
N {7} =52 v > fo

p{f} W)=Y comn

l=—00

Pokud nejsou koeficienty ¢ nulové mimo né&jaky interval délky N (teda samoziejmeé Ze zde mluvime o celych
Cislech, takZze interval neni uplné stastné slovo, ale zase se u néj dobfe mluvi o délce, jisté mi rozumite...), pak
dojde pfi s¢itani k prekryvani frekvenci a pokud k vzorkovani takového signalu pouzijeme N dilki, dojde ke
ztraté informaci. S tim souviseji takové pojmy z oblasti zpracovani signala jako band-limited function (tedy
funkce, u které k prekryvani frekvenci nedojde pro dostatecné velké N), pasmo, rozsah atd. Pro band-limited
functions jsou Fourierova rada a diskrétni Fourierova transformace ekvivaletni pojmy.
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3.1.4 Rychla Fourierova transformace (FFT)

Zdroje: [26], [6], [5]

Vypocet diskrétni Fourierovy transformace z definice je ¢asové velmi naro¢ny — kvadraticky, je potieba
provést N2 komplexnich nasobeni a N? komplexnich séitani. Néco jako diskrétni Fourierova transformace
bylo poprvé pouzito jiz v roce 1805 Carlem Friedrichem Gaussem a jiz tehdy se snazil o néjaké optimalizace
vypoc¢tu. Dalsi autofi prichazeli s dalsimi zrychlenimi. Pfelomem byla prace Jamese Cooleyho a Johna Tu-
keyho [5] z roku 1964, ktefi vytvorili algoritmus s vypocetni narocnosti O(N In N), ktery chtéla IBM, pro
kterou tehdy Cooley pracoval, patentovat, ale nakonec se to nepodafilo z divodu, ze Tukey pro né nepracoval,
a tak se stal algoritmus volné pouzitelny. Jimi popsany algoritmus dostal oznaceni Fast Fourier Transform.
Stale se pracuje na rychlejsich algoritmech, i kdyZ jsou zmény stile mensi a mensi. Pro praktické uzivatelské
pouziti miazeme FFT brat jako ekvivalent diskrétni Fourierovy transformace a nemusime fesit, jak je uvnit¥
implementovana.

Pro ucely tohoto kurzu si vysta¢ime s tim, Ze rychld Fourierova transformace je efektivnim zptisobem
vypoctu diskrétni Fourierovy transformace, po analytické strance se jedna o to samé, po numerické strance
nema smysl Tesit rozdil. Co je dilezité védeét, je, ze klasickd FFT Cooleyho a Tukeyho je vyrazné nejrychlejsi
pro matice o rozmérech 2", pripadné jesté k- 2™, kde n je néjaké prirozené ¢islo a k je néjaké malé pfirozené
¢islo. Pokrocilejsi algoritmy mohou pracovat efektivné i pro jiné rozméry matic. V piipadé implementace
vypoctu vétsitho poc¢tu Fourierovych transformaci v jednom programu nebo pii praci s maticemi vétsich
rozméri je vhodné si vyzkousSet, jak se chova konkrétni pouzivana implementace FFT, pripadné se preventivné
omezit na matice rozmérd uvedeného tvaru.

KOUKAM, ZE TADY MELU NECO O MATICICH, ALE CHCE TO SPISE NAPSAT PRO POSLOUPNOSTI

3.2 Dvourozmérna diskrétni Fourierova transformace

SEM SE TOHO PLNO ZOPAKUJE BEZ DfJKAZU, HODI SE SEM TABULKA ATD.

Definice 3.18 (Diskrétni Fourierova transformace — 2D). Necht f(z,y) je funkce {0,1,..., N —1} x
{0,1,...,.M — 1} — C, N, M € N. Diskrétni Fourierova transformace funkce f(x,y) je funkce D{f} (£,n) =
F(,n) :{0,1,...,N -1} x{0,1,..., M -1} = C

N—-1M-1

Fen) =33 flaye &+ (3.10)

z=0 y=0

Definice 3.19 (Zpétna diskrétni Fourierova transformace). Necht F(&,n) je funkce {0,1, ..., N —
1} x{0,1,...,.M — 1} — C,N, M € N. Zpétnd diskrétni Fourierova transformace funkce F(&,n) je funkce
DY F} (x,y):{0,1,...,N -1} x {0,1,...,M -1} = C

1M-1
DHF} (z,y) = 3 B m)ermi(F 5D, (3.11)
0 n=0

MZ
Bt

L
NM

o~
Il

Véta 3.20 (Véta o zpé&tné transformaci). Necht f(z,y) je funkce {0,1,...,N—-1}x{0,1,...,. M -1} —
C,N,M € N a necht F(&,n) je jeji Fourierova transformace. Pak zpétna Fourierova transformace funkce
F(&,n) je funkce f(z,y), tj.

D HD{f(z.9)}} = f(a,y).

Diikaz. Osobné neznam zadny knizni zdroj, kde by byl tento ditkaz uveden. Sama ho mém v jednorozmérném
pripadé z prednésky skvélého pedagoga Hjalmara Rosengrena z mého pobytu na Chalmers University of
Technology ve §védském Goteborgu [20]. Pokud zdroj znate, odkazte mé na né&j, rada ho zde uvedu. Ale ono
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na tom dikazu nenf nic objevného ani technicky naro¢ného.

1 N-1M-1 e
— z€ | yn
D 1{D{f(x,y)}} = NM F(&n)e 2mily +ar) =
£=0 n=0
1 N-1M-1N-1M-1 o, 2e
_ Z f s, t —2mi( 5 JT]) 2mi( 5 +47)
NM £€=0 n=0 s=0 t=0
1 N—-1M-1 N—-1M-1 (s (y—t)
— Z f(S,t) Z e§27r1 271 _
NM s=0 t=0 £€=0 n=0
1 N—-1M-1 N-1 e\ € M-1 -9
- NM f(s,t) <e2m " ) 2 <e2m " )
s=0 t=0 £=0 n=0
9(s) g(t)

Vzhledem k tomu, Ze g(s) je konecna geometricka fada, mizeme uréit jeji soucet.
(a) Pokud z = s, pakeN Ha—s) = =1, tedy g(s) = N.

(b) Pokud x # s, vime, 7e 1 — e (2=9) # 0, a proto mizeme timto vyrazem délit

i N
1— e%(m—s) e2mi(z—s) _
(5 1— 1-1 0
S) = n - = =Y
g 1—eR@=s) ] _FE—s) 1 _H@s)
Analogicky,
M proy=t
g(t) = .
0 jinak.
Proto,

NM
U

Definice 3.21 (Amplitudové spektrum, fazové spektrum). Amplitudové spektrum funkce f je funkce
A(&,mn) {0,1,...,N -1} x{0,1, ..., M — 1} — R definovana jako

A& n) = ID{f(z,y)} = F(n)l
Fazové spektrum funkce f je funkce ®(§,n): {0,1,...,N -1} x{0,1, ..., M — 1} — (0, 27) definované jako
ReF(&n) = A& n)cos®(E,n),

JmE(E,n) = A(&n)sin®(¢,n).
Pokud A(§,n) = 0 pro né&jaké (§,n), polozime ®(&,n) = 0.

3.2.1 Vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace

Definice 3.22 (Periodizace funkce a jejiho Fourierova spektra). Necht f(z,y) je funkce {0,1,..., N —
1} x{0,1,...M =1} — C,N,M € N a necht F(£,n) je jeji Fourierovo spektrum. Periodizace Fourierova
spektra F' je funkce F(£,n) : Z? — C definovana jako

—1M-1

Zfoy 2m§+§’v—1)

z=0 y=0

Periodizace funkce f je funkce ]7(3:, y) : Z? — C definovana jako
N—-1M-1

}‘,’ Z Z § 77 27r1 Wg—l-ﬁ)

a:OyO
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f(z,y) F(&n)
L | af(z,y)+ Bg(x,y) | aF(&§n)+BG(S,n) | lincarita
2. f(m — 20, Y — Y0) F(&,m)-e 2 (R+%P) posun v prostoru
3. 2”‘(Eow+n0y)f(:v, Y) (f —&0,m—1m0) posun ve spektru (modulace)
4. f(—x, —y) F(—=¢,—n) otoc¢eni os
5.0 f*(x,y) F*(—¢,—n) komplexni sdruzeni
6. | (f+g)(z,y) F(&,n) -G n) periodicka konvoluce
7.0 flz,y) - g(z,y) w7 (F +G)(&m) soucin funkei

Tabulka 3.2: Zakladn{ vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace funkci dvou proménnych.

Linearita

Linearita je zjevna, vychézi z vlastnosti konecnych soucti, v zasadé se jedné o distributivni zakon.

Posun v prostoru

Véta 3.23. Necht fi(x,y) je funkee {0,1,...,N —1} x {0,1,...M — 1} — C, N, M € N a necht Fy(£,n) je
jeji Fourierovo spektrum. Uvazujme funkci

fa(z,y) = J?1(96 — 20,y — Y0),

kde xg,yo € Z jsou dané ¢isla. Necht F»(&,n) je Fourierovo spektrum fa(x,y). Pak plati

_orif £%0 4 nva
Faem) = (F ) F e,
Posun ve spektru
Diikaz.
N-1 ,
Fy(€) = Y e W fi(x)e” Ko = Z fi(z HE0) = F(€ - &)
=0

Otocdeni os

Véta 3.24. Necht f(z,y) je funkee {0,1,...,N — 1} x {0,1,...M — 1} — C,N, M € N s Fourierovym
spektrem F'(£,n). Fourierova transformace funkce f s oto¢enymi osami je funkce F' s oto¢enymi osami, tedy

D {f(_g;, —y)} = F(—¢,—n)

Komplexni sdruzeni

Véta 3.25. Necht f(z,y) je funkce {0,1,...,N—1}x{0,1,...M -1} — C, N, M € N anecht F(£,n) je jeji
Fourierovo spektrum. Fourierovo spektrum funkce, ktera je komplexné sdruzena k funkci f je jeji komplexné
sdruzené Fourierovo spektrum s oto¢enymi osami [14]

D{f*(x,y)} = F*(_§7 _77>'
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Periodicka konvoluce

Definice 3.26. Necht f1(z,y), f2(z,y) jsou funkece {0,1,..., N—1}x{0,1,... M—1} — C, N, M € N. Funkce
f(z,y) se nazyva diskrétni periodickd konvoluce [I] funkci f1, fo (znaceno jako f(z,y) = fi(z,y) * fao(x,y)),
jestlize

—1M-1

ZZflstfgx—sy—t)

s=0 t=0

Véta 3.27. Necht funkce fi(z,y), fo(z,y) : {0,1,...,N — 1} x {0,1,...M — 1} — C,N,M € N maji
Fourierova spektra F(§,n), F2(&,n). Potom

D{fi(z,y) * fo(@,y)} = F1(&§,m) - Fa(€,m)

Soucdin funkci

Véta 3.28. Necht funkce fi(x,y), fa(z,y) : {0,1,...,N — 1} x {0,1,...M — 1} — C,N,M € N maji
Fourierova spektra F1(§,n), F2(&,n). Potom [6]

D{fi(x,y) - fa(x,y)} = Fi(&,n) * Fa(&,m).

NM

Nulty prvek spektra

Ptimo z definice vidime, Ze

MZ
MS

z-0
140
E 271'lN M

Tedy nulova frekvence spektra vyjadiuje soucet vSech prvka pivodniho vektoru ¢ matice.

||D12

Transformace z transformace

Véta 3.29. Necht f(z,y) je funkce {0,1,...,N —1} x{0,1,...M — 1} — C, N, M € N. Pak plati

(2 DD {f(z,y)}} = NM (-, ~y),

(v) D D! {fxy}}——f )
(©) D{f(a,y)} = NMD~ { (-, —y)},
(@) D7 {f(r, )} = D L F-w )

Tato vlastnost je velmi praktické pro praktické vypocty. Rika nam, 7e staci vypocetné zvlddnout dopted-
nou Fourierovu transformaci, zpétna je vlastné totéz co dopfedné, jen s jistymi Gpravami, které nemaji vliv
na néjakou algoritmizaci vypoctu. Tedy staci nam v jadru jediné FFT.

3.2.2 Duasledky zakladnich vlastnosti

Véta 3.30. f je realnd funkee, tj. f(z,y) = f*(z,y) V(x,y) € {0,1,...,N — 1} x {0,1,..., M — 1}, pravé

Diikaz.

(a) Predpokladejme, Ze f je realna funkce. Pak vlastnost ¢. 5 ¥ika, ze

F&n) =D{f(z,y)} =D{f (x,y)} = F" (=& —-n).
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(b) Predpokladejme, ze F'(§,n) = F*(—&, —n). Pak z vlastnosti ¢. 5 a véty o0 zp&tné transformaci plyne
Fley) = DH{FEm} = D {F(—€—m) } = DD {F (@)} = (@),

O
Véta 3.31. Necht f je realna funkee, tj. f(z,y) = f*(z,y) ¥Y(z,y) € {0,1,...,N — 1} x{0,1,...,M — 1}
Pak A(&,n) = A(=¢, —n).
Drikaz. Tvrzeni je pfimym disledkem véty O

Tato véta je velmi dulezita pro aplikace. V praxi totiz pracujeme vétSinou s realnymi daty, napiiklad
digitdlnimi obrazy. Jejich amplitudové spektrum je stfedové symetrické, resp. v pfipadé jednorozmérnych dat
symetrické kolem pocatku, a tedy pokud chceme analyzovat amplitudové spektrum, staci nam ho analyzovat
polovinu, napf. prvn{ a druhy kvadrant, v pfipadé jednorozmérnych dat napt. jen kladnou ¢ast osy £. Zbytek
nenese zadnou novou informaci.

Véta 3.32. Necht funkce G(¢,7) : {0,1,...,N — 1} x {0,1,..., M — 1} — R splituje G(£,n) = G(=¢, —n).
Pak
D{F(&n) -G n)}

je realna funkce.

Dikaz. Podle véty pokud f je realné funkce, pak

Vynésobime-li rovnost G, dostaneme

F(é?ﬂ) ’ G(fﬂ?) = ﬁ*(_ga —"7) ’ G(_§7 —77) = (F(_§7 _77> : G(_§7 _77>)*

Pak znovu podle véty

je realna. ]

Jak klicova je tato véta pro aplikace, jsme si uvedli jiz v piipadé funkci dvou realnych proménnych.
Tato véta nam Fika, co musi spliiovat vahova funkce G, kterou pouZijeme na spektrum, abychom neposkodili
realnost vzniklého obrazu. Zde v diskrétnim pfipadé diky konecnosti sumy navic odpada pozadavek na
omezenost funkce vzhledem k tomu, ze G je dana néjakou matici obsahujici n&jaka (samoziejmé konecn4)
realné ¢isla. V praxi stejné nejc¢astéji pouzivame vahy (prvky matice G) z intervalu (0, 1).

Vétu muzeme diky symetrii diskrétni Fourierovy transformace preformulovat i pro redlna spektra.

Véta 3.33. Spektrum funkce f je redlné, tj. F'(§,n) = F*(§,n) V(z,y) € {0,1,...,N-1}x{0,1,...,M —1},
pravé tehdy, kdyz f(z,y) = f*(—=z, —y).

Diikaz.

(a) Predpokladejme, ze spektrum F' je realné. Pak
f(z,y) = DHFEm)} =D HF (€ )} = [*(—,—y).
(b) Predpokladejme, ze f(x,y) = f*(—z, —y). Pak

F(&m) = D{f(a.p)} = D{F (~a,—y) } = F*(&n).
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Primym dusledkem této véty je pak véta o transformaci funkci, které jsou realné a jesté k tomu sudé
(stFedové symetrické) v rameci periodického pokra¢ovani nebo toho, jak funkei diky periodickému pokrac¢ovani
¢teme ,,od konce“.

Véta 3.34. Necht funkce f je redlna, tj. f(z,y) = f*(z,y) V(z,y) € {0,1,...,N =1} x {0,1,..., M — 1},
necht tato funkce je stfedové symetricka, tj. f(z,y) = f(—z, —y) V(z,y) € {0,1,...,N—1}x{0,1,..., M—1}.
Pak spektrum funkce f je realné, tj. F'(§,n) = F*(&,n) V(z,y) €{0,1,...,N —1} x {0,1,..., M — 1}

Diikaz. Cast (b) dikazu véty pouzitd na realné funkce piimo dava tento vysledek. O

3.2.3 Diskrétni Fourierova transformace vybranych funkci

V pripadé Fourierovy transformace funkci jedné nebo dvou redlnych proménnych jsme Fesili transformaci
z Diracovy distribuce. Jeji diskétni obdobou je diskrétni impulz

o= {} G- 00

Velmi snadno uréime Fourierovu transformaci diskrétniho impulzu D {d(z,y) = 1} .

Diikaz.
N-1N-1

D{d(z,y)} = Z Z d(m,y)e*%(ﬂc&yn):l-eozl

=0 y=0

Na zakladé véty snadno uré¢ime Fourierovu transformaci z jednic¢ky (konstatni funkce)

D{1} = DD {d(z,y)}} = N?d(—w, —y) = N?d(x,y).

3.2.4 Vykresleni spektra

Vykresleni matice realnych ¢&isel je celkem béZzné operace, vysledkem je obraz ve stupnich Sedi. To déla
v podstaté kazdy graficky program. Pak je tu cely obor zpracovani obrazi (image processing), ktery se mimo
jiné vénuje i tomu, jak takovd data vykreslit, aby na nich bylo vidét to, co vidét chceme.

Fourierovské spektrum je ovSem matici obecné komplexnich ¢éisel, takze jejich vykresleni neni tak trivialni.
Navic mé i z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace dalsi vlastnosti, které pii vykresleni muzeme fesit.
Pojdme se nejdiive vénovat vykresleni fourierovského spektra néjakého jednoduchého uméle vytvoreného
obrazu. Néasledné si ukdZzeme, v ¢em se lisi spektra obrazkt ziskanych jako digitalni fotografie.

Lze vykreslit matici komplexnich ¢isel jako jeden obréazek, ve kterém budou komplexni ¢isla vykreslena?
Ano, jde napiiklad vyuzit barevného prostoru HSV - hue, saturation, value. MoZné ho neznate teoreticky,
ale jisté znate z vybéru barvy v kdekterém programu moznost vybrat si barvu a pak ménit jen jeji jas. A
tu barvu vybirate ze ¢tverce, kde na jedné ose se méni odstin (modra, zelen4, Zluta, ...) a na druhé jakasi
barevna Cistota této barvy. Velmi pékné vysvétleni, jak funguje barevny prostor HSV, najdete napt. na [27].
KdyZ chceme pomoci prostoru HSV vykreslit komplexni ¢islo, vyuZzijeme toho, Ze slozka H (barevny odstin)
je cyklickd a do ni ulozime fazi komplexniho ¢isla. Do slozky jasové, tedy V, vlozime absolutni hodnotu
komplexniho ¢isla. Slozku S, saturaci, sytost barvy, nechame na maximu. Velkou vyhodou takto vytvoreného
obrazu je i to, Ze v mistech, kde je komplexni ¢islo nulové, tedy nema smysl definovat fazi (bé&Zzné se uméle
definuje jako nulova), ani neni potfeba fazi Fesit, protoze jas 0 zadnou fazi ani nefesi. Nevyhodou muzZe byt,
Ze v mistech s mensi, ale stale nenulovou absolutni hodnotou nemusi byt faze dobte vidét.

Dalsi moznost je vytvorit obrazky dva, jeden ¢ernobily obrazek absolutni hodnoty a druhy féze, kde je
vhodné pouzit néjakou cyklickou barevnou skalu. Samoziejmé jde pouzit i ¢ernobily obraz pro fazi, ovSem
tam bude nespojitost mezi maximem a minimem (napf. 0 a 27, piipadné —m a 7), ktera vlastné pro fazi
splyvaji.

Posledni véci, kterou je potieba si uvédomit, nez se pustime do vlastniho vykresleni, je to, ze vSechny
(obrazové) matice, se kterymi pracujeme, maji po¢atek v rohu, vlevo nahote. Ovsem kdyZ si vykreslujeme
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spektra, jsme zvykli, Ze pocatek je uprostied, zvlasté jsme tak zvykli z funkei jedné a dvou redlnych promén-
nych. Jak za chvili uvidime a jak jsme vidéli i u spekter, ktera jsme méli u funkci jedné nebo dvou realnych
proménnych, maximum hodnot (amplitudového) spektra byva v pocatku. Obrazky spekter, kde maximum
je ve vSech rozich, by mohly byt $patné ¢itelné, a tak se pred vykreslenim spektra po vypoctu diskrétni
Fourierovy transformace provadi jesté prohozeni kvadrantt matice tak, aby se rohy dostaly doprostied, levy
horni se prohodi s pravym hornim, levy dolni s pravym hornim. Této tpravé se fika téz permutace spektra.
V Matlabu se na to pouziva funkce fftshift, zpétnou konverzi, kterou je nutné provést pred dalsim pou-
Zitim spektra pro vypocty, zajisti ifftshift. (Dvé funkce jsou potieba proto, Ze v pfipadé matice lichych
rozméru je potfeba néjak rozhodnout, ktery kvadrant bude o jeden sloupec ¢i Ffadek vétsi a ktery mensi.
Ngjak bylo rozhodnuto a z toho divodu pak nesta¢i v obecném piipadé funkci aplikovat dvakrat, abychom
dostali pavodni matici). VSechna spektra tedy budeme vykreslovat jiz s prohozenymi kvadranty.

Jako prvni testovaci obrazek pro vykresleni si vezméme matici 128 x 128 odpovidajici funkci

(z y)={1 ?roogg;,yg:z, (3.12)
0 jinak.

Na obréazku [3.1]si vykreslime fourierovské spektrum v barevném prostoru HSV a samostatné amplitudové
spektrum, fazové spektrum cernobile a fazové spektrum pomoci cyklické barevné gkaly vychazejici z barev-
ného prostoru HSV. Je hezky vidét, Zze obrazek v prostoru HSV sice znézoriuje vSe v jednom, ale pro nizsi
hodnoty amplitudy je faze hufe citelna. Taktéz je vidét, Ze v mistech s nulovou intenzitou byla intenzita
,2uméle dodefinovana® na nulu dochézi v nich k preskoku faze o .

Co dalsiho se da vydist z tohoto spektra? Amplitudové spektrum odpovidé soucinu funkce %
f je totiz posunutou funkei dvourozmérného jednotkového zubu. Pokud by ¢tverec, kde je hodnota funkce
nenulova, symetricky kolem pocatku, bylo by spektrum realné, faze by byla nula (pro nezédporné hodnoty
spektra) nebo 7 (pro zaporné hodnoty spektra). Je vidét, Ze ¢tverec je o 2 posunuty v obou smérech, protoze
z vlastnosti diskrétni Fourierovy transformace vime, Zze posun na vstupu nam zptisobi modulaci ve spektru,
neboli vynasobeni spektra komplexni exponencialou, a opravdu tato komplexni exponenciala stihne dvakrat
rozsah hodnot —7, 7 na kazdé jeho hrané.

siny

, funkce

(b)

ror
'V‘
v

Obréazek 3.1: Permutované fourierovské spektrum funkce f ze vztahu (3.12): (a) V prostoru HSV. (b) Am-
plitudové spektrum jako negativ, tj. nejvyssi hodnoty jsou nejtmavsi. (¢) Fazové spektrum ve stupnich sedi,
¢ernéd odpovida —m, bila 7. (d) Fazové spektrum v cyklické barevné skale vychézejici z barevného prostoru
HSV.




V dalsim se zaméffme na n&jakou digitalni fotografii. Jako testovaci obraz si vezmeme obrazek ¢. [3.2h.
Rikejme mu pracovné Vipan, tak totiz ta lod jmenoval Zacneme tim, Ze vykreslime nezpermutované

(e)

Obrazek 3.2: Vykresleni amplitudového spektra: (a) Testovaci obrazek Vipan. (b) Amplitudové spektrum
Vipanu. (c¢) Logaritmované amplitudové spektrum Vipanu. (d) Logaritmované amplitudové spektrum Vipanu
po prohozeni kvadrantii. (e) Fazové spektrum Vipanu. VSechna spektra jsou vykreslena v negativu, tj. ¢erna
je maximalni hodnota, bila je minimalni.

amplitudové spektrum — obrazek (b) Vidime, Ze nic nevidime. Vysledkem je totiz puntik na soufadnicich
[0, 0] a jinak nic. Pro¢? ProtoZe hodnota F'(0,0) dramaticky pfevySuje hodnoty v ostatnich bodech. Abychom
tedy mohli v amplitudovém spektru néco vidét, aplikujeme na néj néjakou silné nelinearni funkci, kterou
potla¢ime vysku peaku. Zvykové se pouziva funkce logaritmus, tedy

A1(§;n) = In(A(&;n) + 1),

'Fotka ji zachycuje v roce 2009 mezi géteborgskym piistavem Saltholmen a jiznim géteborgskym souostrovim (Géteborgs
skirgard). Autorka Hana Druckmiillerova.
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kde A je amplitudové spektrum piivodni. Jedni¢ku pri¢itame proto, aby vysledny logaritmus byl kladny a
abychom nemuseli fesit logaritmus nuly. Ziskdvame obrazek c), na némz je krasné vidét, ze maxima nabyva
amplitudové spektrum kolem pocatku, proto se provadi permutace spektra. Permutované spektrum je na
obrazku (c) Takovy obrazek bude pro nas standardnim zptisobem vykresleni amplitudového spektra, tedy
spektra fotografii a dalsich , b&Znych* obrazkt budeme zobrazovat logaritmované a permutovana. MuZeme
si vykreslit i spektrum fazové (3.2(e)), ale narozdil od zvlasté jednoduchych funkei, jako je jednotkovy
zub, neobsahuje fazové spektrum zpravidla zddnou lidsky ¢itelnou informaci, a tak si ve vétSiné pripada
v aplikacich fazové spektrum viubec nevykreslujeme. Na druhou stranu je fascinujici, Ze pouze na fazovém
spektrum je zaloZena fazova korelace (viz sekce , coz je metoda na sesazovani obrazu. Pouze pomoci
fazovych spekter obrazu je tato metoda schopna najit posunuti mezi dvéma obrazy.

Pojdme se podivat, co vSe je z tohoto amplitudového spektra vidét. Cemu odpovidé ta tenoucka svisla
¢ara ve spektru? Odpovida vodorovné hrané obrazu. Tim, jak se diskrétni Fourierova transformace chova
k obrazu, jako by byl do vSech sméru periodicky rozkopirovany jako Ssachovnice, tak prechod mezi oblohou
a vodou je znacny a vytvofi tuto svislou ¢aru. Naopak vodorovnou ¢aru tam zadnou takto ostrou nevidime,
periodické pokracovani doprava a doleva neznamena nijak ostry pfechod, z oblohy jdeme zase do oblohy,
z vody zase do vody, asi tam né&jaka zména hodnot pixelt je, ale ne tak vyznamné. Velmi zajimava je ta
Sikma témeér svisla ¢ara. Ta totiz odpovidad vodorovnym smérim na lodi, kterd je ovSsem celkové trochu
naklonéna.
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Kapitola 4

Aplikace

Prakticky vSechny aplikace Fourierovy transformace vyzaduji pfed vypocty Fourierovy transformace ji modi-
fikovat tak, aby v ,8achovnici®, ktera vznikne periodickym opakovinim obrazu, nebyla hranice mezi obrazy
vyraznou strukturou, resp. mezi jednotlivymi opakovanimi vektoru signalu v piipadé jednorozmérnych dat.
To se zajisti tak, Ze hranice mezi obrazy vhodnym zptsobem odstrani. Hodnoty pixelt v obraze se pfenasobi
vhodnou vahovou funkei takovou, Ze uprostied obrazu a v néjakém dostateéné velkém okoli je vaha 1 a od
ur¢itého mista dal pak dochazi ke spojitému prechodu na nulu. PouZijeme-li jadro (oblast, kde je vaha rovna
nule) kruhové, zcela tim odstranime informaci o okrajich a jejich sméru, coz se mtze hodit v pfipads, Ze
v obraze studujeme vyznamné sméry nebo tfeba feSime jeho natoceni. Na druhou stranu tim odstranime
nemalou ¢ast obrazu, kterd miize obsahovat smysluplné struktury pro sesazeni. Pfi pouziti ¢tvercového jadra
je nutné si uvédomit, ze informace o sméru okraji nebyla zcela odstranéna, ale v mnohych aplikacich toto
nevadi a naopak vyuZijeme vétsi ¢ast obrazu. Jako funkce postupného prechodu se nejcastéji pouzivaji dvé
funkce, a to

(a) Hannova funkce, prechod je tvofen vhodné posunutym a naskalovanym kosinem, pro p¥ipad kruhového
jadra je to

1 pro p < 71,
g(p) =< 4+ Lcos ”,55::11) prori < p <y,
0 pro p > 1o

s tim, Ze p je vzdélenost od stfedu obrazu a r; je polomér jadra, r2 je polomér, od kterého je jiz vdhova
funkce rovna nule. Vyhodou této funkce je spojitost v prvni derivaci a to, ze od urcitého poloméru je
vaha zcela nulova.

(b) Gaussova funkce, prechod je tvofen posunutou a naskalovanou Gaussovou funkci, pro piipad kruhového
jadra je to
1 pro p < ry,

9p) =<8 _-r?
e o2 jinak

s tim, Ze p je vzdélenost od stfedu obrazu a r; je polomér jadra, o je néjaké vhodné kladné &islo. Cisté
teoreticky tato funkce nikdy neklesne na nulu, ale v praxi ji od ur¢ité hodnoty jiz miZzeme povazovat
za nulovou (zavisi na datovém typu, ktery pouZzivame).

4.1 Zakladni modifikace spektra

V této ¢asti si ukdzeme zcela zékladni modifikace spektra (vynulovani hodnot spektra v urcité jeho ¢asti)
a jaké to ma nasledky na obraz. Samo o sobé to nema tak velké aplikace, ale umozni nam to ,,vidét“, co
které frekvence znamenaji (a nasledné se to rozhodné v né&jakych aplikacich vyuzit d4). Testovacim obrazkem
v této Casti nam bude obrazek, kterému budeme pracovné Fikat KapradinaE]f obrézek Stejné jako Vipan,
i kapradina méa rozméry 1024 x 1024.

1Stejné jako u obrazku Vipan, ani zde neni problém s autorskymi pravy, autorem fotografie jsem ja sama, vyfotografovano
na havajském ostrové Maui v krateru Haleakala.
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(a)

Obrazek 4.1: Testovaci obrazek Kapradina a jeho amplitudové spektrum. Toto spektrum i vSechna dalsi
v této Casti jsou logaritmované a v negativu.

Jesté nez se pustime do modifikovani spektra, pojdme se podivat na obrazek (a). Zajimavé jsou v ném
totiz takové vlny, amplitudové spektrum totiz jen tak neklesé se vzrustajici frekvenci, ale dvakrat jesté
vzroste. Cemu to v obraze odpovida? Centralni maximum je standardni a odpovida primérnému jasu obrazu
a nejvétsim strukturam v obrazu. Pak je tu ale dalsi dvojice podlouhlych peaki (¢i jak to lépe nazvat...),
ta odpovida velikosti struktur zakladniho tvaru kapradiny, tj. bo¢ni listy kapradiny. Ale kapradina mé listy
tak trochu fraktalniho tvaru (biologové by fekli zpefené), a tak je tu jesté dalsi vyznamny rozmér struktur
v obraze, a to rozmér mensich listecki, kterych jsou na kazdém boénim listu desitky. Tomuto rozméru (jejich
frekvenci) odpovidaji vnégjsi dva ploché peaky ve spektru.

Pojdme se podivat, co se stane, kdyZ ze spektra odstranime vyssi frekvence — obrazek Pouzijeme
na spektrum tzv. low-pass filtr, tedy filtr, ktery nizké frekvence propousti. Vykreslime si vzdy modifikované
amplitudové spektrum (hodnoty logaritmovany), vykresluji v negativu, a vedle pak odpovidajici obraz po
zpétné transformaci. Na prvnim fadku jsou ponechany hodnoty spektra pouze na kruhu o poloméru 3 (coz
je v diskrétnim p¥ipadé ¢tverec o 25 pixelech). Je vidét, Ze z obrazu zustaly vice méné jen informace o tom,
ze v rozich je obraz tmavsi, tam, kde jsou postranni vétvicky, je naopak nejsvétlejsi. Na druhém fadku jsou
zachovana data na kruhu o poloméru 20 (cca 1 %o celého spektra). Vidime, Ze jsou v obraze jiz krasné vidét
hlavni tvary véetné vertikalni vétvicky. Zachovame-li z obrazu kruh o poloméru 50 (cca 7,5 %), dostavame jiz
puvodni obraz, jen viditelné rozmazany a v mistech bez vyraznéjsich struktur v pavodnim obraze (predevsim
po stranach v dolni ¢asti obrazu) jsou takové zvlastni vinky. MuZeme tusit, Ze vlnky jsou zpisobené tim, Ze
kdyZz v jinych ¢astech obrazu jsou struktury, které jsou z principu Fourierovy transformace modelované siny
a kosiny, pfenese je to i do jinych mist, kde vlnky na jesté vysSich frekvencich zptsobi jejich vymazéani za
vzniku témér jednolité plochy.

U v8ech modifikovanych obrazi byl navic zvySen kontrast tak, aby byl vyuzit cely rozsah hodnot 0 az
255. Ukazka toho, co by se stalo, kdyz by kontrast zvySen nebyl, je na [£3] Pro¢ tomu tak je? Je to dano
tim, Ze cely obraz se da ve fourierovském smyslu chapat jako sou¢et mnoha sini a kosinti v riznych smérech
a predevsim o raznych frekvencich. Amplitudové spektrum nam vlastné ukazuje amplitudy téchto sini a
kosinil pro rizné jejich argumenty. Je tedy vidét, ze amplituda na vyssich frekvencich je spiSe nizsi nez na
nizsich u bé&znych fotografii. Ubereme-li nékteré z nich, zlistane z téchto vin jen ¢ast a zakoniné musi klesnout
rozsah hodnot. Patrné jesté snadnéji se néco takového predstavi na jednorozmérnych datech. Na obrazku [£.4]
je vykreslen graf hodnot obrazu Kapradina na 500. fadku a graf hodnot na tomto fadku po silném low-pass
filtru (ponechéna data jen v 16 bodech, diky symetrii spektra vlastné jen v 8 bodech, které nesou informaci).
Je vidét, ze low-pass filtr hodnoty rozmaze, a tedy omezi lokalni extrémy, coz snizi rozsah hodnot.

Dalsi velmi nazornou modifikaci spektra je tzv. high-pass filter, tj. ponechéni vyssich frekvenci a potlaceni
(v nasem pfipadé odstranéni) téch nizsich. Na obrazku je ukazan nésledek odstranéni kruhu o poloméru
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Obrazek 4.2: Obrazek Kapradina po odstranéni informaci na vyssich frekvencich (tzv. low-pass filtr). V levém
sloupci logaritmovana amplitudova spektra po nahrazeni ¢asti spektra nulami (jako negativ), v pravém pak
odpovidajici obrazy — spektra po zpétné transformaci. Prvni fadek mé zachovany kruh o poloméru 3, druhy
20 a tfeti 50. U v8ech obrazui upraven rozsah hodnot na 0 az 255 (jinak by byl mensi, zvlasté u prvnich
dvou).
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(a) (b)

Obrazek 4.3: (a) Obrazek pred zvySenim kontrastu, (b) obrazek [4.2p.

| | | | | L
100 0 0 00 500 &0 700 80 %0 1000

Obréazek 4.4: Tlustrace sniZeni rozsahu hodnot obrazu po odstranéni vyssich frekvenci (low-pass filtr) ilustro-
vana na jednorozmérnych datech. GRAF TO CHCE HODNE VYLEPSIT.
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10 z prostiedku spektra, opét po zvySeni kontrastu, protoze vlastné ty siny a kosiny, které maji nejvyssi
amplitudy, byly z obrazu odstranény, proto zde bylo potieba zna¢ného zvySeni kontrastu. Tim byl vlastné
velmi zesilen konstrast jemnych struktur v obraze a potlacena aZ ztracena informace o tom, kde byl obraz
tmavsi (v levém hornim rohu) a kde svétlejsi.

MuZeme zachovat i hodnoty v néjakého rozsahu hodnot s tim, Ze odstranime vétsi i mensi, tzv. band-pass
filter. To je ilustrovano na obrazku[d.6] V prvnim piipadé jsou zachovany hodnoty v mezikruzi o polomérech
10 az 50, je krasné vidét, Ze jsou odstranény jak jemné&jsi detaily, tj. informace na vyssich frekvencich, tak
hrubsi informace o celkovém rozlozeni jasu v obrazu, tj. informace na nizsich frekvencich. Ve druhém pfipadé
jsou zachovany hodnoty v mezikruzi o polomérech 40 az 50. To, co bylo v ptivodnim obrazu, uz ani nejde
rozpoznat, za to miZzeme hezky vidét, jak velké jsou asi viny o frekvenci 40 az 50. Je vidét, Ze frekvence
téchto vlnek klesa v mistech, kde v obrazu ,,pofadné nic neni“, je tam jen pozadi bez vyraznégjsich struktur.

Kreativité pti modifikacich spektra se meze nekladou, jako cvideni si miZete s néjakou fotografii ve
vhodném software vytvaret dalsi a dalsi modifikace a zkoumat tak, jaky typ obrazovych informaci je na
jakych frekvencich. Pokus tohoto typu najdete na obrazku [£.7 kde byl zachovan vodorovny pruh, zbytek
spektra byl odstranén. V prvnim p¥ipadé byl zachovan pouze obdélnik se stranami 10 a 50 uprostied spektra,
ve druhém pak vodorovny pruh o vySce 20 pres celé spektrum. Jak je z obrazkia vidét, tyto Céasti spektra
obsahuji predevsim informace o svislych strukturach v obraze, v prvnim pfipadé pouze nizsi frekvence, tedy
bez detailt, ve druhém pak v celém rozsahu frekvenci, oviem jen jediném sméru, obraz zahrnuje jemné detaily
i v8t8i strutury, informace o jasu vétsich celk.

(a)

Obrazek 4.5: Obrazek Kapradina po odstranéni informaci na nizsich frekvencich (tzv. high-pass filtr). Vlevo
logaritmované amplitudové spektrum po nahrazeni ¢asti spektra nulami (jako negativ), vpravo spektrum po
zpétné transformaci a zvySeni konstrastu. Polomér odstranéného kruhu je 10.
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Obrazek 4.6: Obrazek Kapradina po odstranéni informaci na nizich i vyssich frekvencich, ponechan jen
néjaky rozsah frekvenci (tzv. band-pass filtr). Vlevo logaritmované amplitudové spektrum po nahrazeni ¢asti
spektra nulami (jako negativ), vpravo spektrum po zpé&tné transformaci a zvySeni konstrastu. Poloméry
ponechaného mezikruzi jsou na prvnim fadku 10 az 50, na druhém pak 40 az 50.
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Obrazek 4.7: Vykresleni amplitudového spektra: Pruh (a,b) 10-50 (c,d) 20, plny rozsah. Upraveny rozsah
hodnot.

4.2 Urceni vyznamnych smérti v obraze

Klasickou tlohou, ve které je Fourierova transformace velmi mocné ve srovnéni s jinymi postupy, je hledani
vyznamnych sméri v obraze. Je to asta tloha i z technické praxe, kde jde o detailni snimky materiala
pouZivanych ve strojirenstvi nebo lékarstvi [16]. Ulohu si vyzkousime na obrazku Bambus — obr. Cilem

Obrazek 4.8: Obrazek Bambus. Autor Bernard Gagnon (licence GNU Free Documentation License, zdroj
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bamboo_forest, _Taiwan.jpg)

je urcit thel témér svislych stojicich bambust, pfipadné néjaky dalsi vyznamny, napiiklad smér hromady
lezicich bambust.
Pojdme se podivat na velmi jednoduché obrazy a jejich spektra. Navic si to miZzeme odvodit i teoreticky.

ol


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Bamboo_forest,_Taiwan.jpg

V sekci jsme odvodili transformaci z kosinu jako
F{cosax} =7m(d({ — o)+ (€ + a)).

Kdyz navic pouzijeme i vétu o otoceni (2.37) a linearitu, snadno uvidime, pro¢ maji obrazky na obr.
spektra, jaka maji. Odvozujeme pomoci Fourierovy transformace, ale vypocty provadime samoziejmé pomoci
diskrétni Fourierovy transformace.

h.

(i) @

Obrazek 4.9: Ukazkové obrazy pro ilustraci myslenky vyznamnych sméri. Vlevo vstupni obrazy, vpravo detail
stfedu amplitudového spektra v negativu. S vyuzitim podkladii od Petry Rozehnalové.

Na obrazku (a) vidime v jasu viny odpovidajici funkei sin2z pro interval délky 27 (tedy do obréazku
se vesly dvé periody.) Ve spektru vidime nenulové hodnoty na bodech [—2,0], [0,0] a [2,0]. Prostfedni
bod odpovida primérné hodnoté jasu v obraze (byl by nulovy v pfipadé, Ze bychom méli hodnoty pixela
symetricky rozlozené kolem nuly, oviem obraz ma hodnoty 0,1,2,...,255) a zbyvajici dva funkci kosinus.
Na obrazku (c) jsou vlny husté&jsi, konkrétné sin 14z. Tomu odpovidaji nenulové hodnoty v bodech [—14, 0],
[0,0] a [14,0]. Jde zde i dobfe vidét vlastnost zmény méfitka (vlastnost ¢. 4), obraz (c) je vlastné zmensenym
obrazem (a), vezmeme-li v potaz periodicitu, a spektrum obrazu (c) je naopak zvétsené. Oto¢ime-li obrazem,
oto¢ime i spektrem, jak je vidét z obrazku (e) a jeho spektra. Z obrazku (g) bychom jen obtizné zjistovali,
jaké jsou v ném obsazeny vlny, ale linearita Fourierovy transformace ndm na to umozni snadno nahlédnout.
VEimnéme si, ze vodorovné uspofadanym bodim ve spektru odpovidaji svislé pruhy a naopak. Zatim jsme
méli jen velmi jednoduché funkce, co do spektra. Pojdme o krok dal. Zname transformaci z tzv. jednotkového
zubu, je ji funkce % (az na né&jaké konstanty). Na obrazku (i) mame vodorovny pruh a ve spektru tomu
odpovida funkce *3% na intervalu (—m, 7).

Tim jsme se dostali ke kliCové myslence tlohy. Obecné né&jakému pruhu, struktufe svislé odpovida ve
spektru pruh vodorovny a naopak. A pootocené. Nadchézi ¢as vykreslit si spektrum Bambusu. Samoziejmé
velmi vyznamnymi sktrukturami v obraze budou jeho hrany, proto je potfeba pred vypoctem spektra okraje
odstranit pomoci kruhové masky. Bambus s odmaskovanymi okraji a jeho spektrum najdeme na obrazku
410l Pii pohledu na spektrum vidime, Ze nejCastejsi smér je svisly a Ze jsou v obraze dalsi vyznamené
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Obrazek 4.10: Bambus po vymaskovani okraji obrazu a jeho amplitudové spektrum v negativu. S vyuzitim
podkladt od Petry Rozehnalové.

sméry, které odpovidaji riznym opfenym nebo poloZzenym stéblim bambusu. Pifechod od obrazu k jeho
spektru pfinesl velké zjednoduseni, zatimco jednotliva stébla bambusu jsou rtizné rozptylena po celém obrazu,
primky a pruhy ve spektru prochazi vSechny pocatkem. Déle si mtizeme povSimnout, Ze spektrum je stfedové
symetrické, coz vychazi z véty Pro dal3i analyzu nam tedy postaci jen polovina spektra. Jak pomoci
vypoCtu, automaticky zjistit smér polopifimek vychéazejicich ze stfedu spektra, na kterych jsou hodnoty
amplitudového spektra nejvyssi? Efektivni metodou je numericky integrovat amplitudové spektrum podél
polopiimek vychézejicich ze stfedu spektra. Z diavodu riznych délek polopiimek (spektrum je obdélnikové)
je potfeba integrovat pouze podél usecek stejné délky, vlastné tato délka je polomér kruznice vepsané do
spektra. Vytvoiime tedy funkci A'(¢) pro ¢ € (0, ), jejiz hodnoty budou numerické integraly podél téchto
tseCek s tim, Ze tusecky sviraji s kladnym sméfem osy & thel ¢. Prakticky vypocet provedeme napiiklad
pomoci parametrického vyjadieni svazku tsecek s tim, Ze budeme s néjakym délenim kracet podél tusecek,
dostaneme se do bodii o necelociselnych souradnicich a hodnotu spektra v nich uréime pomoci interpolace.
Graf funkce A!(p) vykreslime, zjistime maximalni hodnotu funkce, ktera pak odpovida thlu ¢ pro hlavni
vyznamny smér. Zdrojovy kod takového vypoctu najdete v piiloze

x108
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Obrazek 4.11: Graf funkce A'(¢) pro obréazek Bambus. OBRAZEK TO CHCE VYLEPSIT, POPSAT OSY
A TAK.

Na obrazku je vykresleny graf funkce A!(p) pro obrazek Bambus. Hodnoty na ose y jsou bez-
predmétné, jde jen o jejich relativni velikost. Na ose x je tihel ve stupnich. Je vidét, Ze nejvyznamnéjsim
smérem je smér kolem 90°. Jsou vidét i dalsi vyznamné sméry, jako napiiklad peak na cca 65° odpovidajici
samostatnému Sikmému stéblu v popfedi, i ploché maximum kolem 180° pro hromadky leZicich stébel.

Metoda neni vypocetné narocna, programatorsky je na ni patrné nejkomplikovanéjsi interpolace pii in-
tegraci po useCkich. Poskytuje velmi G¢inny néstroj pro analyzu struktur v obraze, kterd délana rucné je
vlastné velmi intuitivni (smér né¢eho v obraze prece kazdy vidi), ale bez Fourierovy transformace by byl

automatizovany vypocet komplikovany.
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4.3 Obrazové filtry

Obrazové filtry jsou velmi siroké téma, oblast, které se vénuje plno matematiki a informatiki na celém svété.
Protoze prosté zviditelnit v obraze informace, které jsou v ném viditelné §patné, automaticky analyzovat néco,
co lidsky zrak jasné vidi, pfipadné odstranit z obrazu néco, co tam nechceme, jsou témata, ktera se v dnesni
dobé velmi rozvijeji a je jich potfeba v mnoha oblatech lidské ¢innosti. Zajimavé je, Ze jsem nenasla ziddnou
matematicky rozumnou definici obrazového filtru, coZz patrné souvisi s tim, Ze pro matematiky je toto ,,p¥ilis
aplikovana® oblast a také oblast velmi Siroké. My si zde vysta¢ime s tim, Ze se jedné o néjakou transformaci
obrazu takovou, ktera zachovava rozméry obrazu a ktera nejde vyjadfit ani geometrickou transformaci (posun,
zména méfitka, otoceni, deformace), ani jako transformace hodnot pixela (tj. Ze nova hodnota zavisi pouze
na puvodni hodnoté pixelu v daném bodg).

Zpravidla se pii vypoc¢tu nového hodnoty pixelu vyuzivaji hodnoty pixeld v néjakém okoli pixelu, zakladni
filtry pouzivaji linearni kombinaci hodnot pixelt (vyjadienou ¢asto pomoci konvoluce), a proto se oznacuji
jako linedrni filtry. Z pojmi z oblasti filtrace stoji za zminku t¥ida filtra zvana adaptivni filtry, které pii
vypoctu n&jak vyuziji i informace obrazovych datech (napf. rozdéli obraz na tmavou a svétlou ¢ast a kaz-
dou zpracuji zvlast, vyuziji uzivatelem nebo zdrojem dat dodané informace o poloze vyznamnych objektav
v obraze atd.).

Duavodem, pro¢ se budeme filtry zabyvat my ve skriptech o Fourierové transformaci, je to, ze Fourierova
transformace nam dava velmi mocny zpusob rozboru vlastnosti filtru diky tomu, Ze Fourierova transformace
z konvoluce dvou funkci je soucin Fourierovych spekter téchto funkei. To vyuZijeme na filtry, které slouzi
k zaostieni nebo rozmazani obrazu. Dalsi kategorii filtru, kterym se zde budeme vénovat, jsou filtry, které
velmi cilené pracuji s konkrétnimi misty ve spektru za ticelem cilenych modifikaci obrazii, napiiklad odstranéni
periodickych struktur v obraze — tzv. notch filtry.

4.3.1 Zaostreni, rozmazani

Standardni postup pro zaostieni obrazu nebo i jeho rozmazéani tieba za tcelem omezeni aditivniho Sumu je

pomoci konvoluce. Hodnoty pixeli nového obrazu g(z,y) jsou linearni kombinaci hodnot okolniho pixeli,

pri¢em véahy jednotlivych okolnich pixelid byvaji zachovany pro rtizna mista v obraze (s vyjimkou okraji).
Zacfnéme rozmazanim. Zakladni filtr pro rozmazani obrazu lze vyjadrit pomoci konvoluce

g(x,y) = f(x,y) * k(xvy)7

kde matice k je konvolu¢ni jadro. Véta o konvoluci PRIDAT ODKAZ nam umozni na toto nahlédnout pomoci
spekter, a tak mizeme psat

G(&n) = F{f(z,y) xk(z,y)} = F(&n) - K(&n). (4.1)

Toto vyjadreni ma dva obrovské piinosy. Umoziiuje nam hodnotit vlasnosti filtra ze zcela nového pohledu
a navic nam i dava nastroj na praktickou realizaci filtru. Vlastni vypocet konvoluce totiz pfedstavuje ¢tyi-
nasobny cyklus for (pro kazdy pixel v obraze a pro kazdy pixel v jeho okoli). Pokud je konvolu¢énim jadrem
matice malych rozméri (co jsou to malé rozméry, zavisi na poc¢itaci a na pouzitém software), je pfimy vypocet
¢asové rozumny. Pro velké obrazy a predevsim velkd jadra mtzeme dostavat dlouhé vypocetni casy. V&im-
néme si, Ze pouziti vzorce pro vypocet filtru predstavuje sice tii Fourierovy transformace (dvé doptedné
a jednu zpétnou), ale jeho ¢asova naro¢nost prakticky nezéavisi na velikosti konvolu¢niho jadra, protoze misto
konvoluce se poc¢ita soucin (dvojity for, resp. maticova operace v Matlabu a podobnych software). Na druhou
stranu pfi vypoctu komoci konvoluce je podstatné jednodussi vyfesit okraje obrazu, konvou¢ni jadro se jen
usekne a pfenormuje.

Pojdme nyni vyuzit naSe znalosti ohledné z oblasti Fourierovy transformace k navrhu ,slugného” a
matematicky korektniho filtru pro rozmazéani obrazu. Jaké vlastnosti by mélo mit spektrum jadra K(§,n) a
proc?

1. Stfedova symetrie spektra. Obrazova data jsou z princip redlna. Pokud filtr realizujeme pomoci

konvoluce piimo na obrazovych datech, logicky ztistanou pofad realna. Co to oviem znamena4 z hlediska
jejich spektra? Z véty resp. v diskrétnim pfipadé se jedné o vétu [3.30, vime, Ze funkce je realna,
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pravé tehdy kdyz F(&,n) = F*(—=¢&,—n), resp. F(&,n) = F*(—=&,—n), v diskrétnim pfipads. Pokud
budeme né&jaky filtr konstruovat pomoci spektra konvolu¢niho jadra, budeme potiebovat, aby G(§,n) =
F(&,n)-K(&,n) bylo realné. Na to vyuzijeme vétu resp. v digskrétnim piipadé, ktera implikuje,
ze spektrum K musi byt realné a navic K(&,n) = K(—¢§, —n).

Jaké funkce splni tento predpoklad? Vlastné jakakoli redlna funkce, které je stfedové symetricka kolem
pocatku.

. Nezavislost na sméru. Mira rozmazani struktur by neméla zéviset na jejich sméru. Tedy mimo jiné,

pokud bychom obraz oto¢ili, rozmazali a oto¢ili zase zpé&t, vysledek by mél byt stejny (aZz na drobné
zmény zpisobené rotaci, tj. interpolaci diskrétnich dat), jako kdyZz obraz pouze rozmazeme. Z toho
plyne, ze spektrum K (&,7) by mélo byt vyjadiitelné jako K (p) pro p € (0,7), kde p? = &2 + n?, tedy
hodnota K v konkrétnim bodé by méla zaviset pouze na vzdalenosti bodu od pocatku. Muzeme ji
chapat jako vahovou funkci na frekvence.

Od tohoto mista dal jiz budeme pracovat misto s K (&, n) spiSe jen s K (p). Funkce k, které toto splauji,
téch je samoziejmé nekoneéné mnoho a velmi mnoho rtznych typiu a tvart. Mezi nimi bych ovSem
vypichla funkci, kterou jsme v téchto skriptech detailné fesili, a to jednotkovy zub. Je to totiz velmi
bézna funkce pro rozmazani implementovana v mnoha software na zakladni zpracovani obrazu, prosté
se vezme néjaké okoli a zpriméruji se hodnoty pixelti na tomto okoli. Pro takové konvoluéni jadro

k(z,y), které je rovno jednicce (¢ spise %, kde n je pocet prvki, kde je hotnota jadra nenulova) je
sin £

jeho spektrum rovno obecné néjak modifikované funkci . Ta je rozhodné realna. V dalsim textu si
ovSem ukazeme, pro¢ tato funkce neni pro filtraci obrazi vhodné a pouzijeme na to pravé fourierovské
argumenty. TADY JE TO LEHCE NA VODE, JAKMILE JE OKOLI KRUHOVE, JDE TO
NA BESSELOVY FUNKCE.

. Nezapornost K (p). Funkci K(p) muzeme také chapat jako vdhovou funkei na frekvence. Jak moc

data na té které frekvenci zachovame, ¢i potla¢ime. Z &ehoZ plyne, Ze by hodnoty K(p) mély byt
nazaporné hodnoty. Logické by bylo, aby byly mezi nulou a jednic¢kou, na druhou stranu omezenim dat
na nékterych frekvencich dojde o omezeni rozsahu hodnot, tak jsme mohli vidét na obrazku a tak
abychom roztahli data na ptivodni rozsah hodnot, miize davat smysl mit vadhy vétsi nez 1. Horni mez ale
neni tak dulezité, klicové je, Ze dolni mez je nula. Podminka nezapornosti je diivodem, pro¢ konvolu¢ni
jadro typu jednotkovy zub neni vhodné, funkce sing nabyva i zdpornych hodnot. V tomto misté neni od
véci inspirovat se v néjakém ,slovniku* Fourierovy transformace, kde najdeme funkce i s jejich spektry,
osobné doporuc¢uji napiiklad anglickou Wikipedii [25], my pouZivame Fourierovu tranformaci ve tvaru
tfetiho sloupce, tj. Fourier transform non-unitary, angular frequency.

. Monoténnost vici frekvencim. Stéle je potfeba mit na paméti, Ze nam jde o rozmazani obrazu, a

tedy by bylo vhodné, aby vyssi frekvence byly potlaceny vice nez nizsi. Obecné, pro p; < p2 bychom
méli mit K(p1) < K(p2).

Pojdme se tedy podivat do tabulky, jaké funkce spliwji viechny uvedené predpoklady.

()

(b)

sinamp

(p) = sinc(ap) = 2 m@:}w(;g

pro a > 0, kde rect je funkce jednotkového zubu nenulova pro (—0,5; 0,5). Jedna se o velmi zakladni
konvoluéni jadro, pii pohledu na jeho spektrum vidime, Ze pro informace na frekvencich od nuly do 7a
jsou zcela zachovany, zatimco od této hodnoty dal jsou zcela odstranény. Co je takové neintuivitni, je,
ze hodnoty k4 (p) nabyvaji jak kladnych, tak zapornych hodnot, a tedy nékteré hodnoty pixeli v okoli
jsou pii vypoctu konvoluce nasobeny kladnymi, jiné zdpornymi vahami (potencialné nékteré nulou).
Pro svou jednoduchost ve spektru se tento filtr v praxi pouZziva, i kdyz filtry uvedené niZze jsou Casté&jsi,
predevsim Gaussuv.
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pro a > 0, kde tri = max(1—|z|,0) je funkce tzv. trojuhelnikova funkce, ktera vznikne konvoluci funkce
rect samy se sebou (coz je moc krasné vidét na animaci na némecké Wikipedii k pojmu Dreiecksfunktion
[24]).

(c)
kp) = = K(g):\/jei

pro a > 0, tedy Gaussova funkce. Toto je s prehledem nejcastéji pouzivany filtr pro rozostfeni obrazi.
Duvodem je predevsim to, Ze funkce je monotonni nejen ve spektru, ale i v prostoru, coz je tak néjak
intuitivni predpoklad, ze vihy pixeli pro konvoluci se vzdalenosti od centralniho pixelu klesaji, i kdyz
z fourierovské teorie tento predpoklad nevyplyva. Predchozi dvé funkce (a) a (b) tento predpoklad
nesplhuji. Dalsi pfijemnou vlastnosti Gaussovy funkce je to, Ze jeji transformaci je stéle Gaussova
funkce, tedy je zachovan ,typ* funkce. Gaussovsky filtr je implementovan v mnoha bé&znych softwarech,
dokonce se tam uZivatel pfimo setkd s popisem, Ze se jedna o Gaussovu funkci, napf. byva uvedeno
,Gaussian blur®.

(d)

_ 2a

a2+ €2

pro a > 0, tedy oboustranné klesajici exponencidlni funkce, jejich transformaci je Lorentzova funkce
(tedy az na né&jaké konstaty funkce hustoty pravdépodobnosti Cauchyova rozdéleni).

k(p)=e Pl = K

Co miiZze byt divodem rozmazéivat obraz? Divodem k rozmazéani obrazu, tj. potlaceni informaci na
vysSich prostorovych frekvencich byva zpravidla potlaceni aditivniho Sumu. Vyrazné ¢astéjsim diavodem je
pouziti rozmazaného obrazu jako tzv. neostré masky pro zaostfeni obrazu. Zaostfeny obraz muZzeme vyjadiit
jako

h(l‘,y) = f(l‘ay) - m-g(:ﬂ,y) =f-m- f(ﬂf,y) * k(xay)v

kde m € (0,1) je mira zaost¥eni s tim, Ze pokud chceme zachovat ptivodni rozsah hodnot, bude potfeba
jesté linedrné roztahnout hodnoty funkce A na pavodni rozsah. Takto sestrojeny high-pass filtr pro zaostieni
obrazu zavisi na dvou parametrech, konvoluénim jadru k£ a mife zaostfeni m. Zpravidla pro filtry, které
zaostTuji jemnéjsi detaily, tj. pouziji silnéjsi low-pass filtr, napt. ,stihlejsi“ Gaussovu funkci v prostoru, se
pouzivaji vySsi miry m nez pro vétsi struktury. V béznych softwarech se tyto dva parametry zpravidla daji
nastavit, napt. v GIMPu se pfi pouziti Filters — Enhance — Sharpen (Unsharp mask) nastavuji parametry

Radius a Amount.

4.4 Fazova korelace

V této sekci si odvodime aparat pro sesazovani digitélnich obrazt. Digitalni obrazy samoziejmé nejsou
funkcemi dvou realnych proménnych, ale pro teoretické odvozeni si je tak budeme modelovat. Navic aparat
si odvodime nejen pro obrazy vzajemné posunuté, ale i pooto¢ené nebo s riznym méritkem, coz pootoceni
a zména méfitka se na diskrétnich maticich velmi Spatné modeluje. Proto odvozeni provadime na funkcich
dvou redlnych proménnych a az vlastni vypocty provadime samoziejmé diskrétné, coz zpravidla pii aplikaci
nalezenych transformaci znamené interpolace obrazovych dat.

4.4.1 Posunuti

Zdroj: Aparat pro posunuti urceni posunuti dvou obrazi pomoci fazové korelace poprvé publikovali v roce
1977 Kuglin a Hines [I5]. Detailné jej rozebiram ve své diplomové praci [9].

Budeme mit dvé funkce, které jsou vzajemné posunuté, teoreticky popis je jednoduchy, fo(x,y) = fi(x —
Z0,Y —Yo)- My ovSem jsme v aplikacich v situaci, kdy zndme viceméné prubéh funkce popsany matici hodnot
v diskrétnich bodech a neznamy vektor posunuti (zg,yo) hledame. Jak jsme si uvedli v sekci , plati
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V piipadé posunutych funkci se jejich spektra 1isi pouze ve fazi
Fy(&,n) = Fy(&,n)e Erotnwo)

Srovnanim poslednich dvou vztahu vidime, Ze bychom potfebovali ziskat jen to fazové posunuti, pak udélat
zpétnou transformaci a jsme hotovi. Ale jak na to? Co tieba

|[F1l - [Py
To by 8lo, ale tento vzorec by ndm neumoznil rozligit, ktery obraz je posunuty vuci kterému, jak ten vektor
pouzit. ReSenim je pridat komplexni sdruzeni, aby se posunuti jednoho projevilo jednim smérem a druhého
smérem opacnym. Dostavame

_ L F1-F
S(fi o) = F {|F1'|F2,}, (4.2)

coz je vysledny vzorec pro fazovou korelaci. Oznaceni Z( f1, f2) je mé vlastni, v literatufe jsem poradné zadné
oznaceni vzorce nevidéla. Pokud se tedy dva obrazy lisi pouze posunutim, ziskdme aplikaci fazové korelace
deltu posunutou pravé o vektor posunuti téch dvou obrazu.

Co se ovSem stane, kdyZ pouZijeme vzorec na obrazy, které se lisi vice nez posunutim, tfeba Sumem?
Bez dikazu (jak pfesné ho vlastné délat?) si zde uvedeme, Ze v takovém piipadé nam vzorec da funkei,
kterd bude mit vyrazné maximum v misté na soufadnicich odpovidajich posunuti. Abychom mohli hledat
maximum néjaké funkce, potiebujeme, aby tato funkce nabyvala pouze redlnych hodnot. Toto je nastésti
splnéno pro jakékoli dvé funkce fi, fo, které nabyvaji realnych hodnot (které jsou dostateéné ,slusné* ve
smyslu Fourierovy transformace), jak si hned ukazeme.

Véta 4.1. Necht f1, fo jsou funkce R — R takové, Ze integral jejich absolutni hodnoty je kone¢ny. Pak
F~H{F - F}} je realna funkce.

Dikaz. F=H{F1(€) - F5(O)} (v,y) = FHF {fu(@)} - FAf(—2)}} = ful2) = f5(—2) = fi(@) * fa(—2). Vy-
uzili jsme vlastnosti ¢. 7, nasledné vlastnosti ¢. 6 a v poslednim kroku toho, Ze se jedna o funkci nabyvajici
pouze redlnych hodnot. O

vyfFesit nasledek déleni amplitudovymi spektry. Zde vyuzijeme vétu[2:42]a vidime, ze podéleni amplitudovymi
spektry spliiuje predpoklady na funkci G diky stfedové symetrii amplitudového spektra reélné funkce (véta
. Jediny piipad, kdy tyto predpoklady splnény nejsou, je piipad, kdy nékteré ze spekter nabyva v
nékterych bodech nulovych hodnot, délenf nulou je problém. V realnych aplikacich s digitalnimi obrazy tato
situace prakticky nenastavé, ale i tak je vhodné toto ve vzorci oSetfit. Vzorec zmodifikujeme na

F,-F} }
(il +e) - (B2l +e) )

E(f1, fo) = F 1 {

kde € je n€jaké malé kladné realné &islo.

Déle v zavislosti na kvalité obrazu a jeho dalSich vlastnostech muZzeme vzorec jesté vice modifikovat.
Napiiklad nékteré frekvence mohou byt pro sesazeni irelevantni, neni na nich nic pfinosného pro sesazeni.
Napriklad Sum na vysSich frekvencich nebo naopak celkovy jas obrazu, vinétace a podobné na frekvencich
nizkych. Pak dava smysl pouzit pfed zpétnou transformaci vhodnou vahovou funkci, které splni predpoklady
pro vahovou funkci G ve vété idealné je zavisla pouze na na vzdalenosti od pocatku p = /&2 + n?

Zen(fiofo) =7 { )
ZeH(J1,J2) = P .
: (IF1l+e) - (|F2 +¢)

Stale po vSech téchto modifikacich plati, Ze ziskana funkce nabyva redlnych hodnot, muzeme hledat jeji
maximum. Funkci si miZeme vykreslit, zkontrolovat, Ze maximum je jediné, pokud neni nebo neni dost
,hezké“  je potieba postup néjak dale modifikovat, at uz zménami funkce H, nebo né&jakou vhodnou modifikaci
vstupnich obrazi. Dalsi moZznosti modifikace funkce Z je néjaka filtrace aplikovana na tuto funkci, aZ po
zpétné transformaci, predevsim néjaké rozmazani — konvoluce s vhodnym jadrem. To je sice ekvivalentni
s vhodnou funkci H(p), ovSem v piipadé konvoluce sta¢i pocitat jen s n&jakym mensim okolim soutadnic
maxima, ne s celou funkci =.
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4.4.2 Otoceni, posun

Zdroj: ¢lanek autorit Reddyho a Chatterjiho z roku 1996 [17] a diplomové prace Hany Druckmiillerové [9]

Metody prezentované v této a nasledujici ¢asti jsou relativné velmi mladé, teprve z 90. let 20. stoleti,
s nékolika Fourierovymi transformacemi po sobé.

Otoceni kolem né&jakého obecného stfedu je totéz, co otoceni kolem pocatku a posun. Diky tomu se
miizeme omezit pouze tuto druhou variantu. Za¢neme oto¢enim kolem pocatku. Mé&jme tedy k funkei fi(x, y)
funkci

fo(z,y) = fi(zcos@ — ysinf, zsin @ + ycosb).

Z véty 2.37 uz vime, Ze
Fy(&,m) = F1(§cosf —nsin®, £sinfh + ncosb).

Klicovou myslenkou pouziti fazové korelace pro oto¢ené obrazy je ta, se kterou prisli v roce 1996 Reddy a
Chatterji [17]. PouZzijeme amplitudova spektra a prevedeme je do polarni soustavy soutadné. p = /€2 + n?2,
& = pcosyp, n = psing. Pokud amplitudové spektrum fi je v polérni soustavé souradné A¥(p, ), pak
amplitudové spektrum druhého je

Ab(p, ) = A1(pcospcosf — psinpsinb, pcos psinb + psinpcosf) =
= Ai(pcos(p +0), psin(p + 0)) = Al (p, +0).

Ted vidime, Ze v polarni soustavé soufadné se funkce lisi pouze o posun 6 podél osy ¢. Znate to s tim,
jak matematik vaii kafe, ne? Posuny umime hledat pomoci fazové korelace. TakZze pomoci fazové korelace
aplikované na amplitudové spektra v polarni soustavé souradné zjistime tihel pootoceni funkci, ten pouzijeme
tak, Ze funkci pootoéime, aby jiZz byly natocené stejné. Ze symetrie amplitudového spektra realné funkce vime,
Ze staci brat jen jeho polovinu ve smyslu osy .

Jesté nam zbyva vyfesit ten posun, ktery jsme na zac¢atku vynechali. Vlastné jde o otoceni kolem nezné-
mého stfedu. Nové tedy budeme predpokladat funkci fs takovou, Ze

fo(z,y) = fi(zcosf — ysinf — zp, zsin @ + ycos — yp).
Kombinaci v&t o posunu a o rotaci snadno zjistime, ze
Fy(&,m) = Fy(£cos — nsin 6, € sin 6 + 1 cos B)e " (Exotnv0)

Uzasné pro fazovou korelaci ted je to, Ze exponenciala na konci posledniho vztahu ma vliv jen na fazové
spektrum, v amplitudovém se neprojevi. Takze i kdyz funkce byly vzajemné pootocené, v amplitudovych
spektrech jiz tato informace o otoCeni neni obsaZena. MiZeme tedy pouzit postup vysSe, pomoci kterého
ur¢ime thel otoceni funkci viiéi sobé. Ten kompenzujeme otocenim jedné z funkci a nasledné nam zbyde uz
jen posun. Ten uréime pomoci fazové korelace dle sekce

4.4.3 Zména méritka, rotace, posun

Zdroj: [17] a diplomova prace Hany Druckmiillerové [9]

Neobecnéjsi piipad, jakym se budeme zabyvat, bude zména méfitka, rotace a posun. Myslenka bude
analogicka jako u rotace a posunu. K funkei fi(x,y) tedy budeme mit funkei

fo(z,y) = fi(axcosh — aysinf — xq, ax sin b + ay cosf — yo).

Jeji Fourierovské spektrum je

1 1 1 1 1 :
Fy(&,n) = @Fg <a§ cosf — o0 sin ), Efsin@ + S eos 0) e~ 1(&xotnyo)
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Posun se projevil exponencialou, které se nasledné v amplitudovém spektru neprojevi.
1 1 1 1 1
Asz(§,m) = A1 <£ cosf — —nsinfh, —£sin 6 + —n cos 0) .
e o o @ o

Tentokrat pouZijeme logaritmicko-polarni soustavu soufadnou, tedy e? = /&2 412, = ePcosp,n =
e”sin . Pokud amplitudové spektrum f; je v logaritmicko-polérni soustavé souradné Allp (p, ¢), pak ampli-
tudové spektrum druhého je

oP p oP oP
Algp(p, ) = A1 < cos pcosf — %smcpsmﬁ — cospsinf + asmcpcosﬁ)

= EAl(ep_lno‘ cos(p + 0),e” M sin(p + 6)) = Allp(p —Ina, o +6).

Opét vidime, Ze jak zména méfitka, tak rotace se projevily jako posun. Vezméme tedy amplitudova spektra
v logaritmicko-polarni soustavé souradné, pomoci fazové korelace zjistime koeficient zmény méritka a thel
rotace, ty na obrazy pouzijeme tak, aby jiz byly natoc¢ené stejné a mély stejné méritko. Nasledné jiz zbyva
jen ur¢ité posunuti pomoci fazové korelace.

4.4.4 Proc se fazové korelaci rika fazova korelace, vztah ke konvoluci
Zdroj: [12] a castecné i [9]

7 teorie pravdépodobnosti, ale nejen odtud zname kiiZzovou korelaci dvou funkei f,g : R — C a jejich

konvoluci jako
(f  9)s /f st 9)dt, (Fro)) = [ f)glt - s

My navic mame funkce jen reélné, tj. f,g : R — R, coz ovSem nevadi a miZeme zatim nechat vzorce, jak
jsou a uvidime, ze i kdyby funkce realné nebyly, bude to i tak fungovat. Pojdme vyjadfit kiizovou korelaci
pomoci konvoluce.

f><g—/f ot+ma=| L~ /f s — ) du = [ (~) . g(a)

Na obé strany rovnosti aplikujeme Fourierovu transformaci a vyuzijeme toho, Ze Fourierova transformace
z konvoluce je soudin spekter (vlastnost ¢. 7).

FAfx gt = F{f (u) xg(u)} = FAF(—u)} - F{g(w)}
Déle vyuzijeme dvé zakladni vlastnosti Fourierovy transformace, a to F{f*} = F*(=¢) a F{f(—t)} =
F(=¢). Z téch dohromady vyvodime, ze F {f*(—t)} = F*(—(=¢)) = F*(£), z ¢ehoz vyvodime, Ze

FAf xg} = F(§G(&).
Na rovnost aplikujeme zpétnou Fourierovu transformaci, coz ndm umozni ziskat vyjadieni kiizové korelace
pomoci spekter korelovanych funkei (a zpétné Fourierovy transformace).

fxg=F {F" G}

Toto vyjadreni neni jen hezky teoreticky vysledek, ale ma navic praktické uziti v tom, Ze vypocet Fourierovy
transformace byva v softwarech optimalizovin a tento vzorec tak umoznuje velmi efektivni vypocet kiizové
korelace, vyrazné efektivnéji nez z definice. Fazova korelace je korelace ne celych funkci, ale pouze jejich fazi.
Tj. misto spekter pouZijeme spektra podélena amplitudami. Vysledné tedy budeme mit

{r o)
\F| |GlJ

7Zd4a se vam, ze v pasézi o fazové korelaci a sesazovani obrazu jsme méli komplexni sdruZeni ne u prvniho
spektra, ale u druhého? Zda se vam to spravné. Ale to uz tak holt je, Ze v rtznych oblastech je obcas
ruzné znaceni. Ony jsou ty vzorce v podstaté ekvivalentni, jen souradnice peaku vyjdou na opacné strané od
pocatku.
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4.4.5 Diskrétni obrazy

V predchozich sekcich jsme si uvedli princip fazové korelace pro sesazovani digitalnich obrazt. Odvozeni
jsme provedli pravé na funkcich dvou realnych proménnych proto, Ze i kdyz obrazy byvaji pooto¢ené nebo
maji rizné méritko, néco takového je velmi obtizné a nepraktické modelovat pomoci matic. Dochazi tam
totiz ke ¢teni hodnot pixelii na necelo¢iselnych soufadnicich, coz se déla interpolaci. ,,Spojité“ odvozeni je
oproti tomu velmi nazorné. Na druhou stranu nakonec reélné vypocty opravdu jiz probihaji na (diskrétnich)
maticich. V této sekci si tedy ukézeme, jak redlny vypocet fazové korelace probihé pomoci diskrétni Fourierovy
transformace.

Pro posunuté obrazy sice plati véta o posunuti (vlastnost ¢. 2), ale ta zahrnuje periodické pokracovani,
coz nesedi na bézné vzajemné posunuté obrazy, které jsou jako by kazdé trochu jinym vyfezem z téZe scény.
Jako model ndm to ovSem postaci. Pouzijeme-li vzorec 4.2 pro fazovou korelaci na diskrétni data, samoziejmé
s tim, ze Fourierova transformace je ted diskrétni Fourierovou transformaci a funkce fi(z,y), fa(x,y) budou
{0,1,...,N -1} x{0,1,...,N -1} ={0,1,...,N —1}> = C,N € N s tim, Ze fao(z,y) = fi(z — z0,y — y0),
dostaneme

i * .
I - (Fle*%(fwo%*??yO)) o1 {FI . Fl*e%({a:g—l—nyo) }

F, - F}
=(f1, fo) =D 2} =D '
(1, f2) { |F1] - ‘ﬂe‘%(éﬂfoﬂyo) £

|F1| - | Fy

_p {e%@mmyo)} = d(z + 0,y + o)

s tim, Ze druh4 rovnost vychazi z véty o posunuti, étvrta ze zakladni vlastnosti komplexnich éisel |z|? = z- 2*
(protoZe pro z = a + bi je z - 2* = (a + bi) - (a — bi) = a® — b%i2 = a? + b? = |2|?) a posledni pak je vétou o
posunuti aplikovanou na diskrétni impulz. Fazovou korelaci dvou posunutych funkci je tedy diskrétni impulz
posunuty tak, Ze soufadnice jeho nenulového prvku (jednicky) vyjadiuji posunuti téchto dvou funkei.

Dilezita véc, kterou je potfeba oSetfit, jsou okraje obrazu. Jak uz jsme si uvedli, diskrétni Fourierova
transformace pristupuje k obrazu, jako by to byla nekone¢na Sachovnice sloZena periodicky z toho obrazu
a jeho dokonalych kopii. Snadno pak dochézi k tomu, Zze pfechod z jedné kopie do druhé je nejvyraznéjsi
strukturou v oné Sachovnici. CoZ je samoziejmé nevhodné pro zjistovani néjakych posuni v obraze, snadno
totiz dostaneme posun nespravny nulovy. Nutnym reSenim tedy je z obrazu ,,odstranit“ okraje pred vypoctem
fazové korelace, jak jsme popsali na zacatku kapitoly o aplikacich. Obraz s odstranénymi okraji je samoziejmé
pouze pomocny pracovni pro urceni parametri geometrické transformace, vlastni transformaci provadime
s ptuvodnimi obrazy.

Pri vykresleni funkce = narazime na podobny problém jako pfi vykresleni fourierovského spektra. Bod
[0, 0] je v levém hornim rohu, takZe posuny kolem nuly jsou rozptylené do v8ech rohti matice =. CoZ nemusi byt
Spatné pro vypocty, ale na vykresleni je to nepiehledné. Regenf je zde stejné jako u vykresleni spektra, pouzije
se zde opét prohozeni kvadrantt matice, tedy v Matlabu funkce fftshift. Prohozeni kvadranti matice a
pripadné zmateni, ktery obraz bereme jako prvni a ktery jako druhy, mtze zptisobit horsi interpretovatelnost
polohy jednotkového impulzu, tedy uréeni vektoru posunuti mezi obrazy. V praxi je tedy vhodné si nejdiiv
na testovacich obrazech ovérit, jak se ma poloha jednotkového impulzu interpretovat.

4.4.6 Subpixelova presnost

Zdroje: diplomova prace Hany Druckmiillerové [9] a dale [3] 23], 12, [§]

Pfi sesazovani realnych obrazi z principu jejich posunuti nebyva celo¢iselné. Je tedy ¢asto vhodné pouzit
metodu, kterd urci posun obrazi s vysSsi presnosti. ZvétSseni obrazu pred sesazovanim vede k vypoclttim
s obrovskymi maticemi a i tak neumozni fadové zvySeni presnosti sesazeni (napi. desetina pixelu). Vhodné&jsim
postupem je vyuzit stavajici peak funkce = a néjak zjistit soufadnice jeho vrcholu s presnosti vyssi jeden
pixel. Zde se mohou metody ligit v zavislosti na tvaru peaku (jeho $iFce), coz zélezi predevsim na kvalité
a miTe ruznosti sesazovanych obrazii. Pokud je peak velmi tzky, blizici se diskrétnimu impulzu, muize byt
vhodné pouzit néjakou metodu, kterd proklada vhodnou funkci nékolika body v okoli maxima. Pouziva se
kvadratickd funkce, Gaussova funkce nebo modifikovana funkce %, ktera vychézi z toho, Ze v pripadé

obrazti s velmi malym necelodiselnym posunem mé Z tvar modifikované funkce % V piipadé, Ze je
peak 8irsi, je vhodné pouzit néjakou metodu, ktera zahrne vsechny body ve vhodném okoli. V pfipadé snimki
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slune¢ni korény poirizenych béhem tplnych zatméni Slunce se osvédéila metoda, ktera ziskava vektor posunuti

vy

(To,90) = (MI’O MOJ)
’ Moo Moo/’

kde M}, je geometricky moment pocitany pies kruh se stfedem (xg,yo) (soufadnice maxima = jako cela
¢isla) o poloméru € € R, tedy

My =SS " 'Sz + @y +y),  ki=0,1

z2+y?<e

BéZné pouzivané hodnoty ¢ jsou 3 az 8. Vypocet souradnic vrcholu peaku je mozné provadét i iterativné tak,

My
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Priloha A

Dodatek

A.1 Odvozeni, dikazy

A.1.1 Dikaz véty o inverzni Fourierové transformaci
Nez budeme moci pfistoupit k samotnému dtikazu, budeme potiebovat dokizat néjaké pomocné vlastnosti.

Priklad A.1. UkaZzte, Ze

/kmpx¢p=” (A1)
T 2
0

Reseni. Zdro j: Pfiklad vychézi ze zkouskového pirikladu z pfedmétu Fourier Analysis na Chalmers University
of Technology ve §védském Goéteborgu 24. Fijna 2009, autorem zadani byl Hjalmar Rosengren.
Zafnéme tim, Ze se omezime na piipad p = 1, coZ si muZzeme dovolit z divodu,

*° si t = px *® sint dt > sint
/ in px de — P _ / int dt _ / in dat.
0 T dt = pdz 0 p 0 t

13
p

Odvozeni se sklada ze dvou krokt. Nejdiiv ukidzeme, Ze

S :bo+ancos(nx), O<z<m,
n=1
kde (n1)
m:l/ S Y
T J(n—1)= T

Pak vyuzijeme této vlastnosti k dukazu integralu (A.1)).

Si% je suda funkce, proto ji mizeme vyjadrit pomoci kosinové fady jako
sinx b >
” :§+ancos(na§), O<z<m,
n=1
kde 9 [T g
sin
by, = / cos(nz) dz. (A.2)
™ Jo X

Znamy goniometricky vzorec Tiké, Ze pro realna A, B plati

A+ B A—-B
2 cos ; sin 5 =sin A — sin B.

Vezmeme-li A_TB =z, A*'TB = nx a vyjadiime A, B, zjistime, Ze

2sinx cos(nz) = sin(z(n + 1)) — sin(z(n — 1)).
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Dosazenim tohoto do vztahu b,, (A.2) dostaneme

y L /Off <sin(:c(n +1))  sin(e(n - 1))) .

T x x
T g t= 1 0+—0 m(n+1)
. / sine(n ¥ 1)) 4, ) - 1/ St gy (A.3)
™ Jo z dt=(n+1)dz 7—7n(n+1) ™ Jo t

Podobny postup nam da, ze

™ X s

l /7r sin(z(n — 1)) Qe — l /ﬂ(nl) sint " (A1)
0 0 t
Rozdil vztaha (A.3) a (A.4) nam d& pozadovany vztah pro b, ve tvaru

(n+1)m o3
by = 1/ sinx da.
(

n—1)mw €z

Dosazenim n = 0 do posledniho vztahu zptisobi, Ze dostaneme M pro x = 0, coz neni definované, ale v

limité je to rovno 1 a v dalsim budeme s jistou davnou nekorektosnostl brat, Ze je to rovno 1. S‘% muzeme
na 0 < x < 7 psat jako

sinx 1 [ smt Z /"‘H) sint i@t
= — cos(nzx) —
X 27'(' _ n 1) t
Polozime-li ted x = 0, dostavame
1 — i 7r Smtdt 1 i/(”“)ﬂ Sintdt:
2 _ t ™ o (nfl) t
o0
Tsint (D7 gint 1 sint
"Z;S’o oo

To znamena, ze

a my muzeme uzaviiz, ze

O

Véta A.2 (Riemannovo-Lebesgueovo lemma). Necht f(x) je integrovatelna v absolutni hodnoté na R. Pak
plati [19]
lim F(&) = 0.

E—+o0

Diikaz. Diukaz vychazi z [19].
Predpokladejme nejdiiv, ze f je tvaru

f(x):{c fa<ax<b

0 else

pro néjaki a,b,c € R, a < b, v dalsim budeme pouzivat oznaceni obdélnikovd funkce. Pak

b ) —iz£ b
F(g):/ coTE q — [Ce‘_ig ] K
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coz jde k nule pro £ — +oo. Nyni predpokladejme, Ze f je po Céstech konstatni, tj. je linedrni kombinaci
obdélnikovych funkei. Diky linearité Riemannova integralu Fourierova transformace funkce f je linedni kom-
binaci fourierovskych spekter jednotlivych obdélnikovych funkci. Z definice Riemannova integralu pokud f
je realna integrovatelnd v absolutni hodnoté, existuje posloupnost obdélnikovych funkce f,, takovych, Ze

nli_>1rolo/|fn x)| dz = 0.
Pak pro kazdé £ € R
lim |Fy(6) = F(§)| = lim /OO fala)e ™ da — 7 fla)e ™ dz
a protoze f,, i f jsou integrovatelné ) B
lim |F(€) — F(€)] = lim_ 7 (fal@) = f(w)) e da| <
< lim 7 (fa(2) = f(2)) de| < lim 7 | fu(@) = f(2)] da =

Z trojuhelnikové nerovnosti vidime, Ze
F(§) < [F(§) — Fa(O] + [Fn(§)],

kde prvni ¢len je shora omezen € > 0 pro dostatecné velké na druhy ¢len jde k nule pro & — 4o00. Proto

lim F(£) =0.

E—+o0

Pokud f nabyva komplexnich hodnot,

f(z) = u(z) +iv(z),
kde u and v jsou realné funkce reélné proménné integrovatelné v absolutni hodnoté na R. Za pfedpokladu,
ze u(z),v(x) maji spektra U (&), V (), dostavame

li U = li V =
m (&) =0, m & =0,
proto i

li F =0.

1m (& =0

Nyni miZeme pristoupit k vlastnimu dikazu véty o inverzni Fourierové transformaci.

Diikaz. Dikaz vychazi z [19]

;T/F( wfdg— / /f TS ds | et de¢

Vzhledem k integrovatelnosti funkce f

_Tr 7f(s —ist s emfdg— / f(s ( / :e“ff—S)f dg) ds =
711'/f Slnw—s ’/'li'/f Slnrs
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Zavedme si aspornéjsi znadeni pro pravostranné a levostranné limity:

fl@™) = lim f(t),  f(z")= lim f(t).

t—xr— t—x+

Pak mizeme prespat f(z — s) jako

o) = {f@c*) F(fa—s)— fz*) s <0

fl@™)+ (f(x—s) = f(z7)) ifs>0.

Toto je dulezité pro feSeni bodl nespojitosti funkce f. Vzhledem k tomu, Ze funkéni hodnota v jediném bodé
nema vliv na hodnotu Riemannova integralu, neni podstatné, jak se vyfesi pfipad s = 0. MtiZeme ho piidat
ke kterémukoli z pripadt vyse. Pak mtzeme prepsat posledni integral jako

smrs 0 sinrs
71r/f ds = jr/ {F@") + (flz—s) = f(zT))} ds +

/ { flx—s)— f(l‘_))} snrs ds.

s
1/00 f(x—)SiI;TS ds — f(ﬂ) /0 SH;T’S ds = f(i) g _ f(g)

Zduvodnéni predposledni rovnosti fesi priklad vyse. Podobné
1/°°f(x+)sinrs ds — f(:c+)
m™Jo S

Zbyva dokazat, ze zbyvajici ¢leny jdou k nule pro r — oc.

1 [ sinrs
— _ — ds =
U= - )T
1 K _..sinrs 1 [ _..sinrs
— [ - s )T s [ (a9 - f )T s
™ Jo S T JK S
oznafme a(x) oznaé;nre b(x)
pro pevné K > 0. Nyni oznac¢me
flx—s)— f(z™
o(5) = xjo.0 () DI
pro libovolné pevné zvolené z. Pak
1 ® ) 1 ® eirs _e—irs 1
a(z) = - / g(s)sinrsds = - / g(s)T ds = %(G(—T) - G(r)),

kde G je Fourierova transformace g. Z divodou integrovatelnosti funkce f diky Riemannovu-Lebesgueové
lemmatu (véta[A.2) vyse) dostévame a(z) — 0 pro r — co. Vzhledem k tomu, Ze |sinrs| < 1,

1 o i
/ flx—s) ds 7"‘/}( f(xf)SH;TS ds

< L[l sgpass O] [

Vzhledem k integrovatelsnosti funkce f

rs = t

b(z)| <
rds = dt

<

/ |f(z —s)|ds — 0 pro K — o0,
K
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proto prvni ¢len |b(x)| jde k nule pro K jdouci do nekone¢na. Vlastnost
oo
/ mm
< 00
0

t
/ ﬂdt—>0p1roK—>oo
Kr 3

implikuje

Proto, zvolime-li libovolné € > 0, mizeme vzdy najit tak velké K, ze |b(z)| < € pro v8echna x € R. Dokazali
jsme, ze
1 [ _
JACCEREN )

s

sinrs

ds

S

jde k nule pro 7 jdouci do nekonecna. Podobnym zptisobem muzeme dokazat, ze

1 o0
A (fz—s) — (=)

™

sinrs

ds

S

jde k nule pro 7 jdouci do nekonecna. Diky tomu mizeme uzaviit, ze

1 /T F(f)eims ¢ = lim pq f(2) ‘; limy yp f(x)

Pokud spektrum F' je integrovatelné v absolutni hodnoté na R, miZeme pouzit argumentaci z POZNAMKY U
EXISTENCE FT PRO INTEGROVATELNE FUNKCE, TOTO SE CELE NEJDRIV MUSI ZDE VYBUDOVAT, NEZ BUDE
NA CO ODKAZAT. tentokrat pro inverzni Fourierovu transformaci. Dostaneme, Ze pro z € R, !]—" -L{F} (z)!
existuje a je kone¢nym ¢islem. Proto

o0

im o [ Peetac= o [ R = 7 (e - Mo [ I S

r—oo 21 J_, 2

—0o0

Zavérem pokud f je spojité a integrovatelné,

FHF{f(@)}} = f(2).

A.1.2 Fourierova transformace Gaussovy funkce

Zdroj: skripta profesora Komrsky [14]

Necht

Jeji Fourierova transformace je

HWM}Z//%ﬁﬂ@WM@—

—00 —00

= e 2070 T g .

e 207 e 1Y q
oV 2 oV 2T / v

G(©) G(n)
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Vzhledem k tomu, Ze G je kladna funkce, miizeme rozdélit integrél na dva

G = e 202 coséx da + e 2Zisinérdr =
. am : ar ¢
=0
(_1)71 2n
= e 27 cosfxdr = e 207 x)“" dx.
aw/2ﬂ ¢ oV 2T ne0 (2”)!(5 )
Diky vété Beppo Leviho [4],
2 —D" o 2 z
G = " xe 202 dx.
O = S et
I,
Integraci per partes dostaneme I, jako
ac2 ac2
Lo— |t Tem wo= Tagre 27|
v oo
22 x2n+1 o0 00 x2n+1 T 22
= _? * - —_— _7 d —=
[e i 2n+1L0 /0 2n—|—1< a2>e o
- 0 /Ooa:“”“)eiidx:l Int1
a?(2n+1) Jy o2(2n+1) "
Pron >0
I, =0*2n— 1), = (6%)* (2n - 1)(2n = 3) o = (2n — D! (62)" I
o0 I2 2
]b::l/1 e 202 dx = ovim
0 2
(2n —1)! (2n —1)!
m—1)=2n—-1)(2n—3) - 3.1= =
(2n == (2n—1)(2n —3) 2n—2)(2n—4)----4-2  (n—1)l2n-1
I - (2n —1)! A 27
" (n—1)l2n-1 2
2 |ov2r X (-1 ,, 2n—-1! o oV2r
¢ = oV 2w [ 2 +nz:1 (2n)!§ (n—l)!?“fla 2 N
fe'e) o0 oo 2 n
| grgt-n 1] ()]t e
_ 2n 2 _ _ _ _
= 1 &) =) e = | T
n=1 n=0 n=0
252 n202 2(§2+n )

Ff@y)} = GOGm) = F ¢ F =7

A.2 Zdrojové kody

A.2.1 Urcéeni vyznamnych sméri v obraze — Matlab
Zdroj: modifikovano z kdédu Petry Rozehnalové

f = imread(’Bamboo.jpg’); %nacte fotku

[m,n,o0] = size(f); % velikost fotografie

if o==3

f=f(C:,:,1)/3+£(:,:,2)/3+£(:,:,3)/3; Ytrasformace do odstind Sedi
end
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%% Low-pass Hanning
sx = round((m+1)/2); sy = round((n+1)/2); % souradnice stredu fotky
R = min(sx,sy); r = round(0.8*%R); J do r ponechano, mezi r a R postupny prechod, od R nula
for i=1:m
for j = 1:n
rho2=(i-sx)~2+(j-sy)~2; %vzdalenost od stredu, optimalizace kodu
if (rho2>R"2)
£(i,j) = 0;
elseif rho2>r~2
£(i,j) = £(i,j)*( 0.5 + 0.5*cos(pi*(sqrt(rho2)-r)/(R-1)) );
end
end
end

%% Vykresleni

imagesc(f); colormap gray; % vykresleni fotky

F = £ft2(f); %transformace

F_shift = fftshift(F); Yprohozeni kvadranu

figure;

Amplit_spek = abs(F_shift);

imagesc(log(Amplit_spek+1)); colormap gray; %vykresleni amplitudoveho spektrum

%% Orezenai spektra do kruhu
for i=1:m
for j = 1:n
rho2=(i-sx)~2+(j-sy)~2; % vzdalenost od stredu na druhou
if (rho2>(min(m,n)/2)"2)
AmplitSpek(i,j) = 0;
end
end
end

%% Integrace po jednotlivych useckach
param_max = sqrt(m~2+n~2)/2;

param = -param_max:1:param_max;
size_param = size(param,?2);

Integral = zeros(181,1);

for theta = 0:180
X = sx + cos(theta/180*pi)*param;
y = sy + sin(theta/180%*pi)*param;

x_down = floor(x);
x_up = ceil(x);
y_down = floor(y);
y_up = ceil(y);

f = zeros(size_param,1);
for i = 1:size_param
if x(@<1 || x@>m || y@)<1 | y@E)>n
£(1) = 0;
else
xx = x(i)-x_down(i); % bilinearni interpolace
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yy = y(i)-y_down(i);

bl = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));

b2 = Amplit_spek(x_up(i),y_down(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));

b3 = Amplit_spek(x_down(i),y_up(i))- Amplit_spek(x_down(i),y_down(i));

b4 = Amplit_spek(x_down(i),y_down(i)) - Amplit_spek(x_up(i),y_down(i)) -...

Amplit_spek(x_down(i),y_up(i)) + Amplit_spek(x_up(i),y_up(i));
f(i) = bl + b2*xx + b3*yy + bd*xx*yy;
end
end
Integral (theta+l) = sum(f);

end
%% Vykresleni
figure

plot (Integral)
x1im([0 180])
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