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Pouzité symboly

Kromé obvyklych mnozinovych a logickych symboli (inkluze, prinik, sjednoceni, impli-
kace apod.) jsou v textu pouzity symboly:

N mnozina prirozenych ¢isel

7 mnozina celych cisel

Q mnozina racionalnich ¢isel

R mnozina realnych cisel

Ry mnozina nezapornych realnych ¢isel
C mnozina komplexnich ¢isel

[a

,b]  uzavfeny interval na realné ose
la,b[  otevieny interval na realné ose
|| absolutni hodnota ¢isla z € R (resp. z € C)
Ok;j Kroneckertv symbol, tj.
1 pro k=3
Ok = :
0 pro k#j

A x B kartézsky soucin mnozin A a B, tj.
AxB:{(a,b):aeA, beB}

A\ B rozdil mnozin A a B, tj.
A\B:{aeA:ang}



1. Metricky prostor

1.1. Zakladni pojmy

Definice 1.1. Metrickym prostorem nazyvame dvojici (X, p), kterou tvori neprazdna
mnozina X (prvka nebo bodi) a funkce p : X x X — R, (zvana metrika, vzdalenost
nebo odchylka) spliiujici pro libovolné z,y, z € X nésledujici podminky:

p(z,y) = 0 pravé tehdy, kdyz = = y. (axiom totoznosti)
plx,y) = ply, x). (axiom symetrie)
3. plz,2) < p(x,y) + py, 2). (trojuhelnikova nerovnost)

B Priklad 1.1. Necht X je nepréazdnd mnozina a p : X x X — {0, 1} funkce definovana

vztahem
0 jestlize ==y,
p(z,y) = .
1 jestlize = #y.

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem. Tento prostor se nazyva prostorem izolo-
vanych bodii.

B Priklad 1.2. Necht X =R a p: X x X — R, je funkce definovana rovnosti
pla,y) = |z =yl
Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem.

B Priklad 1.3. Necht
X ={z=(x1,29,...,2,) :x; ERproi=1,2,...,n}

ap: X xX — R, je funkce definovana rovnosti

p(r,y) = | D (n —u)?.

k=1

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem. Tento metricky prostor se nazyva n-
rozmeérny euklidovsky prostor.

B Piiklad 1.4. Nechf
X ={x=(x1,29,...,2,) :x; ERproi=1,2,... ,n}

ap:X xX — R, je funkce definovana rovnosti
o) =3 |ow — il
k=1

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem.



B Priklad 1.5. Necht
X ={zx=(x1,29,...,2,) :x; ERproi=1,2,... ,n}
ap:X xX — R, je funkce definovana rovnosti
plx,y) =max{|z, —yr| : k=1,2,...,n}.

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem.

+00
B Priklad 1.6. Necht p e R, p > 1, X = {z = (x1,22,...) 1 2, E R €N, Y|P <
k=1

+oo} ap: X x X — R, je funkce definované rovnosti

p(z,y) = (Z Tk — yk|p>

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem. Tento prostor znacime [,,.

1
p

B Priklad 1.7. Necht
X ={z = (x1,22,...) : x; € R proi € N, sup{|x1], |z2],...} < +oo}
ap:X xX — R, je funkce definovana rovnosti
p(x,y) = sup{|zr — yi| : k € N}.

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem. Tento prostor nazyvame prostor ohranice-
nych posloupnosti a znacime m.

B Priklad 1.8. Necht X = C([a,b]) mnozina spojitych funkci definovanych v uzavie-
ném intervalu [a, b] (pod hodnotou funkce f v bodech a a b rozumime limity tlin}r f(t) a

tlirgl f(t) ). Necht dale p: X x X — R, je funkce definovana rovnosti

p(f,g) = max{[f(t) — g(t)| : a <t < b}.
Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem.

B Priklad 1.9. Necht X = C(]a, b]) mnozina spojitych funkei definovanych v uzavieném
intervalu [a,b] a p: X x X — R, je funkce definovana rovnosti

D

o(frg) = / F(s) — g(s)Pds |

kde p > 1. Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem, ktery budeme znacit C,([a, b]).
B Priklad 1.10. Necht (X7, p1) a (X, p2) jsou metrické prostory,

X ={z=(21,22) : 11 € X3, 22 € X5},
p(x,y) = pr(z1,y1) + p2(x2, Y2).

Potom dvojice (X, p) je metrickym prostorem.
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V uvedenych ptikladech je podstatné ovéfit trojihelnikovou nerovnost (tj. axiom 3).
V Prikladech 1.3 a 1.6 lze tento axiom ovérit pouzitim Minkowského nerovnosti

<Z|@k+bk|p) < (Z|Cbk|p) Jr<z:|bk:|p) , p=1l (1.1)
o h=1 =1

Pfti diikazu nerovnosti (1.1) (pro p > 1) vychézime z tzv. Holderovy nerovnosti

n n % n % 1 1
Z|akbk| < (Z|ak|p) <Z|bk|q) s kde -+ -=1.
k=1 k=1 k=1 p q

Stejné tak v Prikladé 1.9 musime pouzit Minkowského nerovnost v integralnim tvaru

[1r@ +aeras| < |( [irora) +| [laeras) . 0

kde p > 1, kterou lze dokazat uzitim tzv. Holderovy nerovnosti v integralnim tvaru

q

b b % b
[ires@ias< | [irepas) | [looras) o we Sai-1

q

Pro p < 1 Minkovského nerovnosti (1.1), (1.1") neplati. Jinak fec¢eno, pokud bychom chtéli
zkoumat prostor uvedeny v Ptikladé 1.3 nebo 1.6, popt. 1.9 pro p < 1, pak by v takovém
prostoru neplatila trojuhelnikova nerovnost, tj. nebyl by to metricky prostor.

B Priklad 1.11. Necht (X, p) je metricky prostor, Xo C X, Xo # 0 a py : Xox Xo — R,
je zuzeni funkce p : X x X — R, na mnozinu X, x Xy. Pak dvojice (Xo, po) je také
metricky prostor a nazyva se podprostor metrického prostoru (X, p).

1.2. Nékteré podmnoziny

Definice 1.2. Nechf (X, p) je metricky prostor. Otevienou (resp. uzavienou) kouli se
stfedem v bodé zy € X a polomérem r > 0 nazyvame mnozinu B(z,r) (resp. B[z, ])
definovanou rovnosti

B(zg,r) ={z € X : p(x,x0) <1} (resp. Blzg, 7] ={x € X : p(z,z9) < r})

Poznamka 1.1. Pro B(zg,¢) budeme také pouzivat ndzev e-okoli bodu z( a znacit ho

Oa(ZEQ).

Definice 1.3. Bod x € X metrického prostoru (X, p) se nazyva bodem uzdvéru mnoziny
A C X, jestlize pro libovolné € > 0 plati

O-(x) A #0.

Definice 1.4. Necht (X, p) je metricky prostor. Mnozina vSech bodii uzavéri mnoziny
A C X se nazyva uzdvér mnoziny A a oznacuje se A.

Véta 1.1. Uzaver mnoziny A C X metrického prostoru (X, p) md tyto vlastnosti:
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1. AC A

2. A=A

3. Jestlize A C B, pak A C B.
4. AUB=AUB.

SN[

Driikaz. Prvni a tieti tvrzeni jsou zfejma. Dokazeme druhé tvrzeni. Vzhledem k prvnimu
tvrzeni je A C A, staci tedy ovéfit, ze A C A. Necht zq € A a e > 0 je libovolné, ale pevné
zvolené ¢islo. Podle definice uzavéru existuje z; € O (z9) N A. Polozme &, = £ — p(x, 1)
a oveérme, zZe

O¢, (1) C O-(x9). (1.2)
Vskutku, jestlize y € O, (z1), pak
ply, 1) <ei1.
Odtud, s pouzitim trojihelnikové nerovnosti, mame
p(y,z0) < py,x1) + p(21,20) < €1+ p(20,21) = €,

plati tedy (1.2). Jelikoz z; € A, existuje x5 € O, (z1) N A, a tedy, s ohledem na (1.2),
také xo € O.(z9) N A. Vzhledem k libovolnosti € je xy € A.
Dokazeme nyni ¢tvrté tvrzeni. Protoze

ACAUB a BCAUB,

dostavame pouzitim tretiho tvrzeni

ACAUB a BCAUB,

a tedy

AUBCAURB. (1.3)

Necht (1.3) neplati. Pak existuje zo € AU B takové, ze z¢ ¢ AUB, atedy 1o € A a
xo € B. Lze proto najit e; > 0 a g5 > 0 tak, ze

O, (o) NA=10 a  O.(xg)NB=40. (1.4)
Polozme € = min{ey, e2}. Ponévadz O.(zo) C O, (xg) a Oc(z0) C O, (), plyne z (1.4)
O:(z0) N (AU B) =10,

coz je ve sporu s predpokladem zq € AU B. Dosazeny spor dokazuje platnost inkluze
(1.3). Tim je Véta 1.1 zcela dokazéana. O

Definice 1.5. Bod x € X se nazyva hromadny bod mnoziny A C X metrického prostoru
(X, p), jestlize pro libovolné € > 0 jeho e-okoli O.(x) obsahuje nekoneéné mnoho bodi
mnoziny A.



Definice 1.6. Bod x € X se nazyva izolovany bod mnoziny A C X metrického prostoru
(X, p), jestlize existuje ¢ > 0 takové, zZe

O.(x)N A= {z.

Definice 1.7. Mnozina A C X se nazyva uzaviend v metrickém prostoru (X, p), jestlize
A=A

Definice 1.8. Bod = € X se nazyva vnitini bod mnoziny A C X metrického prostoru
(X, p), jestlize existuje € > 0 takové, ze O.(x) C A.

Poznamka 1.2. Jednoduse lze ukazat (dokazte si!), Ze bod uzavéru mnoziny M je bud

hromadnym nebo izolovanym bodem této mnoziny. Z toho plyne, ze uzavér M mnoziny
M se sklada z:

1. izolovanych bodt mnoziny M,
2. hromadnych bod mnoziny M, které patii do mnoziny M,
3. hromadnych bod mnoziny M, které nepatii do mnoziny M.

Definice 1.9. Mnozina A C X metrického prostoru (X, p), jejiz vSechny body jsou
vnitini, se nazyva otevrend.

» Uloha 1.1. Ukaite, ze
a) A je uzaviena mnozina,
b) A je nejmensi uzaviena mnozina, ktera obsahuje mnozinu A.
B Priklad 1.12. Necht (X, p) je metricky prostor, zo € X a r > 0. Pak:

a) Blzg,r] je uzavienid mnozina.

b

)

) B(xo,7) je oteviend mnoZina.

¢) B(xg,r) = Blxo,7].

d) @ a X jsou uzaviené mnoziny.

e) Kazda kone¢na podmnozina A C X je uzaviena.

f) Kazdy bod kone¢né podmnoziny A C X je izolovanym bodem.

g) Mnozina X je oteviena.

Véta 1.2. Prunik konecného nebo nekonecného poctu uzaviengch mnozZin a sjednocent
konecného poctu uzavrenych mnozin jsou uzaviené mnoziny.

Dukaz. Necht je A = ﬂIAa, kde A, C X («a € I) jsou uzaviené mnoziny v metrickém
ac
prostoru (X, p). Necht je z € X bodem uzavéru mnoziny A. Pak pro libovolné € > 0 je

O:(z)N A #0.

Proto také O.(x) N A, # 0 pro kazdé a € I. Jelikoz je kazdad mnozina A, uzaviend, je
r e Ayproa € I, atedy x € ﬁ[Aa = A, tj. A je uzaviena mnozina.
ac
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Necht nyni
A= U4, (1.5)
kde A, € X (k=1,...,n) jsou uzaviené mnoziny, tj. Ay = A pro k = 1,...,n. Proto je
ziejmé, ze také
A= U4,
k=1

Na druhou stranu, z vlastnosti 4. Véty 1.1 plyne

atedy A= A. O

» Uloha 1.2. Sjednoceni nekoneéné mnoha uzavienych mnozin nemusi byt uzaviené
mnozina. Uvedte priklad.

Véta 1.3. Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. K tomu aby A byla oteviend
mnozina je nutné a staci, aby jeji dopliék X \ A byl uzaviend mnoZina.

Diikaz. Necht A je oteviend mnozina a
r g X\ A (1.6)
Ukézeme, Ze x nemize byt bodem uzavéru mnoziny X \ A. Vskutku, vzhledem k (1.6), je
x € A.

Jelikoz je mnozina A oteviend, existuje ¢ > 0 takové, ze O.(x) C A. Odtud
0.() 1 (X \ 4) =0, (17)

coz podle definice znamend, ze x neni bodem uzavéru mnoziny X \ A. Mnozina X \ A je
tedy uzaviena.

Nyni naopak, necht je mnozina X \ A uzaviend a = € A libovolné. Jelikoz © ¢ X \ A,
existuje £ > 0 tak, zZe plati (1.7), tj. O-(z) € A. Mnozina A je tedy oteviena. O

Z Vét 1.2, 1.3 a de Morganovych pravidel

X\UA, =n(X\4a), X \NAy=U(X\A,)

plyne nasledujici véta.

Véta 1.4. Sjednoceni konecného nebo nekonecného poctu otevrengych mnoZin a prunik
konecného poctu otevienych mnozZin jsou otevieneé mnoZiny.

» Uloha 1.3. Prinik nekone¢né mnoha otevienych mnozin nemusi byt oteviend mnozina.
Uvedte priklad.

Definice 1.10. Necht (X, p) je metrickym prostorem a A C X, B C X. Mnozina A
se nazyva hustd v mnoziné B, jestlize B C A. Specidlné mnozina A se nazyva hustd v
metrickém prostoru (X, p), jestlize A = X.
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Definice 1.11. Necht (X, p) je metrickym prostorem a A C X. Mnozina A se nazyva
ridkd v metrickém prostoru (X, p), jestlize v X neexistuje zadna oteviena koule, v niz by
mnozina A byla husta.

Tvrzeni 1.5. Mnozina A C X je tidkd v metrickém prostoru (X, p) pravé tehdy, kdyz
kazdd oteviend koule B C X obsahuje otevienou kouli C C B takovou, Ze AN C = ().

Diikaz. Dokazeme ekvivalentni tvrzeni: Mnozina A C X neni vidkd v metrickém prostoru
(X, p) pravé tehdy, kdyz ezistuje oteviend koule B C X takovd, Ze kaZdd oteviend koule
C C B ma s mnoZinou A neprdazdny prunik.

Nejprve predpokladejme, ze mnozina A C X neni fidka v (X, p). Existuje tedy ote-
viena koule B C X v niZ je mnozina A husté, tj. plati B C A. Nechf nyni C C B je
libovolné oteviend koule a x4 je jeji stfed. Je zfejmé, ze A N C # (), nebot v opacném
piipadé by zq € A, coZ je ve sporu s inkluzi C' C A.

Nyni predpokladejme, Ze existuje oteviend koule B(a,r) C X takova, ze kazda ote-
viend koule obsazend v B(a,r) ma s mnozinou A neprézdny prinik. UkéZeme, Ze

B(a,r) C A. (1.8)
Vskutku, necht zy € B(a, ) je libovolné. Polozme

n

Je ziejmé, ze jakmile x € B(xg,r,) pro néjaké n € N, tj. p(z,zq) < r,, pak
p(z,a) < p(z,20) + p(x0,0) < 1 + p(20,0) < 7"

Proto
B(xg,rn) € B(a,r) pro n € N.

Vzhledem k nasemu pfedpokladu tedy mame
AN B(xg,rn) #0 pro neN.

Pro kazdé n € N zvolme

z, € AN B(xo, 1y). (1.9)
Protoze r,, — 0 pro n — +o00, je zfejmé, Ze hI_P x, = xo. S ohledem na (1.9) proto
dostavame x¢ € A. Bod o € B(a,r) byl volen libovolné, plati tedy inkluze (1.8). To viak
znamena, ze mnozina A neni fidka v (X, p). O

1.3. Separabilni metrické prostory

Definice 1.12. Metricky prostor (X, p) se nazyva separabilni, existuje-li spocetnd mno-
zina A C X, kterd je husta v prostoru (X, p).

Tvrzeni 1.6. Necht (X, p) je separabilni metricky prostor a Xo C X, Xy # (). Pak prostor
(Xo, p) je separabilni.
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Diikaz. Necht mnozina {xy, s, ...} je husta v prostoru (X, p). Oznacme
ap = inf{p(zy,n) :n € Xo} pro kel
Je zfejmé, ze pro libovolnd m,n € N existuje 0., € X takové, ze
(s Dm) < @ + 1 : (1.10)
m
Ukazeme, ze je mnozina {nyn, }mnen husta v prostoru (Xo, p).

Necht € > 0 libovolné. Zvolme m € N, m > 3/e. Ponévadz je mnozina {z1,zs,...} je
husté v prostoru (X, p), 1ze k libovolnému prvku n € Xy najit n € N takové, ze

p(xn,m) < % , atedy  a,< % . (1.11)
Vzhledem k (1.10) tedy plati
1 e € 2
ny 'lnm n — <z 5 5 - 1.12
) < a4 < S D=2 (112)

Uvézime-li tedy (1.11) a(1.12), existuje pro libovolné n € X prvek n,,, takovy, ze

e 2
p(n’nm") < ,O(T],l‘n) + p<xna7]mn) < 5 + E =E&.
Systém {7 }mnen je tedy nejvyse spocetnd mnozina husta v prostoru (Xo, p). O

B Piiklad 1.13.
a) Vsechny prostory uvedené v Ptikladech 1.1-1.6 jsou separabilni.

b) Prostor uvedeny v Ptikladé 1.7 separabilni neni.

1.4. Konvergence

Definice 1.13. Necht (X, p) je metrickym prostorem a {z;};> je posloupnost bodi
mnoziny X. Rikdme, Ze tato posloupnost konverguje k bodu x € X, jestlize pro libovolné
e > 0 existuje n. € N takové, ze

x, € O(z) pro n > n..

Bod z se nazyva limita posloupnosti {z;}}> a piSeme lim z; = x.
- k— o0

Definici 1.13 Ize zfejmé vyslovit také takto: Rikdme, Ze posloupnost {x;};°> konverguje
k bodu z € X, jestlize
lim p(zg,z) =0.

k——+o0

Definujme nyni jesté pojem ohranicené posloupnosti.

Definice 1.14. Necht (X, p) je metrickym prostorem a {z;};> je posloupnost bodt
mnoziny X . Rikdme, Ze tato posloupnost je ohranicend, jestlize v (X, p) existuje uzaviena
koule B[xg,r| takova, zZe

x € Blzg,7] pro ke N.
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Ptimo z definice konvergence plynou nasledujici tvrzeni.
Tvrzeni 1.7. Konvergentni posloupnost je ohranicend.
Tvrzeni 1.8. Konvergentni posloupnost ma pravé jednu limitu.

Tvrzeni 1.9. Jestlize posloupnost {x;}}> konverguje k bodu x, pak kaZdd posloupnost
vybrand z této posloupnosti konverguje k bodu x.

Tvrzeni 1.10. Necht (X, p) je metrickym prostorem. K tomu aby x € X byl bod uzdvéru
mnoZiny A C X je nutné a staci, aby existovala posloupnost {xy}> bodi mnoZiny A
konvergugici k bodu x.

Definice 1.15. Necht (X, p;) a (Y, p2) jsou metrické prostory a
f: X =Y.

Zobrazeni f se nazyva spojité v bodé xy € X, jestlize ke kazdému cislu € > 0 existuje takové
¢islo 6 > 0, ze pro vSechny body = € X spliujici p;(z, z9) < 0 plati po(f(x), f(x0)) < e.

Definice 1.16. Je-li zobrazeni f spojité v kazdém bodé prostoru (X, p;), fikdme, ze
zobrazeni f je spojité v metrickém prostoru (X, p1).

Poznamka 1.3. Definici 1.16 muZeme vyslovit ekvivalentné takto: Zobrazeni f se nazyva
spojité v metrickém prostoru (X, p1), jestlize plny vzor kazdé oteviené mnoziny v (Y p2)
je otevienou mnozinou v (X, p1).

Definice 1.17. Necht (X, p;) a (Y, p2) jsou metrické prostory a
f: X =Y.

Rekneme, Ze zobrazeni f je stejnomérné spojité, jestlize ke kazdému éislu ¢ > 0 existuje
takové ¢islo § > 0 tak, Ze pro v8echna x,y € X spliujici p1(x, y) < ¢ plati po(f(x), f(y)) <
£.

Definice 1.18. Necht (X, p) je metricky prostor. Zobrazeni
T: X —-X

se nazyva kontrakce, existuje-li takové cislo ¢ < 1, Ze pro libovolné dva body z,y € X
plati nerovnost

p(Tz,Ty) < q-p(z,y).
Tvrzeni 1.11. KazZdd kontrakce je spojitd.

Definice 1.19. Necht (X, p) a (Y, n) jsou metrické prostory a f : X — Y takové spojité
zobrazeni, ze f~! : Y — X je také spojité. Pak f nazyvame homeomorfismem mezi
metrickymi prostory (X, p) a (Y,n) a fikdme, Ze tyto prostory jsou homeomorfni.

Definice 1.20. Necht (X, p) a (Y, n) jsou metrické prostory. Bijekci f : X — Y nazyvame
1zometrickym zobrazenim, jestlize

p(r,y) =n(f(zx), f(y)) pro zyeX

Prostory (X, p), (Y, n) nazyvame izometrické, jestlize jeden z nich lze izometricky zobrazit
na druhy.
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1.5. Uplné metrické prostory

Definice 1.21. Posloupnost {z}}> bod metrického prostoru (X, p) nazveme cauchyouv-
skou, jestlize ke kazdému c¢islu € > 0 existuje takové ¢islo n. € N, ze pro vSechna m,n € N,
m>n.an>n.je

p(Tm, ) < €.

7 trojuhelnikové nerovnosti ptimo plyne
Tvrzeni 1.12. KaZda konvergentni posloupnost je cauchyovskd.

Tvrzeni 1.13. Jestlize cauchyovskd posloupnost obsahuje posloupnost konvergugici k bodu
x € X, pak sama konverguje k téZe limiteé.

Definice 1.22. Jestlize v metrickém prostoru (X, p) kazda cauchyovska posloupnost kon-
verguje, pak se tento prostor nazyva uplng.

Jinymi slovy, metricky prostor se nazyva uplny, jestlize kazda cauchyovska posloupnost
{xx 12 bodit z mnoZiny X ma limitu z, pficemz r € X.

» Uloha 1.4. Dokaite, ze uzaviend podmnozina A tiplného metrického prostoru (X, p)
je sama uplnym metrickym prostorem.

B Priklad 1.14. Prostor Cs([a,b]) uvedeny v Piikladé 1.9 neni Gplny.

Véta 1.14. K tomu, aby metricky prostor (X, p) byl uplny, je nutné a staci, aby v ném
kazdd posloupnost { B;};.>0 do sebe vnorenyjch uzaviengjch kould, jejichZ poloméry konver-
guji k nule, méla neprazdny prunik.

Diikaz. Nutnost. Necht je metricky prostor (X, p) Gplny a necht
X D Bi[x1,7m1] 2 Ba[wa, 3] D -+ D Bylwg, i) 2 ...,
kde
kl_{rfoo r, = 0.
Posloupnost stiedit {x;},>] je cauchyovska, nebot
p(xp, ) <1, pro m>n.

Jelikoz je (X, p) Gplny metricky prostor (viz Definici 1.22), existuje x € X takovy, ze

lim x, = x.

k—+o00
Ovétime, ze
+oo
S kolBk[l‘k,Tk]. (113)
Vskutku, ponévadz B, [x,,r,] obsahuje vSechny body w,, 211, ... posloupnosti {z;};23,

je, s ohledem na Tvzeni 1.10, bod x bodem uzavéru kazdé koule B,[z,,r,|. Kazda koule
By|xn, 1] je vSak uzaviend, a tedy x € B, [z, r,] pro kazdé n € N. Proto plati (1.13).

Dostatecnost. Necht je posloupnost {z;}/> cauchyovskd. UkdZeme, Ze je také kon-
vergentni a jeji limita patfi do mnoziny X. Podle Definice 1.21 existuje n; € N takové,
ze

(X, Ty ) < pro n>ng.
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Odtud
T, € Blx,,,1] pro n>n;.

Déle, opét podle Definice 1.21, existuje ny > ny takové, ze
1
P(Tns Tny) < 3 bro n=ns,

a tedy
Tp € BlTp,, 1/2] pro n>ny.

Uzitim trojuhelnikové nerovnosti lze lehce ovéfit, ze

Blz,,,1/2] C Blx,,,1].

Obecné, jsou-li ¢isla ny < ny < --- < ng a body z,,,...,x,, jiz takto vybrany, existuje
nky1 > ng tak, ze
1
P(Tn, Ty, ) < Sk Pro > Ngat, (1.14)
a tedy
x, € B [xnkﬂ, 1/2’“} pro n > Mpyq. (1.15)

Uzitim trojuhelnikové nerovnosti lze opét ovérit, ze
B l2y,.,,1/2"] C B [z,,,1/257'].

Pokracujeme-li v tomto procesu, dostaneme posloupnost do sebe vnorenych uzavienych
kouli B [:cnk, 1/ 2’“*1}, jejichz polomeéry 2;%1 konverguji k nule. Podle predpokladu méa
tato posloupnost uzavienych kouli alespon jeden spolec¢ny bod, ktery oznac¢ime z. Jelikoz
x € B |xy,,1/2"!] pro kazdé k € N, dostaneme

lim z, ==
k—4o00

Odtud, s ohledem na Tvrzeni 1.13, plyne

lim =z, = x.
n—4o0o

Tim je véta dokazana. 0

» Uloha 1.5. Dokazte, Ze priinikem do sebe vnofenych uzavienych kouli ve Vété 1.14 je
jediny bod.

Véta 1.15 (Bairova véta). Uplng metricky prostor (X, p) nelze vyjddrit jako sjednoceni
spocetné mnoha mnozin Fidkyjch v prostoru (X, p).

Diikaz. Predpokadejme, ze
X="UA,. (1.16)

kde mnoziny A, n € N, jsou tidké v prostoru (X, p). Necht zq € X. Jelikoz mnozina A;
neni hustd v Blzo, 2], existuje 1 €]0,1] a 21 € X tak, ze

B[ZL‘th] gB[ZL‘Q72] a B[:pl,rl]ﬂ/h:@.
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Protoze mnozina A, neni hustd v Bz, ], existuje ro €]0,1/2[ a x; € X tak, zZe
B[QIZ‘Q, 7’2] Q B[I‘l, Tl] a B[ZEQ, 7”2] N AQ = @

Pokra¢ujeme-li v tomto procesu, dostaneme posloupnosti {zx}/>) C X a {r}/> C
10, +o00] takové, ze

1
B[xk+1,rk+1] - B[l’k,Tk], T < E pro ke N, (117)
Blzg,me] N Ay =0 pro keN. (1.18)

Vzhledem k (1.17) a Vété 1.14 existuje x € X takové, ze
+o00o

T € kolB[xk, k). (1.19)

Nyni, uzitim (1.18) a (1.19), dostavame
+o0
A
x & Ak

coz je ve sporu s (1.16). Tim je véta dokdzana. ]

Definice 1.23. Necht (X, p) je metrickym prostorem. Uplny metricky prostor (Y,7) se
nazyva uplny obal metrického prostoru (X, p), jestlize

1. (X, p) je podprostor prostoru (Y,n),
2. mnozina X je husté v prostoru (Y, 7).
B Priklad 1.15.
1. Prostor (R, |- ) je Gplny obal prostoru (Q, |- ).
2. Prostor (R, | -|) je uplny obal prostoru (R \ {0}, ]-]).
3. Prostor ([a,b],|-|) je tplny obal prostoru (Ja,b[, | |).

Véta 1.16. KazZdy metricky prostor (X, p) md uplnyg obal. Tento tuplng obal je urcen
jednoznacné aZ na takovd izometrickd zobrazend, kterd zobrazuji kazdy bod prostoru (X, p)
na tento bod.

Definice 1.24. Necht M je néjakd mnozina. Bod x € M se nazyva pevny bod zobrazeni
T: M — M, jestlize Tx = x.

Véta 1.17 (Princip kontrakce). Necht (X, p) je uplng metricky prostor a T : X — X je
kontrakce. Pak T mda prave jeden pevny bod v X.

Diikaz. Podle definice kontrakce existuje g € |0, 1] tak, ze
p(Tz,Ty) < qp(z,y) pro z,y€ X. (1.20)
Necht 29 € X je libovolny bod. Definujme posloupnost {z;};°>] € X rovnostmi

Tpyr = Ty =T 2y pro k=0,1,2,... . (1.21)
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Vzhledem k (1.20), (1.21) a trojuhelnikové nerovnosti pro kazdé m > n obdrzime
p(Zn; T) = p(T" @0, Txm-1) < ¢"p(T0, Tn—n) <
< q"|p(zo, 21) + p(w1,22) + - P(Tin1, Trn) | <

< qnp(ato, 1'1) (1 +q+ q2 4+ 4 qunfl) <

n

< q"p(xo,21) (1+q+¢*+...) = p(wo, T1).

1—g¢q

Posloupnost {z;}° je tedy cauchyovsk4. Vzhledem k tiplnosti prostoru (X, p) tato po-
sloupnost konverguje k né¢jakému bodu z € X, tj.

lim z, =z.
n—-+o0o

Odtud, s ohledem na Tvrzeni 1.11, dostavame

Tx=T lim x,= lim Tz,= lim xz,, ==z,
n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

tj. zobrazeni T' ma alespon jeden pevny bod.
Nyni ukédZeme jeho jednoznac¢nost. Necht z,y € X jsou takové, ze

Tr=x a Ty =y.
Pak, uzitim nerovnosti (1.20), ziskame

p(z,y) = p(Tx, Ty) < qp(x,y).

Odtud, vzhledem k pfedpokladu ¢ € ]0,1[, plyne p(x,y) = 0, tj. z = y. Tim je véta
dokézana. O]

Disledek 1.18. Necht (X, p) je uplny metricky prostor a F' : X — X takové spojité
zobrazent, Ze nektera jeho mocnina T = F™ je kontrakce. Pak F md prdve jeden peuvny
bod v X.

Dikaz. Vzhledem k Vété 1.17 mé zobrazeni T jediny pevny bod z € X, tj. plati Tx = x.
Odtud je zfejmé, ze také
TFz =2 pro keN.

Polozme xy = Fz. Pak
Fo=FTre = F*ly = Fr*Fo = F%gy = TF2y pro ke N. (1.22)

Z dtikazu ptedchozi véty je zfejmé, ze posloupnost {T%z¢}/ > konverguje k jedinému
pevnému bodu x zobrazeni T, tj.

lim TFzy = .
k—+oc0

Odtud a (1.22) plyne Fx = x, tj. zobrazeni F' ma alespoii jeden pevny bod. Jednoznac¢nost
tohoto pevného bodu plyne z jednoznacnosti pevného bodu zobrazeni T', nebof kazdy
pevny bod zobrazeni F' je také pevnym bodem zobrazeni T O]
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1.6. Kompaktnost

Definice 1.25. Necht (X, p) je metricky prostor a M C X. Necht déle I je mnozina
indextt a A, C X pro «a € [ jsou takové, ze
M C U A,.
acl
Potom systém mnozin { A, }aer nazyvame pokrytim mnoziny M.

Pokud A, C X pro a € I jsou oteviené mnoziny, pak pokryti {A,}.c; nazyvame
otevrenym pokrytim mnoZiny M.

Pokud {A,}acr je pokryti mnoziny M a J C I takovd, ze systém {A,}acs je také
pokrytim mnoziny M, pak systém { A, }acs nazyvame podpokrytim pokryti { A, }taer. Ob-
dobné pokud J C I a B, C A, (a € J) pak systém { B, }acs je také podpokrytim pokryti
{Aa}ael-

Definice 1.26. Metricky prostor (X, p) se nazyva kompakini, jestlize jeho libovolné ote-
viené pokryti obsahuje konecné podpokryti.

Definice 1.27. Necht (X, p) je metricky prostor a A C X. Rekneme, Ze mnozina A je
kompaktni, jestlize podprostor (A, p) je kompaktni prostor.

Definice 1.28. Systém podmnozin { A, }4e; prostoru (X, p) nazveme centrovanym, jestlize
pro libovolnou konec¢nou podmnozinu J C [ plati

N Ay # 0.

aed

Véta 1.19. K tomu, aby metricky prostor (X, p) byl kompaktni, je nutné a staci, aby
prunik vSech mnoZin libovolného centrovaného systému uzavienych podmmnozin mnozZiny
X byl neprazdny.

Diikaz. Necht je prostor (X, p) kompaktni a necht {A, },cs je centrovany systém uzavie-
nych podmnozin mnoziny X. Ukadzeme, ze ma neprazdny prunik. Polozme B, = X \ A,
pro o € I.

Necht J C I je konecnd mnozina. Jelikoz

oaQJAa 7é ®7
plati

U B, # X.

aclJ
Vskutku, podle de Morganovych pravidel je

aLGJJBa = U (X\A,) = X\QQJAQ £ X.

U
aeJ
Na druhou stranu, ponévadz je prostor (X, p) kompaktni, nemtize systém { B, },cs tvorit
pokryti mnoziny X. Proto, opét z de Morganovych pravidel, dostavame

N A, #0.
acl

Naopak, necht prinik vSech mnozin libovolného centrovaného systému uzavienych
podmnozin mnoziny X je neprazdny a necht {B,}acs je oteviené pokryti mnoziny X.
Polozme A, = X \ B, pro a € I. Jelikoz

U B, = X,

acl
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dostavame podle de Morganovych pravidel

NA,= N (X\Ba):X\aLGJIBaz@,

acl ael

tj. vzhledem k predpokladu nemuze byt systém { A, }aer centrovany. Existuje tedy kone¢na
mnozina J C [ takova, ze

N A, =0.

Odtud a z de Morganovych pravidel plyne, Ze {B,}acs je konetné podpokryti pokryti
{Ba}acr- Tim je véta dokazana. O

Véta 1.20. Necht (X, p) je kompaktni prostor. Pak kaZdd jeho nekonecnd podmnoZina
mda alespon jeden hromadny bod.

Dikaz. Necht M C X je nekonecnd mnozina, kterd nemd ani jeden hromadny bod. Pak
z ni lze vybrat spocetnou podmnozinu

{l‘l,lL'z,...} g M,
ktera rovnéz nemé ani jeden hromadny bod. Polozme
Ay = {xg, Tgs1,...} pro keN.

Je ziejmé, Ze {Ay}ren tvori centrovany systém uzavienych podmnozin mnoziny X. Na
druhé strané,

N A, =0,

k=1

coz je, s ohledem na Vétu 1.19, ve sporu s kompaktnosti prostoru (X, p). Dosazeny spor
dokazuje tvrzeni véty. O

Véta 1.21. Uzavrend podmnoZina kompaktniho prostoru je kompaktni.

Diikaz. Necht je prostor (X, p) kompaktni a necht M C X je uzaviend mnozina. Necht
déle {A,}aer je centrovany systém uzavienych podmnozin mnoziny M. Je ziejmé, Ze
mnoziny A, (« € I) jsou uzaviené také v prostoru (X, p). Proto, vzhledem k Vété 1.19,
mame

N A, # 0.
acl
Odtud, opét podle Véty 1.19, plyne kompaktnost mnoziny M. O

Disledek 1.22. Uzavrend podmnozina kompaktniho metrického prostoru je také kom-
paktni metricky prostor.

Véta 1.23. Necht X je kompaktni mnozina v metrickém prostoru (Y,n). Pak je mnoZina
X uzavrend.

Dikaz. Necht y ¢ X. Pak ke kazdému x € X existuji okoli A, bodu z a B, bodu y
takova, ze
A, N B, =0.

Vskutku, stac¢i polozit



kde r = %n(;v, y). Je zfejmé, ze systém { A, },ex tvoii oteviené pokryti mnoziny X. Podle
definice kompaktnosti lze z tohoto pokryti vybrat konecné podpokryti A,,, As,, ..., Az, ,
tj.

04, =X.

k=1

Polozme

B= B,
k=1

Lehce lze ovérit, ze B je okoli bodu y, pricemz
BNX=Bn(0A,)=0(BnA4,) =0

Proto y € X, a tedy mnoZina X je uzaviena. O
Vétu 1.23 mizeme naformulovat v ekvivalentnim tvaru (viz Definici 1.27).

Véta 1.23'. Kompaktni metricky prostor (X, p) je uzavieny v libovolném metrickém pro-
storu (Y,n), ktery jej obsahuge.

Véta 1.24. Spojity obraz kompaktniho prostoru je kompaktni prostor.

Diikaz. Necht (X, p) a (Y, n) jsou metrické prostory, pficemz (X, p) je kompaktni. Necht
déle f : X — Y je spojité zobrazeni. Ukazeme, Ze obraz f(X) je kompaktni v prostoru
(Y, n).

Necht { B, }aer je oteviené pokryti obrazu f(X). Z definice spojitosti (viz Poznamku 1.3)
dostavame, Ze mnoziny f~!(B,) (o € I) jsou oteviené a plati

U f B, =X.

ael

Systém {f1(B,)}acr je tedy oteviené pokryti mnoZiny X a proto, s ohledem na kom-
paktnost prostoru (X, p), existuje koneéna mnozina J C I tak, ze

-1 .
aLEJJf (B,) = X.
Odtud je zfejmé, ze také
UJBa = f(X),
ac

a tedy {Bg}acs je koneénym podpokrytim pokryti { B, }aer. Tim je véta dokdzéna. [

Véta 1.25. Spojité zobrazeni f : X — Y kompaktniho metrického prostoru (X, p) do
metrického prostoru (Y, p) je stejnomérné spojite.

Dukaz. Pripustme opak, nechf je zobrazeni f : X — Y spojité, ale neni spojité stej-
nomérné. Pak existuje 9 > 0 takové, Ze ke kazdému ¢islu n € N existuji z,,z;, € X
spliujici
* 1 *
p(l’n, l‘n) < E a ”(f(xn)a f(l‘n)) > €.
Vzhledem k Vétam 1.20 a 1.23 lze vybrat z posloupnosti {z,, } /> podposloupnost {x,, }>
konvergujici k né€¢jakému bodu x € X. Uzitim trojuhelnikové nerovnosti dostavame

m p(z,,,z) =0,

lim p(s5,,2) < N p(s5,0,) + lim

k—+o00 T k—+oo
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a tedy posloupnost {a:;k}g;"i konverguje také k bodu x.
Na druhé strané

co < u(F (). £(55,)) < p(f(e). 1)) + p(F(@), F(z5,) pro keN,

a tedy pro libovolné £ € N plati alespon jedna z nasledujicich nerovnosti

€0 * o
coz je ve sporu se spojitosti zobrazeni f v bodé x. O]

Véta 1.26. Necht (X, p) je kompaktni prostor a f : X — R je spojité zobrazeni, pricemz
uvazujeme prostor (R, |-|). Pak funkce f je ohranicend a nabjvd svého mazima a minima.

Dikaz. Vzhledem k Vété 1.24 je obraz f(X) kompaktni v prostoru (R,| - |). Tvrzeni
véty pak plyne ze znamého faktu, Zze kompaktni mnozina na realné ose je ohraniena a
uzaviena. O]

Definice 1.29. Metricky prostor (X, p) se nazyva spocetné kompakini, jestlize kazda jeho
nekonecna podmnozina mé alespon jeden hromadny bod v mnoziné X.

Poznamka 1.4. Z Véty 1.20 plyne, Ze kazdy kompaktni metricky prostor je spocetné
kompaktnim prostorem.

Véta 1.27. K tomu, aby metricky prostor (X, p) byl spocetné kompaktni, je nutné a staci,
aby byla splnéna jedna z techto dvou podminek:

1. Kazdé spocetne otevrené pokryti X obsahuje konecné podpokryti.

2. KaZdy spocetny centrovany systém uzavrenych podmnoZin mnoZiny X md neprdzdny
prunik.

Diikaz. 7 de Morganovych pravidel plyne ekvivalentnost podminek 1 a 2. UkaZeme nyni,
ze podminka 2 je nutnou a dostate¢nou pro spocetnou kompaktnost prostoru (X, p).

Dostatec¢nost. Neni-li prostor (X, p) spocetné kompaktni, pak pomoci tvah provede-
nych v dikazu Véty 1.20 najdeme v tomto prostoru spocetny centrovany systém uzavie-
nych podmnozin s prazdnym prinikem.

Nutnost. Necht je prostor (X, p) spocetnd kompaktni a {A,}> je spocetny centro-
vany systém uzavienych podmnozin mnoziny X. Ukazeme, ze méa tento systém neprazdny
prunik. Polozme

F, = k61Ak pro n &€ N.

Je ztejmé, zZe je kazdad mnozina F), neprazdna a uzaviena, a plati
F12F22F32, ﬂFk: ﬂAk
1

Nastane pravé jedna z nasledujicich moznosti:

i) Existuje ng € N takové, ze F,,, = F),,; pro i € N. Pak
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ii) Mezi mnozinami F;, existuje nekoneéné mnoho vzajemné riznych mnozin. Bez Gjmy
na obecnosti muzeme predpokladat, Ze jsou vSechny mnoziny F;, navzajem razné.
Necht

xy € Fp \ Fry1 pro keN.

Vzhledem ke spocetné kompaktnosti prostoru (X, p) musi posloupnost {z}> mit
v X alespon jeden hromadny bod, ktery oznacime xy. Jelikoz

F. D {$k,$k+1,...} pro keN,

je xo hromadnym bodem kazdé mnoziny Fj. Navic, vzhledem k jejich uzavienosti,
plati zg € F} pro kazdé k € N, tj.

“+o00 “+00
o€ NE, = N A .
k=1 k=1

dey’ﬁﬁ;Aki% @.
Tim je véta dokazana. O]

Definice 1.30. Necht ¢ > 0a M C X. Mnozina A C X se nazyva e—ovd sit mnoziny M,
jestlize ke kazdému bodu x € M lze najit takovy bod a € A, ze

plx,a) <e

Definice 1.31. Mnozina M C X se nazyva totalné ohranicend, jestlize k libovolnému
islu € > 0 existuje konecnd e—ova sit této mnoziny. Prostor (X, p) se nazyva totalné
ohranicCeny, jestlize mnozina X je totalné ohranicena.

Tvrzeni 1.28. Je-li mnoZina A totdiné ohranicend, pak A je také totdiné ohranicend.
Tvrzeni 1.29. Je-li prostor (X, p) totalné ohraniceny, pak je separabilni.

Jr
Diikaz. Ozna¢me A, konecnou % sit mnoziny X. Pak je mnozina ijjAk spocetna a husta
v prostoru (X, p). O

Tvrzeni 1.30. Je-li mnozina M C X totdlné ohranicend, pak je ohranicend, tj. sup{p(z,y) :
r,y € M} < +00.

B Priklad 1.16. Necht S je jednotkova kulova plocha v prostory (la, p). Je ziejmé, ze S
je ohranic¢end. Necht

er = (1,0,0,...),
€9 :3(0,1,0,...%

er = (0,0,...,1,0,...),

tj. plem,ex) = V2 pro m # k. Z toho je zfejmé, 7e na plose S neexistuje kone¢na e-ové
sit pro e < \% Tento ptiklad ukazuje, ze Tvrzeni 1.30 nelze obratit.
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B Priklad 1.17. V prostoru (R”, || - ||) splyva totalni ohranicenost s ohrani¢enosti.

Véta 1.31. Necht (X, p) je spocetné kompaktni metricky prostor. Pak je totdlné ohrani-
ceny.
Diikaz. Predpokladejme, Ze neni prostor (X, p) totalné ohrani¢eny. Pak pro néjaké g9 > 0
nexistuje konecné eg-ova sift.

Zvolme z1 € X. Vzhledem k vyse uvedenému existuje bod x5 € X takovy, ze

P(Il,%) > €0,

nebot v opacném piipadé by mnozina {z;} byla konecnou ey-ovou siti. Podobné, protoze
neni mnozina {x, 2} koneéna eq-ova sit, existuje x3 € X takové, Ze

p(xy,z3) > €9 a p(xe,23) > €.

Tato konstrukce vede k sestrojeni posloupnosti {zy, }} >, kterd nema zadny hromadny bod,
nebot

p(xi,xj) > €9 pro i#j.
Prostor (X, p) tedy neni spoc¢etné kompaktni, coZ je ve sporu s predpokladem véty. [

Definice 1.32. Systém {A,}.e; otevienych podmnozZin prostoru (X, p) se nazyva bdzi
prostoru (X, p), jestlize kazdou otevienou mnozinu O C X lze vyjadrit jako sjednoceni
nékterych mnozin systému {A, }aer.

Véta 1.32. Metricky prostor (X, p) ma spocetnou bazi pravé tehdy, kdyz je separabilni.

Diikaz. Necht je prostor (X, p) separabilni. Oznaéme A = {z1, xs, ...} mnozinu, kterd je
v tomto prostoru husta. Neni slozité ovérit, ze je systém

{B (zn,1/m)} m,n =12 ...

otevienych mnozin spocetnou bazi prostoru (X, p).

Naopak, necht {4,} 2] je spocetnd baze prostoru (X, p) a necht z; € Ay pro k € N.
Ukazeme, ze je mnozina

C= {1’1,1'2,...}
husta v prostoru (X, p). P¥ipustme opak, Ze C' neni v tomto prostoru husta. Pak je zfejmé
mnozina X \ C oteviend a neprazdnd. JelikoZ je systém {A,}, > bazi prostoru (X, p),
existuje ng € N takové, ze
A CX\C.

Odtud plyne z,,, € X \ C, co# je ve sporu s definici mnoziny C'. n
Disledek 1.33. Kazdy spocetné kompaktni metricky prostor je kompaktni.

Diikaz. Necht {O, }acr je libovolné oteviené pokryti spocetné kompaktniho prostoru (X, p).
Ukazeme, ze existuje jeho konecné podpokryti.

Vzhledem k Vété 1.31 je prostor (X, p) totalné ohrani¢eny. Odtud, s ohledem na Tvr-
zeni 1.29 a Vétu 1.32, dostavame, Ze v tomto prostoru existuje spocetna baze { Ay} .

Necht z € X je libovolny bod. Pak existuje a(z) € I tak, Ze x € Ou(y). Je ziejmé, Ze
také existuje ¢islo n(zr) € N takové, Ze € Apm) € Og(a). Systém { Ay} takto vybranych
mnozin je nejvyse spocetny a pokryva celé X. Vybereme-li nyni kazdé mnoziné tohoto
systému jednu mnozinu O,,, ktera ji obsahuje, pak sestrojime nejvyse spocetné podpokryti
{Ou}aes pokryti {O4 }aer. Jestlize je mnozina J konecénd, dikaz je hotov. Je-li mnozina
J spocetné, pak s ohledem na Vétu 1.27 obsahuje pokryti {O, }acs koneéné podpokryti.
Tim je diisledek dokazan. O]
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Poznamka 1.5. Z Véty 1.20 a Disledku 1.33 plyne, Ze pojmy kompaktnosti a spoc¢etné
kompaktnosti v metrickych prostorech splyvaji.

Véta 1.34 (Hausdorf). K tomu, aby metricky prostor (X, p) byl kompaktni, je nutné a
staci, aby zdroven byl

1. totdlné ohraniceny,

2. uplny.

Diikaz. Nutnost totalni ohranicenosti plyne z Vét 1.20 a 1.31. Ukdzeme nyni nutnost
tplnosti. Necht {z,}> je cauchyovsk4 posloupnost bodt prostoru (X, p), kterd nema v
X limitu. Pak tato posloupnost nema v X hromadny bod, a tedy, vzhledem k Vété 1.20,
neni prostor (X, p) kompaktni.

Dostatec¢nost. Necht je prostor (X, p) totalné ohraniceny a tplny. K dikazu jeho
kompaktnosti staci ukazat jeho spocetnou kompaktnost (viz Dusledek 1.33). Necht tedy
{2,729 je posloupnost bodt z X Dokézeme, Ze mé tato posloupnost hromadny bod.

Necht C; = {c1 e W } je koneéna 1-kova sit prostoru (X, p). Pak

n1
UB[C](:), 1] =
k=1

Jelikoz je tato sit konecnd, existuje koule B [021)7 1] obsahujici néjakou podposloupnost

(2)

{:U% )} | posloupnosti {x, } /%] . Ozna¢me stied této koule a;. Necht nyni Cy = {c1 L Co e

je konecna 1/2-ové sit koule B[al, 1]. Pak
ng
JBIe?.,1/2] 2 Blas, 1].
k=1

Jelikoz je tato sif konecné, existuje koule B [c,(f), 1/2] obsahujici néjakou podposloupnost
{a:nQ) 1729 posloupnosti {:L‘n 129 . Oznaéme stied této koule ay. Ziejmé

plar,az) < 2.

Necht nyni C5 = {cf”, cg)’), . ,c%?} je koneéna 1/4-ova sit koule Blas, 1/2]. Pak
n3
|BIe?,1/4] 2 Blaz, 1/2].
k=1

Jelikoz je tato sit konecna, existuje koule B [ck , 1/4] obsahujici néjakou podposloupnost

{iL‘(3) +20 posloupnosti {xn 129 . Oznaéme stied této koule az. Ziejmé

plag,az) < 1.
Pokrac¢ujeme-li v tomto procesu, sestrojime posloupnost {ay}; 2 takovou, ze

1

5=z Pro keN,

p(ak, ap1) <

pficem? kazda koule Blay, 1/2"~!] obsahuje nekone¢né mnoho ¢lent posloupnosti {z,, }7°5.
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Polozme
Ay = Bla,1/27%] pro keN.

Lehce 1ze ovéfit, ze {Ax}/>S je posloupnost do sebe vnorenych uzavienych kouli, jejichz
poloméry konverguji k nule. Z uplnosti prostoru (X, p) a Véty 1.14 dostaneme, Ze existuje
xo € X spliujici
“+oo
To € N Ak .
k=1

Kazdé okoli bodu zy pak obsahuje nékterou kouli A, a tedy obsahuje také nekonecné

mnoho ¢lentt posloupnosti {x,, }:725. Proto je £y hromadnym bodem posloupnosti {z,, },3.
Tim je véta dokazana. O

Definice 1.33. Mnozina A C X metrického prostoru (X, p) se nazyva prekompaktni,
jestlize A je kompaktni.

Poznamka 1.6. Pojmy spocetnad prekompaktnost a prekompaktnost v metrickych prosto-
rech splyvaji.

Véta 1.35. K tomu, aby mnozina A C X byla prekompaktni v dplném prostoru (X, p),
je nutné a staci, aby byla totdalné ohranicend.

Diikaz. Plyne z Véty 1.34 a faktu, ze uzaviend podmnozina tiplného metrického prostoru
je sama tiplnym prostorem (viz Ulohu 1.4). H

1.7. Kompaktni mnoziny v nékterych specialnich prostorech
1.7.1. Prostor C([a, b))

Definice 1.34. Necht P C C([a,b]). Podmnozina P se nazyva stejnomérné ohranicend,
jestlize existuje k > 0 takové, ze pro libovolné f € P je

()] <k pro te o]
Definice 1.35. Necht P C C([a, b]). Jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0 takové, Ze
pro vSechna t, s € [a,b], |t — s| < 0 a pro vSechna f € P plati

1f(t) = f(s)] <k,

pak mnozinu P nazveme rovnomocné spojitou.
Véta 1.36 (Arzela—Acsoli). K tomu, aby mnozina P C C([a,b]) byla prekompakini v
prostoru C([a,bl), je nutné a staci, aby mnoZina P byla stejnomérné ohranicend a rovno-
mocné spojitd.
1.7.2. Prostor s

Necht s = {x : 2 = (21, 29,...), x; ER, i € N} a

+oo
1 T — Y
P(x,y)—;% Er——

Snadno lze ovéfit, Ze (s, p) je metricky prostor.

Véta 1.37. Necht A = {z : x = ({&1(2),&(x),...) € s}. K tomu, aby mnoZina A byla
kompaktni, je nutné a staci, aby existovala cisla My, Ms, ... takovd, Ze pro libovolny bod
x € A plati

€ (@)] < My pro keN.
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1.7.3. Prostor I, (p > 1)

Véta 1.38. Necht A = {z : x = (&(x),&(2),...) € l,}. K tomu, aby mnoZina A byla
kompaktni, je nutné a staci, aby zdroven

1. existovala cisla My, M, ... takovd, Ze pro libovolné x € A plati

[€k(2)] < My, pro k€N,

+o0
2. > |&(x)|P stejnomérné konvergovala.
k=1
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2. Linearni prostor

2.1. Definice a priklady

Definice 2.1. Nechf je F neprazdna mnozina. Déle necht:

[. Ke kazdym dvéma prvkim x,y € E je jednoznacné pritazen prvek z € E nazyvany
jejich soucet a oznacovany x + y, pricemz plati tyto axiomy:
. z4+y=y+ux. (komutativnost)

2. z+(y+2) =(xr+y)+z (asociativnost)
3. 'V FE existuje takovy prvek, znac¢ime jej 0, ze pro vSechna x € E

r+0=uz.
4. Ke kazdému x € F existuje takovy prvek, znac¢ime jej (—x), ze
r+ (—z) =0.

II. Ke kazdému ¢islu (redlnému nebo komplexnimu) « a ke kazdému x € E je jedno-
znacné pritazen prvek ax € E, pficemz plati tyto axiomy:

1. afx) = (af)x.

2. 1-z=u.

3. (a+pB)x=ax+ fz.
4. alz+y) =ax+ay.

Pak mnozinu E nazyvame linearnim nebo vektorovym prostorem. Podle toho, zda pod
¢isly «, 3, ... rozumime realna nebo komplexni ¢isla, mluvime o redlném nebo komplex-
nim linearnim prostoru. Prvky mnoziny E nazjvame body nebo vektory, ¢isla o, 3, ...
nazyvame skalary.

Poznamka 2.1. Budeme také pouzivat zapis = — y a pod tim budeme rozumét = + (—y).

Poznamka 2.2. Kazdy komplexni linearni prostor se redukuje na néjaky realny linearni
prostor, omezime-li se v ném na nasobeni vektorid readlnymi ¢isly.

B Piiklad 2.1. Priklady linedrnich prostori:
a) R.
b) E= {(I17x27'--7$n) PSS C,Z = 1,2,...7’)1},

("L‘17$27"'axn) + (y17y27"'7yn) = (._'23'1 —|—y1,ZL'2 +y27"'7$n+yn)7
a(xy, Ta, ... xy) = (Qx1, axa, ..., Qxy,).

+o0
d) b ={(z1,22,...): 3 21> < +o0} (2; € C nebo z; € R),
i=1

(T1,22,...) + (Y1, 92, .. .) = (@1 + Y1, T2 + Yo, . . .),
a(xy, za,...) = (axy, axs, .. .).

e) B ={(x1,29,...): 3 k1—1>r—il-1c>o x)} se stejnymi operacemi jako v piipadé d).
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f) E={(x1,22,...) : sup|x;] < 400} se stejnymi operacemi jako v pfipadé d).

Definice 2.2. Necht E; a Fs, jsou linearni prostory. Bijektivni zobrazeni h : Ey — E,
nazyvame izomorfismus mezi prostory E; a Fs, jestlize pro kazdé x,y € FE; a libovolné
¢islo a plati

h(z +y) = h(z) + h(y),
h(ax) = ah(z).

Existuje-li izomorfismus h : Fy — Es, fikdme, Ze jsou prostory E; a Es izomorfni.

B Piiklad 2.2. Necht F; je prostor vSech mnohoclenii stupné nejvyse n — 1 a Ey je R™.
Pak FE; a E5 jsou izomorfni.

Definice 2.3. Necht FE je linedrni prostor a xy,xs,...,2; € E. Tyto prvky nazyvame
linearné zawvislé, jestlize existuji skalary Ai, Ao, ..., \x, z nichz alespon jeden je rtizny od
nuly, takové, ze

M1+ Aoxy + ...+ Az, = 0. (2.1)

V opac¢ném pripadé se tyto prvky nazyvaji linedrné nezdvislé. Jinymi slovy, prvky
T1,...,% se nazyvaji linedrné nezdvislé, jestlize nerovnost (2.1) plati pouze v pfipadé,
kdyz \; =0,i=1,2,... k.

Nekoneény systém prvki {x,}aes se nazyva linedrné nezavisly, jestlize prvky kazdé
konecné podmnoziny jsou linedrné nezavislé.

Definice 2.4. Jestlize v prostoru F lze najit n linearné nezavislych prvki, ale libovolnych
n + 1 prvki je jiz linedrné zavislych, pak fikdme, ze prostor £ mé dimenzi (rozmér) n.
Jestlize v prostoru F lze najit nekonecny systém linedrné nezavislych prvki, pak rikdme,
ze prostor E ma nekonecnou dimenzi. Dimenzi prostoru E znac¢ime symbolem dim FE.

Definice 2.5. Bdzi n—rozmérného prostoru F nazyvame libovolny systém n linearné
nezavislych vektorti.

B Priklad 2.3. dimR"” = n, dim C" = n.

Definice 2.6. F; C E se nazyva podprostor linearniho prostoru F, jestlize mnozina F)
sama tvori linedrni prostor vzhledem ke stejnym operacim.

Jinak feceno E; C E je podprostor linedrniho prostoru FE, jestlize z x,y € E; plyne,
7e ax + By € Ep pro libovolna ¢isla o a (.

Jestlize By C E je podprostor linearniho prostoru F a E; # {0}, E; # E, pak E;
nazyvame vlastni podprostor.

B Priklad 2.4.

a) Necht E je linearni prostor, dim F > 3 a z1,x9 € F jsou linedrné nezavislé. F; =
{ax1 + fzy: a, § € C (nebo «, 5 € R)} je podprostor prostoru E.

b) Mnozina vSech mnohoélent P([a,b]) C C([a,b]) je podprostor prostoru C([a, b]).

Definice 2.7. Nechf F je linearni prostor a £y C E jeho podprostor. Rekneme, Ze prvek
x € E je v binarnim vztahu k prvku y € E| jestlize x — y € Ej. tento binarni vztah je
reflexivni, symetricky a tranzitivni. Je tedy relaci ekvivalence a definuje rozklad na mno-
ziné E. Kazdou t¥idu ekvivalentnich prvki nazveme zbytkova tiida (podle podprostoru
E4). Mnozinu vSech takovych zbytkovych t¥id nazveme faktorovgm prostorem a oznacime
ji E/E;.
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Ve faktorovém prostoru definujeme operace séitani a nasobeni takto: Necht A a B jsou
dvé t¥idy. Necht a € A, b € B a a + b = c¢. Pak tfidu C, do ktera patii prvek ¢ nazveme
sou¢tem A a B, tj. A+ B = C. Analogicky necht a € A a \ je ¢islo. Pak pod A\A budeme
rozumeét tiidu, do které patii prvek Aa.

Tvrzeni 2.1. KaZdy faktorovy prostor je linedrnim prostorem.

» Uloha 2.1. Necht E; C F, dim F = n, dim E; = k. Dokazte, Ze potom dim E/FE; =
n — k.

Definice 2.8. Dimenze faktorového prostoru E/E; se nazjva kodimenze podprostoru E;
v prostoru F. Kodimenzi podprostoru E; znac¢ime kodim Fj.

Tvrzeni 2.2. Necht E; C E je podprostor prostoru E, , kodim By = n < +oco. Pak
v prostoru E lze zvolit takové prvky xi,xo,...,x,, Ze kaZdy v € E bude jednoznacné
vyjadren ve tvaru

T =AMT1+ XoZo+ ...+ A2 + v,

kde y € Fj.
Diikaz. Necht dim E/E; = n a necht Ay, ..., A, je baze prostoru E/E;. Vybereme
1 €A, 290 €Ay, ..., T, €EA,.

Necht = € F je libovolny prvek. Ozna¢me A tiidu rozkladu FE/FE; obsahujici prvek . Pak
ziejmeé existuji skalary Ay, ..., A\, takové, ze

A= NAI+ XA+ -+ N A,.

Odtud plyne, Ze linearni kombinace A\jz; + - - - + A\, x,, lezi ve tiidé A, tj. 1isi se od prvku
x o prvek y € Fy. Tedy

r=MT1+XTa+ -+ Az, + .

2.2. Normovany prostor

Definice 2.9. Necht £ je linearni prostor a f : £ — R, je funkce spliujici:
1. f(x) = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0,
2. flez+y) < fl@)+ f(y),
3. flax) = |aff(x).

Pak se funkce f nazyva normou v linedrnim prostoru FE.

Definice 2.10. Linearni prostor, v némz je definovana néjaka norma, se nazyva normo-
vanym prostorem. Normu prvku z € E budeme znadit ||x||.

Poznamka 2.3. Kazdy normovany prostor F se stdva metrickym prostorem, jestlize
vzdélenost (metriku) zavedeme vzorcem

plx,y)=|lr —y| pro z,y€kE.
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Definice 2.11. Uplny normovany prostor se nazjva Banachiiv prostor.
B Priklad 2.5. Nasledujici priklady splnuji definici Banachova prostoru:
a) R, ||z = [x].
b) E={z=(z1,...,2):x €R, i=1,2... ,n}(=R"),

2l =

n
resp. ||z||2 = Z |z,
k=1

resp. HIH?) = maX{|‘T1|7 SRR |In|}

C) E:{x:(ml,...,xn):xieC, 221,2,,77,}(2671)7

] =

n
E 2
xz .

i=1

d) C([a, b)),
IfI} = max{[f(#)] - a <t < b}.

Definice 2.12. Necht F; C E, E je normovany prostor a F; je podprostor (ve vyse
uvedeném smyslu). E; se nazyva podprostorem normovaného prostoru E, jestlize je Ey
uzavieny, tj. jestlize £, obsahuje vSechny své hromadné body.

» Uloha 2.2. Necht dim E = n. Pak kazdy linedrni podprostor prostoru E je uzavieny.
Dokazte.

» Uloha 2.3. Nechf M je podprostor v realném normovaném prostoru F a necht u & M.
Dokazte, ze mnozina

A%:{x+Mux€ALAeR}

je (uzavieny) podprostor v E.

Necht déle z, = z, + \yu (n € N) a zg = 29 + Au, kde x, € M a )\, € R pron € N.
Pak

lim z, =2y < lim z, = xg, lim A\, = Ao.
n—-+00 n—+o00 n—-+4o00

Definice 2.13. Necht E je normovany prostor a {, }aes je mnozina bodt z E. Nejmensi
(uzavieny) podprostor prostoru F obsahujici vSechny prvky z, (« € I) se nazyva linedr-
nim uzdvérem systému {z, }aer-

Definice 2.14. Necht F je normovany prostor. Mnozinu prvki (nikoliv nutné uzavienou)
obsahujici zaroven s prvky x a y také prvek ax + By pro libovolna c¢isla o a 8 budeme
nazyvat linedrni varietou.

B Piiklad 2.6. Mnozina vSech mnohoélent P([a,b]) je linedrni varietou v C([a, b)), ale
neni podprostorem, nebot tato mnoZina neni uzaviena v C([a, b]).
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Definice 2.15. Systém prvki {z,}sc; v normovaného prostoru £ budeme nazyvat tpl-
nym, jestlize podprostor jim vytvoreny je cely prostor FE.

B Piiklad 2.7. Systém {1,¢,¢% ... ,t* ...} je Gplny v prostoru C([a, b]).

Nyni dokézeme Rieszovo lemma, které budeme v dalsim potiebovat. Nekdy se tomuto
tvrzeni fika Lemma ,,0 skoro kolmém®.

Lemma 2.3 (Riesz). Necht L je (uzavieny) podprostor v normovaném prostoru E, pfi-
cemz L # E. Pak pro kazdé € €10, 1] existuje prvek x. ¢ L spliugici ||z.|]| =1 a

plxe, L) = inf{Hx6 —ul|:u € L} >1—c.
Diikaz. Necht z ¢ L je libovolny, ale dale pevny prvek prostoru E. Polozme
d= inf{”z—uH u€ L}.

Je ziejmé, 7e d > 0. Vezmeme déle libovolné ¢ €]0,1[. K nému existuje prvek u. € L
takovy, ze

d
d<|lz-— < —. 2.2
< o —well < T (22)
Polozme nyni
2 — U
Te =
Iz — uel]

Ziejmé je ||z.|| =1 a x. € L, nebot v opa¢ném piipadé by bylo z —u. € L, a tedy z € L,
COZ je spor.
Vsimnéme si nyni, ze pro kazdé u € L je také u. — ul|z — u.|| € L, a proto

|z = (ue —ullz —u])|| =d pro weL.

Odtud a (2.2) dostavame

Z— U
e —ull = | Tm—— —u|| =
Iz — uell
(. — — d(1 —
o= =l =] _a-e)
Iz — ucll d
tj. p(ze, L) > 1 — . Tim je lemma dokézano. O

2.3. Unitarni prostor

Definice 2.16. Nechf FE je linearni prostor a h : E x E — R je funkce spliujici tyto
vlastnosti:

L h(z,y) = hly, =),

2. h(zy + @9, y) = h(z1,y) + h(z2,y),

3. h(Az,y) = Ah(x,y),

4. h(z,z) >0, h(xz,z) = 0 pravé tehdy, kdyz = = 0.
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Pak prostor E budeme nazyvat unitarnim prostorem a funkci h skaldrnim soucinem. Pro
jednoduchost h(z,y) budeme psat jako (z - y).

Tvrzeni 2.4 (Cauchy-Bunjakovského nerovnost). Necht E je unitdrni prostor. Pak plati

(@)l < V(@-2)V(y-y) pro w,yek. (2:3)

Diikaz. Ziejmé pro kazdé x,y € E a A € R plati

0<(M\e+y-Ar+y)= (- -2)+2\z-y) + (v y)
Proto je diskriminant 4(z - y)? — 4(x - z)(y - y) kvadratického trojclenu
N(z-2)+2Mz-y) + (y-y)
nekladny, tj. plati nerovnost (2.3). O

Tvrzeni 2.5. V unitdrnim prostoru E je mozno zavést normu ndsledujicim zpiusobem

|lz|| =/ (z-x) pro x€E.

Diikaz. Platnost podminek 1 a 3 v Definici 2.1 je zfejméa. Platnost podminky 2 plyne z
Cauchy-Bunjakovského nerovnosti (2.3). O

Definice 2.17. Unitarni prostory E; a E> nazyvame izomorfni, jestlize jsou izomorfni
jako linearni prostory a izomorfismus h : E; — FE5 zachovava skalarni soucin, tj. pro
vsechna z,y € F; plati

(h(x) - h(y))y = (z-y)1,
kde (-); a (+)2 znaci skalarni soucin v E; a Fj.

Tvrzeni 2.6. Operace scitani, ndsobeni konstantou a skaldrni soucin jsou v unitdrnim
prostoru spojité, tj. jestlize {x, }}2, {yn} 125 C E, {\}2 C R takové, e lim ||z, —

n—+o0
z|| =0, hT lyn —yll =0, lirf An = A, potom

lim |z, +y, — (z +y)[| =0,

n—-+00

lim [|A,z, — Az|| =0,
n—-+00

im (2, ya) = (x-y).

n—-+o00

Definice 2.18. Necht F je unitarni prostor a z,y € E. Jestlize (x - y) = 0, pak se = a
y nazyvaji ortogondlni. Systém {x, }.c; nenulovych prvki se nazyva ortogonélni, jestlize
(o - v3) = 0 pro vSechna a # (.

Tvrzeni 2.7. Necht {z,}acs je ortogondlni systém v unitdrnim prostoru E. Pak tento
systém je linedrné nezavisly.

Diikaz. Necht z1,...,x, € {Z4}aer jsou libovolné prvky. UkdZzeme, Ze jsou tyto prvky
linearné nezavislé. Necht
ATy + Aoy + -+ Az, = 0.

Pak
0=(x;-0)=(z; - Mqx1 + -+ A\pzy) = N2y - 2;) pro i=1,... n.

Avsak (z;-x;)) #0proi=1,...,n,atedy \; =0proi=1,...,n.
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Definice 2.19. Uplny ortogonalni systém {z,}ae; v unitarnim prostoru E se nazjva
ortogonalni bdaze prostoru E.

Definice 2.20. Systém nenulovych vektori {x,}ac; v unitdrnim prostoru E se nazyva
ortonormadlni, jestlize
0 pro a # 03,
(o - 2g) = _
1 pro a = .
B Priklad 2.8.

a) Necht R" = {x = (z1,...,2,), ; € R, 1 =1,2,....n}, (x-y) = x;y,.
i=1
Pak e, e, ..., ¢e,, kde e, = (0,0,...,1,0,...,0) je ortonormalni béze.

b) Necht Iy = {z = (z1,29,...) i 7 €R, i €N, Y 27 < +o0},
i=1

(z-y) = Zl"z?/z
i=1

(@)
Pak ey, e9,..., kde ¢; = (0,0,...,1,0,...) je ortonormalni baze.

c) Necht L?([a,b]) = {f : [a,b] - R : f2 € L([a,b])},

(f-9) = / £()g(s)ds.

Pak ortonormalni bazi je napiiklad systém goniometrickych funkci

1 2t . 2rt
—, cosn , sinn ,
2 b—a b—a

n=12... (2.4)

Tvrzeni 2.8. Systém (2.4) je uplny v Ly([a,b]).

Tvrzeni 2.9. Necht X je separabilni unitarni prostor. V takovém prostoru je kaZdy or-
togonalni systém nejvyse spocetny.

Diikaz. Bez ijmy na obecnosti lze pfedpokladat, Ze uvazovany ortogonalni systém {@a taer
je ortonormalni. Pak

00 — sl = V2 pro a#p.

Nechf mnozina {z,}>] je hustd v prostoru X. JelikoZ jsou koule Blp,,1/2] (a € I)
disjunktni a kazd4 z nich obsahuje alespoti jeden prvek mnoZiny {z,}>, je téchto kouli
nejvyse spocetné mnoho. Tim je tvrzeni dokazano. O

Véta 2.10 (Véta o ortogonalizaci). Necht

fi, fo, ... (2.5)
je linedarné nezavisly systém v unitdrnim prostoru X. Pak existuje systém
®1, P2, . .- (26)

splnugict tyto podminky:
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1. Systém {n tnen je ortonormalni.

2. Pro kazdé n € N je p,, mozné vyjadrit jako
Pn = anlfl +...+ a’TLTLfTL?

pricemz
Appn # 0.

3. Pro kazdé n € N je f,, mozZné vyjadrit jako
fn = bnl(pl +...+ bnn‘pn;

pricemz
bpn # 0.

Kazdy prvek systému (2.6) je uréen podminkami 1-3 aZ na znaménko jednoznacné.

Dikaz. Polozme
©1 = anfi,

kde
1

V- h)

a11::|:

Pak (1 -¢1) = ai(fi- f1) = L.
Necht jsou prvky ¢1,..., ¢, 1 splitujici podminky 1-3 jiz sestrojeny. Prvek f, lze
vyjadrit ve tvaru
fn = bn1901 ++ bnn—l@n—l + h’m

kde
(hp-@r)=0 pro k=1,...,n—1.

Vskutku, b, a h, se jednoznac¢né urc¢i z podminek

0= (h, 1) = (fn x) = bux(pr-x) pro k=1,....n—1

Jelikoz je systém (2.5) linedrné nezavisly, je h,, # 0. PoloZme

1
op = —F—=——nh, .
(hn ’ hn)

Pak

fn = bnlgpl 4+ bnn‘pna bnn =V (h'n : hn) 7é 0.
7 vyse uvedené konstrukce je také ziejmé, ze h,, a tedy i ¢, lze vyjadrit pomoci f1, ..., fa,
tj.

1
n = Un + o Apnfn, Upn = —F77 0
¥ 1f1 J (o o) #

Navic plati
(@k'@n)zo pro k=1,....,.n—1, (QOn'SDn):lo

Tim je véta dokazana. O]

Poznamka 2.4. Ptrechod od systému (2.5) k systému (2.6) se nazyva ortogonalizace.
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Poznamka 2.5. Podprostory vytvofené systémy (2.5) a (2.6) jsou totozné.

Dusledek 2.11. V kaZdém separabilnim unitdrnim prostoru X ezistuje ortonormdlni
baze.

Diikaz. Necht mnozina {z;} % je hustd v prostoru X. Vybereme z ni aplny systém
{fn 3125 linedrné nezévislych prvki. K tomu staci z posloupnosti {x; } 2% vylou¢it ty prvky
xy, které lze vyjadiit jako linedrni kombinaci prvki x; (i < k). Jestlize pak na tento uplny
linedrné nezavisly systém prvki pouzijeme ortogonalizaci, dostaneme ortonorméalni bazi
prostoru X. O

2.4. Besselova nerovnost

Definice 2.21. Nechf
@1, P2, - .-
je ortogonalni systém v unitarnim prostoru X a f € X. Posloupnost

Ck:(f(pk), k:1,2,

budeme nazyvat souradnicemi nebo Fourierovymi koeficienty prvku f vzhledem k systému

{or}25. Radu
+oo

Z CrLPk (2-7)

k=1
nazveme Fourierovou fadou prvku f vzhledem k systému {¢y /2.
Prirozené vznikaji dvé otazky:
i) zda fada (2.7) konverguje,
ii) jestlize konverguje, zda se jeji soucet rovna prvku f.
Pted tim, nez odpovime na tyto otazky, vSimneme si jedné zajimavé vlastnosti ¢isel c.

Polozme
n

S, = chwk pro n € N.
k=1
Je ziejmé, ze

If = Sull® = (f - chSOk f = chapk) =
=1 =1

=IFI*=2> G +> G=IfI" =D c pro neN. (28)
k=1 k=1 1

k=

Protoze ||f — S,|*> > 0 pro n € N, z (2.8) plyne

> <IfIP pro neN,

k=1

a tedy
+oo
> <P (2.9)
k=1

Nerovnost (2.9) nazyvame Besselovou nerovnosti.
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Definice 2.22. Ortonormalni systém (2.6) se nazyva uzavieny, jestlize pro libovolné f €

X plati
+oo

Sod=IIe, (2.10)

k=1
Vztah (2.10) se nazyva Parsevalova rovnost.

Véta 2.12. V separabilnim unitarnim prostoru X kazZdy uplny ortonormdlni systém je
uzavreny a obrdcené.

Diikaz. Necht je ortonormalni systém { ¢y, }/ > uzavieny. Ozna¢me S, n-ty ¢dstecny soudet
Fourierovy fady prvku f € X. Pak z (2.10) plyne

I _ S|P = 2_3"2 ) —o.
Lim [|f = S n;gg@(HfH ;Ck> 0

To znamené, Ze linearni kombinace prvki systému {¢y};>; tvori mnozinu hustou v pro-
storu X, tj. systém {p;}/> je uplny.
Obracené, necht je ortonormalni systém {¢y};° tplny. Pak lze libovolny prvek f € X
aproximovat kone¢nou sumou
n
Z APk,
k=1

tj. pro libovolné € > 0 existuji n(e) € N a ¢isla ay, ..., aye) tak, Ze
If = Snell <, (2.11)
kde

(¢)
Sn(s) = Z APy -
k=1
Ziejmé

n(e) n(e)
1f = Su = | F =D anpr- f =D anipr | =
k=1 k=1

n(e) n(e)
= Hf”2 —QZO%C]C—FZO(’% =
k=1 k=1
n(e) n(e) n(e)

=P =D @+ (a—a)? = IfI* =)

k=1 k=1 k=1
Odtud, vzhledem k (2.11), pak plyne

n(e) +o0
AP <> ad+e2<> g+,
k=1 k=1
Jelikoz bylo ¢ libovolné, dostavame
+00
AP <> e,
k=1

coz spolu s Besselovou nerovnosti (2.9), zaruéi platnost Parsevalovy rovnosti (2.10). Sys-
tém {px}{2 je tedy uzavieny. O
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2.5. Riesz—Fischerova véta

Z Besselovy nerovnosti plyne, ze k tomu, aby ¢isla ¢y, ¢, . . . byla Fourierovymi koeficienty
néjakého prvku f € X, je nutné, aby rada

“+o0o
>
k=1
konvergovala. Ukazeme, ze v iplném prostoru je tato podminka také postacujici.

Vé&ta 2.13 (Riesz—Fischerova). Necht {px}25 je ortonormdini systém v iplném unitdr-
nim prostoru X a cisla cq, co, ... jsou takovd, Ze Tada

“+oo

> (2.12)

k=1

konverguje. Pak existuje f € X takove, Ze
+o00
ce=(for) pro kEN o Y G=(f-H=IfP
k=1

Dikaz. Polozme .
fn = Z CkPk -
k=1

Pak pro n,p € N plati

n-+p
an+p - fn”2 = ch+190n+1 + o+ Cn+p()0n+pH2 = Z Ci'
k=n-+1
Odtud, s ohledem na konvergenci fady (2.12), plyne, Ze je posloupnost {f,},;> cauchy-
ovska. Prostor X je vSak uplny, a proto existuje f € X takové, ze
lim || = full = 0. (2.13)
n—-—+o0o
Na druhé strané
(f i) =(fu-0i) +(f = fu-¢i) pro n,i€N. (2.14)

Je ziejmé, Ze
(fu-@i) =c pro n>i

a déle

dim (7= fue)l < T (17 = Sl =0,

coz plyne pfimo z Cauchy-Bunjakovského nerovnosti a podminky (2.13). Pfejdeme-li v
(2.14) k limité pro n — 400, dostavame

(f-pi)=c pro i€N.
Ptejdeme-li nyni v rovnosti

n

If = fll? = IFI7 =D cf

k=1
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k limité pro n — 400, obdrzime s ohledem na (2.13) zadanou rovnost

+oo
> a=IfP.
k=1
Tim je véta zcela dokazana. ]

Véta 2.14. Ortonormdini systém {px}>5 v dplném separabilnim prostoru X je tplny
prave tehdy, kdyZ v prostoru X neexistuje nenulovy prvek ortogondlni ke vsem prvkum

systému {23,

Diikaz. Necht je systém {¢}}/ > tplny. Podle Véty 2.12 je tento systém také uzavieny.
Necht f € X je prvek ortogonélni ke vSem prvkiim systému {px}/>5. Jeho Fourierovy
koeficienty jsou tedy rovny nule a z Parsevalovy rovnosti dostavame

—+00
IFIIP =) i =0,
k=1

. f=0.
Obrécené, necht systém {¢y}, > neni tplny. Pak existuje g € X tak, ze

+00
lgl* = (g-9) > e,
k=1
kde ¢ = (g - ¢x) pro k € N. Podle Véty 2.13 existuje prvek f € X takovy, ze
+o00
(f-or)=cx pro keN a (f-f):Zcz.
k=1

Odtud je zfejmé, ze je prvek f — g ortogondlni ke vSem prvkim systému {¢;}/>. Z

nerovnosti
“+o00

(f-H=> c<(g-9

k=1
vsak plyne f — g # 0, tj. v prostoru X existuje nenulovy prvek, ktery je ortogonélni ke
vSem prvkim systému {px } . O

2.6. Hilberttiv prostor

Definice 2.23. Uplny separabilni unitarni prostor s nekone¢nou dimenzi se nazjva Hil-
bertuv prostor.

B Piiklad 2.9. Redlny prostor [y je Hilbertiv prostor.
Véta 2.15. KaZdé dva Hilbertovy prostory jsou izomorfni.

Diikaz. Dokazeme, ze kazdy Hilbertiv prostor H je izomorfni s prostorem [,. Necht
{pr}i2] je Gplny ortonormalni systém v prostoru H, f € H a necht

e =(f vr) pro keN. (2.15)
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Vzhledem k Besselové nerovnosti je ,J;“i 2 < 400, a tedy (c1,ca,...) € lo. Na druhé

strané podle Véty 2.13 existuje ke kazdému (cq, co,...) € Iy jediné (viz Véta 2.14) f € H
spliiujici (2.15). Uvedené ptifazeni mezi prvky prostori H a Iy tedy definuje bijektivni
zobrazeni.
Déle, necht
f e (c1,c9,...) a g < (di,da,...).

Pak
(f+9) < (o +di,ca+dy,...) a Af < (Aeg, Aca, .. ),

tj. toto zobrazeni zachovava operace s¢itani a nasobeni skalarem.
Konec¢né, vzhledem k Parsevalové rovnosti plati

+0o0 +oo
(f-H=> ., (g9=> &
k=1 k=1
a
400 400 400 400
(f+g-f+9) =D (+d) =) h+2> cde+ Y d},
k=1 k=1 k=1 k=1

a tedy z rovnosti

(f+g-f+o=(-H+2f-9)+(g-9)

dostaneme N
(f-9)=>_ crdy.
k=1
Tim je véta dokazana. [

Poznamka 2.6. Z Véty 2.15 vyplyva, Ze az na izomorfizmus existuje jen jeden Hilberttv
prostor. Prostor Iy lze povazovat za jeho realizaci.

B Priklad 2.10.

a) Necht H je Hilberttuv prostor a f € H. MnozZina

M={geH:(f g)=0}
je jeho podprostorem.

b) Mnozina
M = {(%1,1‘2,...) € l2 T :.Z'Q}

tvori podprostor v prostoru ls.

Poznamka 2.7. S ohledem na Tvrzeni 1.6 je zfejmé, Ze kazdy podprostor Hilbertova
prostoru bud je unitarnim prostorem konec¢né dimenze nebo je sam Hilbertovym prosto-
rem.

Véta 2.16. Necht H je Hilbertiv prostor a M jeho podprostor nekonecné dimenze. Pak
v M existuje ortogondlni systém {o};25 takovy, Ze jeho linedrni uzdvér je totoiny s
podprostorem M.

Dikaz. Tvrzeni véty plyne primo z Tvrzeni 1.6 a véty o ortogonalizaci. O]
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Definice 2.24. Nechf H je Hilberttiv prostor a M jeho podprostor. Prostor M+ = {x €
H:(x-y)=0proy € M} se nazyva ortogondlni doplnék podprostoru M.

Véta 2.17. Necht H je Hilbertiv prostor a M jeho podprostor. Pak libovolny f € H lze
jedinym zpusobem vyjddrit ve tvaru

F=h+h, (2.16)
kde he€ M a h' € M*.

Diikaz. Necht {p;}2] je tplny ortonorméalni systém v M (viz Véta 2.16). Polozme c¢;, =
(f - ¢r) pro k € N. Podle Besselovy nerovnosti fada sz c2 konverguje, proto prvek

+00
h=> crpn
k=1
patfi do mnoziny M (jeho existenci zarucuje Riesz—Fischerova véta). Polozme
n=f—h.
Pak zrejmeé
(W -or)=(fox)—(h-vx) =cr—cx=0 pro keN. (2.17)
Protoze lze libovolny prvek g € M vyjadrit ve tvaru

+oo

gzzak@w

k=1
s ohledem na (2.17) dostaneme

+oo

(h'-g) =) ar(h' @) =0,

k=1

tj. h' € M*. Dokazali jsme tedy, ze pro libovolné f € H existuji h € M a h' € M~ tak,
ze plati (2.16).
Zbyvéa dokéazat jednoznacnost. Necht tedy

f:h+h/a f:h1+h/17
kde h,hy € M a h',h} € M*. Pak
(hy —h-or) = (h1-wp) = (h-or) = (f-or) = (f-ox) =0 pro keN,

a tedy, vzhledem k Vété 2.14, je hy = h. To vSak znamena, Ze také h} = h’ a véta je tedy
zcela dokézéana. O

Dusledek 2.18. (M1)" = M.

Dusledek 2.19. Necht H je Hilbertiv prostor a {px}i2] C H je néjaky ortogondlni
systém. Pak lze systém {@y}}25 rozsirit o dalsi proky tak, Ze vznikly ortogondlni systém
bude uplny v prostoru H.
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Diikaz. Necht M je linearni uzavér systému {px}/ 5. Pak je M podprostorem prostoru
H. Oznaéme {1, },+>] ortonormdlni bazi v prostoru M*. Podle Véty 2.17 je pak {¢y}/5 U
{Wn}125 tplny ortogonalni systém v H. O

Dusledek 2.20. Necht H je Hilbertiv prostor, M C H jeho podprostor a dim M =n <
+o00. Pak kodim M+ = n. Plati také obrdcené tvrzeni: Jestlize kodim M+ = n < +o0,
pak dim M = n.

Diikaz. Necht dimM = n < +oo a nechf {p;}7_, je ortonormélni baze v M. Pak je
ziejmé, ze kodim M+ = n. O

Poznamka 2.8. Je-li M podprostor Hilbertova prostoru H, pak lze libovolny prvek
f € H vyjadfit jedingm zptisobem ve tvaru f = h+ h/, kde h € M a ' € M* (viz
Vétu 2.17). V takovém piipadé fikdme, ze H je direktni soudet podprostortt M a M=, a
piseme H = M @ M+.

Zavedeme nasledujici definici.

Definice 2.25. Rekneme, Ze prostor H je direktni soucet podprostortt M, M, a oznacime
H = M, & M,

jestlize plati:

1. M, L Ms, tj. pro libovolné = € M; a y € M, plati (z-y) = 0.

2. Kazdy f € H lze vyjadfit ve tvaru

f=hi+hy, (2.18)
kde hy € My a hy € M.

Poznamka 2.9. Lehce lze ovéfit, ze vyjadieni (2.18) v Definici 2.25 je jedinné.

Pojem direktniho souc¢tu je mozné bezprostiedné zobecnit na libovolny konecny pocet
nebo spocetné mnoho podprostori.

Definice 2.26. Rekneme, 7e prostor H je direktni soucdet podprostorti { M}/ a ozna-
¢ime
H=M &My ®--- DM, D--- ,
jestlize plati:
1. M, LM, pro k # j, tj. pro libovolné f € M a g € M; plati (f-g) =0.
2. Kazdy f € H lze vyjadrit ve tvaru

f=hi+hy+--+hy+-, kde hy€ M, pro k€N,

+oo
pficemz fada > ||he||? je konvergentni.
k=1

Poznamka 2.10. Jestlize H=M, &My PD--- &M, &---af=hi+ho+---+h,+---,
pak
+o0o
LAIZ = ]
k=1
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Definice 2.27. Necht Hy, k = 1,2, ... jsou Hilbertovy prostory. Necht dale

k=1

+oo
H:{h:<h1,h2,...): hy, € H, prok € N, Z|]hk\|2<+oo},

—+00

(h-g) = (hx-g8)-

k=1

Pak H se nazyva direktnim souctem prostori Hy.

2.7. Charakteristicka vlastnost unitarnich prostoru

Vime, ze v kazdém unitarnim prostoru mtizeme pomoci skaldrniho souc¢inu zavést normu
(viz Tvrzeni 2.5), tj. kazdy unitarni prostor je také prostorem normovanym. Opacné tvr-
zeni vSak obecné neplati. Nasledujici véta udava podminku, ktera je nutna a dostatecna
pro to, aby dany normovany prostor byl unitarni, tj. aby v ném norma byla definovana
néjakym skalarnim soucinem.

Véta 2.21. Normovany prostor (X, || - ||) je unitdrni pravé tehdy, kdyz pro vSechna x,y €
X plati

o+ 2+l = g2 = 2( el + ly?) (2.19)

Diikaz. Nutnost podminky (2.19) je zfejma. UkadZeme jeji dostatecnost. Necht tedy pro
v8echna z,y € X plati (2.19). Polozme

1
h(z,y) = 1 <||x + y||2 — |l — y||2) pro z,y € X. (2.20)

Ukazeme, ze h : X x X — R je skalarni soucin.
Ziejmé

h(z,x) =|z|| pro =€ X, (2.21)
W, y) = h(y,z) pro w,yeX,

takze podminky 1 a 4 skalarniho soucinu jsou splnény. Dokazeme nyni podminku 2. Za-
vedme funkci F': X3 — R vztahem

Pl = 4(a 4.2 = o 2) = h(w9)) pro iz € X
Je ziejmé, ze

F(z,y,2) =llz+y+z* = o +y— 2l — |l= + 2]+

(2.22)
+ e =2 = lly + 2| + ly — 2[* pro @,y,2€X.

Z (2.19) plyne

Iz +y + 20 =2z + 21° + 2yl* = llz + 2 —y|* pro =z.yz€X,

Iz +y — 2" =2z — 2" + 2[lyll* = o — 2 —ylI* pro z,y,2€X.
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Dosadime-li tyto rovnosti do (2.22), dostaneme

F(z,y,2) ==z +z =yl + o — 2 —yl* + [l= + 2]~

(2.23)
—lle =2l = lly + 2 + ly = 2|* pro z,y,z€X.

Secteme-li nyni (2.22) a (2.23), dostaneme

1
Flond) =g (I =+ ol + = = o) = ly + <l
1 2 2 2
(et 2= al?) F -7 pro myzex

Uzitim (2.19) v prvnim a tfetim ¢lenu predchoziho vyrazu obdrzime F(z,y,z) = 0 pro
x,y,z € X.

Na zavér dokdZeme podminku 3 skaldrniho souc¢inu. Necht =,y € X jsou libovolné, ale
pevné. Zavedme funkci G : R — R vztahem

G(A\) = h(Az,y) — Ah(z,y) pro A e€R.
Z (2.20) okamzité plyne G(0) =0 a G(—1) = 0, tj.
h(—z,y) = —h(z,y).
Proto pro libovolné n € Z plati

h(nz,y) =sgnn-h(z+x+---+z,y) = sgnn[h(x,y) + - +h(m,y)] =
= sgnn |n| h(z,y) = nh(z,y),

tj. G(n) = 0. Déle, necht p € Z a g € N. Pak

h<§x,y) :ph<$x,y) =§ {qh(éxyﬂ zgh(x,y),

tj. G(r) = 0 pro kazdé r € Q. Protoze je funkce G spojita, plyne odtud, ze G(\) = 0 pro
kazdé A € R. Tim je véta zcela dokazana. O

B Priklad 2.11. Méjme prostor (R, - ||,), kde p > 1 a

1
n v
]l = (Z !$k|p> pro x € R".
k=1

Tento prostor bude unitarni pouze pro p = 2. Vskutku, necht

z=(1,1,0,0,...,0)
y=(1,-1,0,0,...,0)

Pak ) X
zll, =27, |lyll, =27, lz+yl, =2, |z —yl, =2,

tedy rovnost (2.19) neplati pro p # 2.
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B Priklad 2.12. Prostor C'([0, 7]) neni unitarni. Necht
x =cost, Yy =-sint.
Méame
[zl = llyll = 1,
|z +yl| = max{| sint + cost|: t € [O,g
|z —yll = max{| sint — cost| : t € [O, g}} =1

Odtud je zfejmé, Ze pro tato x a y neplati (2.19).

3. Funkcionaly

Definice 3.1. Necht X je linedrni prostor. Funkeci f : X — R (resp. funkci f : X — C)
nazyvame funkcionalem.
Funkcional f se nazyva aditivni, jestlize

flx+y) = flx)+ f(y) pro =z,yeX.

Funkcional f se nazyva homogenni, jestlize
flaz) =af(x) pro z€ X, a€R (nebo a € C).

Funkciondl f (definovany v komplexnim linedrnim prostoru X') se nazyva antihomogennt,
jestlize

flax) =af(x) pro ze€ X, aeC.
Definice 3.2. Aditivni homogenni funkcional se nazyva linedrni. Aditivni antihomogenni

funkcional se nazyva antilinedrni.

B Priklad 3.1.
a) Necht X = R". Pak f(x) o Y ax; prox € R" kde a; € R (1 = 1,2,...,n) je
k=1

linearni funkcional.

n

defZal:UZ proxz € R" kde a; € R (i = 1,2,...,n) je

b) Necht X = C". Pak f(x)

antilinedrni funkcional.

o

c¢) Necht X = C([a,b]), y € C([a,b]). Pak f(z) = s)ds pro z € C([a,b]) je

H,
8~
&

linearni funkcional.

b

d) Necht X = C([a,b]) (nad C), y € C([a,}]). Pak f(z) & [ Z(s)y(s)ds pro = €
C(la, b)) je antilinearni funkcional. ’

e) Necht X = C([a,b]), to € [a,b]. Pak f(x ) x(to) pro x € C([a,b]) je linearni

funkcionAl.

f) Necht X =[,. Pak f(x) & 21 pro @ € Iy je linedrni funkcional.
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3.1. Geometricky vyznam linearniho funkcionalu

Definice 3.3. Necht f je linearni (netrivialni) funkcional. Mnozina
{reX: f(x)=0}
je podprostorem prostoru X, ktery nazyvame jddrem funkciondlu f a znac¢ime ker f.

Tvrzeni 3.1. Necht f je linedrni (netrividlni) funkciondl v prostoru X. Pak lze kaZdy
prvek x € X psdt jedinym zpusobem ve tvaru

T = axy+ Y, (3.1)
kde zog € X \ker f ay € ker f.

Dikaz. Necht xo & ker f. Necht déle z € X je libovolné a poloZzme

Pak je zfejmé, ze lze x vyjadrit ve tvaru (3.1), kde @ = f((go)). Ukézeme, 7e y € ker f.

Vskutku, zrejmé

x
F) = f (2= 1) 775 ) =0
Zbyvéa dokéazat jednoznacnost. Nechf tedy

T =0T+ Y1, Y1 € ker f,
T = Q%o + Y2, Yo € ker f.

Pak y; — yo = (a1 — a9) g, a tedy

0= f(y1 —y2) = (a1 — ) (o).
Odtud, s ohledem na predpoklad zy & ker f, dostavame oy = as. O]

Disledek 3.2. Necht f je linearni (netrivialni) funkciondl v prostoru X . Proky xq,xs €
X patri do téze zbytkové tridy podle podprostoru ker f pravé tehdy, kdyZ f(x1) = f(x2).

Diikaz. 7 dlikazu predchoziho tvrzeni je ziejmé, ze 1ze prvky x; a zo vyjadrit ve tvaru

_f(fl?l)x T :f(fcz)
r = (o) 0o+ Y1, 2 (o)

kde y1,y2 € ker f a x¢ & ker f. Proto

:B0+y27

o= o= s (o) = £0a) ) 20+ (0 - o).
Odtud z; — xs € ker f pravé tehdy, kdyz f(z1) — f(x2) = 0. O

Tvrzeni 3.3. Necht f je linedrni (netrividlni) funkciondl v prostoru X . Pak kodimker f =
1.
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Diikaz. Kazda t¥ida [z] € X/ker f je definovana jednim (libovolnym) reprezentantem.
Podle Tvrzeni 3.1 plati [x] = [axo] = axg], tj. dim X/ker f = 1. Proto kodimker f =
1. [l

Tvrzeni 3.4. Necht Xg C X je podprostor prostoru X a kodim Xo = 1. Pak existuje
linedrni funkciondl f takovy, Ze ker f = Xy. Tento funkciondl je definovdn jednoznacné
az na multiplikationi konstantu.

Diikaz. Zvolme libovolny prvek xo & Xj. Jelikoz je kodim Xy = 1, lze kazdy prvek x € X
vyjadfit (jednozna¢né) ve tvaru (3.1), kde y € X,. Definujme linedrni fukcional f vztahem

f(z)=a pro ze€X.

Pak lze jednoduse ovéfit, ze ker f = Xj.
Necht déle g je také linearni funkcionél takovy, Ze kerg = X,. Z vyjadieni (3.1) a
definice funkcionalu f plyne

g(x) = ag(xy) = f(x)g(xo) pro =€ X,
tj. funkcional f je definovan jednoznac¢né az na multiplikativni konstantu. ]

Definice 3.4. Necht X je linedrni prostor, Xy C X je podprostor a necht kodim X, = 1.
Kazda zbytkovéa t¥ida podle Xy (tj. prvek prostoru X/Xy) se nazyva nadrovina rovnobézna
s podprostorem Xj.

Jinymi slovy nadrovina F rovnobézna s podprostorem X, je mnozina, kterou dosta-
neme z podprostoru X, posunutim o néjaky vektor zy € X, tj.

E={zeX:z=x+y, y€ Xo}
Tvrzeni 3.5. Necht [ je netrividalni linedrni funkciondl v prostoru X. Pak mnoZina
Ef={zeX: f(z)=1}
je nadrovina rovnobéznd s podprostorem ker f.

Dukaz. Necht zo € X \ ker f je vybrano tak, ze f(xg) = 1. Pak podle dikazu Tvrzeni 3.1
lze kazdy prvek z € X vyjadrit ve tvaru

z = f(z)zo + v,
kde y € ker f. Odtud plyne, zZe kazdy prvek x € E; lze vyjadrit ve tvaru
T =T +Y,
coz podle Definice 3.4 znamen4, Ze £ je nadrovina rovnobézné s podprostorem ker f. [

Tvrzeni 3.6. Necht E C X je nadrovina rovnobéind s podprostorem Xy C X prostoru
X, kodim Xg =1 a 0 ¢ E. Pak existuje jediny linedrni funkciondl f takovy, Ze

E={zeX:f(zx)=1}
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Dikaz. Ponévadz E je nadrovina rovnobéznéa s podprostorem X, neprochazejici pocat-
kem, existuje podle Definice 3.4 prvek xg & X, tak, ze

E={rzeX:z=x+y, y€ Xo}

Jelikoz je kodim Xy = 1, lze kazdy prvek z € X vyjadfit ve tvaru (3.1), kde y € Xj.
Definujeme-li nyni funkcionél f vztahem

f(z)=a pro z€X,

je ztejmé, ze f je hledany linearni funkcional.
Dokéazeme jesté jednoznacnost. Necht ¢ je linedrni funkcional takovy, Ze

E={xe X :g(x) =1}
JelikoZ x¢ € E, plyne z posledni rovnosti g(x¢) = 1. Proto lze jednoduse ovéfit, Ze

gly) =0 pro ye Xo.
Z vyjadteni (3.1) a z definice fukcionélu f tedy pro libovolné = € X dostavame
g(z) = glaxy +y) = a = f(z).
Tim je tvrzeni dokazano. O]
Tvrzeni 3.5 a 3.6 lze formulovat takto:
Tvrzeni 3.7. Existuje bijektivni prirazeni mezi vSemi netrivialnimi linedrnimi funkcio-

naly a vsemi nadrovinami v linedrnim prostoru X neprochazejicimi bodem 0.

3.2. Konvexni mnoZiny
Definice 3.5. Necht X je realny linearni prostor a z,y € X. MnoZinu
{ax+py:a,0>0, a+ =1}

nazyvame uzavienou useckou spojujici body x a y.
Usecka bez krajnich bodt z a y se nazyva oteviend tsecka.

Definice 3.6. Mnozina E C X se nazyva konvexni, jestlize soucasné s libovolnymi dvéma
body x a y obsahuje také tisecku, ktera je spojuje.
Vnitrkem mnoziny £/ C X nazveme mnozinu

{r € E:Vy € X 3 > 0 tak, ze pro V|t| < e plati x + ty € E}.
Vnitfek mnoziny E znacime [(F).

Definice 3.7. Konvexni mnozina, jejiz vnitiek je neprazdnd mnozina se nazyva konverni
téleso.

B Priklad 3.2.

a) {f€C(a,b]) : |f(t)] <1, a <t <b} je konvexni mnozina v prostoru C(]a, b]).
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+oo
b) E={z€ly: Y |z4* <1} je konvexni téleso v prostoru ls.
k=1
+o0o
I(E)={zecly: Y |ul* <1}
k=1
¢) Hilberttv kvadr Il = {z € 5 : |z| < 5, k € N} je konvexni mnoZina v prostoru

I, ale neni konvexnim t&lesem. Vskutku, nechf y = (1,1,%,...,2,...) a necht
x +ty € 11, pak

t 1
$k+%’§2k—1 pro keN
a tedy
t t t 1 L
E = E+$k_xk < E—i-l’k +|$k’§ ok—1 " 9k—1 :2k—2’
tj.
|t‘§2k 5 bro kel
Odtud
< lim o =0

a tedy I(II) = 0.
Tvrzeni 3.8. Je-li E C X konvexni mnoZina, pak I(E) je také konvexni mnoZina.

Diikaz. Necht x1,29 € I(E) a x = ax; + frg, kde a > 0, > 0a a+ = 1. Pro dané
y € X pak existuji e; > 0 a g2 > 0 takova, ze

r1t+ty € E pro |t| <eq, Tot+ty € E pro [t <e,y.
Polozme € = min{ey, g2 }. Pak vzhledem ke konvexnosti mnoziny E dostdvame
r+ty=oa(x;+ty)+ Bxs+ty) € E pro Jt| <e,
tj. x € I(E). O
Tvrzeni 3.9. Prunik libovolného poctu konvexnich mnozin je konvexrni mnoZina.

Diikaz. Necht {E,}acr je systém konvexnich mnozin v X a necht £ = meo" Necht dale
ac

x,y € E libovolné. Pak z,y € E, pro kazdé o € I. Ponévadz jsou vSechny mnoziny F,
konvexni, usecka spojujici body x a y je podmnozinou kazdé mnoziny FE,, a tedy je i
podmnozinou mnoziny FE. O

» Uloha 3.1. Udejte ptiklad, kdy priinik konvexnich téles neni konvexni téleso.

Definice 3.8. Necht A C X. Prinik v8ech konvexnich mnoZin obsahujicich mnoZinu A
nazveme konvernim obalem mnoziny A.
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» Uloha 3.2. Ovéite, ze pro libovolnou mnozinu A C X existuje konvexni mnoZina,
kterd ji obsahuje (v krajnim pfipadé bude touto mnozinou cely prostor X).

Definice 3.9. Necht 1,7, ..., 7,41 € X. Rekneme, Ze tyto body jsou v obecné poloze,

jestlize ze vztaht
n+1 n+1

=1 =1

plyne, ze Ay =0prok=1,2,...,n+ 1.

Definice 3.10. Necht z1,2,...,2,41 € X jsou body v obecné poloze. Jejich konvexni
obal budeme nazyvat n—-rozmeérny simplex a body x1,xs,...,x,+1 nazveme vrcholy sim-
plezu.

Poznamka 3.1. Simplex o nulové dimenzi je jeden bod. Jednodimenzionédlni simplex je
usecka.

Tvrzeni 3.10. Simplex s vrcholy x1, %o, ..., T, € X je mnoZina vSech bodi, které lze
vyjadrit ve tvaru

n+1 n+1

Zakxk, kde op >0 pro k=1,....,.n+1 a Z(xkzl. (3.2)

k=1 k=1
Diikaz. Snadno lze ovéfit, ze mnozina F bodu tvaru (3.2) je konvexni a obsahuje body
X1, T, ..., Tpe1. Naopak kazdé konvexni mnozina obsahujici body x1, 2o, . .., x,+1 musi
obsahovat také vSechny body tvaru (3.2). Mnozina E je tedy nejmensi konvexni mnozina
obsahujici body x1, 2o, ..., Tpi1. O

3.3. Konvexni funkcionaly

Definice 3.11. Necht X je redlny linearni prostor a p je nezdporny funkciondl (tj. p :
X — R, ). Funkcional p se nazyva konvezni, jestlize plati:

L p(z +y) < p(z) +p(y) pro z,y € X,

2. plax) = ap(z) prox € X a a > 0.
Poznamka 3.2. Neptedpokldadame, Ze pro vSechna x € X je hodnota p(z) kone¢na.
B Priklad 3.3.

a) Necht X =R" a || - || je néjaka norma v X, pak

def
p(z) = |lz|| proz e X

je konvexni funkcional.

b) Necht
m = {x: (x1,22,...):x; € Rproi € Nysup |zg| < —i—oo},
keN

pak
def
p(z) = sup |z,| proz €m
neN

je konvexni funkcional.
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Véta 3.11. Necht X je linedarni prostor, k je kladné ¢islo a p je konvexni funkciondl. Pak
mnozina

E={xe X :p() <k}

je konvexni. Je-li funkciondl p konecny, pak E je konvexni téleso a
I(E)={z€ X :p(x) < k}.
Dikaz. Necht z,y € E,a>0,3>0aa+ (3 =1. Pak

plax + By) < ap(x) + Bply) < ok + pk =k,

tj. ax + By € E. Mnozina FE je tedy konvexni.
Predpokladejme déle, Ze fukcional p je koneény. Necht x,y € X, p(x) < k at > 0. Pak

plz+ty) <px) +iply),  plr—ty) < plz)+tp(—y).

Jestlize je p(y) = 0 a p(—y) = 0, pak p(z £ ty) < k, tj. x £ty € E pro kazdé t > 0. V
opacném piipadé polozme
_ k—p()

max{p(y), p(—y)}

Pak
p(x) +tp(Fy) < p(r) +tmax{p(y),p(-y)} <k pro t<e,

tj,xttye Eprot <e.

Proto x € I(F) a E je tedy konvexni té€leso. Navic jsme jiz dokazali, ze {z € X :
p(z) < k} C I(E). Opac¢nd inkluze je zfejma. Vskutku, necht z € I(F). Pak existuje
t > 0 takové, ze x + tx € E. Proto

< k.

(z) L ( +t)<—k
) = e e
P 1+¢7 =1+t

Tim je véta zcela dokézana. O]

Definice 3.12. Necht £ C X je konvexni téleso a 0 € I(F). Funkcional

pe(T) & inf {r >0:2¢ E} pro xz € X (3.3)
7

se nazyva Minkovského funkciondl pro konvexni téleso E.
Tvrzeni 3.12. Minkovského funkcional (3.3) je konecny a konvexnd.

Diikaz. Jelikoz 0 € I(E), pro libovolné = € X existuje t > 0 tak, ze tx € E. Jinymi slovy,
pro kazdé x € X plati £ € E, kde r = % To vsak znamend, zZe je funkcional pr konecny.
Nezapornost plyne primo z definice. Dale pro kazdé x € X a A > 0 plati

) AT ) r
pE()\x):mf{r>0:T€E}:1nf{)\<x>>O: EE}:

:inf{)\r’>0:§€E}:Ainf{r/>0:§€E}:)\pE(x).

13| 8

Necht nyni z,y € X a ¢ > 0 je libovolné. Pak existuji ¢isla a > 0 a b > 0 takova, Ze
z4ela
pe(r) <a<pg(z)+e, pe(y) <b<pe(y) +e.
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Polozme ¢ = a + b. Pak ,
T + ax x
y:_+_yzoé_+ﬁg,
c ac  be a b

kde « > 0, 8 > 0 a a+ 3 = 1. To vsak znamena, 7Ze prvek "B—ng je bodem tusecky s krajnimi

body £ a L. Ponévadz £,% € F a F je konvexni mnozina, plati “¥ € E. Odtud

pe(x+y) <c=a+b<pgp(x)+pely) + 2.

Vzhledem k libovolnosti € tedy dostavame pg(x + y) < pr(z) + pe(y). Tim je véta zcela
dokézana. n

3.4. Hahn—Banachova véta

Definice 3.13. Necht X je realny linearni prostor a Xy je jeho podprostor. Necht déle f
je linearni funkcional v prostoru Xj. Linearni funkcional f definovany v celém prostoru
X se nazyva prodlouzeni funkcionalu fy, jestlize

f(@) = fo(z) pro z € X,.

Véta 3.13 (Hahn-Banachova). Necht X je redlny linedrni prostor a Xq je jeho podpro-
stor. Necht ddle p je koneény konvexni funkciondl v X a fo je linedrni funkciondl v Xy,
pricemz

fo(x) <p(x) pro ze€ Xo. (3.4)

Pak existuje linearni funkciondl f definovany v X, ktery je prodlouzZenim funkciondlu fo
a ktery splnuje nerovnost
f(x) <p(x) pro zeX. (3.5)

Diikaz. Predpokladejme, ze Xy # X. Dokédzeme, ze 1ze funkcindl f, prodlouzit na néjaky
vétsi podprostor X’ pii zachovani nerovnosti f'(x) < p(z) pro z € X'.

Necht y, z € X,. Pak vzhledem k (3.4) a konvexnosti funkcionalu p pro kazdé u € X
dostavame

fo(z) = foly) = fo(z —y) <p(z —y) =p(z +u—y —u) <p(z+u) +p(—y — u).
Jinymi slovy
—fo(2) +p(z +u) > —fo(y) —p(—y —u) pro weX. (3.6)
Polozme

ci(u) =inf{—f(z) + p(z +u) : z € Xo} pro u€ X,
ca(u) = sup{—f(y) —p(—y —u) : y € Xo} pro weX.

Potom z nerovnosti (3.6) plyne

c1(u) > co(u) pro we X. (3.7)

Necht nyni u € X je n&jaky prvek a nechf X’ je podprostor vytvoreny podprostorem
Xo a prvkem u, tj.
X' ={x+tu:x e Xy teR}
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Necht dale ¢ € [c2(u), c1(u)] a f' je funkcional definovany vztahem
f'(x+tu) =tc+ fo(x) pro z+tue X'
Lehce 1ze ovéfit, ze [’ je linearni funkcionél definovany v X'. Ukézeme, Ze
f'(z) <p(x) pro ze X' (3.8)
Vskutku, tato nerovnost je ekvivalentni s nerovnosti
te < p(x +tu) — fo(xr) pro x € Xy, t €R,

coz je dale ekvivalentni s nerovnostmi

CSP(%—I—U)—fo(%) pro z¢€ Xy, t>0,

x x (3.9)
CZ—p(—?—u>—fo<z> pro z¢€ X, t<O0.
Jelikoz je prostor Xy linearni, 1ze nerovnosti (3.9) prepsat takto
c<plx+u)— folz ro = € X,
<plz+u) = folz) p 0 (3.10)

¢c>—p(—x —u) — fo(z) pro =z € X,.

Jelikoz co(u) < ¢ < ¢1(u), plati zfejmé (3.10), coz vzhledem k vyse zminénym ekvivalencim
zaruCuje platnost nerovnosti (3.8).

Dokazali jsem tak, ze lze f; prodlouZit na vétsi podprostor X’ se zachovanim nerovnosti
(3.8).

Pro dokonceni diikazu budeme potiebovat nasledujici lemma.

Lemma (Zornovo). Jestlize md kazdd linedrné usporddand podmnoZina v ¢dstecné uspo-
radane mnozine M horni zavoru, pak mnozina M obsahuje nejuétsi prvek.

Definice. Necht M je mnozina a ¢ je binarni vztah na této mnoziné. Binarni vztah
¢ nazveme CasteCnym usporadanim na mnoziné M a oznacime ho ,,<“ jsou-li splnény
nasledujici podminky:

1. reflexivita: a < a,

2. tranzitivita: je-lia < ba b <c, pak a < ¢,

3. antisymetrie: je-lia < ba b < a, pak a = 0.
Definice. Necht M je ¢astecné usporadand mnozina. Jeji podmnozinu A, v niz jsou kazdé
dva prvky srovnatelné nazyvame linearné usporadanou podmnozinou.

Definice. V c¢astecné usporadané M nazyvame mnoziné prvek a € M horni zavorou
podmnoziny My C M, jestlize pro kazdé a’ € M, plati o’ < a.

Nyni jiz mizeme dokonc¢it dikaz véty. Systém L vSech moznych prodlouzeni f’ funkcio-
nalu fy sliiujicich podminku (3.8) je ¢asteéné usporadan a kazda jeho linedrné usporadana
podmnozina Ly ma nejvétsi prvek. Tento nejvétsi prvek je funkcional, jehoz defini¢ni obor
je sjednoceni defini¢nich oboru funkcionali f’ € Ly. Podle Zornova lemmatu existuje v
celém systému L nejvétsi prvek f. Tento nejvétsi prvek je hledanym funkcionalem. O]
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Definice 3.14. Necht M, N C X. Rekneme, Ze linearni funkcional f oddéluje mnoZiny
M a N, existuje-li takové ¢islo ¢ € R, ze

flx)>¢c pro x€M a f(r)<c pro x€N.

Tvrzeni 3.14. Linedrni funkciondl [ oddéluje mnoZiny M a N pravé tehdy, kdyz oddéluje
mnoziny M — N ={z—y:x € M,ye N} a {0}.

Tvrzeni 3.15. Linedrni funkciondl f oddéluje mnozZiny M a N pravé tehdy, kdyz pro
kazdé xy € X oddéluje mnoZiny M — {zo} a N — {xo}.

7 Hahn—Banachovy véty snadno dostaneme:

Véta 3.16. Necht M, N C X jsou konvezni mnoZiny a MNN = (), pricemZ alespori jedna
z nich md neprdazdny vnitiek (tj. je konvexnim télesem). Pak ezistuje nenulovy linedrni
funkciondl f oddélujici mnoZiny M a N.

Diikaz. Bez Gjmy na obecnosti mtizeme ptedpokladat, ze I(M) # 0 a 0 € I(M). Zvolme
Yo € N. Pak ziejmé —yo € (M — N)a0e€ I(M — N +{yo}). Z pfedpokladu M NN = ()
plyne 0 ¢ M — N ayg & M — N + {yo}. Necht p je Minkovského funkcional pro mnozinu
M —N +{yo}. Pak, protoze yo € M —N+{yo}, 0 € M —N+{yo} a mnozina M —N+{y}
je konvexni, plati

p(yo) > 1.

Vskutku, jestlize p(yo) < 1, pak existuje ¢ € ]0,1[ takové, ze - € M — N + {yo}.

Vzhledem k tomu, ze 0 € M — N + {yo} a mnozina M — N + {yo} je konvexni, dostdvame
f%z € M — N + {yo} pro kazdé g € [0, 1], a tedy v ptipadé § = 1 — e obdrzime spor.
Zavedeme linearni funkcional fy vztahem

folayo) = ap(yo)-

Je definovan v jednorozmérném prostoru vytvoreném prvkem g, a spliiuje

folaye) < p(ayy) pro a € R.

Vskutku, je-li @ > 0, pak fo(ayo) = ap(yo) = p(ayo). Je-li a < 0, pak fo(aye) = ap(yo) <
0 < p(ayp). Podle Hahn-Banachovy véty lze funkcional f, prodlouzit na cely prostor X,
pricemz

f(@) <p(x) pro zeX

flayo) = ap(yo) pro «a€R.

Odtud f(yo) > 1a f(y) <1lproy € M — N +{yo}. Funkcionél f proto oddéluje mnoziny
{yvo} a M — N 4+ {yo} a oddéluje tedy také mnoziny {0} a M — N. Pak vSak funkcional
f oddéluje mnoziny M a N. Tim je véta dokazana. O]

3.5. Spojité linearni funkcionaly

Definice 3.15. Necht (X, | - ||) je normovany prostor a f : X — R je n&jaky funkcional.
Funkcional f se nazyva spojity v bodé xy € X, jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0
tak, Ze pro vSechna x € X spliujici ||z — zo|| < § plati

|f(z) — f(mo)| < e

Funkcional f se nazyva spojity v prostoru X, jestlize je spojity v kazdém bodé zy € X.
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Definice 3.16. Necht (X, | - ||) je normovany prostor a f : X — R je n&jaky funkcional.
Funkcional f se nazyva ohraniceny, jestlize obraz kazdé ohranicené mnoziny A C X je
ohrani¢ena mnozina v R.

Tvrzeni 3.17. Jestlize je linedrni funkciondl f spojity v daném bodé xq € X, pak je
spojity v prostoru X.

Dukaz. Necht je linearni funkcional f spojity v bodé zq € X, tj. pro € > 0 existuje 6 > 0
takové, ze jestlize x € X spliiuje ||z — x¢|| < d, pak |f(z) — f(xo)]| < e.

Necht z; € X je libovolny prvek. Pak pro kazdé y € X spliujici ||y — z1]| < d
plati také ||(y — x1 + x0) — zo|| < J a ze spojitosti funkciondlu f v bodé xy dostavame
|f(y — x1 + x9) — f(zo)] < e. Funkciondl f je vSak také linedrni, proto odtud plyne
|f(y) — f(z1)] < ¢, coz znamena, Ze je f spojity v bodé ;. O

Véta 3.18. K tomu, aby linearni funkciondl f byl spojity v prostoru X, je nutné a stact,
aby existovalo takové okoli bodu 0, v némz je funkcional f ohraniceny.

Dikaz. Necht je funkciondl f spojity v prostoru X. Pak je f samozfejmé spojity v bodé
0, tj. existuje 6 > 0 takové, ze |f(z)| < 1 pro kazdé = € X splijici ||z|] < 0. V kouli
B0, 4] je tedy funkcionél f ohraniceny.

Naopak, necht existuje ¢ > 0 a koule B[0, r| tak, ze

|f(z)] <c¢ pro z € B[0,7]. (3.11)

Necht € > 0 libovolné. Polozme ¢ = <. Pak pro kazdé x € X spliiujici ||z|| < § plati také
||—x|| < raz(3.11) dostavame |f( )’ < c. Funkcional f je vsak také linearni, proto
odtud plyne |f(z)| < e, coZ znamena, ze je f spojity v bodé 0. Vzhledem k Tvrzeni 3.17
pak dostavame spojitost funkcionalu f v prostoru X. O

Tvrzeni 3.19. K tomu, aby funkcional f byl spojity v bodé xoy € X, je nutné a staci, aby
pro kaZdou posloupnost {x,}'2 C X konvergugici k bodu o platilo lirf f(zn) = f(x).

Definice 3.17. Necht [ je spojity linedrni funkciondl v linedrnim normovaném prostoru
(X, |- . Cislo
sup{|f(z)] : v € X, [lz]| < 1}

nazveme normou funkciondlu f a znac¢ime || f||.

Poznamka 3.3. Bude-li tfeba zduraznit, ze funkcional je definovan v prostoru X, pak
budeme psat || f||x-

Tvrzeni 3.20.

[F@)

1511 = sup {115

v € X, x;éO}

Tvrzeni 3.21.
f@)] < fIl- lz]| pro =€ X.

B Piiklad 3.4.
a) Necht X =R", (z-y) = Zxkyk,aeR” f(z) = (z-a) pro z € R".
Vzhledem ke Cauchy—BunJakovskeho nerovnosti plati
[f(@)] = [(z-a)] < |lz]| - [la]|  pro x € X,
tedy f je ohraniceny na jednotkové kouli a vzhledem k Véte 3.18 je spojity. Vzhledem
k Definici 3.17 mame || f|| < ||a|| a ponévadz | f(a)| = ||a||?, plati || f]] = ||a]| -
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b) Necht X = (C([a, b)), - ), vo € C([a,b]) z( s)ds pro x € C(a,b]).

@%@

Ponévadz

b

#@) <| [ 2Gs)ds| < ] [ lw(s)lds pro @ € Cllab),

a

je f spojity a || f|| < f lyo(s)|ds.

(Dokazte, ze ve skutecnosti || f|| = f lyo(s)|ds.)
¢) Necht X = (C([a,b]), [ - 1), to € [a,0], f(x) = x(to). Ziejmé |f(x)| = [z(to)| < [l]]
a tedy f je spojity a || f|| < 1. Ponévadz |f(1)| = 1, plati || f|| = 1.

d) Necht X je unitdrni prostor, a € X a f(x) = (z - a). Stejné jako v pfipadé a) je
LF1I= llall.

Poznamka 3.4. Podle Tvrzeni 3.7 kazdému linedarnimu funkcionalu f definovanému v
linearnim prostoru X lze priradit nadrovinu v X urcenou rovnici

f(z)=1.

Vzdalenost této nadroviny od bodu 0 je ¢islo d = inf{||z|| : f(z) = 1}. Vzhledem k odhadu
|[f(2)] < [|f]l - |||l plati: Jestlize x je prvkem této nadroviny, pak

el > o
x
1171
a tedy
Q> -1 (3.12)
LA '
Na druhé strané podle Tvrzeni 3.20 k libovolnému ¢ > 0 existuje z. € X, x. # 0, takové,
ze
|f( )l
Necht y = 7oy Potom odtud mame Wyl (| f]l — 5) <la f(y) =1,tj.
ol < fly) =1
ll < 7 — y) =1
171l =
Proto
- 1
||f|| —e
Vzhledem k libovolnosti € dostavame d < Kl fH a tedy, s ohledem na (3.12), je
1

d=—r.
nal
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3.6. Hahn—Banachova véta v normovaném prostoru

Uvedeme nejprve nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 3.22 (ProdlouZeni po spojitosti). Necht X je redlny normovany prostor a fo je
linedrni ohraniceny funkciondl definovany v linedrni varieté Xy, pricemz Xg = X. Pak
existuje linearni ohraniceny funkciondl f definovany v X tak, Ze f(x) = fo(x) pro x € Xy
a

1f1lx = [l follxo- (3.13)

Diikaz. Je zfejmé, ze pro x € Xy polozime f(z) = fo(z). Nechtf nyni z € X'\ X, libovolné.
PonévadZ je mnoZina X, hustd v X, existuje posloupnost {x,}> prvkt z X, takova, ze

nEIEoo Ty = X. (3.14)
Polozime
fo) = lim_foe.). (.15

Ukézeme, Ze je tato definice korektni, tj. Ze limita v (3.15) existuje a je nezavisla na
vybéru posloupnosti konvergujici k prvku z. Je ziejmé, ze

[fo(xn) = fo(xm)| <l follxo [ln = 2mll  pro m,n €N,

Odtud a (3.14) plyne, 7e je posloupnost {fo(x,)}, 2] cauchyovskd, a tedy i konvergentni,
tj. limita v (3.15) existuje. Necht nyni {Z, },7>9 je jina posloupnost prvki z X, konvergujici
k x. Oznacme

To = nl_lﬁloo fo(zn), Ty = nl_lgloo fo(Tn).
Pak
20— To| = | lim_fo(ea) = Tim fo(@)| <

< T {folwn) = fo(@) < lm[|follx, [l — all = 0,

tj. 9 = Tp. Mame tedy korektné definovany funkcional f na X, ktery je linearni a je
prodlouzenim funkcionalu fy.
Ukéazeme nyni, ze je funkciondl f spojity a plati (3.13). Je zfejmé, ze

[f(2)] = | lim fo(zn)

n—-—+o00

< lim [fo(za)| < [[follxe lim [[zn]] = || follx, [z,
n—-+00 n—-+0o00

tj. funkciondl f je ohranic¢eny a plati || f||x < ||fol|x,. Déle

Ifllx =sup {|£()| sz € X, ||z <1} =
> sup {|7(2)] - 2 € Xo, 2] <1} =

= sup {[fo(2)] : 2 € X, Il <1} = [follx, - (3.16)

Je tedy splnéna rovnost (3.13) a tvrzeni je dokazano. O
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Véta 3.23 (Hahn-Banachova). Necht X je redlny normovany prostor a fy je linedrni
ohraniceny funkciondl definovany v linedrni varieté Xo C X. Pak existuje linedrni ohra-
niceny funkciondl f definovany v X tak, Ze f(z) = fo(x) pro x € Xy a plati (3.13).

Diikaz. Necht ¢ = || fo|| x,- Definujme fukciondl p v prostoru X vztahem
p(z) =c||z|| pro ze€ X.

Je zfejmé, ze p je konecny konvexni funkcional. Vzhledem k Vété 3.13, existuje linearni
funkcional f definovany v celém prostoru X, ktery je prodlouzenim funkcionalu fy a plati
(3.5).
Je ziejmé, ze
[f(@)] < [[follxollz]]  pro z € X,

tj. funkcional f je ohraniceny a plati || f||x < || fol|x,- Navic plati (3.16), a je tedy spliiéna
rovnost (3.13). O

Dusledek 3.24. Necht X je normovany prostor. Pro libovolné xi,x5 € X, 11 # 9,
existuje spojity linedrni funkciondl f takovy, Ze f(x1) # f(x2).

Dikaz. Pro dikaz véty staci ukazat, ze ke kazdému zy # 0 existuje spojity linearni
funkcional f takovy, ze f(xq) # 0.

Necht o # 0 libovolny a necht Xy = {Azy : A € R}. Definujme linedrni ohrani¢eny
funkcional fy v X, vztahem

fo(Azg) = A pro X eR.

Pak podle Hahn-Banachovy véty existuje prodlouzeni f funkcionalu f, na cely prostor X
se zachovanim normy. Navic plati

f(z0) = fo(zo) =1 #0.
Tim je véta dokazana. O]

Poznamka 3.5. Z predeslého disledku zejména plyne, ze v X # {0} existuje nenulovy
spojity linearni funkcional.

Dusledek 3.25. Necht M je linedrni varieta v redlném normovaném prostoru X, pricemz
M # X. Necht ddle xo & M je prvek prostoru X takovy, ze d > 0, kde

d:inf{H:co—uH:ue M}. (3.17)

Pak existuje v X spojity linedrni funkciondl f s vlastnostmi

1) f(xo) =1;
2) f(z) =0 pro kazdé x € M;
3) | fll =1/d.

Dikaz. Polozme
My = {x+/\m0:x€M, aER}.
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je ziejmé, ze My je linearni varieta v prostoru X. Na M, definujeme linearni funkcional
fo nasledujicim zptsobem. Pro z := x 4+ A\zg € M, polozime

fo(Z) =\
Je ziejmé, ze fo(xg) =1 a fo(x) =0 pro z € M.
Ukéazeme nyni, Ze je funkciondl f, ohranic¢eny a plati || fo|| = 1/d, kde ¢islo d je dano

vztahem (3.17). Nechf z = x + Azg je prvek prostoru M, nepatfici M (tj. A # 0). Pak
plati
Alll=ll =l gl < =

Il 5 ol o= (=5)I — 4
nebot —% € M. Odtud je zfejmé, ze je funkcional f; ohraniceny a plati || fo| < 1/d. K
diikazu nerovnosti || fo|| > 1/d vyuZijeme definice infima a vybereme posloupnost {u, } 723
prvki prostoru M takovou, ze

[fo(2)] = Al =

lim ||zg — u,|| =d.
n——+0o00
Je ziejmé, Ze
1= fo(zo — un) < |l foll llzo — uall-
Prejdeme-li nyni v posledni nerovnosti k limité pro n — +o0, dostaneme 1 < || fo||d.

Podle Hahn-Banachovy véty existuje prodlouzeni f funkcionalu fy na cely prostor X
se zachovanim normy. Je proto zifejmé, Ze f spliiuje podminky 1)-3). ]

4. Adjungovany prostor

Definice 4.1. Necht X je linedrni prostor, fi, fo jsou linedrni funkcionéaly a A € R (resp.
A € C). Souctem funkcionélu f; a f; nazyvame takovy funkciondl f, ktery v kazdém bodé
x € X nabyva hodnoty

f(z) = fi(z) + fo)

a soucinem skalaru A a funkciondlu f; nazyvame takovy funkcional g, ktery v kazdém
bodé x € X nabyva hodnoty

g(x) = Mr(x)-

Je zfejmé, ze fi1 + fo a Af; jsou linearni funkcionaly. Kromé toho, je-li prostor X
normovany, pak ze spojitosti funkcionald f; afs plyne, ze jsou funkcionaly fi; 4+ fo a Af;
rovnéz spojité.

Lehce 1ze ovérit, ze mnozina vsech spojitych linearnich funkcionali v normovaném pro-
storu X je linearni prostor. Tento prostor nazyvame prostorem adjungovanym k prostoru
X a znacime ho X*.

Poznamka 4.1. Z Poznamky 3.5 plyne, ze jakmile prostor X je netrivialni, pak také

X* % {0},

Necht (X, ||-]|) je normovany prostor a X* je prostor adjungovany k prostoru X. Lehce
lze ovérit, ze X* bude normovanym prostorem vzhledem k normé

||f||zsup{% reX, x%o}.
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Véta 4.1. Adjungovany prostor (X*, | - ||) je uplng.

Diikaz. Necht {f,}> C X* je cauchyovské posloupnost, tj. ke kazdému & > 0 Ize najit
n. € N takové, ze || fn — fim|| < € pro vSechna n > n. a m > n.. Odtud pro libovolné
x € X dostavame

[fm (@) = fo(2)] < | fm = Full l2l] < ellzl pro m =ne, n=mne, (4.1)
tj. pro libovolné = € X je posloupnost {f,(z)},2 (realnych ¢isel) cauchyovska, a tedy i
konvergentni.
Polozme

fla)= lim fu(z) pro z€X.

Dokazeme, ze f € X*. Linearitu lze dokazat pfimo. Pro libovolné prvky =,y € X a skalary
a, (3 plati

flax+py) = lim fo(ax+fy) = lim (ozfn(a?) + /3fn(y)) =
=a lim fu(z)+0 lm fu(y) =af(@) +5f ().

n—-+00
Nyni dokéZeme spojitost. Piejdeme-li v (4.1) k limité pro m — +o0o, dostaneme
|f(x) = fu(x)| <e|lz|| pro n>n., zeX, (4.2)

tj. funkciondl f— f,, je ohraniceny. Pak je v8ak také ohrani¢eny funkciondl f = (f—f.)+ fn,
a podle Véty 3.18 je tedy f spojity. Déle z (4.2) a Tvrzeni 3.20 plyne

”f_an Sg pro nZna,

tj. f je limitou posloupnosti { f,,}./>] v prostoru X*. Tim je véta dok4zana. m
Poznamka 4.2. Véta 4.1 plati nezavisle na tom, zda prostor (X, || - ||) je Gplny nebo neni
uplny.

Tvrzeni 4.2. Necht prostor Xy neni uplng a X je jeho uplny obal. Pak X* a X{ jsou
1zomorfni.

Diikaz. Necht f, € X;. Ponévadz je X, hustd v prostoru X, lze funkciondl fy (jedingm
zplisobem) spojité prodlouzit do celého prostoru X (viz Tvrzeni 3.22). Oznac¢me toto
prodlouzeni f. Je ziejmé, ze f € X* a || fol|x; = || f||x-. Naopak, kazdy funkcional f € X*
je prodlouzenim néjakého funkcionadlu f, € X§. Zobrazeni f, — f je tedy izomorfni
zobrazeni prostoru X na cely prostor X*. O]

B Priklad 4.1. Necht X je n-rozmérny prostor a e, es,...,e, jeho baze. Definujme
linearni funkcionaly g1, go, ..., g, tak, Ze

(e8) 1 pro 1=k,
i\Ck) =
Jick 0 pro i#k.

Ztejmé funkciondly g1, ¢o, ..., g, jsou linedrné nezavislé. Necht f € X* libovolné, pak je
ziejmé, ze

n
Xr = E €T;€;,
i=1

f@) =" flen)m.
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Na druhé strané gx(z) = x; pro k = 1,2,...,n a tedy

3

k=

—_

coz znamend, ze funkciondly g¢i,g¢s,...,g, tvori bazi prostoru X*, tj. X* je také n—
rozmérny prostor. Baze g1, g, .. ., g, se nazyva dudalni k bazi ey, es, ..., e,.

Poznamka 4.3. Ruzné normy v prostoru X indukuji rtizné normy v X*.

» Uloha 4.1. Necht ||z|| je norma prvku z v prostoru X a ||f|| je norma prvku f v
prostoru X*. Ovérte nasledujici dvojice norem:

a) =l = (in) : I1f]| = (Zﬁ?)

N[

1
q
)

- - 1 1
o tai= (Sinr) = (Sr) e Lelo
k=1 k=1

n
¢) |zl = sup |z, HEDN
k=1,....n
k=1
n
o) el = lal, Ifll = sup [fl-
k=1,....n
k=1
V téchto vzorcich znac¢i symboly x1,...,x, soufadnice prvku z € X v bazi eq,...,e,,
zatimco symboly f1, ..., f, znac¢i souradnice prvku f € X* v dudlni bazi g4, ..., gn-

B Priklad 4.2. Necht

Coz{a::(:rl,xg,...):xiERproiGN, klim xkzo}

——+00

a ||z|| = sup |z,| pro x € Cy. Dokazme, ze C§ je izomorfni s prostorem
neN

+0o0
11: {f:(f17f2a"'):fieRprOi€N> Z|fk‘ <+OO}7

k=1
+00
kde | f[| = kZ | fil pro f € 1.
—1
Necht f € [; libovolné. Pak
flz) = Z fexr pro x € Cy (4.3)
k=1

je linearni funkcional v Cy. Ziejmé
F@)| < lall- D15l oz e G,
k=1
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a tedy vzhledem k Vété 3.18 je fspojity. Proto ]?E C} a navic HfH < |Ifll-
Necht e, € Cj jsou takové, ze

er =(0,0,...,1,0,...) pro keN.

" i

A €k (jestlize fr =0, pak fi/|fx] def 0).
-1

Je zfejmé, ze 2 € Cy, [|z™]| <1 a

=3 ) = 1Al b0 nen
7

Tedy pro kazdé € > 0 existuje z. € Cy takové, ze ||z.|| <1 a

fl@) > |1fl -«

Odtud || f]| > ||f|| = € a vzhledem k libovolnosti ¢ mame

171 = 11£1-

Proto platf [|f]| = /] N

Tim zplsobem jsme sestrojili izometrické zobrazeni f — f prostoru [; do prostoru
C§. Dokazeme, ze obraz [y je pri tomto zobrazeni totozny s celym Cf, tj. ze kazdy f € Cj
lze vyjadrit ve tvaru (4.3), kde f = (f1, f2,...) € l;.

Pro kazdé x € Cy mame

N
Tr — E TkCL
k=1

lim
N—+400

= NEIEmsup{|xk| k> N} =0,

a proto
+oo
Tr = E L€l .
k=1

Ponévadz fe C} je spojité, plati

N +00
J? N_)+OO (Z $k€k> = ;xkf(ek) N_jroo ;xkf(ek>a

tj.

Takto ma libovolny fe Cg tvar (4.3), kde fi, = f(ek) pro k € N. Na zavér staci dokazat,
ze o

Z ‘f(ek)’ < +00.

k=1
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Polozme pro N € N
N~
(N) _ f(ex) . Ay o = = def
o0 =30 Lo estiize Flex) = 0, pak flew)/|T(en)] % 0).
i |f(en)]
Je ziejmé, ze 2N € Cy, |[+™)] <1 a

> [fen| =3 |§E;r Fle) = Fe™) < |||l pro NeN,

+oo o
t]. kZ |f(er)| < +o0.
=1
B Priklad 4.3. Prostor [} je izomorfni s prostorem

m = {x = (v1,%2,...) :x; € Rproi € N, sup |zx| < +oo},
keN
kde uvazujeme normu ||x|| = sup |zx| pro = € m.
keN

B Priklad 4.4. Necht p > 1,
pouzitim Hélderovy nerovnosti).

5+ = 1. Pak [} je izomorfni s [, (snadno se ovéfi s

4.1. Prostor adjungovany k Hilbertovu prostoru

Véta 4.3. Necht H je redlny Hilbertiv prostor. Pak ke kaZdému f € H* existuje pravé
jeden xo € H tak, Ze

flz)=(x-x9) pro z € H, (4.4)
pricem? || f|| = |zoll.
Dikaz. Necht f € H* libovolné. Jestlize f = 0, pak xy = 0. Necht je tedy f nenu-
lovy. Vzhledem ke spojitosti funkcionalu f je ker f uzavieny linearni podprostor v H.
Podle Tvrzeni 3.3 je navic kodimker f = 1. Proto, vzhledem k Disledkim 2.18 a 2.20,
je dim(ker f)* = 1. Odtud plyne, Ze existuje 0 # yo € (ker f)1 takové, ze kazdy prvek
x € H lze jednoznacné vyjadrit ve tvaru

T =1y + A\yo, (4.5)
kde A € R a y € ker f. Polozme
. f(yo)
Lo = 79 Yo-
1%l

Pak, vzhledem k (4.5), pro libovolné = € H mame f(z) = Af(yo) a
A
(z-x0) = <y+)\y0 f (o) ) _ f (o)

vl ™)~ ol
plati tedy (4.4).
Ukézeme nyni jednoznacnost. Jestlize f(x) = (z-x;) pro x € H, pak (z-x; —2¢) =0
pro kazdé = € H, a proto také (x; — x¢ - 1 — x9) = 0. Odtud z; = x.
Uzitim Cauchy—Bunjakovského nerovnosti dostaneme

(yo : yo) = )\f(yo)>

[f(2)] = |(z - zo)| <[]l [lxoll pro x € H,

a tedy [|f|| < |lwo|l- Na druhé strané |f(zo)| = ||zol|?, a proto || f|| = ||xol|. Tim je véta
zcela dokazana. O
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Poznamka 4.4. Je ziejmé, ze libovolné xy € H definuje linearni funkcional f vzorcem
(4.4). Protoze | f(z)| < ||z||-||xo]| pro z € H je tento funkcional ohrani¢eny a tedy vzhledem
k Vété 3.18 spojity. Proto zobrazeni f «— 1z definuje izomorfizmus mezi prostory H a
H*.

4.2. Druhy adjungovany prostor

Necht (X, || -||) je normovany prostor. Pak uz vime, ze X* je také normovanym prostorem
a mé smysl uvazovat X** jako (X*)*. Prostor X** se nazjva druhy adjungovany prostor
k prostoru X.

Vsimnéme si, ze kazdy prvek xy € X urcuje néjaky spojity linearni funkcional defino-
vany v prostoru X*. Vskutku, polozme

Fuo(f) = f(xo) pro feX*

Je ziejmé, ze F,, : X* — R a tedy £}, je funkcional definovany v prostoru X*. Protoze

Fxo(af + ﬂg) = Oéf<x0) + 69(330) = O41710(f) + 6Fxo(g>7

je tento funkcional linearni.
Ukazme, ze F,, je spojity v prostoru X*. Opravdu, necht £ > 0 a necht Uﬁ je ”;—0”—
o

okoli bodu 0 v prostoru X*, tj.

. €
U: =3feX ||f||<— .
Tzol N
Je zfejmé, ze
|Feo ()] = [f(wo)| <& pro felU-,

avsak to znamena, ze F), je spojity v bodé 0 a tedy i v celém prostoru X*.

Tato konstrukce dava zobrazeni prostoru X do prostoru X**, které nazyvame prirozené
zobrazeni a znaCime T, tj.

T X — X

Vzhledem k Diisledku 3.24 pro libovolné z1, x5 € X, x1 # 9, existuje funkcional f € X*
takovy, ze f(x1) # f(x2), tj. podle definice ptirozeného zobrazeni m(x1) # m(x2) a tedy
zobrazeni 7 je prosté.

Definice 4.2. Prostor X se nazyva reflexivni, jestlize m(X) = X** a 7 je spojité.

Tvrzeni 4.4. Prirozené zobrazeni m normovaného prostoru X do prostoru X** je izome-
tricke.

Diikaz. Necht x € X libovolné (pevné). Ukazeme, ze
(@) |+ = fl]x - (4.6)

Jestlize x = 0, pak (4.6) zfejmé plati. Predpokladejme tedy, ze x # 0.
Necht f € X* a f #0. Pak |f(z)| < || fIl =] x, a tedy

@) _ Im@)()]

lzllx = =

1/l 1/l
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Odtud dostaneme

I ()]

m(x
X**—sup{% cfe XT, f%O}gHmHX. (4.7)

Nyni naopak. Podle Hahn—Banachovy véty lze k danému z najit funkcional f, € X*
takovy, ze

[fo(@)| = Il foll |/l x -

K tomu sta¢i na prostoru Xy = {A\z : A € R} definovat linedrni ohranic¢eny funkcionél
fz vztahem f,(Ax) = X pro A € R, a pak tento funkcional prodlouzit na fy definovany v
celém prostoru X (se zachovanim normy). Proto

@ - o (D e o) i
ol = TN < gup IR e e, 1 20} = (o)

coz spolu s (4.7) dava rovnost (4.6). Vzhledem k libovolnosti z € X je véta dokdzéna. [

X**

Tvrzeni 4.5. KazZdy reflexivni normovany prostor je dplnj.
Diikaz. Plyne primo z Véty 4.1 a Tvrzeni 4.4. [
B Priklad 4.5.

a) Euklidovsky prostor F je reflexivni.

b) Hilberttv prostor H je reflexivni.

c) Prostor Cy = {x = (21,22,...) : z; € R proi € N, klim zr = 0} s normou
——400

||z|| = sup |zx| je Gplny prostor, ale neni reflexivni, protoze C§ ~ [} a I} ~ m (kde
keN
m je prostor z Piikladu 4.3).

d) Prostor C([a,b]) neni reflexivni.
e) Necht X =1,, p > 1, p # 2. Pak vime z Ptikladu 4.4, Ze X** = [ = [,,, kde %—1—% =1.
Prostor [, je reflexivni, ale X # X*.

4.3. Slaba konvergence, Banach—Steinhausova véta

Definice 4.3. Necht {z,},> C X. Rekneme, %e posloupnost {z,,};'> slabé konverguje k
prvku zy € X, jestlize pro libovolny f € X* posloupnost {f(z,)}./2 konverguje k f(z).

Poznamka 4.5. Silnou konvergenci nazyvame konvergenci ve smyslu normy.
Véta 4.6. Necht {x,}2 C X je slabé konvergentni posloupnost. Pak existuje C > 0 tak,
ze

|zn]| <C pro neN.

Diikaz. Provedme nejprve nésledujici ivahu. Necht je posloupnost {z,,}> slabé ohrani-
¢ena v kouli B[fy,e] C X*, tj. necht mnozina

{If(z,)| : f € Blfo,e], neN} CR
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je ohranicena. Pak je tato posloupnost slabé ohranicend také v kouli B[0,e] C X* (ve
stejném smyslu). Vskutku, jestlize g € B[0, €|, pak fo+g € B[fo,¢] a g(z,) = (fo+9)(xn)—
fo(z,) pro n € N. Vzhledem ke slabé konvergenci posloupnosti {z,,}> je posloupnost
{fo(z,)} 2 ohranicend, a tedy i posloupnost {g(z,)}>] je ohranicend. Avsak jestlize

lg(z,)| <c¢ pro ge€ B0,¢], n €N,
pak, vzhledem k izometrii pfirozeného zobrazeni 7, je

c
|zn|| < . pro n €N,

tj. posloupnost {||z,||};/2] je ohrani¢ena.

Nyni jiz pfistupme k diikazu véty. Piedpokladejme sporem, Ze posloupnost {||z, |}
neni ohranicena. Pak, vzhledem k pfedchozim tvaham, je ziejmé, Ze neni posloupnost
{z,}2] slabé& ohrani¢end v zadné kouli prostoru X*.

Mé¢jme néjakou kouli By C X*. Pak existuje n; € N a fy € By tak, ze

[ fo(n,)| > 1.

Odtud, s ohledem na spojitost funkcionalu 7(z,,) € X**, plyne existence uzaviené koule
B1 - Bo SplflUJiCi
|f(zn,)] >1 pro fe€ By.

Stejné 1ze ukazat, ze existuji no > ny a uzaviena koule By, C B splnujici

|f(zp,)| >2 pro f€ Bs.
Obecné, ke kazdému k € N najdeme n; € N a uzavienou kouli B, C X* tak, ze ng > ng_1,
B, C By a

|f(zn,)| >k pro f€ B.
Navic Ize bez ijmy na obecnosti predpokladat ze poloméry kouli By, konverguji k nule pro
k — +400. Protoze je prostor X* uplny (viz Véta 4.1), existuje ]?E Z(jBk (viz Véta 1.14).
Odtud ale plyne

‘f(mnk) >k pro keN,

coZ je ve sporu se slabou konvergenci posloupnosti {x, } 1> . O

Poznamka 4.6. Pfi ditkazu ohranicenosti posloupnosti {||z,||},/>5 v pfedchozi vété jsme
vychézeli pouze z toho, Ze posloupnost hodnot { f(z,,)}> je ohranicend pro kazdé f € X*.
Plati tedy néasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.7. Necht {x,}}> C X je takovd, Ze {f(x,)}2 je ohranicend pro kazdé
f € X*. Pak existuje takové C >0, Ze ||x,|| < C pron € N.

Véta 4.8 (Banach—Steinhausova). Kazdd slabé ohranicend podmnozina A C X je ohra-
nicend silneé.

Diikaz. Ptipustme, Ze existuje posloupnost {z,}'> C A takova, ze ||z,|| — -+oo pro
n — +oo. Ponévadz je mnozina A slabé ohranicena, je také slabé ohranic¢ena posloupnost
{z, 329, tj. ke kazdému f € X* existuje K > 0 takové, Ze |f(z,)| < K pro n € N. Pak
ale vzhledem k Tvrzeni 4.7 dostavame spor s podminkou ||z, || — +o0. O
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Poznamka 4.7. Predchozi véta se nékdy také nazyva princip stejnomérné ohranicenosti.

Poznamka 4.8. Jelikoz rozumime slabou ohrani¢enosti mnoziny A C X v prostoru X
fakt, Ze je v mnoziné A ohraniceny libovolny spojity funkcional, plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.9. K tomu, aby podmnozina A C X byla ohranicend je nutné a staci, aby v
mnozin€ A byl ohraniceny libovolny funkciondl f € X*.

Véta 4.10. Posloupnost {x,}> slabé konverguje k proku x € X, jestliZe

1. {||zn]|}25 je ohranicend posloupnost,

2. f(zn) — f(x) pro kazdé f € A, kde A C X* je né€jakd mnoZina, jejiz linedrni obal
7e husty v prostoru X*.

Dikaz. 7 podminky 2 plyne, Ze jestlize je g linearni kombinaci prvka mnoziny A, pak
o(xn) — o(x) pro n — +oo.

Necht nyni ¢ € X* libovolné. Ukazeme, 7Ze ¢(x,) — ¢(x) pro n — +oo. Vskutku,
jelikoz je linedrni obal mnoziny A husty v prostoru X*, existuje posloupnost {¢};25
linearnich kombinaci prvkt mnoziny A konvergujici k . Necht M > 0 je konstanta
splnujici

|zn]| <M pro neN, |z]| < M.

Protoze ¢ — ¢ pro k — 400, ke kazdému ¢ > 0 existuje n. € N takové, ze
lox —¢ll <e pro k>n..

Proto pro k > n. a libovolné n € N plati

() — ()] < lp(xn) — or(@n)| + [or(zn) — @r(@)] + lor(z) — (z)] <
< eM + [pr(zn) — @r(@)| + M.

Avsak predpokladame, ze ¢x(x,) — @r(x) pro n — +oo, a tedy z posledni nerovnosti
plyne ¢(z,,) — ¢(z) pro n — +oo. O
B Priklad 4.6. V euklidovském prostoru £ kone¢né dimenze je slaba konvergence totozna
se silnou konvergenci.

Vskutku, necht ), e, . . ., e, je ortogonalni baze v prostoru £ a {z(¥} /> C F ngjaki
posloupnost, ktera slabé konverguje k prvku z € E. Necht

) = asgk)el + xgk)eg + ...+ a:g‘:)en,

T =x1€1 + Toeo + ...+ xn€,.
Definujme f; € E* (i = 1,...,n) jako fi(z) = (v-¢;) pro x € E. Ponévadz {z(®} slabé
konverguje k bodu x, pro kazdé i = 1,...,n plati

(%)

li (rF = £ li R) —
Jm fi(@") = fi(z) = Jm x;
Potom vsak
u 2
Jo® 2 = | >0 @ —2)” = 0prok — +oo,
i=1

tj. posloupnost {x®}° konverguje v silném smyslu k z.
Na druhé strané ze silné konvergence vzdy plyne slaba konvergence.
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B Priklad 4.7. V prostoru Iy plati tvrzeni: K tomu, aby silné ohranicend posloupnost
{x(’“) 429 C 1y slabé konvergovala k prvku x € ly staci, aby byla splnéna podminka

(x(k).ei):xgk)exi:(x'ei) proi=12,...,

kde €1 = (1,0,0,...), €y = (0,1,0,...),

Vskutku, mnozina vSech linearnich kombinaci prvki ey, es, ... je hustd v prostoru ls.
Vzhledem k tomu, ze 5 = I, plyne nase tvrzeni z Véty 4.10. Jinak feCeno v prostoru
l5 je slaba konvergence totozna s konvergenci po soufadnicich (samoziejmé je-li splnéna
podminka ohrani¢enosti).

Nyni ukazeme, ze v prostoru [, slaba konvergence neni totozné se silnou konvergenci.

Vskutku, posloupnost ey, es, . .. slabé konverguje k 0, protoze kazdy linearni funkcional

n
f €15 ma tvar f(x) = (x-a), kde a € Iy, tj. > a? < +oo a tedy ar — 0 pro k — +oo0.
i=1
Proto f(e;) = a; — 0 pro i — +oo a tedy posloupnost {e;}/> slabé konverguje k 0.
Avsak v silném smyslu posloupnost {e;};>; nekonverguje.

B Piiklad 4.8. Uvazujme prostor C([a,b]). Necht posloupnost {z,}> C C([a,b]) je

ohrani¢end v normé prostoru C([a,b]). Je zfejmé, Ze f,(z) o x(to) pro z € C([a,b]) je
funkciondl v C([a, b]). Podminka

kkinoo fto (xk> = fto (l’)

znamena, ze

kEIJPoo zi(to) = (o).

Tedy jestlize posloupnost {z,},> slabé konverguje, pak:

i) je stejnomérné ohrani¢end, tj. |z, (t)| < C prot € [a,b] an € N,
ii) konverguje v kazdém bodé intervalu [a, b].
Lze také dokazat, Ze tyto podminky jsou nejen nutné, nybrz i postacujici pro slabou

konvergenci posloupnosti {x,}7>]. Jinymi slovy, slaba konvergence v prostoru C([a, b]) je
totozné s bodovou konvergenci (za podminky ohranic¢enosti).

» Uloha 4.2. Uvedte piiklad toho, ze v C([a,b]) slaba konvergence neni totozna s kon-
vergenci podle normy.

4.4. Slaba konvergence a ohranicené mnoziny v adjungovaném
prostoru
Definice 4.4. Posloupnost {¢,}12] C X* se nazyva slabé konvergentni k funkciondlu
p € X*, jestlize pro kazdy prvek x € X plati
lim ¢,(z) = ¢(x).

n——4oo

Poznamka 4.9. Je zfejmé, Ze posloupnost konvergujici silné, konverguje i slabé.
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Vé&ta 4.11. Necht X je Banachiv prostor a {f,}125 C X* je slabé konvergentni posloup-
nost funkciondlu. Paok existuje takové C' > 0, Ze

1]l £C pro meN.
Diikaz. Provede se podobné jako dikaz Véty 4.6. O]
Analogicky k Vété 4.10 plati.

Véta 4.12. Necht X je Banachiv prostor. Posloupnost linedrnich funkciondli {¢,}25
slabé konverguje k funkciondlu ¢ € X*, jestlize

1. posloupnost norem {||n||}12 je ohranicend,

2. op(x) — @(x) pro vSechna v € A, kde A C X je takovda mnoZina, Ze linedrni

kombinace z jejich prvki tvori mnoZinu hustou v prostoru X.

Véta 4.13. Necht X je separabilni normovany prostor. Pak kaZdd ohranicend (podle
normy) posloupnost {p,}2 C X* obsahuje slabé konvergentni podposloupnost.

Diikaz. Necht {x1,25,...} C X je hustd v prostoru X. Jelikoz je posloupnost {¢,}
ohrani¢en4 podle normy, je také posloupnost {¢,(z1)};>] ohrani¢end. Proto lze z posloup-
nosti {p,}7> vybrat podposloupnost

1 1
(,Dg),(pé),,(pg),

takovou, ze posloupnost

o (@), o0 (1), oD (1), . .

konverguje. Stejné tak lze z posloupnosti {cpfll) +20 vybrat podposloupnost

2 2
Spg)a@é)a-‘w%(f)w--

takovou, Ze posloupnost

2D (we), 0P (), - P (), . ..

konverguje. Pokracujeme-li dale stejnym zptisobem, dostaneme systém posloupnosti

(1 @ 1)

©1 305 e Oy
2) (2

905),90;),...,@;2),...

RN RN R
takovy Ze posloupnost {go,(@k) >0 konverguje v bodech x1,x, ..., 7. Vezmeme nyni tzv.
diagonalni posloupnost

(1) 2 (n)

T2 N7 ST N

Tato posloupnost konverguje v kazdém bodé mnoziny {x1, z, ... }. Ponévadz je tato mno-

Zina husté v prostoru X, je podle Véty 4.12 posloupnost {go,(ck)},j;"i slabé konvergentni.
Tim je véta dokazana. O
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5. Linearni operatory

5.1.

Definice a priklady

Definice 5.1. Necht X a Y jsou linearni prostory. Zobrazeni A : X — Y, vyhovujici
podmince

A(Az + py) = Nz + pAy

pro kazdé z,y € X a skalary A, u, se nazyva linedarni operdtor.

Definice 5.2. Necht (X, - |x) a (Y] - |ly) jsou dva normované prostory. Operéator
A X — Y se nazyva spojity, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje o > 0 takové, ze z
nerovnosti ||z — y||x < ¢ (z,y € X) plyne nerovnost ||Az — Aylly < e.

B Priklad 5.1.

a)

Necht E je linearni prostor a [ : E — FE j zobrazeni definované rovnosti Iz o

pro x € E. Je ziejmé, ze I je linedrnim operatorem. Jestlize E je normovany pro-
stor, pak je operator I spojity. Tento operator nazyvame jednotkovym (identickym)
operdtorem.

Necht X, Y jsou linearni prostory. Operator O : x — Y definovany rovnosti Ox )
pro z € X je linearnim operatorem. Tento operator nazyvame nulovym operdatorem.

Necht A : R™ — R™ je linearni operator. Necht déle ey, ..., e, je baze v prostoru
R™a fi,..., f,n je baze v prostoru R™. Je zfejmé, Ze pro libovolné z € R™ plati

n
r = E €T;€;.
i=1

Vzhledem k tomu, Ze A je linearni operator, mame

i=1
Na druhé strané je ziejmé, ze
Aei:Za,ﬂ-fk pro 1=1,2,...,n. (5.2)
k=1
Z (5.1) a (5.2) plyne
Axr = Z%Zakifk.
i=1 k=1

Jinak feceno operator A lze ztotoznit s matici (ag;) i=1,...n . Poznamenejme, ze kazdy
k=1,....m
linearni operator definovany v prostoru konecné dimenze je automaticky spojity.

Necht H je Hilberttv prostor a H; C H né&jaky jeho podprostor. Vime, Ze plati
vyjadieni H = Hy & Hi, tj. kazdy prvek z € H lze jednoznacéné vyjadiit ve tvaru

r=x1+xy, kde x1€ Hy, xo GHll.

Polozme Px = x; pro x € H. Tento operator se nazyva operdtorem ortogonalni
projekce nebo projektorem. Snadno lze ovérit jeho linearnost a spojitost.
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e) Uvazujme linedrni prostor C([a,b]) a definujme operator 7' : C([a,b]) — C([a,b])

vztahem
b

T(f) () / k(t,$)f(s)ds pro f € C(la, b)),

a

kde k € C([a,b] x [a,b]). ZFejmé T : C([a,b]) — C([a,b]) je linedrni operator.

i) Zavedeme-li v prostoru C([a,b]) normu || f|| = max{|f(¢)| : a <t < b}, pak T
bude spojity operator.

b
ii) Zavedeme-li v prostoru C'([a, b]) normu || f|| = 1/ | f2(s)ds, pak T bude spojity
operator.
f) Necht C([a,b]), T(f)) & a)f#), o € C([a,b]). Pak T bude linearni spojity
operator.

g) Necht C([a,b]), D(f)(t) o f'(t). Pak D bude linearni operator, ktery se nazyva

diferencidlni operdtor. Ukédzeme, Ze tento operator neni spojity. Vskutku, necht
fa(t) = Lsint. Je ziejmé, Ze ||f,|lc — 0. Na druhé strand D(f,)(t) = cosnt a
tato posloupnost nekonverguje.

h) Necht C'([a, b]), D(f)(t) = f'(2),
1 ller = max{|f(£)] : t € [a, 0]} + max{[f'(t)| : ¢ € [a,b]}.

Pak D bude spojity linearni operator.

5.2. Spojitost a ohranic¢enost

Definice 5.3. Linearni operaror T : X — Y se nazyva ohraniceny, jestlize je definovan
v celém prostoru X a kazdou ohrani¢enou mnozinu zobrazuje do ohrani¢ené mnoziny.

Véta 5.1. Kazdy spojity linedrni operdtor je ohraniceny.

Diikaz. Piipustme opak, necht operator 7" neni ohraniceny. Pak vzhledem k jeho linearité
existuje posloupnost {z,}>] C X takova, 7e

|lznllx <c¢ pro neN

|Tx,|ly >n pro neN. (5.3)

Ponévadz je operator T' spojity, existuje § € |0, 1[ takové, ze pro kazdé z € X splnujici
|z||x < d plati ||Tx||y < 1. Zvolme ngy € N vyhovujici nerovnosti ¢ < dng. Pak

[P

<d pro n>ng,

odkud, vzhledem k linearité operatoru 71" a vyse ukdzanému, dostaneme
|Tz,|ly <n pro n>ng,

coz je ve sporu s (5.3). Tim je véta dokazana. ]
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Véta 5.2. Necht X,Y jsou normované prostory a necht T : X — Y je linedrni ohraniceny
operdtor. Pak je operdator T spojity.

Dukaz. Pripustme opak, necht operator T neni spojity. Pak vzhledem k jeho linearité
existuje € > 0 a posloupnost {z,}'2] C X tak, Ze

1
|lzallx <=, ||T2zu|ly > pro neN.
n

PoloZme ¥,, = nz,, pro n € N. Posloupnost {y,} > C X je ohranic¢en4, aviak posloupnost
obrazit {T'y,}> C Y ohrani¢end neni, nebot ||Ty,|y > ne pro n € N. Proto neni

operator T ohraniceny, coz je ve sporu s predpokladem véty. O

Definici ohranicenosti mizeme (vzhledem k linearité T") pfeformulovat v ekvivalentnim
tvaru a presnéji: Linedrni operator 7' se nazyva ohraniceny, jestlize existuje ¢islo ¢ > 0
takové, ze pro libovolné = € X plati nerovnost

ITzlly < cffxllx (5.4)

Definice 5.4. Necht 7' : X — Y je linearni ohraniceny operator. Pak (jak uz bylo
Fedeno) existuje kladné ¢&islo ¢, pro které je splnéna nerovnost (5.4). Cislo inf{c : | Tz ||y <
cllz||x pro z € X} nazyvame normou operatoru T a zna¢ime ||7T||.

Véta 5.3. Necht T : X — Y je linedrni ohraniceny operdtor. Pak plati

[T ||y
T = sup |Tx|y, |T|| = sup ———

]l x <1 o£0  ||]lx

Diikaz. Ozna¢me \ = sup{||Tz||y : v € X, ||z]|x < 1}. V&imnéme si nejprve, Ze vzhledem
k linearité operatoru 7" plati

T
sup ||Tz||y = sup M
]l x <1 w0 ||7|lx

Proto je ziejmé, ze
[Ty

[l x

<\ pro z#0.
Odtud || Tz|ly < A||z||x pro € X, a tedy podle definice normy operatoru je
IT) < A (5.5)

Nyni naopak. Necht € > 0 libovolné. Pak existuje . € X takové, Zze x. # 0 a

ey

T llwellx

A

Na druhé strané vSak plati ||Tz||y < ||T ||z|x pro * € X, proto s ohledem na posledni
nerovnost dostavame
A—e < ||T.

Odtud, vzhledem k libovolnosti €, plyne A < | 7']|. Tato nerovnost spolu s (5.5) jiz dokazuje
tvrzeni véty. O]
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Necht X a Y jsou normované prostory. Ozna¢me jako L(X,Y) mnozinu spojitych
linearnich operatorii T' definovanych v celém prostoru X. Pfirozené lze definovat soucet
dvou operatort A, B € L(X,Y') vztahem

(A+ B)x =Ax+ Bx pro z € X,
a také soucin operatoru A € L(X,Y) a skalaru k vztahem
(kA)x =k Az pro ze€ X.

Vzhledem k témto operacim tvoii ziejmé L(X,Y") linedrni prostor. Tento prostor je nor-
movanym prostorem s normou operatoru, kterou jsme zavedli vyse.

5.3. Invertovatelnost
Definice 5.5. Necht 7 : X — Y. Oznaéme
ET)={yeY:3ze X, Tx =y}

Operator T se nazyva invertovatelny, jestlize pro libovolné y € E(T') existuje pravé jeden
prvek x € X spliujici rovnost
Tr =y.

Poznamka 5.1. JestliZe je operator T invertovatelny, pak kazdému prvku y € E(T) lze
prifadit jediny prvek x € X, ktery spliiuje T'x = y. Toto prifazeni pak nazyvame inverzni
operdtor k operatoru T a znacime T 1.

Véta 5.4. Operdtor inverzni k linedrnimu operdtoru je také linedrny.
Diikaz. Necht yq,y, € E(T). Pak existuji x1, 29 € X takové, Ze
Txy =y, Twy =y, .
Jelikoz je operator T linearni, plati
T(A\xy + paa) = Ayr + pys -

Odtud
Tﬁl()\yl -+ ,uyg) = )\33'1 + ML = >\T71y1 + /JJTilyQ .
O
Véta 5.5 (Banachova véta o inverznim operatoru). Necht T' je linedrni ohraniceny operd-

tor, ktery bijektivné zobrazuje Banachuv prostor X na Banachiv prostor Y. Pak operdtor
T je také ohraniceny.

Nechf X a Y jsou Banachovy prostory. Oznac¢me jako E(X ,Y) mnozinu linearnich
ohranicenych operatorit 1" zobrazujicich X na cely prostor Y a majicich ohraniceny in-
verzni operator.

Véta 5.6. Necht T € L(X,Y) a A e L(X,Y) takovy, Ze

1
Al < ——. 5.6
141 < 7y (56)

Pak (T + A)~! exzistuje a je ohraniceny, tj.
T+ AeL(X,Y).
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Diikaz. Necht y € Y je libovolny. Zavedme operator B : X — X vztahem
Bz=-T'A2+T7 'y pro z€X.

Z podminky (5.6) plyne, ze B je kontrakce. Protoze je proxtor X uplny, existuje jediny
pevny bod x € X zobrazeni B, tj.

t=Br=-T" Az +T'y.

Odtud dostavame
Tr+ Az =y.

V&imnéme si jesté, ze jakmile T2’ + Az’ = y pro 2/ € X, pak je 2/ pevnym bodem
zobrazeni B, a proto ' = x. Operator 7'+ A je tedy invertovatelny a inverzni operator
je definovany v celém prostoru Y. Z Banachovy véty o inverznim operatoru pak plyne
T+Ae L(X,Y). O

Poznamka 5.2. Podle Véty 5.6 mnozina L(X,Y) je oteviena v prostoru L(X,Y).

Véta 5.7. Necht X je Banachuv prostor, I je identicky operdtor a T € L(X, X), pFicemz
IT|| < 1. Pak existuje (I —T)~!, je ohrani¢eny a plati

= iOT’“. (5.7)

Diikaz. Existence a ohranic¢enost operatoru (I —T)~! plyne z Véty 5.6. DokaZeme platnost
rovnosti (5.7). Protoze ||| < 1, plati

EESME
Z Z i

+00 too
tj. nekonecna rada Z | T%|| konverguje. Prostor X je tplny, proto plati >_ T* € L(X, X),
=0 k=0

nebot Z 1% — Z ||| pro n — +oo.

Dale pro hbovolne n € N mame

(I-T)) Tr=1-T"" Y T'(I-T)=1-T""
k=0 k=0

Pfejdeme-li v poslednich rovnostech k limité pro n — +oo a uvazime-li, ze |T"] <
|T||" — 0, dostaneme

“+o0 —+o00
(I-7)) T'=1, > THI-T)=1I
k=0 k=0

Odtud jiz plyne platnost rovnosti (5.7). O
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5.4. Adjungované operatory

Definice 5.6. Necht X a Y jsou normované prostory a T € L(X,Y). Necht déle g € Y*,
tj. g : Y — R je spojity linearni funkcional. Lehce lze ovérit, ze funkcional goT : X — R
je také spojity, tj. f = goT € X*. Timto zptsobem jsme kazdému prvku g prostoru Y*
prifadili prvek f prostoru X*, tj. dostali jsme operator, ktery zobrazuje prostor Y* do
prostoru X*. Tento operator se nazyva adjungovanym operatorem k operatoru 71" a znaci
se T,

Jestlize hodnoty funkciondlu f v prvku = oznacime jako (z, f), dostaneme (z, f) =
(Tx,g), nebo-li
(Tz,g) = (x,T"g).

Z Definice 5.6 ihned plynou nésledujici vlastnosti adjungovanych operatori:
1. T™ je linearni.
3. (AT)* = \T™.
4. Jestlize T je spojity operator, pak T™ je také spojity.
Véta 5.8. Necht X a'Y jsou Banachovy prostory a T € L(X,Y). Pak
[T\ = 1T1]-
Diikaz. Je ziejmé, ze

(T, 2)| = (g, Tx)| < gl T[] < [lgl[ | Tl [l«]] pro =€ X, ge¥™.

Odtud
IT*gll < llgll TNl pro g eY™,
a tedy
1) < IT]- (5.8)
Nyni naopak. Necht = € X, Tx # 0. Polozme
Tz
P Tl

Podle Hahn—Banachovy véty existuje funkcional g, € Y* takovy, ze
g2l =1, (0, 92) = 1,
tj. (Tz,g,) = ||Tx|. Pak
[Tz]| = (Tx,g:) = (@, T"g2)| < | T"gall =] < T Ngal l[2]] = T[] [|]]-

Ukazali jsme tedy, ze
[Tx|| < |77 l=]|  pro =z € X.

Proto ||T|| < [|T*||, coz spolu s (5.8) dokazuje pozadovanou rovnost. O
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5.5. Adjungovany operator v unitarnim prostoru

Necht H je Hilberttv prostor a A : H — H je linedrni ohrani¢eny operéator. Jak vime,
zobrazeni 7 : H — H* definované rovnosti

(ry)(z) = (2 - y)

je izomorfismus. Necht dale A* : H* — H* je adjungovany operator k operatoru A. Je
ziejmé, ze zobrazeni A* = 771A*r : H — H je také linedrnim operatorem. Lehce lze
overit, Ze _

(Az-y) = (¢ - A"y).
Protoze ||A*|| = || A|| a zobrazeni 7 a 71 jsou izometricka, plati | A*|| = || A*]|.
Definice 5.7. Operator A* se nazyva adjungovany k operdatoru A.

Poznamka 5.3. Pro zjednoduseni budeme misto A pouzivat symbol A*.

Poznamka 5.4. Je ziejmé, Ze adjungovany operator lze definovat také nasledovné: Ope-
rator A* : H — H se nazyva adjungovanym k operatoru A : H — H, jestlize pro vSechna
x,y € H plati rovnost

(Az - y) = (z- A%y).

Definice 5.8. Ohraniceny linearni operator A : H — H se nazyva samoadjungovany,
jestlize pro vSechna z,y € H plati rovnost

(Az-y) = (v - Ay).
Definice 5.9. Podprostor H; C H se nazyva invariantni vzhledem k operdtoru A, jestlize
r € H — Ax € H.

Tvrzeni 5.9. Necht podprostor Hy C H je invariantni vzhledem k operdtoru A. Pak Hi
je invariantni vzhledem k A*.

Diikaz. Necht y € Hi libovolné. Pak dostavame
(x-A'y)=(Az-y) =0 pro z € Hy,

nebot Az € H,. Proto A*y € H{-. O

5.6. Spektrum operatoru

Definice 5.10. Necht A : X — X je linearni ohrani¢eny operator v Banachové prostoru
X. Cislo A € C se nazyva requldrni hodnota operdtoru A, jestlize operator (A — M)~}
je definovan v celém prostoru X (a tedy je ohrani¢eny). Mnozina vSech nereguldrnich
hodnot se nazyvéa spektrum operdtoru A. Cislo A € C se nazyva vlastni hodnota operdtoru
A, jestlize existuje x # 0, x € X takové, ze

Ax = \x.

Je zfejmé, ze spektrum operatoru A obsahuje mnozinu vlastnich hodnot.
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Jingmi slovy, A je vlastni hodnotou operatoru A, jestlize neexistuje (A — \I)~!. Z
definice spektra plyne, Ze zbyvajici ¢ast spektra je mnozina takovych cisel A € C, pro
kterd operator (A — \I)~! existuje, ale neni ohranic¢eny. Tato mnoZina se nazyva spojitym
spektrem.

Na rozdil od kone¢nédimenzionalniho operatoru nekone¢nédimenzionalni operator miize
mit spojité spektrum.

Tvrzeni 5.10. MnoZina reguldrnich hodnot linedrniho ohraniceného operdtoru v Ban-
chové prostoru je oteviend, tedy spektrum (jako doplnék mnozZiny reguldrnich hodnot) je
uzavrend mnozina.

Dikaz. Necht X je regularni hodnota operatoru A. Pak A—\I € E(X , X). Necht § spliiuje

1

ol ——mM .
< A=

Pak podle Véty 5.6 je A— (A+9)] € E(X, X), a tedy A+ je regularni hodnota operatoru
A. Mnozina regularnich hodnot je proto oteviena. [l

Definice 5.11. Necht A je regularni hodnota operatoru A. Pak existuje operator (A —
AI)~!. Tento operator budeme nazyvat rezolventa operatoru A a budeme ho oznacovat
R,.

Véta 5.11. Necht A: X — X je ohraniceny linedrni operdtor a necht |\| > ||A|. Pak X
je reguldrni hodnota operdtoru A.

Diikaz. Jelikoz ||A|| < |A|, pak, vzhledem k Vété 5.7, operator

1 A\
Ryn=(A-X)"'t=—=(I-=
existuje a je ohrani¢eny. Proto je A je regularni hodnota operatoru A. O

B Priklad 5.2.
a) Necht A : C([a,b]) — C([a,b]) je operator definovany vztahem
Ax(t) o tz(t) pro te€ a,b.
Pak (A — A)z(t) = (t — A)z(t) pro t € [a,b]. Pro libovolné X je operator A — A/

invertovatelny, ponévadz z rovnosti (t — A\)z(t) = 0 pro ¢ € [a, b] plyne x = 0. AvSak
pro \ € [a, b] neni inverzni operdtor (A — AI)~!, definovany vztahem

(A= A)2() & z(t) pro t€ la,b],

ohraniceny. Tedy spektrum operatoru A je [a, b].

b) Necht A :ly — Iy, A: (x1,29,...,2,) — (0,21, 73,...). Operdtor A~! je ohrani-
ceny, ale je definovany jen na vlastnim podprostoru prostoru ls, tj. bod A = 0 je
bodem spektra.
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5.7. Kompaktni operatory

Definice 5.12. Nechf Xa Y jsou Banachovy prostory. Operator T : X — Y se na-
zyva kompaktni (totdlné spojity), jestlize kazdou ohrani¢enou mnoZinu v X zobrazi na
prekompaktni mnozinu v Y.

Poznamka 5.5. V normovaném prostoru koneéné dimenze je kazdy linedrni operétor
kompaktni.

Poznamka 5.6. Identicky operator v Hilbertové prostoru neni kompaktni.
B Priklad 5.3.

a) Necht X je Banachuv prostor a Y je normovany prostor koneéné dimenze. Pak
libovolny spojity operator 7' : X — Y je kompaktni.

b) Necht T : Iy — Iy je definované piifazenim

1 1
(T1, @9, Ty .) — L1, 582, ns e )

Pak T' je kompaktni operator.

c) Operétor T : C([a,b]) — C([a,b]) definovany vztahem

(T'z)(t) dﬁf/K(t, s)x(s)ds pro t € [a,b],

kde K € C([a,b] x [a,b]), je kompaktni. Tento operator se nazyva operdtor Volte-
rovskeho typu.

Lemma 5.12. Necht X je normovany prostor a Ty, Ts, ... jsou linedrné nezdvislé proky
z X. Necht X,, je prostor vytvoreny prvky 1,Zs,...,x,. Potom existuje posloupnost
Y1, Y2, - - ., kterd spliuge tyto vlastnosti:

1. |lyn|| =1 pron € N,
2. Yp € Xpy1 pron € N,

3. inf{Hyn—zH 1z € Xn} > 2 pron € N.
Diikaz. Plyne pfimo z Rieszova lemma 2.3. O]

Tvrzeni 5.13. Necht Bla,r] je uzaviend koule v nekonecnédimenziondlnim normovaném
prostoru X . Pak mnoZina Bla,r] neni kompaktni.

Diikaz. Vzhledem k Lemma 5.12 existuje posloupnost {y,}>] prvki prostoru X, které
spliuje

lgnll =1 pro neN,
a ze které nelze vybrat posloupnost cauchyovskou. Polozme

Zn=a+r1Yy, pro neN.

Je ziejmé, 7e {z,} > je posloupnost prvki koule Bla, ], ze které nelze vybrat posloupnost
cauchyovskou, a tedy Bla,r| neni kompaktni mnozina. ]
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Tvrzeni 5.14. Identicky operdtor v (nekonecnédimenziondlnim) Banachové prostoru nent
kompaktnz.

Véta 5.15. Necht X a Y jsou Banachovy prostory a {T,}2 posloupnost linedrnich
kompaktnich operdatoru T,, : X — Y konvergujicich podle normy k linearnimu operdtoru
T. Pak T je kompaktni.

Diikaz. Necht {z;}}>; je ohrani¢end posloupnost prvki prostoru X. DokdZeme, Ze lze z
posloupnosti {7z}, vybrat konvergentni podposloupnost.
Protoze je operator 71 kompaktni, 1ze z posloupnosti {712 };2] vybrat konvergentni
podposloupnost
Tll'gl), Tll'él), e

Stejné tak lze z posloupnosti {7 Qx,i )} 1 vybrat konvergentni podposloupnost
szgQ), Tgl'éz), e
Obecné, z posloupnosti {Tn:v,(gn 1)}2 lze vybrat konvergentni podposloupnost
Ta\™ Tl ...
Vezmeme diagonalni posloupnost
1) (2 .(3)

Ty, Ty Ty

Kazdy operator Ty, prevadl tuto posloupnost v konvergentni. Ukazeme, Ze je konvergentni
také posloupnost {Txn 129, Pro kazdé m,n € N plati

[Tz — Ta(M|y <
< [Tz — TPy + | Thal? — ToalP |y + || Tral — Tzl <
<|IT = Tl 20| x + | T32’? — TozlMly + 1T = Tl |57 x

Necht € > 0 libovolné. Ponévadz je limg ., |7 — Tk|| = 0, existuje ko € N takové, zZe
HT - Tko” < e

() +

Déle z konvergence posloupnosti {7}, x» plyne existence ng € N takového, ze

n 1
| Tz — Tyoz™ |y <& pro n>mng, m > ny.
Posloupnost {z" 20 je ohranicend, tj. existuje C' > 0 splitujici
2™ x <C pro neN.
Proto z vyse dokazané nerovnosti dosavame

|Tz™ — Ty <eC +e+eC pro n>ng, m > ny,

tj. posloupnost {T Ty } 1 je cauchyovska. Vzhledem k tuplnosti prostoru Y je vsak tato
posloupnost také konvergentm. Tim je véta dokazana. O
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Véta 5.16. Necht X je Banachuv prostor, A, B € L(X, X), pricemZ A je kompaktni. Pak
AB' a BA jsou kompaktn{.

Diikaz. Necht M C X je ohranicend mnozina. Pak mnozina B(M) je také ohranifend a
vzhledem ke kompaktnosti operatoru A je mnozina AB(M) prekompaktni.

Na druhé strané, mnozina A(M) je prekompaktni a vzhledem ke spojitosti operatoru
B je mnozina BA(M) také prekompaktni. O

Dusledek 5.17. Necht X je Banachiv prostor nekonecné dimenze a operdtor T : X — X
je linedrni a kompaktni. Pak operdtor T~ neni ohraniceny.

Véta 5.18. Necht X je Banachuv prostor a operdtor T : X — X je linedrni a kompaktni.
Pak operator T je také kompaktnz.

Véta 5.19. Necht X je Banachiv prostor a operdator T : X — X je linedrni a kompaktnd.
Pak pro libovolné 6 > 0 existuje jen konecny pocet linedrné nezdvislych vlastnich proki
prislusnych vlastnim hodnotdm operatoru T, jejichZ absolutni hodnota je vétsi nez J.

Diikaz. Necht § > 0 libovolné a necht {\;};>5 je posloupnost vlastnich hodnot operatoru
T takova, ze

|\ k| >0 pro keN. (5.9)
Necht dale x1, xo,... jsou jim odpovidajici vlastni prvky a jsou linedrné nezavislé. Pak,
vzhledem k Lemmatu 5.12, 1ze sestrojit posloupnost w1, ¥, ... spliujici

1. lyn|| =1 pron € N,
2. Yp € Xpy1 pron € N,

3. inf{Hyn—zH :zEXn} > s pron € N.

kde X}, je prostor vytvoreny z prvka xq, xs, ..., Tp.
Vzhledem k (5.9) je posloupnost {,/\,}.t2] ohrani¢ena. UkdZeme, Ze z posloupnosti
{T(yn/ ) }125 nelze vybrat konvergentni podposloupnost. Vskutku, necht y, € X,,, tj.

n=1

k=1
Pak
n—1
T = L AT + QT = Yy + 2
)\n )\n kNkLE n4n Yn n
k=1
kde .
— A
Zn = ay <)\_k - 1> T Zn € Xna1
k=1 "
Proto pro libovolné m,n € N, n > m, plati
n m 1
I7(42) =7 (22)] = v+ 20 s = 2l = i = s+ 2= 2201 > 5

protoZe Y, + Zm — 2zn € Xn_1. Z posloupnosti {T(y,,/A\,)}2] nelze vybrat konvergentni

podposloupnost, coz je spor s kompaktnosti operatoru 7. O

1Poznamenejme, ze sou¢inem AB operatortt A a B rozumime jejich slozeni (jako zobrazeni), tj. AB =
AoB.
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Necht H je Hilbertiv prostor. Protoze H = H*, tj. H je prostor adjungovany k sepa-
rabilnimu prostoru, jsou v H ohraniceny jen ty mnoziny, které jsou slabé prekompaktni.
V Hilbertové prostoru se operator nazyva kompaktni, jestlize kazdou slabé konvergentni
posloupnost zobrazi na silné konvergentni.

Véta 5.20. Necht T : H — H je samoadjungovany operdtor. Pak jeho vlastni hodnoty
jsou redlné.

Diikaz. Necht Tx = Az, x # 0. Pak
Mz-z)=Ar-2)=Tr-2)=(x-Tx) = (v-\x) = A\ - 2),
odkud A = \. O

Véta 5.21. Necht T : H — H je samoadjungovany operdtor. Pak jeho vlastni prvky
odpovidagici riuznym vlastnim hodnotdm jsou ortogondlni.

Dikaz. Necht Tx = Az, Ty = uy a A # u. Pak
Ma-y) =z y) =Tz y) = (- Ty) = (x - py) =nx - y) = ux - y),
odkud (z -y) = 0. O

Véta 5.22 (Hilbert—Schmidtova). Necht T': H — H je samoadjungovany kompaktni
operator. Pak existuje ortonormalnt systém vlastnich prvkid o1, s, ... prislusnych po radé
nenulovym vlastnim hodnotdm A1, \o, ... takovy, Ze kazZdy prvek x € H lze jednoznacné

vyjadrit ve tvaru
E cror +
k

kde z' € ker T'. Jestlize systém {py} je nekonecny, pak

kl—l}—i{loo )\k = 0.

Véta 5.23 (Véta o pevném bodé). Necht X je Banachiv prostor a T : X — X je
kompaktni (obecné nelinedrni) operdtor zobrazugici cely prostor X do jeho prekompaktni
podmmnoziny. Potom T mad alespon jeden pevny bod.

6. Fredholmovy véty

6.1. Operatorové rovnice

Necht H je Hilberttiv prostor a A : H — H je linearni kompaktni operator. Polozme
T =1— A, kde I znaci identicky operator v.H. Budeme uvazovat rovnici

Tx = f, (6.1)
kde f € H. Spolu s rovnici (6.1) budeme uvazovat odpovidajici homogenni rovnici

Tz =0 (6.2)
a dale k nim adjungované rovnice

Ty =g, (6.3)

Ty =0, (6.4)

kde T™ je operator adjungovany k operatoru 7', tj. 7" =1 — A*, ag € H.
Nasim cilem je dokézat nésledujici, tzv. Fredholmovy, véty.
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Véta 6.1 (Fredholmova alternativa). Bud md rovnice (6.1) jediné teseni pro kazdé f € H,
nebo ma homogenni rovnice (6.2) nenulové Tesend.

Véta 6.2. Homogenni rovnice (6.2) a (6.4) maji stejny pocet (a to konecny) linedrné
nezavislych resent.

Véta 6.3. Nehomogenni rovnice (6.1) je tesitelnd pravé pro ty proky f € H, které jsou
ortogondlni ke kazdému teseni adjungované homogenni rovnice (6.4).

K dtikazu téchto vét potiebujeme nékolik pomocnych tvrzeni, které vsak maji také
samostatny vyznam.

Lemma 6.4. MnozZina ImT je uzaviend v prostoru H.

Dikaz. Nebot ImT C ImT, k dikazu lemma staci ukézat, ze ImT C ImT. Necht y €
Im T je libovolné. Ukazeme, ze také y € ImT'. Vskutku, vzhledem k Tvrzeni 1.10, existuje
posloupnost {y,}7> prvkt mnoziny Im 7T takovd, Ze

lim y, =y. (6.5)

n—-+00
To vSak znamend, ze existuji z,, € H (n € N) spliujici
Yo =Tz, pro neN. (6.6)
Ponévadz je ker T' podprostor prostoru H, plati, vzhledem k Poznédmce 2.8, vyjadieni
H=kerT® (kerT)L.
Proto existuji 2% € ker T a z,, € (ker T)L (n € N) takova, ze
Tn :x2+fn pro n €N,

a tedy
Yp = 1%, =7, — AT, pro n € N. (6.7)

Uk4Zeme nejprve, Ze je Giselna posloupnost {||7,|/}2 ohrani¢end. P¥ipustme opak,

Ze tato posloupnost neni ohranicend. Pak exisuje posloupnost {||Z,,||}/2; vybrana z
{l[Zall}525 takové, Ze
[Zn, || = 400 pii Kk — +oo.

Vzhledem k (6.5) a linearité operatoru A, plyne z vyjadieni (6.7)

T(f"k): T —A(f”k): I 0 pfi k—+4oo.  (68)
[T, | 17, [T, | [T, |
. , , . T oo
Protoze je operator A kompaktni, lze z posloupnosti {A (ﬁ) } vybrat posloupnost
g k=1

konvergentni. Bez (jmy na obecnosti mtizeme predpokladat, Zze sama tato posloupnost je
— +o0

f&} . Polozme

Hxnk” k=1

konvergentni. Pak z podminky (6.8) plyne konvergence posloupnosti {



Ziejmé z € H a ||z|| = 1. Kromé toho je z € (kerT)L, nebot 7,, € (kerT)L pro
k € N. Avsak z podminky (6.8) plyne Tz = 0, tj. z € ker T.. Proto dostavame z = 0, coZ
je ve sporu s vlastnosti ||z|| = 1. Dosazeny spor dokazuje, ze je posloupnost {||Z, |}
ohranicena.

Vzhledem ke kompaktnosti operatoru A lze nyni bez 1jmy na obecnosti predpokladat,
7e je posloupnost { AZ,, } 7> konvergentni. Proto, s ohledem na (6.5) a (6.7), existuje x € H
takové, ze

r= lim ZT,.

n—-+o0o

Nyni opét z vyjadfeni (6.7), podminky (6.5) a spojitosti operatoru 7" dostavame y = Tz,

tj.y € ImT. O
Lemma 6.5. Plati

ker 7@ ImT* = H (6.9)
a takée

ker7* & ImT = H. (6.10)

Diikaz. Dokéazeme pouze rovnost (6.9), rovnost (6.10) se ukaze podobné. Necht = € ker T
a h € ImT™ jsou libovolné prvky. Pak existuje y € H takové, ze T*y = h. Proto dostavéme

(h-z)= Ty z)=(y -Tx)=(y-0) =0,

a tedy ker 'L Im 7. Vzhledem k Lemma 6.4 je podprostor Im 7™ uzavieny. Uzavienost
ker T" plyne ze spojitosti operatoru 7T'. Oznac¢me

H=kerTO®ImT*

(viz Definici 2.25). Je zfejmé, ze H; je (uzavieny) podprostor v prostoru H. Proto, s
ohledem na Poznamku 2.8, plati

H=H, @ H;.

Necht je nyni 2 € Hi libovolny. To znamené, 7e (z - ) = 0 pro viechna x € H;. Proto
(z-x) = 0 pro kazdé = € ker T a také pro kazdé x € ImT*, tj. z € (ker T)+ N (Im T*)*.
Pro libovolné y € H tedy mame

(Tz-y)=(2-T"y) = 0.

Proto také (T'z-Tz) =0, tj. Tz = 0. To v8ak znamend z € ker 7', a tedy z = 0. Dokézali
jsme Hi- = {0}, a proto mame H; = H, ¢imZ je rovnost (6.9) dokazana. O

Zavedme nyni oznaceni H' = ImT a H* = ImT* pro k = 2,3,.... Je ziejmé, Ze
H¥1 =T(H*) prok € N a

HOH'DH*D---D2HFD....
Navic, podle Lemma 6.4, jsou vSechny tyto podprostory uzaviené.
Lemma 6.6. Eristuje j € N takové, e H**1 = H* pro vsechna k > j.

Diikaz. Ptipustme opak, Ze jsou vSechny podprostory H* (k € N) navzajem rtizné. V ta-
kovém piipadé lze sestrojit posloupnost {z,},> s nasledujicimi vlastnostmi:
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1) z,€e H" ax, € (H”“)L pro vsechna n € N;
2) posloupnost {z,}1>5 je ortonormalni.

Necht m, k € N, m > k jsou libovolna. Pak
Az — Az = —x + (T + T, — Txpy). (6.11)

Je ziejmé, Ze x,, + Ty, —Tx,, € H*L. Ponévad? ||zx]| = 1axy € (H’“*l)l, plyne z (6.11)
nerovnost
| Az, — Axy|] > 1.

Proto z posloupnosti { Az, } '] nelze vybrat posloupnost konvergentni, coz je ve sporu s
kompaktnosti operatoru A. O

Lemma 6.7. Jestlize ker T' = {0}, pak ImT = H.

Diikaz. Jestlize ker T = {0}, pak je operator T je injektivni. Pfipustme, ze InT # H.
Pak dostavame H D H!' D H? O ..., coz je ve sporu s tvrzenim Lemma 6.6. Proto plati
ImT =H. O

Obdobné plati
Lemma 6.8. Je-li ImT = H, pak ker T' = {0}.

Diikaz. Jestlize ImT = H, pak podle Lemma 6.5 plati ker T* = {0}. To vSak, vzhledem k
vyse dokdzanému Lemma 6.7, znamend Im 7% = H. Nyni opét Lemma 6.5 zaruci ker ' =

{0}. O
Nyni jiz mtzeme dokazat Véty 6.1-6.3.

Diikaz Véty 6.1. Tvrzeni véty plyne pfimo z Lemmat 6.7 a 6.8. O

Diikaz Véty 6.3. Tvrzeni véty plyne pfimo z Lemma 6.5. O]

Dikaz Véty 6.2. Pripustme, Ze je dim(ker T) = +o00. Pak, s ohledem na Vétu 2.16,
existuje v ker T’ ortonormalni systém {z,,}'>}. Jelikoz je Ax, = z, pro n € N, dostavime

|Azy — Azl = V2 pro k #m.

To v8ak znamend, Ze z posloupnosti { Az, } /2 nelze vybrat posloupnost konvergentni, coZ
je ve sporu s kompaktnosti operatoru A.

Dokazali jsme tedy, zZe dim (ker T) < +00. Analogicky se ukaze, ze také dim (ker T*) <
+00.

Nechf nyni n = dim (ker T) a k = dim (ker T*). Ptredpokladejme sporem, ze n < k.
Necht zq,...,z, je ortonormdlni baze prostoru kerT a y,...,y; je ortonormalni béaze
prostoru ker 7. Polozme

Br =Tz + Z(m -x;)y; pro x € H.

i=1

Operator B vznikne z operatoru 1" prictenim degenerovaného operatoru konecné dimenze,
tj. prictenim kompaktniho operatoru. Je tedy zfejmé, ze je operator B kompaktni a plati
pro néj vSechna vyse dokazana tvrzeni.
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UkéZeme, Ze rovnice Bx = 0 mé pouze nulové Feseni. Vskutku, necht xy € H je FeSeni
této rovnice, tj.

i=1

Podle Lemmatu 6.5 je y; € (Im T)L pro j =1,..., k. Zejména tedy
(yj - Tzg) =0 pro j=1,...,k

Nésobime-li rovnost (6.12) skalarné prvkem 7'z, dostaneme

0= [|Tao||* + > (0 - 2:)(yi - To) = || Txo| .

=1

a tedy
Txg=0. (6.13)

Odtud a (6.12) ziskame

n

> (o i)y =0,

i=1
coz spolu s linearni nezavislosti prvka vy, ..., y, zaruci
(xo-2;))=0 pro i=1,...,n.
gy 1o 12 (2 L .
Jelikoz je x1,...,x, ortonormalni baze prostoru kerT’, dostavame z, € (ker T) , COZ

spolu s (6.13) zaruci zy = 0.
Dokazali jsem tedy, ze ma homogenni rovnice Bx = 0 pouze nulové feseni. Vzhledem
k Fredholmové alternativé (viz Vétu 6.1) existuje y € H takové, ze

Ty + zn:(y FTi)Yi = Ynt1-
i=1
Nésobime-li tuto rovnost skaldrné prvkem ,, 1, dostaneme
1= Ty ynt1) + En:(’y @) (Y Ynr1) = (TY - Yni1) = - T"Ys1) = (y - 0) = 0.
i=1
Tento spor dokazuje, ze n > k. Nahradime-li nyni operator 1" operatorem T, dokazeme

k > n, a plati tedy n = k. O

6.2. Spektrum linearniho kompaktniho operatoru v Hilbertové
prostoru

V Hilbertové prostoru H budeme vysSetfovat rovnici
r =Nz + f, (6.14)

kde A je ¢iselny parametr, A : H — H je linearni kompaktni operator a f € H. Podle
Véty 6.1 jsou mozné prave dva vzajemné se vylucujici pfipady:
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1) Rovnice (6.14) ma pfi daném A pravé jedno FeSeni pro kazdé f € H.
2) Rovnice x = AAz mé pii daném A nenulové FeSeni.

V piipadé 1) dostavame nésledujici: Existuje operator (I — AA)~! a je definovany v
celém prostoru H, coz je ekvivalentni (pro A # 0) s tim, Ze operator (A — %I )_1 existuje
v celém prostoru H a tudiz je i ohraniceny. Jinak feceno, ¢islo % je regularni hodnota
operatoru A, tj. nepatii do spektra operatoru A.

V piipadé 2) je ¢islo % vastni hodnotou operatoru A.

Dostavame tedy nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.9. Kazdé nenulové cislo p = % je bud vlastni hodnotou linedrniho kompaktniho
operdatoru A, nebo je jeho reguldrni hodnotou. Jinymi slovy, spojité spektrum linedrniho
kompaktniho operdtoru v Hilbertové prostoru je bud prdzdnd mnoZina, nebo se sklddd z
jediného bodu p = 0.

Vsimnéme si nyni, ze bod 0 patii do spektra kazdého linedrniho kompaktniho opera-
toru (viz Dusledek 5.17). Déle také vime (viz Véta 5.19), Ze linedrni kompaktni operator
ma jen konecny pocet vlastnich hodnot, jejichz absolutni hodnota je vétsi nez 6 > 0. Na-
vic kazdé této vlastni hodnoté prislusi pouze konecny pocet linearné nezavislych prvki.
Spojime tato fakta s Tvrzenim 6.9 dostaneme

Tvrzeni 6.10. Spektrum linedrniho kompaktniho operdtoru v Hilbertové prostoru se skladd
2 konecného poctu nebo spocetne mnoha nenulovych vlastnich hodnot iy, jio, ... a bodu 0.
Bod 0 je jeding mozny hromadny bod posloupnosti {p;}. KaZdd z hodnot p; md konecnou
ndsobnost, bod 0 je bud vlastni hodnotou koneéné ¢i nekonecné ndsobnosti, nebo je prvkem
spojiteho spektra.

7. Riesz—Schauderova teorie

Necht X je Banachiv prostor a A : X — X je linedrni kompaktni operator. Polozme
T =1— A, kde I znaci identicky operator v X. Budeme uvazovat rovnice

Tz =y, (7.1)
Tz=0 (7.2)
kde y € X, a k nim adjungované rovnice
T f =g, (7.3)
T =0, (7.4)

kde g € X* a T je operator adjungovany k operatoru 7.
Pripomenime jesté, ze stejné jako v kapitole 5.4, budeme znacit hodnoty funkcionalu
f € X*vprvku z € X jako (z, f).

Véta 7.1. MnozZiny ImT C X a ImT™* C X* jsou uzavrené.
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Dukaz. Ukazeme, Ze je mnozina Im 7T uzaviend v X. Tvrzeni ohledné Im 7™ se dokaze
analogicky.

Nebot Im7T C ImT7T, k diikazu véty staci ukézat, ze InT C Im7T. Necht yo € ImT
je libovolné. Ukazeme, ze také y € Im7T. Vskutku, vzhledem k Tvrzeni 1.10, existuje
posloupnost {y,}7> prvkt mnoziny Im T takova, Ze

lim vy, = yo. (7.5)

n—-+00

To vSak znamend, ze existuji z,, € X (n € N) spliujici

Tz, =y, pro n¢€N, (7.6)
Nejprve ptredpokladejme, 7e je posloupnost {,}!> ohrani¢end. ProtoZe je operator

A kompaktni, z posloupnosti {Az,} > lze vybrat posloupnost konvergentni. Bez tjmy
na obecnosti mizeme piedpoklddat, ze je konvergentni piimo posloupnost { Az, }>}. Po-
névadz plati (7.5), z (7.6) plyne, Ze existuje zo € X spliujici
lim xz, = xo.
n—-+00
Ze spojitosti operatoru T, podminky (7.5) a vyjadieni (7.6) dostavame Tz = yo, a tedy
Yo € ImT.
Piedpokladejme nyni, Ze posloupnost {z,},>] neni ohranic¢ena. Polozme

dn:p(:cn,kerT):inf{Hxn—zH:zekerT} pro n € N.

Je zfejmé, ze existuji z, € kerT' (n € N) takova, ze
1
dp < ||zn — 20| < (1 + —) d, pro ne&N. (7.7)
n

Protoze z, € ker T pro n € N, dostavame
T(x, —2,) =y, pro neN. (7.8)

Je-li ¢iselnd posloupnost {d,, } /> ohrani¢end, podminka (7.7) zarudi, Ze je ohranic¢en4 také
posloupnost {z,, — 2, }.125. Pak ale stejné jako vyse, s pouzitim (7.8), ukdZeme gy € Im T'.
K dokonceni diikazu tedy zbyva dokazat, Ze je posloupnost {d,, }:7> ohrani¢end. Pf¥ed-
pokladejme sporem, Ze je tato posloupnost neohranic¢ena. Pak muzeme bez Gjmy na obec-
nosti predpokladat
lim d,, = +o0.

n——4oo
Polozme
Ty — 2
U, = ——_ pro n€EN.
Hxn - Zn”

Pouzitim odhadu (7.7) dostaneme liI}rn |2 — ynl|l = +00, a tedy

lim Twu, = lim Yn =
n—-+o0 n—+00 || T, — Y|

0,

nebot plati (7.5). Operator A je kompaktni a ||u,|| = 1 pro n € N, proto lze z posloupnosti
{Au, } 2 vybrat posloupnost konvergentni. Bez tijmy na obecnosti mtizeme piedpokladat,
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7e je konvergentni ptimo posloupnost {Au, },:>. Navic je lim Tu, = 0, a tedy existuje

n——+00
ug € X splnujici

ngrfoo Up, = Ug. (7.9)

e vy v

T = Zn = ||Tn — znllto = (un —wo)||2n — 2a|| pPro n €N

Zn + ||Tn — zal|uo Eker T pro n €N,
nebot z, € ker T pro n € N. Proto, s ohledem na (7.7), dostaneme

Ty — (zn + ||z — zn||u0) ” >d, pro né€N.

1
o=l (143 ) 2 [ = w)l ]

n
||Un—U0||Zn—+1 pro ne€N.

Odtud plyne

Avsak, vzhledem k (7.9), je

0= lim |u,—ul >1,
n—-+0o00

COZ je Spor. O
Nez dokéazeme dalsi pomocné tvrzeni, uvedeme nasledujici definici.

Definice 7.1. Nechf X je normovany prostor a M C X je neohrani¢end mnozina. Rek-
neme, ze je mnozina M lokdlné prekompakini (kompaktni), jestlize prunik mnoziny M s
libovolnou uzavienou kouli v X je prekompaktni (kompaktni) mnozina.

Véta 7.2 (Riesz). Necht X je normovany prostor a L je linedrni varieta v X. Potom je
L lokalne prekompaktni pravée tehdy, kdyz je konecnedimenziondlny.

Dikaz. Necht je L konecénédimenzionalni, tj. dim L < +o00, a nechf B je uzaviena koule
v X. Je zfejmé, ze mnozina L N B je ohranicenad v kone¢nédimenzionalnim prostoru L, a
proto je prekompaktni.
Nyni naopak, necht L je lokdlné prekompaktni. Pfedpokladejme sporem, Ze dim [ =
+00. Zvolme a € X ar > 0.
Necht z; je takové, ze
1] = 1.

Polozme
zn=a+rr, M; = {\x1: X € R}

Ziejmé z; € Bla,r|. S ohledem na lemma ,0 skoro kolmém* (viz Lemma 2.3) existuje
xro9 € L takové, ze

[zl =1 & plre, My) >

N | =

Zejména dostévame [|zy — 21| > 3. Polozme

29 = Q4+ Txy.
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Ziejmé zy € Bla,r| a

-
|22 — 21]| = r|lwe — 21| > 3"

Pokrac¢ujme dale v této proceduie. Nechf tedy méme sestrojeny prvky

T1y...,Tp
a
zxk=a+rx, pro k=1....n
takové, ze
r
|2k — zm]| > 5 Pro k=2....n,m=1,...,k—1.
Oznacme M, linearni obal prvki xq,...,z,, tj.

n
M, = {chxm:cl,...,cneR}.
k=1

Ziejmé dim M,, = n a proto je M,, # L. S ohledem na Lemma ,0 skoro kolmém* (viz
Lemma 2.3) tedy existuje x, 1 € L takové, Ze

1
[@niall =1 a p(Tnt1, My) > 2"
Zejména dostévame ||z,41 — x| > 5 pro k =1,...,n. PoloZzme
Zn+l = Q@+ TTpt1 .
Ziejmé z,41 € Bla,r] a
”
||Zn+1—2k|| :ernJrl_xk” > 5 pro kzl?"'an

Sestrojili jsme tak posloupnost {z,}.f C L N Bla,r|, kterd neobsahuje cauchyovskou

podposloupnost. To v§ak znamend, Ze mnozina L N Bla, ] neni prekompaktni, coz je ve
sporu s lokalni prekompaktnosti L. O]

Nyni jiz dokdZeme véty tykajici se Tesitelnosti rovnic (7.1)—(7.4), tzv. Fredholmovy
vety.
Véta 7.3 (Prvni Fredholmova). Ndsledujici ¢tyri turzend jsou ekvivalentni:

(i) Rovnice

7.1 resent pro vSechna y € X.

(i) Rowvnice (7.2) md pouze nulové fesend.

(i1i) Rowvnice (7.3) md Teseni pro vsechna g € X*.

(7.1) m
(7.2) m
(7.3)
(7.4)

(iv) Rowvnice (7.4) md pouze nulové Fesent.
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Diikaz. Staci dokazat fetézec implikaci
(1) = (ii) = (1) = (iv) = (4).

Implikace (i) = (i7). Necht plati tvrzeni (i), tj. In7T = X. P¥ipustme, Ze tvrzeni (ii)
neplati, tj.
ker T # {0}.

Zvolme x1 € ker T takové, ze x; # 0, a uvazujme rovnici
Tr =ux;.

Vzhledem k tvrzeni (i) ma tato rovnice alesporti jedno feSeni xo, tj. Tzy = x1. Zfejmé plati

T?vy =Tz, =0,
a tedy xy € ker T?. ProtoZe x9 & ker T' (jinak by bylo z; = 0), dostavame

ker T C ker T°.
Pokracujeme-li v této procedure, dokazeme

ker T C kerT? C kerT® C -+ CkerT" C ....

Polozime-1i

X, =kerT* pro keN,
je zfejmé, ze podprostory X,, (n € N) v prostoru splinuji X
XiCcXoC---CX,Cll (710)

S ohledem na lemma ,o0 skoro kolmém® (viz Lemma 2.3) proto existuje posloupnost
{z,})29 takovd, Ze

1) z, € X411 pron € N;
2) ||zn]| =1 pron € N;
3) l|zn —ul > % prou € X, n € N.

Z vlastnosti 3) dostaneme

| Az — Azl = Hzm—(zk—Tzk+sz)H > pro m >k,

—~ DO | =

nebot je zy — Tz + Tz, € X Vskutku, z vlastnosti 1) a (7.10) plyne

" (zk — Tz, + sz) =T"z, — Ty + T2, =0 pro m > k.

To vSak znamena, 7e z posloupnosti {Az,} > nelze vybrat posloupnost cauchyovskou,

co? je spor s kompaktnosti operatoru A, nebot podle vlastnosti 2) je posloupnost {z,}>3
ohranicena.

Implikace (ii) = (ii7). Necht plati tvrzeni (ii), tj. ker 7" = {0}. Ukézeme, ze ImT™* = X*.
Necht g € X* je libovolné pevné. Vzhledem k Vété 7.1 a predpokladu ker7T' = {0},
operator 1" zobrazuje bijektivné Banachtiv prostor X na Banachtiv prostor Im 7". Pouzitim
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Banachovy véty 5.5 lze snadno ovéfit, Ze inverzni operator 7! : Im7T — X je linedrni a
ohraniceny. Polozme

foly) = (T 'y, g) pro yeImT.

Je ztejmé, Ze fj je linedrni ohranic¢eny funkcional v Im 7. Podle Hahn-Banachovy véty 3.23
existuje f € X* takovy, ze

fly) = foly) pro y€ImT.

Pro vsechna x € X tedy plati

(x, T*f) = (T, f) = (Tx, fo) = (T (Tx),9) = (z,9).
Proto T* f = g, tj. g € ImT*. Vzhledem k libovolnosti ¢ jsme ukazali, ze Im 7™ = X*.

Implikace (iii) = (iv). Dukaz je analogicky jako dikaz implikace (i) = (ii), pouze zamé-
nime 1" za T™.

Implikace (iv) = (i). Necht plati tvrzeni (iv), tj. rovnice (7.4) mé pouze nulové Feseni.
Ukazeme, ze ImT = X. Predpokladejme sporem, ze ImT" C X. Zvolme yy € X takové,
ze yo € ImT. Vzhledem k Vété 7.1 je Im T uzavieny podprostor v X, a tedy

inf{”yo —zl:z € ImT} > 0.

Pouzitim Hahn-Banachovy véty (viz Dusledek 3.25) sestrojime funkciondl fo € X* takovy,
ze

(Yo, fo) =1 (7.11)

(y,fo) =0 pro ye&ImT.
Pro vsechna x € X pak plati

(z, T fo) = (T, fo) = 0.

Proto médme T*fy = 0, tj. fo je FeSeni rovnice (7.4). Vzhledem k nasemu ptedpokladu
dostédvame fo = 0, coz je ve sporu s (7.11). Dosazeny spor dokazuje, ze InT = X. O]

Dusledek 7.4. Necht plati alespori jedna z podminek (i)-(iv) Véty 7.3. Potom je operdtor
T (resp. T* ) invertovatelny, inverzni operdtor je definovdn v celém prostoru X (resp. X*)
a je ohraniceny.

Diikaz. Plati-li alespoti jedna z podminek (i)—(iv) Véty 7.3, pak plati vSechny. Ze vztahu
kerT' = {0} (resp. ker T* = {0}) plyne invertovatelnost operatoru 7' (resp. 7*). Navic
plati Im7 = X (resp. ImT* = X*), tj. operator T~ (resp. (T*)™!) je definovany v celém
prostoru X (resp. X*). Ohrani¢enost inverznich operatorti plyne z Banachovy véty 5.5. [

Véta 7.5 (Druhd Fredholmova). Rovnice (7.2) a (7.4) maji stejny (a to konecny) pocet
linedarné nezavislych tesent.

K diikazu této véty potiebujeme jedno tvrzeni vyplyvajici z Hahn—-Banachovy véty.

Lemma 7.6. Necht X je normovany prostor a {xy}}i_, je systém linedrné nezdvislych
prokd z X. Potom ezistuje systém { fi}i_, prvki z X* takovy, Ze

(g, f;) =0k; pro k,j=1,...,n.
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Diikaz. Ozna¢me X linedrni uzavér systému {zy}}_,. Jelikoz jsou prvky xy,...,z, line-
arné nezavislé, mame x; € X; a

inf{Hxl —z|:z € Xl} > 0.

S pouzitim Hahn-Banachovy véty (viz Dusledek 3.25) sestrojime funkcionédl f; € X*
takovy, ze

(Ihfl) =1

(z,f1) =0 pro ze€Xj.

Zejména tedy plati
(g, f1) =0 pro k=2,...,n.

Analogicky sestrojime funkcionaly fs,..., f, € X*. m
Lemma 7.6 lze v jistém smyslu obréatit.

Lemma 7.7. Necht X je normovany prostor a {fi}i_, je systém linedrné nezdvislych
prokd z X*. Potom ezistuje systém {xy}}_, prvki z X takovy, Ze
(g, fj) =0k; pro k=1,...,n, j=k,...,n (7.12)

Diikaz. JelikoZ je f,, # 0, existuje z € X takovy, ze (z, f,) # 0. Polozme
z

(2, fn) ‘

Pfedpokladejme nyni, ze pro ¢ € {2,...,n} mame sestrojeny systém {xj}7_, prvki z
X takovy, ze

Tp —

(g, fj) =0k pro k=i,....,n, j=k,...,n.

Sestrojime prvek x; ;. Pro libovolné x € X polozme

n

Yo =T — Z($7fk)$k .

k=i
Vsimnéme si nejprve, ze jakmile
(Yo, fii1) =0 pro kazdé = € X,

pak

(@, fic)) = > _(, fi) (@, fic1) pro kazdé =z € X,
k=i
tj.

n

Ji-1 = Z(xlm fic1) fi

k=i
coZ je sporu s linedrni nezavislosti systému {fx}}_;. Proto existuje z € X takové, ze

(Y., fi—1) # 0. PoloZme nyni
Y-

(y27 fi—l) '

Ti—1 =
Jednoduse lze ovérit, ze

(Iifl,fj) :(Si,lj pro jIZ—l,,n
Takto tedy sestrojime systém {xj}7_; prvka z X spliujici (7.12). O
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Nyni jiz mtzeme dokéazat Druhou Fredhlmovu vétu.

Dikaz Vety 7.5. Z Prvni Fredholmovy véty 7.3 plyne, ze
kerT = {0} < kerT" = {0}.

Predpokladejme nyni, ze ker T' # {0}.

Necht M C kerT' je ohraniena mnozina. Pak TM = {0} a tedy AM = M. Operator
A je ale kompaktni, coz znamena, ze mnozina M je prekompaktni. Proto je ker T' lokalné
prekompaktni mmnozina v X, coz podle Rieszovy véty 7.2 znamena dim (ker T) < 400.
Analogicky je mozné dokazat, ze dim (ker T*) < 4-00.

Ukazeme nyni, ze

dim (kerT') = dim (ker 7). (7.13)
Predpokladejme sporem, Ze (7.13) neplati. Polozme
dim (ker T) =n, dim (ker T*) =m.
Bez jjmy na obecnosti miizeme predpokladat, ze n < m.

Necht {z}}_, je baze kerT" a {1} }}*, je baze ker T*. Potom, vzhledem k Lemma 7.6,
existuje systém { fx}7_; prvki z X* takovy, ze

(zk, fj) =0kj pro k,j=1,...,n. (7.14)
Déle, s ohledem na Lemma 7.7, existuje systém {uvg }7-, prvki z X takovy, ze
(U, ;) =0; pro k=1,...,m, j=k,...,m. (7.15)
Zavedeme operator B : X — X vztahem

Br < Az + Z(m, fr)vr, pro x € X. (7.16)
k=1

Operator B vznikne z operatoru A pri¢tenim degenerovaného operatoru kone¢né dimenze,
tj. prictenim kompaktniho operatoru. Je tedy zfejmé, ze je operator B kompaktni.
Ukazeme nejprve, zZe je
ker(/ — B) = {0}. (7.17)
Vskutku, necht x € ker(I — B) libovolné. Pak z definice operatoru B dostavame

n

r— Ax = Z(aj, fr)vk . (7.18)

k=1
Proto, vzhledem k (7.15), je
(x — Az, ¢;) = (z, f;)) pro i=1,....,n. (7.19)
Na druhé strané lze lehce ovérit, ze
(x — Az, ) = (Tx, ;) = (2, T*Y;)) =0 pro i1=1,...,n, (7.20)

nebot ¢; € ker T* proi=1,...,n. Z (7.19) a (7.20) plyne

(¢, f;)=0 pro i1=1,...,n. (7.21)
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Proto z (7.18) obdrzime x — Az = 0, tj. © € ker T'. Existuji tedy skalary a;, ... «, takové,

ze
n
xr = E AR .
k=1

Z tohoto vyjadteni a (7.14) plyne
(z, fi) = Zak(zk,f,-) = pro i=1,...,n
k=1

Vezmeme-li nyni v ivahu (7.21), mame dokézano, ze o; = 0proi =1,...,n, a tedy x = 0.
Avsak z byl libovolny prvek z ker(/ — B), tj. plati (7.17).
Lehce lze ovérit, ze pro kazdé g € X™ plati

(I=B)yg=T9-> (v 9)fr-

k=1
Jelikoz v, ..., ¢, € ker T a plati (7.15), z posledniho vztahu dostavame

n

(I = B)"; =T"; — Z(vk,¢j)fk =0 pro m>j>n.

k=1
Proto ker(I — B)* # {0}, coz je, vzhledem k Prvni Fredholmové vété 7.3, ve sporu s (7.17).
Dosazeny spor dokazuje, ze m = n, tj. plati (7.13). ]

Véta 7.8 (Treti Fredholmova). Rovnice (7.1) ma alespori jedno teseni prave pro tay € X,
ktera splrugi

(y,¥) =0 pro ¢ € kerT". (7.22)

Diikaz. Je-li ker T'= {0}, pak vzhledem k Prvni Fredholmové vété 7.3 je ker T* = {0}, tj.
véta plati (trividlné). Dale tedy predpokladejme, Ze je ker 7" # {0}.
Necht pro y € X ma rovnice (7.1) feSeni zo. Pak pro kazdé ¢ € ker T* mame
(y7¢) = (T:U07w) = ($0>T*¢) =0,

tj. plati (7.22).
Naopak, necht je pro y € X splnéno (7.22). Ukdzeme, ze y € ImT. Predpokladejme
sporem, ze
y&ZImT.

Vzhledem k Vété 7.1 je mnozina Im 7" uzaviena, a tedy
inf{Hy—zH 1z € ImT} > 0.

Pomoci Hahn—-Banachovy véty (viz Dusledek 3.25) sestrojime funkciondl f € X* takovy,
ze

(v. f)=1 (7.23)

(2,f)=0 pro zeImT.
Odtud je zfejmé, ze
(#,77f) = Tz, f)=0 pro z€X,

a tedy f € kerT*. Ze vztahu (7.22) proto plyne (y, f) = 0, coz je ve sporu s (7.23).
Dosazeny spor dokazuje, ze y € Im T, tj. rovnice (7.1) mé alespon jedno FeSeni. O
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Tteti Fredholmovu vétu Ize jesté doplnit.
Véta 7.9. g € ImT™ prave tehdy, kdyz
(2,9) =0 pro zckerT.

Zavérem této kapitoly si jesté vSimneme, Ze, s ohledem na vyse dokazané véty, mohou
pro operator 1" nastat praveé tii pripady:

1) T je invertovatelny, T—! je definovany v celém prostoru X a tudiz je spojity.

2) kerT' # {0} a
(y,0) #0 pro n&jaké 1) € ker T

Pak nem4 rovnice (7.1) feSeni, tj.
y&ZImT.

3) ker T # {0} a
(y,vv) =0 pro kazdé o € ker T".

Pak ma obecné Feseni x rovnice (7.1) tvar

n
T =9+ E Q2
k=1

kde x( je néjaké feseni rovnice (7.1) a {z;}7_; je baze prostoru ker 7', pfi¢emz n =

dim ( ker T) .

8. Rovnice prvniho druhu

Nejprve zavedeme definici.

Definice 8.1. Necht X je normovany prostor. Mnozina M C X se nazyva mnoZinou I.
kategorie, jestlize ji lze vyjadrit jako sjednoceni nejvyse spocetné mnoha mnozin fidkych
v X. Neni-li mnozina M C X mnozinou I. kategorie, fikdme, Ze je mnoZinou II. kategorie.

Poznamka 8.1. Jelikoz vime, Ze normovany prostor X je sdm metrickym prostorem (viz
Poznamku 2.2), pojem mnoziny fidké v normovaném prostoru obsazen v Definici 1.11.

Véta 8.1 (Bair-Hausdorf). Necht X je Banachiv prostor. Pak je X mnoZinou II. kate-
gorie.

Diikaz. Plyne primo z Bairovy véty 1.15. [
Uvedeme jesté nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 8.2. Necht X je nekonecnédimenziondlni normovany prostor a mnozina M C X
je prekompaktni. Potom je M vidkd v X.
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Diikaz. Pripustme opak, necht M neni fidka. Pak, vzhledem k Definici 1.11, existuje koule
Bla, r] takova, ze o
Bla,r] € M.

Jelikoz je podle naseho pfedpokladu mnozina M kompaktni, je kompaktni také mnozina
Bla,r] (viz Véta 1.21). Vzhledem k Tvrzeni 5.13 v8ak musi prostor X byt kone¢nédimen-
zionalni, coz je spor. [

Necht X a Y jsou nekonecénédimenzionalni Banachovy prostory. V dalsim budeme
uvazovat operatorovou rovnici (prvniho druhu)

Ax =y, (8.1)
kde A: X — Y je linedrni kompaktni operator a y € Y.

Véta 8.3. Necht operdtor A neni konecnédimenziondln, tj. dim (Im A) = +o00. Potom
mnozina Im A neni uzavrend.

Diikaz. Pripustme sporem, Ze mnozina Im A je uzaviena. Pak je Im A Banachtv prostor.
Ziejmé

+oo
X = Bl0,x].
k=1
Proto mame .
Im A = |_J AB(0, k]. (8.2)
k=1

Vzhledem ke kompaktnosti operatoru A jsou mnoziny AB[0,k| (k € N) prekompaktni
v prostoru Im A. Ponévadz je dim (Im A) = 400, Tvrzeni 8.2 zaruci, Ze jsou mnoziny
AB|0, k] (k € N) fidké v prostoru Im A. Z vyjadfeni (8.2) tedy plyne, ze Im A je mnozinou
I. kategorie, coz je ve sporu s Bair-Hausdorfovou vétou 8.1. [

Véta 8.4. Necht k operdtoru A existuje na mnoziné Im A C Y inverzni operdtor A~*.
Potom operdtor A=! : Im A — X nend ohraniceny.

Diikaz. Piipustime-li opak, Ze je operator A=' : ImA — X ohraniceny, potom lze jed-
noduse ovéfit, ze operdtor I = A™'A : X — X je kompaktni, coz je ve sporu s Tvrze-
nim 5.14. O
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