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Abstrakt

Cilem prace je detailni zpracovani aparatu funkcionalni analyzy pro studium kvalitativ-
nich vlastnosti feseni diferenc¢nich rovnic a jeho vyuziti pri analyze specifikované neline-
arni diferen¢ni rovnice. Prace obsahuje podrobny rozbor nékterych vlastnosti prostort
posloupnosti, diskrétnich verzi Leviho véty o monoténni konvergenci a Lebesgueovy veéty
o dominantni konvergenci a kritérii relativni kompaktnosti pro prostory posloupnosti. Te-
oreticky aparat je doplnén vétami o pevnych bodech. Zavedené matematické prostredky
jsou pozdéji vyuzity prii studiu konkrétni nelinearni diferenc¢ni rovnice.

Summary

The goal of this thesis is a detailed elaboration on apparatus of functional analysis for
study of qualitative properties of solutions of difference equations and its application for
analysis of a specific nonlinear difference equation. The thesis includes detailed analysis of
some properties of sequence spaces, discrete versions of Levi’s monotone convergence theo-
rem and Lebesgue’s dominated convergence theorem and criteria for relative compactness
of sequence spaces. Theoretical apparatus is completed with fixed point theorems. Intro-
duced mathematical instruments are later used for study of a concrete nonlinear difference
equation.
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1 Uvod

Pri vysetrovani diferencnich rovnic hraje dulezitou roli aparat funkcionalni analyzy. Autori
se i v odborné literature pti aplikaci téchto nastroji ¢asto uchyli k vagnimu konstatovani,
ze lze jisté pasaze dokazat jako v pripadé spojitého protéjsku vysettované rovnice. To se
vsak nékdy muize ukazat jako nekorektni ¢i nedostatecné, a je tudiz na misté detailné
rozebrat primo diskrétni pripad.

Hlavnim cilem prace je proto podrobné zpracovat matematicky prostredky pro ko-
rektni analyzu diferen¢nich rovnic a nazorné pak predvést vyuziti nékterych zavedenych
pojmu a tvrzeni u konkrétni nelinearni diferencéni rovnice.

V kapitole 2 definujeme rtzné prostory posloupnosti a uvedeme a dokazeme nékteré
z jejich klicovych vlastnosti, zejména se zamérime na prostory ¢ a (*°. Zformulujeme
diskrétni verze Leviho véty o monoténni konvergenci a Lebesgueovy véty o dominantni
konvergenci, ty pak s vyuzitim riznych pristupii dokazeme, pii tom budeme vychézet
z klasickych verzi téchto tvrzeni. Poté se budeme vénovat kritériim relativni kompaktnosti
u prostora P a £°°.

V kapitole 3 se zamérime na véty o pevnych bodech, zejména pak na vétu Banachovu
a vetu Schauderovu. Ty blize okomentujeme a fadné dokazeme.

V kapitole 4 vySetiime konkrétni nelinearni diferenc¢ni rovnici, u té naformulujeme jisté
predpoklady, za kterych dokazeme existenci jejiho feSeni s pozadovanymi vlastnostmi.
Predpoklady nasledné upravime a dokédzeme vedle existence i jednoznacnost.



2 PROSTORY POSLOUPNOSTI
2 Prostory posloupnosti

2.1 Definice prostort posloupnosti

V této c¢asti uvedeme definice metrickych prostortu /7 a > a nékterych dalsich prostort po-
sloupnosti. Pro nase tucely staci uvazovat pouze realné posloupnosti, je vsak dobré zminit,
ze vét$ina v praci uvedenych vysledki plati prakticky beze zmény (¢i s malymi modifika-
cemi) i pro komplexni posloupnosti. V této ¢asti budeme cerpat ze zdroju tykajicich se
funkcionalni analyzy napri¢ seznamem literatury a poznamek z pribéhu studia.

2.1.1 Prostor posloupnosti ¢?

Definice 2.1. Necht p € [1,00) a M je mnozina redlnych posloupnosti definovana jako
M = {u = {up}po, CR, Z lug|P < oo} :
k=1

Na uvedené mnoziné zavedeme metriku pomoci zobrazeni g, : M x M — [0, 00) daného
predpisem

Qp(uvv) = (Z ‘uk - Uk’p> ' , u= {uk},ﬂ = {Uk} e M.

Mnozina M s definovanou metrikou p, pak tvori metricky prostor (M, p,) oznacovany
bézné (7.

Poznamka 2.2. Uvedené prostory posloupnosti tvori linearni prostory, kde linearni ope-
race probihaji po slozkach. Pro libovolné realné posloupnosti u, v a libovolné L € R proto
plati

u+v = {uy,ug, .} + {vy,v9, .} = {us + vy, us + 09, ..}

Lu= L{ul,uQ, } = {Lul, LUQ, }

Poznamka 2.3. Metricky prostor ¢? pro libovolné p € [1,00) je rovnéZ normovanym
linearnim prostorem, prislusnd norma je ve tvaru

o v
ul], = (Zywp) . ue M.
k=1

Poznamenejme jesté, Ze 2 je navic prostorem unitdrnim. Skaldrni soucin zavedeme jako

(o]
(u,v) := Zukvk, u,v € M.

k=1

Ziejmé pak plati |[ull, = v/(u,u).



2.1 DEFINICE PROSTORU POSLOUPNOSTI

2.1.2 Prostor posloupnosti ¢~

Definice 2.4. Nechf M je mnozina realnych posloupnosti definovana jako
M = {u = {ux};2y CR, {ux} je ohranicena}.
Na této mnoziné uvazujme metriku o, s predpisem

Oco (U, V) := iug lug, — o],  w={up},v={ve} € M.
€

Mnozina M s metrikou g, tvoii metricky prostor (M, o) oznacovany bézné .

Poznamka 2.5. Metricky prostor /> je podobné jako F soucasné normovanym linedrnim
prostorem, prislusnd norma je dana predpisem

|lull . :==sup |ug|, ue M. (2.1)
keN

Definice 2.6. Metriku o, 1ze uvazovat také na mnozinach K posloupnosti majicich ko-
necny pocet prvki, L posloupnosti konvergujicich k nule a N konvergentnich posloupnosti,
presnéji

K :={u = {ux};2; C R, kde vy # 0 pro konecné mnoho k € N},
L :={u={w}r; CR, lim u, = 0},
k—o0

N :={u={w};2; CR, {us} konverguje}.
Metrické prostory (K, 0s), (L, 0s) @ (IV, 000) pak znacime cog, ¢ a c.

Poznamka 2.7. O metrickych prostorech cq, ¢ a ¢ lze také tvrdit, Ze jsou normovanymi
linedrnimi prostory s normou (2.1).

Poznamka 2.8. Za zminku stoji fakt, ze mnozinové mezi vyse zminénymi prostory po-
sloupnosti existuje nasledujici vztah

Coo C O C P C (P2 C ey C e C L%,

kdy 1 < p; < py < 00.

2.1.3 Prostory posloupnosti s vahou

Definice 2.9. Necht p € [1,00), {wy}2, je kladna posloupnost a M je mnozina redlnych
posloupnosti definovana jako

M := {U = {u}p2, CR D wplugl” < OO}-

k=1
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Na M zavedeme metriku g, ,, nasledovné

S =

Op,u( (Zwk\uk—vﬂp) ;o u={ug}t,v="{v} € M.

Posloupnost w oznacime za vdhovou a metricky prostor (M, o,.,,) pak bézné znac¢ime €7 (w).

Poznamka 2.10. O metrickém prostoru ¢?(w) pro libovolné p € [1,00) mizeme zaroven
konstatovat, Ze je linedrnim normovanym prostorem, prislusna norma je dana predpisem

0 ,
= (Zwk|uk|p> , u€EM.
k=1

Definice 2.11. Necht {wy}?2 je kladna posloupnost a M je nasledujici mnozina redlnych
posloupnosti
M = {u={ur}2, C R, {wgux} je ohranicena} .

Na M uvazujeme metriku g ,, ve tvaru

Oow (U, V) 1= Zup wilug —vgl,  w={up}t,v={v} € M.
eN

Metricky prostor (M, 0sc.w) pak oznacime £°(w).

Poznamka 2.12. Prostor /*°(w) je normovanym linedrnim prostorem s normou

[l oo 0 = SUP wi|ug|, u € M.
keN

Poznamka 2.13. Prostor ¢’(w) bézné vyuzivame, pokud pracujeme s posloupnostmi
{ur}2, pro které neplati > 77 | |ugl? < oo, ale lze vzit v ivahu slabsi podminku

o
Z wi|ug|P < oo.
k=1

Podobné prostor ¢*(w) vyuZijeme za predpokladu, Ze pracujeme s posloupnostmi
{ug}32 1, které nejsou ohranicené. Zuzitkujeme pak fakt, ze posloupnosti {wyuy}52, ohra-
nicené jsou.

Poznamka 2.14. Je dobré si také uvédomit, ze navzdory tomu, ze vSechny vyse uvedené
metriky jsou generovany odpovidajici normou, existuji i metriky na prostoru posloupnosti,
u kterych tomu tak neni. Uvedme naptiklad na prostoru vsech redlnych posloupnosti
X metriku definovanou nasledovné

22 O et B
1+|uk—vk|

Tato metrika zddnou normou generovana neni.



2.2 ZAKLADNI VLASTNOSTI PROSTORU POSLOUPNOSTI
2.2 Zakladni vlastnosti prostord posloupnosti

V této casti se zaméfime na nékteré z klicovych vlastnosti prostort posloupnosti, pre-
devsim pak tplnost a separabilitu. Cerpat budeme opét z poznamek z pribéhu studia
a ruznych zdroju ze seznamu literatury zamérenych na funkcionalni analyzu.

2.2.1 Zakladni vlastnosti prostoru ¢?

Budeme se zabyvat zédkladnimi vlastnostmi metrickych prostoru 2 pro p € [1, 00). Nejprve
prozkoumame tplnost.

Véta 2.15 (Uplnost 7). Metricky prostor ¢¢ pro libovolné p € [1,00) je tplny.

Diikaz. Zvolme p € [1,00). Necht {ul"}> | C 7 je cauchyovska posloupnost, tedy takova
posloupnost, ze pro vsechna ¢ > 0 existuje n. € N takové, Ze pro vSechna i, j > n. plati

op(ul?, uli) ( ‘ U]) < (2.2)

Lze tvrdit, Ze pro vSechna k € N je posloupnost {uL"]};fle C R cauchyovska v E'. Vime,
ze v E! pojmy konvergentni a cauchyovskd posloupnost splyvaji. Pro véechna k£ € N je

tak posloupnost {u,&"} }°° | konvergentn{ v E'. Ozna¢me pro viechna k € N

uy = lim uL ! (2.3)

n—0o0

wi={ugtre, -
Musime dokazat, ze {ul”}> | konverguje k u v g, a u € (7. Diky (2.2) pro vSechna
€ > 0 existuje n.;p € N takove, zZe pro vsechna i, j > n./o, pro vsechna m € N plati

1
" , T AN I
(Z uf! ! ) < gylull ul) < 2.
Nyni provedeme limitni prechod pro j — oo, pak je pro vSechna k € N diky (2.3) splnéno

‘m wl p<§
=

Dalsim limitnim pfechodem pro m — oo pak dostaneme

1
p\rp
ul (Z‘uk—uk ) <§ €.

Proto lze tvrdit, ze {u™}>°, konverguje k u v g,. Z konvergence {u"}°, plyne ohrani-
¢enost této posloupnosti v /7. Existuje tedy L > 0 takové, ze pro vSechna n € N

‘ [n] |
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Limitnim prechodem pro n — oo diky (2.3) dostaneme

00
> lup <L
k=1

a z toho u € /P. O
Véta 2.16 (Separabilita ¢?). Metricky prostor ¢ pro libovolné p € [1,00) je separabilni.

Diikaz. Je treba dokazat existenci spocetné mnoziny husté v nosné mnoziné tohoto pro-
storu. Vezméme

N = {{ve}72, € Q, kde vy, # 0 pro koneéné mnoho k € N}. (2.4)

Poznamenejme, ze mnozina N je podmnozinou prostoru cyy. Je spocetna, nebot Q je
spocetna mnozina, konecna kombinace prvkii spocetné mnoziny je spocetna a spocetné
sjednoceni spocetnych mnozin je opét mnozina spocetna.

Je nutné dokézat, ze mnozina N je hustd v nosné mnoziné . Uvazujme libovolny
prvek v = {ug} € (7, je tfeba demonstrovat, ze pro vsechna ¢ > 0 existuje ny € N
a v = {1, Vg, ..VUn, 0, ..} € N takové, ze ¢b(u,v) < e. Rozepisme gb(u,v) nasledovné

00 no 00
Qg(u,v):Z|uk—vk|p:Z|uk—vk|p+ Z |ug|?.
k=1 k=1 k=no+1

Z konvergence Tady » ;7 |ux[P plyne, ze existuje ng € N takové, ze Y 7 [ug|P < /2.
Z hustoty Q v R vyplyva

no
D g — vil” < £/2.
k=1

Celkoveé tedy ob(u,v) <e. O

2.2.2 Zakladni vlastnosti prostoru ¢*

V této casti se zamérime na vlastnosti metrického prostoru £°°.
Véta 2.17 (Uplnost £°). Metricky prostor £ je Gplny.

Diikaz. Necht {ul}22 C ¢ je cauchyovska posloupnost, tedy takova posloupnost, Ze
pro vsechna ¢ > 0 existuje n. € N takové, ze pro vSechna i, 5 > n. plati

Qoo(u[i],u[j]) — sup ug] _d9 < e
keN
7 toho pro vsechna ¢, 7 > n., pro vsechna k£ € N plyne
‘UZ] — u,[gj} <e. (2.5)

Proto plati pro vSechna k € N, ze posloupnost {uén]};‘f:l C R je cauchyovska v E!, a tedy
konvergentni. Oznac¢me pro vsechna k € N

un = li [n]
ko= lm uy
n—o0
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a
o= {ur i,
Posloupnost u je zrejmé, vzhledem ke konstrukei, ohranicena, a tudiz u € £*°.
Nyni zbyvéa dokazat, Ze posloupnost {ul™} | konverguje k u v metrice go,. Diky (2.5)
Ize konstatovat, Ze pro vsechna ¢ > 0 existuje n./» € N takové, Ze pro vsechna 7, j > n. /s,

pro vSechna k € N
[4]

i j €

Limitnim pfechodem pro j — oo dostaneme pro vsechna ¢ > n./, a vSechna k € N

€

Z toho obdrzime pro vSechna i > n. /s

sup UZ} —uk‘ < -<e.

keN
Posloupnost {u™}2 | tedy k u v metrice ., konverguje. [
Véta 2.18 (Neseparabilita £°°). Metricky prostor £>° neni separabilni.

Diikaz. Abychom dokéazali neseparabilitu ¢°°, stac¢i nalézt néjaké 6 > 0 a nespocetnou
podmnozinu N nosné mnoziny ¢*° takovou, ze pro vSechny posloupnosti u, v € N takové,
ze u # v, plati 9o (u,v) > §. Uvazujme mnozinu N C > ve tvaru

N ={u={ug};2; CR, up =0 nebo uy = 1}.
Tato mnozina je zrejmé nespocetnd, nebot plati
card{0, 1} = 2% > ;.
Navic pokud vezmeme libovolnd u, v € N takova, ze u # v, plati goo(u,v) = 1. Z toho

plyne, Ze ¢*° neni separabilni. O

2.2.3 Vlastnosti nékterych dalsich prostorti posloupnosti

V této casti rozebereme vlastnosti dalsich prostortu posloupnosti zminénych v casti 2.1.
Dtikazy zde tentokrat uvedeme jen u nékterych tvrzeni, u zbytku v zajmu stru¢nosti pouze
naznacime myslenku.

Véta 2.19. Prostor ¢gp neni uplny.

Diikaz. Uvazujme posloupnost {u["}}zo:l C ¢, takovou, ze pro vSsechna n € N plati

ul = 11 Lloo
- 727"'7n_17n7 Y e Y

tato posloupnost je cauchyovskd, nebot kdyz zvolime e = 1/N, kde N € N a vezmeme
n,m € N takové, ze n > m > N, pak

1 1
ulth — M = {o, 0, ——, .., =,0,0+ }
m—+1 n
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a plati
fal) —u)| =L oL oL
* m+1 m N
Déle je splnéno
_— {1}m

lim v =u= 4 - .

n—00 k o1
Posloupnost u ziejmé nepatii do prostoru coy a ten tak neni tplny. Il

Véta 2.20. Prostory ¢g a ¢ jsou tplné.

Diikaz. Lze ukazat, Ze ¢y a ¢ jsou uzavienymi podmnozinami prostoru £°°, ktery je uplny,
a proto jsou také uplné. Detaily vynechame. O

Véta 2.21. Prostory cq, ¢ a ¢ jsou separabilni.

Diikaz. Uvazujme mnozinu (2.4) podobné jako v dikazu véty 2.16., presnéji
N = {{wv}p2; € Q, kde vi # 0 pro kone¢né mnoho k € N}.

Vezmeme-li nyni libovolnou posloupnost u = {ux} € cgo, pak pro ni jisté existuje m € N
takové, ze pro vsechna k > m plati up = 0. Z hustoty raciondlnich ¢isel v mnoziné
¢isel realnych plyne, ze kazdy prvek wug, kde & < m, posloupnosti u, 1ze libovolné blizko
aproximovat racionalnim ¢islem. Pro libovolné € > 0 tak existuje posloupnost

v ={v} € N, kde vy = 0 pro k > m, takova, ze

000 (U, V) = sup |ug — vy| < €.
k<m

Mnozina N je proto husta v cgg, a protoze je spocetna, je coy separabilni.

Prostor ¢y je husty v cg. Zvolme libovolné € > 0 a uvazujme posloupnosti v € ¢
a v € ¢ takové, Ze o (u,v) < €/2 a posloupnost z € N takovou, ze 9. (v,2) < /2.
7 trojuhelnikové nerovnosti nyni vyplyva nasledujici

e €
Oco(Uy 2) < 000 (U, V) + 000(v, 2) < 5 + 3= €.

Mnozina N je tedy hustd i v prostoru cg, ten je proto také separabilni.
V pripadé prostoru ¢ se uvazuje mnozina skorostacionarnich posloupnosti racionalnich
Cisel, presnéji

U= {{uw}2, €Q, kde existuje kg € N, zZe v,, = vg, pron > ko}.

Lze ukazat, ze tato mnozina je spocetna a pomoci jejich prvki lze libovolné presné apro-
ximovat posloupnosti z prostoru ¢, ten je proto separabilni. Il

Poznamka 2.22. Prostory s vahou prebiraji vlastnosti prostori, od kterych jsou odvo-
zeny. Plati tedy, ze (P(w) je Gplny a separabilni a £*°(w) je uplny a neseparabilni.



2.3 VETY O KONVERGENCI

2.2.4 Neékteré dalsi vlastnosti prostora posloupnosti

V této casti uvedeme zejména dvé znamé a uzitecné nerovnosti, které plati pro posloup-
nosti redlnych ¢isel, a sice Holderovu a Minkowského nerovnost.

Véta 2.23 (Holderova nerovnost). Necht p,q € (1, 00) spliuji

1
-4 - =1
p q

a necht {ug}32; a {vr}2, jsou posloupnosti redlnych ¢isel, pak plati
1 1
[e.e] o0 P o0 q
>l = (3bue) (L]
k=1 k=1 k=1

Véta 2.24 (Minkowského nerovnost). Necht p,q € [1,00) a {ur}32; a {vk}32, jsou po-
sloupnosti realnych cisel, pak plati

1 1 1

(o] P o] P o] )

(Stuceur) < (Sumr) = (L)
k=1 k=1 k=1

Zminme se jesté o kompaktnosti. Pro metrické prostory konecné dimenze plati, ze je-
jich podmnoziny jsou omezené a uzaviené prave tehdy, kdyz jsou kompaktni. Jinymi slovy
pro dikaz kompaktnosti, potazmo dalsich vlastnosti z kompaktnosti plynoucich (prekom-
paktnost, relativni kompaktnost atd.), staci ukdzat uzavienost a omezenost. V piipadé
prostort nekonecné dimenze, jako jsou prostory posloupnosti, tomu tak neni.

2.3 Veéty o konvergenci

V této casti ukdzeme rizné pristupy k dikazu platnosti diskrétnich verzi Leviho véty
o monoténni konvergenci a Lebesgueovy véty o dominantni konvergenci (verze pro po-
sloupnosti).

Nejprve uvedeme primy pristup, kdy elementarnimi prostredky nejprve dokazeme dis-
krétni verzi Fatouova lemmatu, pomoci kterého diskrétni verze vét o limitnim prechodu
nasledné dokazeme. Dalsi pristup spociva v konstrukei schodovitych funkei a nasledném
vyuziti klasickych verzi vét o konvergenci. Posledni pristup vyuziva abstraktni teorie miry.
Nakonec uvedeme jesté limitni véty formulované pro rady. Jako hlavni zdroje ndm po-
slouzily préce [2], [4], [5] a [9].

2.3.1 Cisté diskrétni p¥istup

V této casti zavedeme diskrétni verze vét o konvergenci prostrednictvim diskrétni verze
Fatouova lemmatu. Nejprve toto lemma uvedeme a dokazeme. Dtiikaz zde spociva v od-
hadech infim vhodnymi posloupnosti.

10



2 PROSTORY POSLOUPNOSTI

Lemma 2.25 (Fatouovo — diskrétni). Necht {u,[cn]},;’o | je pro vsechna n € N posloupnost
[n]

nezapornych cisel, kterd spliuje rovnost liminfw, " = v, pro vsechna k € N. Potom
n—oo

I N E PSR 5 IS ]
kathgglfuk §hnrr_1ﬂ1;1f2uk .
k=1 k=1 k=1
Diikaz. Uvazujme libovolné k € N a t € N takové, ze t > n. Potom

mf UL] < u[t}.

Z toho plyne, ze pro libovolné m € N a t € N takové, ze t > n, plati
£l <
; inf Z g

Pro vsechna m,n € N je pak splnéno
Is] < 1 <
> mful? < > ul! < >l
k=1 k=1
7 uvedeného pro vsechna m € N vyplyva
_ : _ Is] < : ) _ i [n]
Sone=3 tim (infl’) = i Z infu < Jim (gﬁ 2 ) lminf )

Nakonec provedeme limitni pfechod m — oo pro )~ vy a dostaneme

— Tim [n]
D_ve =liminf} uy
k=1 k=1
[l

Véta 2.26 (Leviho o monoténni konvergenci — diskrétni). Necht {uLn]};o:l je pro libovolné
n € N posloupnost nezdpornych ¢isel a je splnéno, ze {ugf} 122 | je pro vSechna k € N
neklesajici posloupnost (tj. u,[f] < uLnH]) a konverguje pro n — oo k v,. Potom

o [o.¢]
v = li [n]
= 1m uk = lm Uy,
n—oo k;—l

00
k=1 k:l

Diikaz. 7 predpokladi véty plyne pro libovolné n € N

[o¢] o0
Do <Y
k=1 k=1

a plati tedy i

hmsupZuEf] < Z : (2.6)

n—oo

11
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Daéle na zakladé Fatouova lemmatu muzeme usoudit

oo

Z v < ligirolfz uggn]. (2.7)
k=1

Celkove z (2.6) a (2.7) vyplyva

hmsupZuEC] < ka < hnrggjleu[n].

n—oo

Z této nerovnosti pak plyne

> =3 i = i 3
k=1 k=1 k=1
[

Véta 2.27 (Lebesgueova o dominantni konvergenci — diskrétni). Necht {u[n]}zo | je pro

vsechna n € N posloupnost redlnych ¢isel a pro vsechna k£ € N je splnéno lim uL} = V.

n—oo
Déle necht existuje posloupnost {wy}%2; spliujici pro vSechna n € N a k € N nerovnost

™| < wy, picemz 3°°  wy, < co. Potom
o0 o0 o0
: [n] - [n]
V. = =
2 k=l = lim >
k=1 k=1 k=1
Diikaz. Protoze pro vSsechna n € N a pro vSechna k € N plati |uL"]] < wy, muzeme tvrdit

pro vsechna n € N
Z ] < Z W,
[n]

Z toho vyplyva, ze fada Y-, u," je pro vSechna n € N absolutné konvergentni.

Uvazujme nyni pro vsechna n € N posloupnost {wy, — uLn]}ZO:l, pro vsechna k € N je
splnéno |u£§n]| < wyg, a proto je to posloupnost nezdpornych ¢isel. Z Fatouova lemmatu pak
plyne

liminfi (wk — uLn]) > iliminf (wk — uLn]) = i (wg, — vg) > i ivk,
e _ k=1 k=1 k=1

a tedy

Zwk—hmsupz:uk —lzgng(wk—uk> Zwk—ZUk

n—oo

7 toho muzeme vyvodit

hmsupZuL] < ka (2.8)

n—oo

12



2 PROSTORY POSLOUPNOSTI

Vezméme nyni posloupnost {wy, + u,C }k 1, ta je podobné jako {wy —u, ]}k | bro vSechna
n € N posloupnosti nezapornych ¢isel. Aplikujme na ni Fatouovo lemma nasledovné

117?_1)1010le <wk + u[n]> legl_l)glf (wk - u[”]> = ; (wy + vg) > ;wk + kzvk,
= = =1

a tedy
.. ] .. [n]
D w o+ limind > uf! = timint S (wn+ ) 2 3wt Yo
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
7, toho vyplyva
. (] <
lznigf; uy > ;vk. (2.9)

Z (2.8) a (2.9) poté plyne

ka<hnrg£f2uk <7}LI§OZ“L]<1lmSUPZUEc gkio: .

n—oo

Na zakladé této nerovnosti pak mutzeme konstatovat

i Y =3
k=1 k=1
O

Poznamka 2.28. V pripadé posloupnosti {ugfm}zil z Lebesgueovy véty je pro vsechna
n € N, pro vSechna k € N splnéno |u£€n}| < wy,. Vzhledem k tomu, ze )"~ wy < oo plati

pro vsechna n € N
o0 o
k=1 k=1

Rada Y77, |u£€n]| je tak pro vSechna n € N konvergentni a »_.° |u£€n]| absolutné konver-
gentni.

>l

2.3.2 Vyuziti klasickych verzi vét o limitnim prechodu

Dtikazy diskrétnich verzi vét o konvergenci mizeme provést také bez vyuziti diskrétniho
Fatouova lemmatu pomoci schodovitych funkci v kombinaci s klasickymi verzemi vét
o konvergenci. Tyto véty patii mezi znamé poznatky z funkcionalni analyzy a jejich ditkazy
nebudeme uvadeét.

Véta 2.29 (Leviho o monoténni konvergenci). Necht f, : I — R je neklesajici posloup-
nost nezapornych meritelnych funkei. Dale necht pro x € I plati f(x) = lim f,(z). Potom
n—oo

lim fn )d:c:/f(x dz
I

n—o0

13
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Véta 2.30 (Lebesgueova o dominantni konvergenci). Necht f, : I — R je posloupnost

méritelnych funkel a pro x € I plati f(x) = lim f,(x). Dédle necht g je lebesgueovsky
n—oo

integrovatelna funkce na I, takovd, ze pro n € N plati | f,,(x)| < g(z) pro = € I. Potom je

f lebegsueovsky integrovatelnd a plati, Ze f,, konverguje k f v normé L. Tedy

lim Ifn(x) der = /If(x) dz.

n—oo

Definice 2.31 (Charakteristickd funkce). Necht A je podmnozinou mnoziny M. Funkce
Xa : M — {0,1} je charakteristickou funkeci mnoziny A v mnoZziné M, pokud plati
xa(x) =1prox € Aa xa(r)=0prox e M/A.

Konstrukce a vyuziti schodovitych funkci

Necht {uL”]}g; je pro vSechna n € N posloupnost nezapornych ¢isel, ktera pro vSechna

] _
k

k € N spliuje lim u;° = v. Uvazujme intervaly I; = [i, i + 1) pro vSechna i € N

n—oo
a definujme funkci f,, nasledujicim zptisobem

Fo= > xrul™. (2.10)
i=1

Ziskali jsme takto posloupnost {f,}22, nezdpornych méfitelnych funkei. Podobné pro
{ve}32 1ze definovat méfitelnou funkei f takto

F=Y xuvi (2.11)
=1

Za predpokladu, ze {uL"]}zil je neklesajici posloupnost nezapornych cisel, je i posloup-
nost {f,}°°, neklesajici posloupnosti, tentokrat nezapornych funkei. Pak jsou splnény
predpoklady Leviho véty a plati

lim Ifn(a:) dr = /If(:c) dz.

n—oo
Podobné muzeme uvazovat, ze pro vsechna n € N posloupnost obecné realnych cisel
{ugl]}zozl konverguje k {v}72, a predpokladat, Ze existuje posloupnost {wy}¢2; spliujici
pro vSechna n € N a k € N nerovnost \uLn]| < wy a je splnéno Y 2wy < co. Opét

sestrojime posloupnost funkei {f,}22, jako (2.10) a f jako (2.11). Funkci g v duchu
(2.10) ziskdme nésledujicim zpisobem

g = Z X1, Wi
i=1

Funkce ¢ je lebesgueovsky integrovatelna a plati |f,(x)] < g(x) pro = € I. Pak jsou
splnény predpoklady Lebesgueovy véty a lze opét konstatovat

n—0o0

lim Ifn(x) dx:/lf(x) dz.

14
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Integraly funkci f, se v pripadé obou limitnich vét pro vSechna n € N diky jejich
konstrukei presné redukuji na sumy. Je tedy splnéno

/fn(x) dz = iugfl
I k=1

Totéz lze tvrdit i pro funkce f a g. Opét jsme tak dokazali platnost diskrétnich verzi vét
o konvergenci.

2.3.3 Abstraktni pristup k teorii miry

K dikazu platnosti diskrétnich verzi vét o konvergenci lze vyuzit také pristup vyuzivajici
teorie obecného méritelného prostoru a abstraktni teorie miry. Na obecném méritelném
prostoru lze pro funkce opét odvodit véty o konvergenci. Diskrétni véty o limitnim pre-
chodu pak plynou z obecnych verzi vét, pokud vhodné zvolime nosnou mnozinu méritel-
ného prostoru a s ni vhodnou miru (viz dale).

Definice 2.32. Necht M je neprazdna mnozina. Potom ¥ je g-algebrou podmnozin mno-
ziny X, pokud splnuje:

e MeX,
e M\ A€ X pro kazdou mnozinu M € ¥,
« pro kazdy spocetny systém mnozin { A } rey mnozin Ay € ¥ je splnéno (J, o Ax € 2.

Dvojici (M, ¥) pak oznacime jako méritelny prostor a prvky systému 3 jako méritelné
mnoziny.

Definice 2.33. Miru na méritelném prostoru (X, X) definujeme jako zobrazeni p : ¥ —
[0,00) U {0}, které spliiuje nasledujici dvé vlastnosti:

e () =0,

o (Upen Ar) = D open #(Ax) pro kazdou posloupnost {Ag}ren po dvou disjunktnich
mnozin A, € X.

Trojici (M, 3, u) pak oznacime za prostor s mirou. Pokud pu(M) < oo, oznac¢ime miru p
za konecnou. Jestlize (M) = 1 potom se jedna o miru pravdépodobnostni a (M, X, i) je
tzv. pravdépodobnostni prostor.

Na prostorech s mirou lze podobné jako na R korektné zavést Lebesguetv integral
a nasledné i dokézat véty o limitnim prechodu (viz [2]).

Definice 2.34 (Citaci mira). Uvazujme mnozinu M = N a jeji o-algebru ¥ = P(N).
Jestlize v : 3 — [0, 00) U {00} je zobrazeni definované nasledujicim zptisobem

(A) card(A) pokud je mnozina A koneéna,
o =
00 pokud mnozina A neni konecna,

pak « je mira na (N, P(N)), kterou oznacime za citaci (téz aritmetickou, nebo pocitact).
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2.3 VETY O KONVERGENCI

Vzhledem k tomu, ze na prostorech s mirou (M, X, ) plati pro lebesgueovsky integro-
vatelné funkce véty o konvergenci, mizeme volbou prostoru (N, P(N)) s ¢itaci mirou «
zavést sumu jako pripad Lebesgueova integralu. Pro funkce na takovém prostoru pak plati

fdoa=" f(k)

S ohledem na korektni zavedeni vét o konvergenci na prostorech s mirou jsme opét
dokéazali diskrétni verze vét o konvergenci.

keN

2.3.4 Diskrétni Leviho a Lebesgueova véta pro rady

Nyni se zamérime na véty o limitnim prechodu pro nekonecné rady. Jak je znamo, rady
studujeme jako posloupnosti castecnych souctit. Pokud uvazujeme posloupnost ¢dstecnych

souctli {v;}32,, tedy takovou posloupnost, ze v; = » ;_; u pro vechna j € N, pak

J

ur = lim E up = lim v;

Mg

B
Il

7, tohoto vztahu nyni zrejmé plyne

[e.o]

M]3

[n] ]15& Zl Z u[n].

n=1

B
Il

1 n=1

i formulaci vét o konvergenci pro rady, kdy pozmeénime

=<

Této skutecnosti vyuzijeme p
formulaci vét z casti 2.3.1.

Véta 2.35 (Diskrétni Leviho véta pro fady). Necht {uL"]}zO:I je pro vSechna n € N
posloupnost nezapornych ¢isel a je splnéno, ze {> ;_, uzﬂ};’;l je pro vSechna n € N

neklesajici posloupnost nezapornych ¢isel, pro kterou plati lim Zi:l up = Y o up. Pak
J—00

DI

k=1 n=1 n=1 k=1

Véta 2.36 (Diskrétni Lebesgueova véta pro rady). Necht {uggn]}zozl je pro vsechna n €

[n]y o0

N posloupnost realnych ¢isel takova, ze plati, ze {Zk 1 U 521 Jje pro vsechna n € N

posloupnost redlnych ¢isel, pro kterou je splnéno lim Zk:l ug = Y poy . Déle necht
j—o0

existuje néjaké posloupnost {wy}52, spliujici pro vSechna n € N a j € N nerovnost
s 1uk )| < wy, pricemz Y pe wy < oo. Pak

k=1 n=1

Poznamka 2.37. Muzeme si povSimnout zaménitelnosti sum, dospéli jsme v podstaté
k analogii Fubiniho véty pro nekonecné rady.
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Poznamka 2.38. Uvazujeme-li prostor s mirou (M, X, i), mizeme opét zavést véty o li-
mitnim prechodu pro rady. Za splnéni urc¢itych predpoklada dostavame pro f, : M —
[0,00), pro vSechna k € N lebesgueovsky integrovatelnou funkei, nasledujici vztah

[ > sean= géﬁw.

k=1

Pokud podobné jako v ¢asti 2.3.3 zvolime méfitelny prostor (N, P(N)) a ¢itaci miru «,

dokazeme odlisné stejnou skutecnost jako ve vétach 2.35 a 2.36. Vezmeme-li v tivahu

spocetnou mnozinu N = {uLn], k € N, n € N}, pak lze zarucit

2D =33
n=1 k=

k=1 n=1 1

2.4 Kritéria relativni kompaktnosti

V této casti se budeme zabyvat kritérii relativni kompaktnosti pro prostory posloupnosti.
Nejprve uvedeme obecnou definici prekompaktnosti a relativni kompaktnosti a podstatné
uvahy, které se s nimi poji. Pak na to navazeme zkoumanim relativni kompaktnosti primo
u prostori > a 7, vychazet budeme predevsim z [3] a [8].

2.4.1 Prekompaktnost

Definice 2.39 (e-sit). Necht (M, o) je metricky prostor, € kladné redlné ¢islo a N C M.
Mnozinu A C M oznacime za e-sit mnoziny NN, pokud pro vSechna u € N existuje v € A
tak, ze o(u,v) <e.

Definice 2.40 (Prekompaktni mnozina). Necht (M, g) je metricky prostor, mnozinu N C
M oznacime za prekompakini, jestlize existuje jeji konecna e-sit pro kazdé e.

Poznamka 2.41. V terminologii zde obecné ¢asto panuji zmatky, nékdy je v literature
prekompaktnost oznacovana jako totdlni omezenost (viz [6]). Jinde se dokonce pouziva
pojmu prekompaktni mnozina pro mnoziny relativné kompaktni, které dale také diskutu-
jeme. K této zaméné dochéazi zejména, pokud jsou diskutovany uplné prostory. Zde totiz

pojmy splyvaji.

Véta 2.42. Necht (M, o) je metricky prostor a N C M, pak plati, Zze N je prekompaktni
prave tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti prvka z N 1ze vybrat cauchyovskou podposloup-
nost.

Poznamka 2.43. Jestlize je N C M prekompaktni, pak je omezena.
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Poznamka 2.44. Pojmy omezenosti a prekompaktnosti pro mnoziny v E™ splyvaji,
obecné tomu vsSak neni. Jako priklad omezené mnoziny, ktera neni prekompaktni, mi-
zeme vzit jednotkovou sféru v prostoru ¢ pro p € [0, 00). Tedy mnozinu

S:{ueép:Zuizl}.
k=1

U té je omezenost ziejmd. Vezmeme-li mnozinu N = {ul"}>¢, C S takovou, 7e ul™ m4
pro vSechna n € N jednicku na n-té pozici a na ostatnich pozicich nulu, je také omezena.
Zvolime-li pak ¢ < 2/7/2, kone¢nou e-sit mnoziny N nenajdeme. Pro libovolna i,j € N
takova, ze i # 7, totiz plati

[e.e]

1
p
0y (u[i}’u[jl) _ (Z(u%} _ ugly)) — 9

k=1

a z ul™ tedy nelze vybrat cauchyovskou podposloupnost.

2.4.2 Relativni kompaktnost

Definice 2.45 (Relativné kompaktni mnozina). Necht (M, o) je metricky prostor. Mno-
zinu N C M oznacime za relativné kompakini, jestlize jeji uzavéer N C M je mnozina
kompaktni v (M, p).

Véta 2.46. Necht (M, o) je metricky prostor a N C M, pak plati, ze N je relativné
kompaktni pravé tehdy, kdyz z kazdé posloupnosti prvkt z N lze vybrat konvergentni
podposloupnost.

Véta 2.47. Necht (M, o) je Gplny metricky prostor, pak je mnozina N C M relativné
kompaktni prave tehdy, kdyz je prekompaktni.

Diikaz. Nejprve si dokédzeme implikaci zleva doprava. Z relativni kompaktnosti plyne
prekompaktnost obecné cili neni potreba pozadavek tplnosti N. Pokud je N relativné
kompaktni, pak kazda posloupnost obsahuje podposloupnost konvergentni v M a kazda
posloupnost tak obsahuje podposloupnost cauchyovskou.

K tomu, aby platila implikace zprava doleva, je jiz potieba tplnost. Pokud je mnozina
N prekompaktni, pak N C M je zfejmé také prekompaktni. Protoze N je uzaviend pod-
mnozina tiplného metrického prostoru (M, o), miizeme tvrdit, ze N tvoii také s prislusnou
indukovanou metrikou tplny prostor. Mnozina N je tedy prekompaktni a tiplné v (M, o)
a N je relativné kompaktni. [

Fakt, ze u uplnych metrickych prostort pojem relativni kompaktnosti a prekompaktnosti

splyvaji, pozdéji vyuzijeme. U podmnozin prostori £>° a ¢ budeme konstruovat konecné
e-sité a pres dikaz prekompaktnosti dokazeme i relativni kompaktnost.
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2 PROSTORY POSLOUPNOSTI

2.4.3 Relativné kompaktni podmnoziny prostoru ¢~

Nez uvedeme kritérium relativni kompaktnosti pro podmnoziny ¢*°, uvedeme jesté dvé
dilezité definice.

Definice 2.48 (Stejné ohranicené posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C ¢*° ozna-
¢ime za stejné ohranicené, pokud je mnozina N v {*° omezena.

Definice 2.49 (Stejné cauchyovské posloupnosti). Posloupnosti z mnoziny N C ¢*° ozna-
¢ime za stejné cauchyovské, pokud pro libovolné € existuje n € N takové, ze pro vsechna
1,7 > n a pro libovolnou posloupnost u € N plati

lu; — uj| <e.

Véta 2.50. Mnozina N C £ stejné a ohranic¢enych a stejné cauchyovskych posloupnosti
je relativné kompaktni.

Diikaz. Dikaz véty bude spocivat v konstrukei konecné e-sité pro podmnozinu N prostoru
(. Dokazeme tak prekompaktnost mnoziny N a tim padem, vzhledem k uplnosti £°°,
i relativni kompaktnost. Z faktu, ze posloupnosti v mnoziné N jsou stejné cauchyovskeé,
plyne, ze pro libovolné ¢ > 0 existuje n € N takové, Ze pro vsechna 7,7 > n a pro
libovolnou posloupnost u € N plati

€
Posloupnosti z N jsou také stejné ohranicené, z toho vyplyva, ze existuje L € R takové,
ze plati
|u|loo < L, wé€N.

Necht m € N je takové, Ze pro ¢isla —L = y; < ya < .. < Yy, = L je splnéno |y; —y;i11]| < €
pro vsechna 1 < i < m — 1. Déle pro vSechna k € {1,2, .., n} pritadme vy jednu z hodnot
{y1,Y2, s Ym }. Pro k > n polozme vy = v,. Mnozina A C (> se pak sestavi ze vSech
takto definovanych posloupnosti v = {v;}32,. Téch je zfejmé m™.
Zbyvéa ukazat, ze mnozina A je e-siti mnoziny N a pro vsechna u € N existuje v € A
takové, ze
Oco(u,v) < €.

Pro kazdé k € {1,2,..,n} vyberme y; € {y1,y2, .., Ym } tak, aby platilo

S
Z (2.12) vyplyva |up — yx| < /2 pro k € {1,2,..,n}. Polozme v, = y;, pro k € {1,2,..,n}
a v = v, pro k > n. Posloupnost v zfejmé nélezi do mnoziny A. Pro k € {1,2,..,n} je
pak zfejmé splnéno
5

]uk — Uk’ < 5 (213)

aprok>n
€

5
uk—vk|:|uk—vn\§]uk—unl+]un—vnl<§+2

:g,
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2.4 KRITERIA RELATIVNI KOMPAKTNOSTI

coz plyne z trojihelnikové nerovnosti a (2.12) a (2.13). Celkové tedy dostavame

Ooo(u,v) < €.

Mnozina A je konecnou e-siti mnoziny N. Tato mnozina je proto v ¢*° prekompaktni
a vzhledem k uplnosti > i relativné kompaktni. ]

Poznamka 2.51. Pokud uvazujeme mnozinu stejné cauchyovskych posloupnosti, pak je
ziejmeé kazda z posloupnosti cauchyovska a tim padem i konvergentni.

L:ym ! | | | | | | | | | |
A S S B S B
T e e
N O T N A IS S O O
Ym-3 T o /A S e G . o o o
. | | | | | | RO
O R i B i R SR
S S L UL
12 8 45 6 7 8 9. wn g2 nd
I a S A S
v T
0 R B o
s S R s B A
—L =y ‘ l l ‘ l ‘ l l ‘ l

Obrazek 2.1: Aproximace posloupnosti u € N (¢ernd barva) posloupnosti v z e-sité
(Cervena barva)

2.4.4 Relativné kompaktni podmnoziny prostoru ¢?

Nejprve si uvedeme nékolik podstatnych informaci, které nasledné pouzijeme pii dikazu
kritéria relativni kompaktnosti pro podmnoziny prostori ¢7, kde p € [0, o).

Poznamka 2.52. Analogicky jako u prostoru £ lze definovat pojem stejné ohranicenych
posloupnosti i pro prostor 7, jde tedy o posloupnosti z omezené podmnoziny ¢P.

Poznamka 2.53. Podmnoziny R™ (m € N) jsou, pokud vezmeme libovolnou normu,
prekompaktni pravé tehdy, kdyz jsou omezené.
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2 PROSTORY POSLOUPNOSTI

Véta 2.54 (Ekvivalentni normy). Normy || ||, a || ||, na normovaném linedrnim prostoru
M jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz existuji takové konstanty a, 3 € (0,00), Ze pro
vsechna u € M plati

allully < flully < B ull, -

Poznamka 2.55. Na linearnich prostorech konecné dimenze (zejména na R™ pro libo-
volné m € N) jsou vSechny normy vzdjemné ekvivalentni.

Véta 2.56. Mnozina N C % pro 1 < p < oo je relativné kompaktni praveé tehdy, kdyz
je tato mnozina stejné omezena a pro vsechna € > 0 existuje m € N tak, ze pro vSechna

u € N plati
0 >
> wml) <e

k=m+1

Diikaz. Nejprve si dokazeme implikaci zleva doprava. Necht N je relativné kompaktni
(a tedy prekompaktni) neprazdnd mnozina. Vzhledem k tomu, Ze je mnozina N prekom-
paktni, je omezend, a posloupnosti z N jsou stejné omezené. Z prekompaktnosti dale
plyne, 7e pro € > 0 libovolné, existuje n € N a v, v® . 0™ € N (£/2-sit) takové, Ze

N c | JB.2(v").

=1

Protoze pro i € {1,2,3,..,n} je splnéno v\ € P, existuje m € N takové, ze

(£

k=m-+1

p P I .
<5 i€{1,23..n}

Uvazujme nyni u € N ai € {1,2,3,..,n} tak, Ze u € B.o(v?), a tedy

1 1
e NEAN e AN €
(5 et} < (Sho-tf) <5
k=1
7 Minkowského nerovnosti vyplyva

k=m+1

1 1 1

P oo : p P S8 ; P P c c
k=m+1 k=m+1

k=m+1

Implikace zleva doprava je dokazana.
Zbyva dokizat implikaci zprava doleva. Budeme uvazovat N # (). Podle predpokladii
véty pak pro libovolné € > 0 existuje m € N takové, ze

( Z |uk|p)p <Zprou€M.

k=m-+1

Jak jiz vime, existuji takové konstanty «, 5, ze pro y € R™ plati
allyll, < llylly < B llyll, -
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2.4 KRITERIA RELATIVNI KOMPAKTNOSTI

Uvazujme posloupnosti © € N, vytvorime mnozinu N vektorii U z prvnich m prvki téchto
posloupnosti, presnéji B

N :={u,u € N}.
Vime, ze mnozina N je v /P omezen4, a proto je mnozina N C R™ omezend v (R™, | Hp).
7, toho plyne, ze je N v tomto prostoru prekompaktni a existuje jeji konecna e-sit. Pro
libovolné & > 0 tak existuje n € N a v, 0@ 0™ € 7 takové, ze 0V, 03, ., 5™ € R™
tvori e/2-sit N, presnéji

N c | Bep@?).
=1

Pro libovolné u € N tak existuje ¢ € {1,2,3,..,n} takové, ze plati

1
e 0P €
k=1

Obecné je pro u,v) € N, kde i € {1,2,3, ..,n}, spInéno

(i’“k_v,(f)p) (Z’k_vk ) +<§: ‘“’“_Uzii)py‘
k=1 k=m-+1

O prvnim séitanci pravé strany nerovnosti pak lze zfejmé tvrdit nasledujici

1 1
m ; p P m ~ i p P c
k=1 k=1

Protoze lze konstatovat, ze plati
1 1
p\” ZOO p\”
k=m+1

(5
k=m+1

odhadneme druhy sé¢itanec pomoci Minkowského nerovnosti a predpokladt véty nasledu-
jicim zptisobem

1 1
(Z ’u;c—v;(:)p>p§<z !uzflp)p+<z ‘vl(:)

k=m+1 k=m+1 k=m-+1

p E<€+€_€
4 4 2

Celkové tedy plati

(Sher) <
k=1

AL

1 1
k=1 k=m+1

NCO&M)
=1

Prvky v, 0@ v € N tak tvoii koneénou e-sit a mnozina N je v ¢ prekompaktni, a
protoze (P je uplny, i relativné kompaktni. O

22



2 PROSTORY POSLOUPNOSTI

Poznamka 2.57. Véta 2.59 byla poprvé dokazana francouzskym matematikem Fréche-
tem pro pripad p = 2. Mirné odlisny piistup k dikazu kritéria nalezneme napiiklad v [5].
Poznamenejme jesté, ze kritérium relativni kompaktnosti pro ¢ lze ziskat také zobecné-
nim kritéria relativni kompaktnosti pro prostory lebesgueovsky integrovatelnych funkei
L?, které byly nezavisle dokazany ruskym matematikem Kolmogorovem a madarskym
matematikem Riezsem, vice také v [5].
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3 Veéty o pevnych bodech

V této kapitole rozebereme postupné nékolik vét o pevnych bodech, predevsim se pak
zaméfime na véty Banachovu a Schauderovu, protoze je budeme dale potrebovat. Vét
o pevnych bodech je vSak celd fada, vice se lze docist napt. v [7] a [10]. Nejprve je
prihodné uvést definici pevného bodu.

Definice 3.1 (Pevny bod). Necht (M, p) je metricky prostor a déle necht F' : M — M.
Bod u* € M oznacéime za pevny bod zobrazeni F', je-li splnéno F(u*) = u*.

3.1 Banachova véta o pevném bodu

Véta 3.2 (Banachova o pevném bodu). Necht (M, o) je Gplny metricky prostor a zobra-
zeni F': M — M je kontrakce. Pak existuje jediny pevny bod zobrazeni F', ktery je navic
limitou posloupnosti {u,}32 , kde uy € M je libovolné a u,, 11 = F(u,) pron = 2,3,4,5..

Diikaz. Nejprve musime ukézat, ze je posloupnost {u,}>°; cauchyovskd. Pro libovolné
n € N plati
Q(Un7un+1) = Q(F(un—l)a F(“n)) < LQ(U’n—17UTZ)7

opakovanim tohoto kroku pak dostavame
LQ(Un_l,Un) S LQQ(un—%un—l) S S Ln_l@(ulaUQ)-
Pomoci trojihelnikové nerovnosti mizeme nyni vyjadrit pro vSechna n,m € N

Q(una un—l—m) S Q(unv un+1) + Q(un-l—la un+2) + ..+ Q(un—f—m—l; un—i—m)a
odtud

L™ Yo(uy, ug) + L"o(u1, us) + L™ o(ug, ug) + .. + L™ 2 o(uy, us)
(Lnfl Ny SO Ln+1 T Ln+mf2) Q<u1’u2)

(1+L+L*+ ..+ L™ YL o(uy, up)

1-L™ (Ul, UQ)

_ Ln—l < Ln—lg
11—, Q(u17u2)_ 1- T

Q(Un, un+m)

IA NN

Pro n — oo je splnéno L' — 0 a tim paddem pro n — oo plati

— Q(u17u2)
otz
1—-L

Posloupnost {u,}>; je tedy cauchyovskd, a protoze je (M, o) tplny, existuje limita
lim u,, = u*.
n—oo

Zbyvéa ukazat, ze u* je pevnym bodem, a Ze je jednoznacny, zvétsujme proto o(u*, F'(u*))

nasledovné

o(u’, F(u")) < o(u”, un) + 0(un, F(u*)) = o(u”, un) + o(F (tn-1, F(u"))

0
Q(u*7un) + LQ(unfhu )

VANRVAN
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3 VETY O PEVNYCH BODECH

Protoze lim z,, = lim z,_; = z*, je splnéno lim o(z*,z,) = 0 a lim o(z,_1,2*) = 0.
n—oo n—oo n— oo n—oo
Muzeme tedy konstatovat, ze plati o(z*, F'(z*)) = 0, a proto 2* = F(z*). Bod z* je tak
pevnym bodem zobrazeni F'. Predpoklddejme, ze by zobrazeni F' mélo dva rizné pevné
body x*, z**, pak
o(z*, ™) = o(F(z*), F(x™)) < Lo(x*, z*").

7 toho nasledné plyne
(1= L)o(z",2™) <0,

a tedy o(x*,2**) = 0, z ¢ehoz vyplyva z* = z** a mame tedy spor. ]

3.2 Schauderova véta o pevném bodu

V této casti uvedeme nejprve Browerovu vétu o pevném bodu, na kterou navazeme vétou
Schauderovou. Nejprve si definujme dtlezity pojem konvexni mnoziny.

Definice 3.3 (Konvexni mnozina). Podmnozinu N vektorového prostoru oznacime za
konvexni, jestlize pro libovolnd u,v € N a pro vSechna « € [0, 1] plati cu+ (1 —a)v € N.

Véta 3.4 (Brouwerova o pevném bodu). Necht N € R™ je mnozina, kterd je uzaviena,
konvexni, omezend a F' : N — N je spojité zobrazeni. Pak existuje pevny bod u tohoto
zobrazeni nalezici do mnoziny N.

Poznamka 3.5. Pro Brouwerovu vétu neni zajisténa, na rozdil od véty Banachovy, jed-
noznacnost pevného bodu.

Véta 3.6 (Schauderova o pevném bodé). Necht M je Banachiv prostor a N C M ne-
prazdna, kompaktni a konvexni mnozina a F' : N — N je spojité zobrazeni. Potom mé
zobrazeni F' pevny bod u* € N.

Diikaz. Pokud by byla mnozina N C M kone¢né dimenze, tvrzeni prejde na Brouwerovu
vétu. Predpokladame-li, ze ma tato mnozina nekonec¢nou dimenzi, provadime aproximaci
nekoneéné dimenziondlni mnoziny N mnozinami N, konecné dimenze. Dale aproximu-
jeme zobrazeni F' zobrazenimi F), : S, — S,, na které aplikujeme nasledné Brouwerovu
vétu. Dostavame pak posloupnost pevnych bodi posloupnosti zobrazeni {F),}22 ;, kterou
ozna¢ime {u} }>° . Z takovéto posloupnosti pak muzeme vybrat podposloupnost {u,}}%2,
jejiz limita je pevnym bodem zobrazeni F'.

Nejprve musime nadefinovat pro kazdé n € N tzv. Schauderovy projekce. Z faktu, ze
je mnozina N kompaktni plyne, Ze ji lze pokryt koneénym poctem kouli. Predpokladejme
tedy, ze existuje k € N, ze uy, us, ..., ux jsou stredy takovych kouli, ze

g 1
NCUB(uj,E>.

=1

Zavedme dale funkeci
1
fi(u) = max (O, — — |lu— uJH) . j=1,2,. k.
n
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3.2 SCHAUDEROVA VETA O PEVNEM BODU

Pro kazdé w € N zfejmé existuje j takové, ze f;j(u) > 0 a zfejmeé Zle fi(u) > 0.
Schauderovu projekci P, pak zavedeme pro u € N nasledujicim zptisobem
k
_ 21 filu)u,
- =F
Zj:l fi(w)

Nyni zminme pojem konexniho obalu. Podmnozinu conv A vektorového prostoru M ozna-
¢ime za konvexni obal mnoziny A, jestlize

Py (u)

convA = ﬂ H, kde H C M je konvexni.
ACH

Tohoto pojmu déle vyuzijeme, nebot abychom mohli pouzit Brouwerovu vétu, zavedeme
N,, jako konvexni obal uy,us, .., ux. Takova mnozina je pak také omezend a uzaviena.
Zobrazeni F,, pro kazdé n € N definujeme takto

F, = P,F|n,

Dostavame tak pro vSechna n € N spojité zobrazeni F,, : N, — N,. Pro F,, a N,, pro
kazdé n € N jsou tak splnény predpoklady Brouwerovy véty a existuje tak pevny bod
uy zobrazeni F),, presnéji

P, F(u}) =u}.
Z toho poté plyne
* * 1
||F(un) - un” < ﬁ
Mnozina F'(N) je uzaviend a omezend v N, a protoze je N kompaktni, je kompaktni

i F(N). Posloupnosti {F(u*)}>2; C F(N) a {u’}2, tak maji konvergentni podposloup-
nosti, jejichz limity oznac¢ime F'(u*) a u*. Protoze plati lim (1/n) = 0, dostavame
n—oo

[F(u") —u*]| = 0.
Celkove je tedy u* pevnym bodem zobrazeni F'. [

Poznamka 3.7. Je mozné si povS§imnout, ze Schauderova véta je zobecnénim Brouwerovy
véty, nebot v prostoru konecné dimenze je uzaviend a omezend mnozina vzdy kompaktni
a tyto prostory jsou Banachovy.

Poznamka 3.8. Schauderova véta ve vyse uvedené podobé byva nékdy oznacovana jako
prvni Schauderova véta, jedna se v podstaté o puvodni podobu véty z roku 1930.

Nyni se zaméfime na jisté zobecnéni Schauderovy véty (nékdy oznacované jako druhd
Schauderova véta). Toto tvrzeni vyuzivd pojmu relativné kompaktni mnoziny a pozdéji
jej vyuzijeme ve spojeni se zpracovanymi kritérii relativni kompaktnosti.

Véta 3.9 (Schauderova o pevném bodu zobecnénd). Necht M je Banachtuv prostor a N C
M neprazdna, konvexni, omezend a uzaviena mnozina a F': N — N je spojité zobrazeni,
takové, ze F(N) je relativné kompaktni podmnozina N. Potom méa zobrazeni F pevny
bod u* € N.
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3 VETY O PEVNYCH BODECH

Diikaz. Predpokladejme, zZe jsou splnény predpoklady zobecnéné varianty véty. Z definice
relativni kompaktnosti plyne, Ze uzavér Z C M mnoziny Z = F(N) je kompaktni mno-
zina. Jestlize je mnozina Z kompaktni, pak je kompaktni i mnozina convZ. Tato mnozina
je uzavrena a konvexni. Z faktu, ze mnozina N je uzaviend a ohranic¢ena a z definice uza-
véru a konvexniho obalu, plyne convZ C N. Navic je splnéno, ze zobrazeni F' je spojité.

Celkem jsou tak splnény predpoklady prvni Schauderovy véty a existuje alespon jeden
pevny bod u* € N zobrazeni F. O
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4 Analyza nelinearnich diferencnich
rovnic

V této kapitole vyuzijeme popsanych matematickych poznatki z predchozich ¢asti k ana-
Iyze kvalitativnich vlastnosti diferencéni rovnice

A%y = pug(Ynr1), 1 EN, (4.1)
kde symbolem A rozumime standardni doprednou diferenci definovanou jako
AYp = Yni1 — Yn, n €N
Symbol A? pak chapeme jako
A%y, = A(Ay,) = Aypy1 — Ay, n €N

Vsude v kapitole budeme pfedpoklddat, ze pro posloupnost {p,}>>, plati p, > 0 pro
vSechna n € N a funkce g : R — R je spojita a takova, ze tg(t) > 0 pro t # 0.

Poznamka 4.1. Prikladem funkce g vyhovujici pozadavkim je tfeba
g(t) = [t sent, A€ (0,00).

Nasim cilem bude studium feSeni rovnice (4.1), které pii libovolné volbé kladného
realného cisla ¢ splnuje podminky

e Ay,<0, neN,

* Yp>0, nel, (4.2)
. lim y, =c.
n—oo

Ukazeme, ze za jistych podminek je pro vsechna n € N zarucena existence reseni rovnice
(4.1) s vlastnostmi (4.2) pro libovolné kladné realné ¢islo ¢, pii jejich zesileni pak dokonce
jeho jednoznacnost.

4.1 Podminky zarucujici existenci reseni
V této Casti se zaméfime na analyzu ulohy (4.1), (4.2). Odvodime podminku, pro kterou

ukazeme, ze je nejenom postacujici, nybrz i nutnou pro existenci feseni s vlastnostmi (4.2)
pro vsechna n € N pro libovolné zvolené ¢ > 0.

Véta 4.2. Pro posloupnost {p,}>2; v rovnici (4.1) plati

D kpp < o0 (4.3)
k=1

pravé tehdy, kdyz existuje feSeni tlohy (4.1), (4.2) pro libovolné zvolené kladné redlné
¢islo c.
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4 ANALYZA NELINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC

Lemma 4.3. Necht p, > 0 pro viechnan € N a 3 ° .(k + 1 — j)px < oo pro libovolné
j € N, pak

S (k+1=kp =YY
k=j n=j k=n

Drikaz. Protoze pro vsechnan € N plati p,, > 0, plyne z konvergence rady Zgozj(k—i—l — )Pk
i jeji absolutni konvergence, a tedy i komutativita a asociativita. Rozepisme si nyni radu
na jednotlivé cleny takto

o0

Z(k +1—=J)pk = pj +2pjs1 +3pjra + . = pj + (i1 + Djg1) + (Pjr2 + Djy2 + Djra) + -
b=y

Cleny fady miizeme diky komutativité a asociativité libovolné preskladat a sdruzit. My

to provedeme nasledovné

o0

Z(k +1—j)px = (pj +Ppj1+ )+ (pj+1 + Pjio + )+ (pj+2 +Pjts + w) F o
k=j

Miuzeme tak jasné vidét, ze je splnéno

D (k+1—j)p = ZZPk
k=j n=j k=n

]

Dikaz vety 4.2. Nejprve dokazeme implikaci zprava doleva. Vyuzijeme vztah pro libo-
volna n,m € N plynouci z definice dopredné diference, a sice

n—1

k=m

Predpoklddejme, ze (4.1) m4 pro libovolné ¢ > 0 feseni y s nami pozadovanymi vlastnostmi
(4.2). Rovnici (4.1) upravime pomoci ekvivalentni tpravy, kdy na obé strany rovnice
aplikujeme Z?;kl, a dostaneme s ohledem na (4.4)

— Ay, = Zpgg Yit1)-

Déle provedeme limitni prechod m — oco. Predpoklddame konvergenci y, a proto plati
lim Ay, = 0. Dostavame tak

m—00
0= Aye =Y pigyir). (4.5)

Na obé strany (4.5) nyn{ aplikujeme 327"~ a dostdvime

m—1 oo

Yo =Um+ D> 0igWis).

k=n j=k
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4.1 PODMINKY ZARUCUJICI EXISTENCI RESENI

Ted provedeme dalsi limitni prechod m — oo a ziskdvame tak

Yn =C+ Z ijg(yj+1)-

k=n j=k
Protoze predpokladame
lim y, = ¢,
n—oo
musi platit, ze
> piglyjn) < oo
k=1 j=k

diky limitni srovnavajici kritériu pro rady s kladnymi ¢leny je splnéno i

Zij < 0.

k=1 j=k

S ohledem na lemma 4.3 pak plati

o
Z kp < 00.
k=1

Nyni se zamérime na implikaci zleva doprava. S vyuzitim zobecnéné Schauderovy véty
(véta 3.9) dokdzeme nejprve existenci feseni s pozadovanymi vlastnostmi pro n > ng, kde
ng € N je dostatecné velké. Uvazujme libovolné realné kladné cislo, to si oznacme c. Déle
oznacme

M= o)
Z faktu, ze fada >, kpy, je konvergentni, plyne, Ze je konvergentni i fada > >~ > py
viz lemma 4.3. Pro libovolné ¢ > 0 tak existuje n. € N takové, ze 77 72 pp < e
Zvolme ¢ = ¢/M a oznac¢me odpovidajici n. jako ny.

Prostor ¢ je uplny, dale pro to, abychom nyni mohli vyuzit Schauderovu vétu, po-
tfebujeme takovou mnozinu 2 C ¢°°, ktera je neprazdna, konvexni, uzaviena a omezena
a zobrazeni T': 2 — €, které je spojité a T je relativné kompaktni podmnozina §2.

Mnozinu €2 budeme uvazovat ve tvaru

Q={uet>® c¢c<u, <2cpron>ngy}.

Tato mnozina je zfejmé neprazdna a omezend. Dale musime ukazat, Ze je uzaviena. Uva-
7ujme proto posloupnost {ul™}_ prvki z Q konvergujici k u. Je tieba dokazat, ze
u patii do 2. Plati, Ze pro libovolné ¢ > 0 existuje m. € N takové, ze

sup [ul™ —wu,| <&, m>m..
n>ng

Vezméme libovolné pevné zvolené n > ng, pro to je splnéno lim uk" = u,. Pro vSechna
m—0o0

m € N pak plati pro zvolené n, ze

c< ul™ < 9¢

- )
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4 ANALYZA NELINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC
a proto
c<u, <2c.

Vzhledem k tomu, ze n > ng je zvoleno libovolné, plati u € €2 a mnozina €2 je uzavriena.
Zbyva ukazat, Ze je mnozina (2 konvexni. Vezméme u, v € € a libovolné A € [0, 1]. Pro
n > ng plati
Ac < A, < A2¢ (4.6)

(I-=XNe<(1—=XNv, <(1—-X)2c (4.7)

Kdyz (4.6) a (4.7) se¢teme, dostaneme pro n > ng
c < Aup + (1= Nv, <2ec

Vzhledem k tomu, Ze zfejmé Au+ (1 —A)v € £>°, mizeme konstatovat, ze Au+(1—A)v €
a mnozina ) je konvexni.

Zobrazeni T pro n > ng definujeme, s ohledem na tvahy z diikazu implikace zprava
doleva, takto

(Tu), =c+ Z ijg(uj+1), u € Q.
k=n j=k

Nyni potfebujeme dokazat, ze je splnéno TQ2 C €. Necht u € €, jisté plati Tu € £°°,
nebot > 7 > pr < 00 a Tw je tedy ohrani¢end posloupnost. Déle je tfeba dokézat,
ze pro n > ng plati

c < (Tu), < 2c.

Prvni nerovnost je splnéna, nebot p, > 0 pro vSechna k£ € N, a protoze tg(t) > 0 pro
t # 0, plati g(t) > 0 pro t > 0, a tedy >,2, > 77, pjg(ujr1) > 0. Abychom dokazali
platnost druhé nerovnosti, musime ukazat, ze pro n > ng plati

[o.¢] oo
> D piglu) <c
k=n j=k
Budeme tak postupné zvétsovat vyraz y .- Z‘;‘;k P;9(u;4+1) nésledujicim zptisobem
oo o] [o.¢] oo (0.) oo
DD pigluss) SMY Y pi <MY p;
k=n j=k k=n j=k k=ng j=k
Vzhledem k tomu, ze pro n > ng plati Y ;2 Z;’ik p; < ¢/M, mizeme vyraz dale upravit

takto o =
MZij SM%:C.

k=ng j=k

Celkové tedy T'u € Q. Zmitime jesté, ze diky absolutni konvergenci > 2 > "2 pjg(u 1)
muzeme zobrazeni ekvivalentné zapsat s ohledem na lemma 4.3 nasledovné

(Tu), =c+ Z(] +1—n)pjg(ujt1).

j=n
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4.1 PODMINKY ZARUCUJICI EXISTENCI RESENI

Déle je zapottebi dokdzat, e je zobrazeni T spojité. Necht je posloupnost {ul™}>_, C
Q) takova, ze

lim Hu[m] — uHOO =0.
m—00

Musime ukéazat, ze plati
lim HTu[m] TUHOO =0

m—r0o0

Zaméime se na vyraz HTu[m] — TUHOO, ktery rozepiseme a zvétsime nasledovné

sup ‘ Tu (Tw) | = sup ZZp]g J+1 Zijg Ujt1)

nzno =10 | k= n j=k k=n j=k

= sup ZZPJ ul™h) = gluji)) Z ng ulth) = glugin)).
=L g — k=no j=k

Posloupnost {pﬂg(u&ﬂ) — g(uj11)[}52,, je posloupnost nezdpornych ¢isel. Pro vSechna

j € N takova, ze j > ng existuje L > 0 takové, ze \g(uﬁ]l) — g(uj41)| < L a pro vSechna
takova j proto plati

pilg(uh) = gusin)] < Lpy.
My vime, ze je splnéno > " > 77 py < oo, pak zfejmé ) = p; < oo. Posloupnost

{pjlg(u j+1) — g(uj1)]}52,, tak spliuje pfedpoklady Lebesgueovy véty o dominantn{ kon-
vergenci (véta 2.27). Posloupnost

o

{Z pilg(u)th) = glu;i)| } (4.8)

k=ng

je také posloupnosti nezapornych cisel a pro k € N takova, ze k > ng plati

S pilgul) = glup) < LY p;.
j=k j=k

Mizeme tvrdit, ze Y07 | > 777 p < 00, a proto plati i Y72 3%, p; < 0o. Posloupnost
(4.8) tedy predpoklady Lebesgueovy véty také spliuje. Lebesgueovu vétu tak nyni lze
dvakrat aplikovat nasledovné

nll_rgo Z Zp]\g ]+1 — g(uj)| = Z ij h_r)n |g(u g+1) 9(ujs1)]-

k=no j=k k=no j=k
Piedpokladdme lim ||ul™ —u||_ = 0, proto plat hm (sup [ul™ — u,|) = 0. Mizeme
m—o0 —00 >ng

tedy tici, ze lim ug +]1 = u;41. Na zdkladé této uvahy potom muzeme tvrdit
m—r0o0

S5y lim (gl — glu)l = >0 Y p0=0.

k=no j=k k=no j=k

Celkové potom
lim HTU Tu”oo =

m—o0
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4 ANALYZA NELINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC

a zobrazeni T je spojité.

Zbyvéa dokazat, ze T je relativné kompaktni (viz véta 2.50). Mnozina T2 je omezena,
nebot TQ) C Q a mnozina 2 je omezena. Musime tedy ukazat, ze posloupnosti z T2 jsou
stejné cauchyovské.

Je zapotiebi demonstrovat, ze pro libovolné € > 0 existuje n. € N takové, ze pro
vSechna n,m > n. plati |(Tu), — (Tu),| < € pro vsechny u € Q. Bez Gjmy na obecnosti
predpokladejme n > m, pak

n—1 oo n—1 oo oo 00
(T = (Tw)al = DY 0ig(up) SM Y D p <MY > p
k=m j=k k=m j=k k=m j=k

Vychézime z predpokladu, ze plati Y%, > 5% pr < oo, proto i Y77 >°% p; < oc.

Tudiz o
Tim MY Y pig(uji) =
k=m j=k

a je tak pro n,m > n. splnéno
[(Tu)m — (Tu),| < e.

Dokazali jsme tak platnost vSech predpokladii zobecnéné Schauderovy véty o pevném
bodu a existuje tedy feseni (4.1) s pozadovanymi vlastnostmi pro n > ny.
Reseni rovnice (4.1) 1ze prodlouzit doleva na N. Skuteéné pro ng — 1 definujeme

Yno—1 =€+ Z Zpyg (Yj+1)-
k=no—1 j=k

Vime, zZe plati ¢ € (0,00), je splnéno p, > 0 pro vsechna n € N a g(t) > 0 pro vSechna
€ (0,00). Plati tak zfejmé y,,—1 > 0, a protoze

Z ijg(yj+1> > Z ijg(yj—l-l)
k=no—1 j=k k=ng j=k

je splnéno také Ay, 1 < 0. Jsou tak splnény pozadované vlastnosti (4.2). ReSenf Ize takto
dale prodlouzit i pro vsechna n € N takova, ze n < ny — 1. Nami pozadované vlastnosti
pak mame jiz pro vSechna n € N. ]

Poznamka 4.4. Obdobnym zptsobem by se dala pro rovnici (4.1) dokézat existence
rostouciho zaporného feseni konvergujiciho k libovolné zaporné konstanté.

4.2 Podminky zarucujici existenci a jednoznacnost
reseni

Tentokrat budeme uvazovat, Ze funkce g je navic lipschitzovsky spojitd na R*. Predpo-
kladame tedy, Ze existuje kladné redlné ¢islo L takové, Ze pro vSechna a,b € R* plati

l9(a) —g(b)] < Lla —b|.
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4.2 PODMINKY ZARUCUJICI EXISTENCI A JEDNOZNACNOST RESENI

Nasim cilem bude ukazat, ze podminka (4.3) pak zaruci vedle existence feseni (4.1) s vlast-
nostmi (4.2) pro libovolné ¢ € (0,00) na N také jeho jednoznacnost. Vyuzijeme k tomu
tentokrat Banachovu vétu o pevném bodu.

Véta 4.5. Necht g splnuje Lipschitzovu podminku na R*, pak pro posloupnost {p,}>°,
v rovnici (4.1) plati, > 77, kpy < oo pravé tehdy, kdyz pro n € N existuje jediné Fesent
tulohy (4.1), (4.2) pro libovolné zvolené kladné realné ¢islo c.

Diikaz. Zacneme dikazem implikace zprava doleva. Platnost podminky » 72 kpy < oo
plyne uz ze samotné existence feseni y s pozadovanymi vlastnostmi, jak jsme ukazali
v ditkazu véty 4.2.

Nyni dokazeme implikaci zleva doprava. Uvazujme, Ze funkce g je lipschitzovsky spojité
na R* s lipschitzovskou konstantou L. Zvolme nyni ny € N, tak, aby platilo

o 1
2. 2.n <5 (49)

k=no j=k

Tentokrat budeme jako mnozinu €2 uvazovat mnozinu posloupnosti definovanych a ohra-
nicenych pro n > nyg

Q=02

Podobné jako v dikazu véty 4.2 lze ukazat, ze je tato mnozina uzaviend v ¢>°. Metricky
prostor £* je tplny a diky uzavienosti (2 je Gplny i metricky prostor (€2, 0o)-

Uvazujme opét zobrazeni 1" definované stejné jako v dikazu véty 4.2. Nasim cilem bude
nyni dokazat, Ze je toto zobrazeni kontrakeci. Musime tedy ukézat, ze existuje K € (0, 1)
takové, ze pro vsechna u, v € () plati

[T =Tvl, < Kllu =],

Vime, ze
17w = Tvll, = sup [(Tu); — (Tw);].
Jj=no
Pro vSechna n € N plati p, > 0, pro vSechny posloupnosti v € €2 je proto pro vsechna
n > ng splnéno

C+Zzp]g u]+1 <C+Zzpjg Uj—i—l )

k=n j=k k=n j=k

< Z ij|9(uj+1) = g(vi)l,

k=ng j=Fk

a tedy

sup |(Tu); — (Tv);] < Z ij‘g(ujﬂ) = g(vj+1)]. (4.10)

J Zn() kZTLO j:k

Nyni zvétsime vyraz z pravé strany nerovnosti (4.10), s vyuzijeme faktu, ze je funkce
g lipschitzovsky spojitd, nasledujicim zptisobem

Z ij|9 (uj1) — g(vj4)| < Z ZPJL|UJ+1 Vjt1] < LSUP |uj — vj] Z ij

k=ng j=k k=ng j=k k=ng j=k
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4 ANALYZA NELINEARNICH DIFERENCNICH ROVNIC

Diky tomu, Ze ny jsme volili, aby bylo splnéno (4.9), lze konstatovat

o0 o0
1 1
L sup |u; — v, pj < Lsup |u; — vj|=—= = = sup |u; — v;|.
sl =05d 32 3 < Lsup oy = wlr = 5 s

Plati tedy
1
sup |(Tu); — (Tw);] < 5 sup |u; — vyl
JjZno Jj=no
a proto

1
ITw = Toll o < 5 llu— vl -

Zobrazeni T je kontrakce. Dokazali jsme platnost vSech predpokladi Banachovy véty.
Existuje tak pro n > ng jediné feseni rovnice (4.1) s vlastnostmi (4.2), toto FeSeni mizeme
analogicky jako v dikazu véty 4.2 prodlouzit na vSechna n € N, [

Poznamka 4.6. Za predpokladu platnosti Lipschitzovy podminky 1ze podobné dokazat
i existence a jednoznac¢nost rostouciho zaporného reseni konvergujiciho k libovolné zaporné
konstanté.

Poznamka 4.7. Pii bliz§im prozkouméni ditkazu si lze povsimnout, Ze zvolime-li kon-
krétni ¢ € R, pak staci, abychom predpokladali, ze je funkce ¢ lipschitzovsky spojita na
intervalu [c, ¢ + 6] pro né&jaké § > 0. Misto Q = /;° pak uvazujeme

Q={uel>® c¢c<wu,<c+0dpron>ng},

pricemz T2 C € lze ukazat podobné jako v dikazu véty 4.2.

4.3 Dalsi poznamky k analyze nelinearnich diferec-
nich rovnic

Rovnici (4.1) 1ze chépat jako diskretizaci rovnice

y' =p(t)g(y), t=>0,

kde p je kladné funkce a g ma vlastnosti jako v pfipadé rovnice (4.1). Tato rovnice zahrnuje
znamou rovnici Emdenova-Fowlerova typu, kde funkce g je volena jako v poznamce 4.1.
Ta se poprvé zacala studovat v souvislosti s modelovanim struktury hvézd, ale v soucasné
dobé ma celou radu dalsich aplikaci.

Aparatu rozebraného v kapitolach 2 a 3 1ze podobné vyuzit i v pripadé studia existence
reseni obecnéjsich rovnic nez je rovnice (4.1), napt.

A(qﬂ’yn|asgn<Ayn)) = png(un+0)7

kde predpoklddame, Ze posloupnost {p,}2, a funkci g charakterizuji stejné vlastnosti

jako v pripadé rovnice (4.1), {¢,}5°; je kladnéd posloupnost redlnych ¢isel, o je celé ¢islo
a « je kladné redlné cislo.

Diskrétni analogie diferencialnich rovnic mé smysl studovat mj. i proto, ze ne vzdy
sdili se svymi spojitymi protéjsky podobné kvalitativni vlastnosti. Viz [1] pro diskuzi
o moznych rozdilech v asymptotické teorii mezi diferencidlnimi a diferen¢nimi rovnicemi
Emdenova-Fowlerova typu.
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I v
5 Zaver

Cilem prace bylo zpracovat aparat souvisejici s funkcionalni analyzou pro kvalitativni
analyzu diferencnich rovnic a nasledné demonstrovat jeho vyuziti pti odvozovani existenc-
nich vysledkt pro vybranou diferenéni rovnici.

V ramci zpracovani matematickych néstroji jsme shromazdili dilezité informace o pro-
storech posloupnosti. Podrobné jsme rozebrali a dokazali jejich klicové vlastnosti, zejména
pak tplnost a separabilitu. Dikazim jsme se vénovali pomérné detailnim zptisobem, ktery
v literature byva c¢asto opomijen. Déale jsme zformulovali diskrétni limitni véty, v obou pti-
padech jsou soucésti opét detailni dikazy zalozené na trech odlisnych pristupech. U prv-
niho jsme vyuzili fundamentalnich prostredkt funkcionalni analyzy a dokazali tvrzeni
s vyuzitim diskrétniho Fatouova lemmatu. Dalsi pristup spocival ve vyuziti schodovitych
funkci ve spojeni s klasickymi verzemi dokazovanych vét. Tteti ptistup byl zalozen na
abstraktnim teorii miry. Tvrzeni jsme zde dokazali vhodnou volbou méritelného prostoru
s nosnou mnozinou v podobé N ve spojeni s ¢itaci mirou. Dale jsme se vénovali krité-
riim relativni kompaktnosti pro prostory ¢ a £°°, v obou ptipadech je soucasti podrobny
dikaz.

Teoretické nastroje jsme aplikovali pfi analyze nelinearni diferen¢ni rovnice (4.1). Od-
vodili jsme nutnou podminku pro existenci a jednoznac¢nost Tfeseni s predepsanymi vlast-
nostmi. S vyuzitim vét o pevnych bodech jsme pak zformulovand tvrzeni o existenci a jed-
noznacnosti dokazali.

Na préci lze déle navazat studiem dalsich diferenc¢nich rovnic a rozborem analogii
a rozdili oproti jejich diferencialnim protéjsktm.
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