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UVOD

Tento ucdebni text je urfen predevsim poslucha¢lim prvniho roéniku oboru
matematické inzenyrstvi na Fakulté strojniho inzenyrstvi VUT v Brné. Skriptum
obsahuje sbirku feSenych a nefeSenych prikladl z predmétu Matematickd analyza I.
Latku tohoto pfedmétu tvofi elementy matematické logiky, mnoZinova algebra a
zejmeéna pak nasledujici klasické partie z matematické analyzy: redlna ¢isla, elemen-
tarni funkce, limita a spojitost funkci, derivace funkce, vySetfovani pribéhu funkce,
diferencial funkce, Taylorova véta, kfivky a funkce dané parametricky, primitivni
funkce, Riemanniv ur¢ity integril a nevlastni integraly. Vzhledem k tomu, Ze se
tato tematika ¢asteéné shoduje s latkou probiranou v inZenyrském a bakalafském
studiu na Fakulté strojniho inZzenyrstvi VUT, lze uéebni text doporuéit i témto
oboriim. Spravné pouZiti skripta pfedpoklddé, Ze se ¢tendf pokusi o samostatné
feSeni prikladd a své vysledky pak srovna s uvedenym feSenim. Samostatné feSeni
prikladi mé studentiim pomoci zlepsit jejich poéetni zruénost a ulehéit aktivni
zvladnuti studované problematiky. S pfihlédnutim k podetnimu charakteru téchto
skript lze dale doporuéit nasledujici literaturu:

1. G. N. Berman, Sbornik zadac po kursu matematiéeskogo analyza, Nauka, Moskva, 1971.

2. B. P. Démidovi¢, Sbornik zadac i uprainénij po matematiceskomu analyzu, Nauka, Moskva,
1964.

. J. Elid§, J. Horvéth, J. Kajan, Zbierka tloh z vyisej matematiky 1-2, Alfa Bratislava, 1986.

. G. M. Fichtengolc, Kurs differencialnogo i integralnogo iséislenija, tom I a II, Gostechizdat,
Moskva, 1951.

5. F. Jirasek, E. Kriegelstein, Z. Tichy, Sbirka Tedenych prikladi z matematiky, SNTL, Praha,
1979.
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Pfti sestavovani nové sbirky tloh mohlo dojit k riiznym nepfesnostem a chybam.
Autor bude proto ¢tenafim vdééen za upozornéni na jakékoliv nedostatky ve vybéru
prikladd i v jejich FeSeni a uvitd naméty ke zlepSeni textu.

Zévérem chci podékovat Doc. RNDr. Ondfeji Doslému, DrSc. za pedlivé
procteni rukopisu a fadu cennych pfipominek, které zlepsily celkovou troven textu.
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I. UVOD DO STUDIA MATEMATIKY

1. LOGIKA, MNOZINY, DUKAZY

Prvni kapitola skript obsahuje tlohy z vodu do studia matematiky, tedy ze
zakladi matematiky. Zakladnimi pilifi, na kterych celd matematika stoji, je logika
a teorie mnozin. Tyto discipliny umozhuji jinym matematickym obortm pfesné
vyjadfovani a poskytuji pravidla a metody pro konstrukce diikazti. Rozhodné nelze
ocekavat, ze v této kapitole ¢tenar nalezne uplny pfehled typovych iloh z dané
problematiky. V mnoha ohledech je dan vybér tloh tradici a zejména je pfihlédnuto
k navaznosti na dal$i tématické celky z matematické analyzy.

CAST A: RESENE PRIKLADY

1. K nasledujicim vyrokim utvofte negaci a spoctéte jeji pravdivostni hodnotu.
(A) 3>5a4<7, (B) 32=9nebo26, (C) 141=3pakmeR.
Reseni:

(A') 3<5nebod>7, P(A)=P(1v0)=1;

(B"Y 32:£9a2{86, P(BI =P AQ) =0;

(CY) 141=3an¢ R, PC)=PHA]l)=0.

2. K nasledujicim vyrokim utvofte negaci a spoététe jeji pravdivostni hodnotu.
(A) F3zeR:(0=z|+1)V((z+2)(z+1) < —0.25),

(B) VzeC:(2€Q)= ((z=5)A(z,y € Z)A (y #0)),

(C) 3z eR0<z<1VyeR:(y#z)V(y<z?).

Regent:

(A") VzeR:(0<|z|4+1)A((z+2)(z+1) >-0.25), P(4)=1;

(B) 32€C:(z€QA((z# L)V (z,y¢€Z)V(y=0), P(B')=0;

(€C") VaeRO0<z<lIyecR:(y=+7)A({y2z*), P(C)=1.

3. Pomoci logické symboliky zapiste nasledujici matematickd tvrzeni:

(A) Ke kazdému kladnému realnému &islu e existuje pfirozené &islo ng tak, Ze pro
vSechna pfirozena &isla n vétsi nez ng plati |a, — L| < e.

(B) Ke kazdému realnému kladnému ¢islu € existuje &islo & realné kladné tak, ze
pro kaZdé redlné z spliiujici nerovnost 0 < |z — z¢| < é plati |f(z) — L| < e.

Dale utvofte negace uvedenych tvrzeni.

Reseni:

(A) Ve>0,3npe N,Vne N:n>ng=la, — L| <e.

Préavé uvedené tvrzeni ma vyznam: posloupnost {a,} md limitu L, co? zapisujeme

L= lim a;.
n—00

(A") JFe>0,Vnoe N,3ne N :n>ngAla, — L| > e.
(B) Ve>0,36>0,Vz€R:0< |z —2z0|<é=|f(z)—L| <e.
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Pravé uvedené tvrzeni B mé vyznam: funkce f(z) ma vlastni limitu L, ve vlastnim
bodé zg, coZ zapisujeme

L= lm ftz).

I—ZXo

(B) 3&>0,¥6>0,Iz € R:0< |z —zo| <dA|f(z) —L| > e

4. KdyZ si dam aperitiv, dam si i pfedkrm. Nedam-li si hlavni jidlo, nedam
si predkrm. Vyplyva z uvedeného, ze dam-li si aperitiv, ddm si i hlavni jidlo?
Vyplyva z uvedeného, Ze dam-li si hlavni jidlo, pak si dam aperitiv?

Reseni: Nejprve provedeme vhodné oznadeni jednotlivych atomarnich vyrok. Sym-
bolem A ozna¢me vyrok ,Dam si aperitiv, symbolem B ozna¢me vyrok ,Dam si
pfedkrm“ a déle C' ozname vyrok ,Déam si hlavni jidlo®. V provedeném oznaceni
maji vypovédi ze zadani tlohy tvar A = B a C' = B'. Ptame se, zda jsou tGsudky
A = C a C = A pravdivé. Pro jednoduchost dile ozna¢me

P=(4A=B)A(C"'= B),

A =((A=B)A(C" = B")) = (A= 0),

B=((A= B)A(C'= B')) = (C = A).

Nyni sestavime tabulku pravdivostnich hodnot vSech moZnych kombinaci.

A B C A=8B C'=B AsC (U=A P A B
1 S | 1 il 1 1 1 il it
TR L 1 0 0 i Al il el
16 0 1 il 1 (] il
1. 4. @ 0 1 0 1 R I |
4 1 1 1 0 dy die 'l
0 1 0 1 0 1 1 Hapeail g =il
g i A i 1 il 0 U LR
0 0 0 1 1 1 I i i I |

Z tabulky je ihned zfejmé, Ze prvni usudek je spravny a druhy nespravny.

5. Sérka a Iva cekaji pred Skolou na svoje kamarady Petra, Honzu a Jirku. Sarka
tvrdi: Prijde-li Petr a Honza, pfijde i1 Jirka. Iva fika: Ja si myslim, ze kdy% pfijde
Petr a nepriijde Jirka, nepfijde ani Honza. Na to povid4 Séarka: To ale fikas totéz
co ja. Rozhodnéte, zda obé skutecné rfikaji totéz.

Reseni: Nejprve opét provedeme vhodné oznadeni atomérnich vyrokd. Symbolem
A oznacme vyrok , Petr pfijde“, symbolem B oznaéme vyrok ,Honza pfijde“ a déle
C oznaéme vyrok ,Jirka pfijde“. V provedeném oznaleni maji vypovédi Sarky a
Ivy tvar A= (AAB) = CaB=(AAC') = B'. Aby Séirka a Iva fikaly totéz,
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musi byt A < B tautologie. Sestavime tabulku pravdivostnich hodnot.

4 B € AnB AxC A B A&B
L ool g 1 0 1 1 1
3.5 &l (R 1 1 0 0 1
¢ G 0 0 1 1 1
1 -9 90 0 1 I 1 1
0 1 1 0 0 I | 1
0 1 0 0 0 I | i
0 0 1 0 0 11 1
0 0 O 0 0 1 1 1

Z tabulky pravdivostnich hodnot vyplyva, Ze A < B je tautologie, coZ znamen4,
7e Sarka a Iva fikaji skutecné totéz.

6. O podeztelych A, B, C z trestného ¢inu jsou provéfeny tyto informace. JestliZze
spachal trestny ¢in podezfely B, pak je vinen i podeziely C. Spachal-li trestny &in
podeziely C, pak mu pomahal A. Nespéachal-li trestny ¢in podeziely B, podilel se
na ¢inu podezfely C. Je-li vinen podezfely A, neni vinen podeziely B. Jaky zdvér
musi uéinit z téchto informaci vySetfujici soudce?

Reseni:Déle zavedme oznateni A= B = C,B=C = A,C=B"=C,D=A= B'.
Provéfime, za jakych okolnosti dojde k soucasnému splnéni vSech &tyf podminek
A, B,C,D. Sestavime tabulku pravdivostnich hodnot.

A B € B=2=0 C=2A B=C A=B AABACAD

1 1 1 1 1 0 0
L. Bt 0 1 1 0 0
Lo 1 1 1 1 1
1. o0 1 1 0 1 0
R vl 1 0 I 1 0
g 1 4 0 1 1 1 0
0 0 1 1 0 1 1 0
0 0 O 1 1 0 1 0

Soucasné splnéni vSech ¢tyf podminek je mozné pouze v jediném pfipadé, kterému
odpovidé tieti fadek. Zavér vySetfovatele: Trestny ¢in spachali podezieli A, C.

7. Bud déna dvouprvkova mnozina A = {1, 2} a tfiprvkovd mnoZina B = {z,y, z}.
Kolik prvki ma mnozina 24 x B? Vypiste viechny jeji prvky.

ReSeni: Zfejmé mnoZina 24 ma 4 prvky a plati 24 = {0, {1}, {2}, {1,2}}. Protoze
mno#zina B je t¥iprvkové, mé kartézsky soucin 24 x B pravé 4-3 = 12 prvki. Plati

2% x B = {[0,2],[0,9],(0, 2], {1}, 2], {1}, 4], {1}, 2],
{2}, =], ({2}, 9], ({2}, 20, [{1, 2}, 2], ({1, 2}, 9], ({1, 2}, 2]}

8. Jsou dany mnoziny A = {z € R;|z — 3| < 1}, B = {z € R;z* — 4z + 3 < 0}.
Spoctéte a v soufadnicovém systému zakreslete BU (A — B), (AN B) x (B — A).
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Reseni: Pfedné plati vztah |z — 3] < 1 & z € (2,4). Odtud plyne A = (2,4). Dale
z?—4z4+3 <0 (2—1)(z—3) <0& (z—1<0Az-3>0)V(z—1>0Az-3<0)

S(z<1Az>23)V(z>1Az<3)zeclVvae(l,3)zeBU(1,3)=(1,3).

Odtud plyne B = (1,3). Pro mnoZinu B U (A — B) tedy plati: BU(A — B) =
(1,3)U((2,4)—(1,3)) = (1,3)U(3,4) = (1,4). Konecné mnozina (ANB)x(B—-A) =
((2,4) N (1,3)) x ((1,3) — (2,4)) = (2,3) x (1,2). Grafické zndzornéni zadanych

mnozin je na nasledujicim obrazku.

3 o 2Jy
1
& —— >
0 Il 4 T 0 2 3 z

9. Rozhodnéte, zda mnozZiny A = 2({?J X {0}, B = {1,0.9} maji stejny pocet prvkd
a zda mezi nimi plati vztah inkluze.

Reseni: Zfejmé plati A = 2919} = 22 — {}. Mno%ina A mé tedy jediny prvek,
kterym je prazdna mnoZina. Oznaéme a = 0,9 a b = 1. JestliZe a # b, ma mnoZina
B dva prvky. Plati ale

a=0.9=0,9+0,09+ 0,009+ 0,0009 + 10 " 700 " 1000 T 10000 T

9 1 i g &

=70+ 79" 100t 1000 T 10000 T

Posledné uvedeny soucet je souétem geometrické fady s kvocientem ¢ = 0.1. Pro
soucet geometrické rady plati obecny vztah

Plati tedy
5. 1 9 10

9
aqa = — - 1=—-.T:—‘——1:b.

Proto 0,9 = 1 a mnoZina B = {1} je jednoprvkova. Odhalili jsme zajimavou a
prekvapujici skutecnost, Ze realné ¢islo obecné nema jednoznacné uréeny dekadicky
zapis. Dva ruzné dekadické zapisy tedy mohou pfedstavovat stejné realné &islo.
Zavér naseho Setreni je tedy nasledujici. Obé mnoZiny A, B jsou jednoprvkové,
A # B a neplati mezi nimi Zadny vztah inkluze.
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10. Ve vyrobnim podniku dodava dilna A své vyrobky k dalsimu zpracovani dilné
B, a ta je po provedeni svého tkolu pfedava dilné C. Dilna D vyrabi vyrobky
samostatné. Pomoci uspofadanych dvojic zapiste relaci, ktera vyjadfuje vyrobni
zavislost jednotlivych dilen.

Reseni: Hledana relace R se da zfejmé zapsat v nasledujicim tvaru
R ={[A, B],[B,C],[A,C],[D, D]}.

Pfi nedodani vyrobka dilnou A je postiZena také dilna C, zatimco dilna D zavisi
vyrobné jen sama na sobé.

11. Budte A4, B,C libovolné mnoZiny. DokaZte, Ze plati nasledujici mnoZinova
inkluze
(ANB)UC C(AUuC)N(BUC().

Reseni: Postupujeme nésledovné. Zvolime libovolny prvek z mnoziny (4N B)UC
na levé strané a dokazeme, Ze leZi v mnoZiné (AU C) N (B U C) na pravé strané.
Pii diikazu rozepiSeme formalni mnozinovy zapis podle definice na tiroveni vyrokové
logiky, pouZijeme znamych zakonu pro logické spojky a ziskany vyraz znovu mnoZi-
nové interpretujeme. Zapis dikazu ma tvar: Bud z € (AN B) U C libovolny prvek.
Pak podle definice sjednoceni plati z € (ANB), nebo z € C. To viak podle definice
pruniku znamena, Ze * € A a soucasné z € B, nebo r € C. Nyni pouZijeme plat-
nosti distributivniho zakona pro logické spojky a a nebo. Na zékladé tohoto zakona
plati z € A, nebo ¢ € C a soucasné dale plati z € B, nebo z € C. Tuto novou
logickou formulaci interpretujeme mnozinové. Prvni ¢ast posledniho zapisu zna-
mena, 26 ¢ € AU C a druhd fika, 2e ¢ € BU C. Odtud vSak plyne z €
(AUC)n (BUC). Tim je dikaz inkluze dokonéen. Uvedme nyni formélni tvar
zapisu tohoto dukazu.

rt€(ANB)UC=z€(ANB)VzeC=(c€ ANz €B)VzeC=>

= ((z€A)V(zeC)A((zeB)V(zel))=>
=>(z€ AUC)A(z€eBUC)=z€ (AUC)N(BUC).

bolického vyjadfovani pomoci logickych spojek.

12. Budte A, B, C libovolné mnoZiny. DokaZte, Ze plati nésledujici mnozinova
rovnost

Ax(B-C)=(AxB)-(4xC).

Reseni: Pfipomehme tvodem, %e ditkaz mnoZinové rovnosti X = Y se sklada ze
dvou diukazu mnozinovych inkluzi. Nejprve je zapotfebi dokazat, ze X C Y a dale,
ze Y C X. DokaZme tedy nejprve inkluzi A x (B—C) C (A x B) — (A x C). Plati:

t€EAX(B-C)=>z=[ab], kdeac A,be B-C,tj.ac A,be B,b¢ C =

[a,b) e Ax BA[a,b] ¢ AxC = [a,b]=z€ (AxB)~-(4AxC).
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Déle je tfeba dokdzat mnoZinovou inkluzi (A x B) — (A x C) C (A— B) x C. Plati:
z=[a,b]€ (AXxB)—(AxC)=[a,j]c AxB Ala,b]¢ AxC=
acAbeBbegdC=>a€ ANbEB-C=[a,bl]=2€ Ax(B-0C).

Tim je tvrzeni dokdzano. Uvedené feseni ukazuje typicky dikaz mnozinové rovnosti.

Casto mliZeme postupovat tak, Ze rovnost dokazujeme najednou pomoci Fetézce

ekvivalentnich vyrokli. V tomto pfipadé je vSak zapotfebi kontrolovat, zda plati
obé implikace.

13. Bud A libovolnd mnozina, bud B; mnoZina pro kazdé i € I, kde I je neprazdna,
tzv. indexova mnoZina. Dokazte, Ze plati

A-|JBi=\A4-By).

iel i€l
Regeni:

zeA-|JBiosecArz¢|JBiozecANViel:z¢B &
iel €]

ViEI:xGA—Bi@xeﬂ(A—Bi).
i€l

14. Dokazte, Ze pro mnozinovy rozdil neplati asociativni zakon.

A—(B-C)=(A-B)-C.

Reseni: K diikazu tohoto tvrzeni zfejmé sta&i nalézt konkrétni pfiklad mnozin A a
B, pro néZ asociativni zakon neplati. Necht A = {a}, B = {b} a C = {a,b}. Pak
plati

A= (B-C) = {a} - ({1}~ {a,b}) = {a} -0 = {a},
(A= B)-C = ({a} - {(t}) ~ {a,0} = {a} -~ {a, B} =0.

15. Budte R, S binarni relace na mnoziné A, tj. R,S C Ax Aa R™1, S~ pfisluné
inverzni relace. Dokazte, Ze plati '

(RS =i *ns—*
Reseni:
(RN S)™' = {[s,7];[r,s] € RN S} = {[s,7];[r,s] € RA[r,s] € S} =

{[s,7);[r,s] € R} {[s,7);[r,5] € S} =R™I1nS~1.
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16. Budte R, S binarni relace na mnoziné A, a necht o znaéi operaci skladani relaci.
Dokaizte, Ze plati
[(RoS)y =8 sR.

Reseni:
(RoS)™ ' ={[s,7);[r,s]€ Ro S} = {[s,7]; It € A:[r,t] €S A[t,s] € R} =
{ls,7;Tte A:[s,f) e R™IAJt,r) € S} = {[s,7);[s5:7] € S 2o R 1} =8 1oR L.

17. Budte f : X —» Y a g : Y — Z injektivni zobrazeni. Dokazte, Ze slozené
zobrazeni go f : X — Z je rovnéz injektivni.
Reseni: Budte z,y € X,z # y. Podle pfedpokladu je zobrazeni f injektivni, a tedy

plati f(z) # g(z). Analogicky zobrazeni g je injektivni, a tedy pro f(z), f(y) € Y
plati g(f(x)) # 9(F(y)) & (90 f)(z) # (g0 f)()-

18. Bud f : N x N — N zobrazeni definované vztahem f([z,y]) = (2z — 1)2¢~1.
Dokaizte, Ze f je bijekce.

ReSeni: Dtikaz tvrzeni m4 dvé ¢asti. Nejprve dokaZeme, Ze zobrazeni f je injektivni.
K tomu je zapotfebi ukazat, ze kazdé dva rizné prvky z mnoziny N x N se zobrazi
na rizné prvky v mnoziné N. Budte tedy [a,b], [c,d] € N x N, [a,b] # [c,d]. Pak

[a,0] #[c,d] = (a# ) V(b #d) = (2a—1)# 2c—-1) V(21 #£29 ) =

(20— 1)2" # (2 — 1)2%" = f([a, b)) # £([c, d]).

Zbyva dokazat, ze f je surjektivni. K tomu je zapotfebi dokazat, ze ke kazdému
prvku z z mnoziny N existuje aspon jeden prvek z mnoZiny N x N, ktery se na
prvek x zobrazi. To v8ak znamenid H f = N. Hledany prvek zkonstruujeme. Ziejmé

#(G-01) = (25 - ) -1)2" =2

Odtud plyne, Ze na libovolné z € N se zobrazi prvek [%(3: —1),1]. Tim je tvrzeni
dokéazano.

19. Provedte p¥imy ditkaz vyroku v/13 + V12 < 1+ /13 — /12.

Reseni: P¥imy dfikaz tvrzeni X provedeme tak, Ze zvolime, respektive vyhleddme,
pravdivy vyrok Y. Pak pomoci fetézce implikaci dokdZzeme, platnost implikace
Y = X. Tim je dokadzano, Ze tvrzeni X plati. Oznaéme nyni danou nerovnost

symbolem X. Nerovnost X upravime na tvar X;: /13 ++v/12 — /13 — /12 < 1.

Umocnénim na druhou obou nezdpornych stran nerovnosti dostaneme nerovnost

Xp:  13+VI2-2y/(13+ V(13- VD) + 13- VI2< L

Nerovnost X, zjednodusime na tvar X3 : 26 — 24/169 — 12 < 1 a odtud déle na
tvar X4 : 25 < 24/157. Opét obé nezdporné strany umocnime na druhou a ziskdme
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X5 : 625 < 4-157, odkud méame pravdivy vyrok Y : 625 < 628. Tim vSak jesté
neni ditkaz proveden. Zatim pouze vime, Ze plati

X > Xj=Xs=Xs= Xy Xy =Y,

pficemz Y plati. Pfimy dikaz ziskdme obracenim postupu tprav. Tyto Gpravy
jsou v8ak dusledkové, a proto dostavame, Ze

Y=X=2 X=X =X 5 X=X

plati. Protoze vime, Ze Y plati, plyne odtud zaveér, ze X plati.

20. Provedte nepfimy diikaz néasledujiciho tvrzeni. Pro kazdé celé &islo z plati:
Je-li z° sudé é&islo, pak z je sudé é&islo.

ReSeni: Nepiimy dikaz implikace A = B se provadi tak, Ze misto této implikace
dokazujeme jeji obménu B’ = A’. Lze snadno ukézat, Ze implikace A = B a jeji
obména B’ = A’ maji vidy stejné pravdivostni hodnoty. Budeme tedy dokazovat
nasledujici implikaci: Je-li z liché &islo, pak z3 je liché ¢&islo. Jestlize z je liché ¢&islo,
pak existuje takové celé ¢islo m, ze x = 2m + 1 a déile plati

r=22m+l=>2=m+1P =222 =8m*+12n° +6m+1=

z® = 2(4m> 4 6m? + 3m) + 1.

Jestlize =3 = 2(4m3 + 6m? + 3m) + 1, pak 23 je liché ¢islo. Tim je proveden diikaz
obracené implikace, a tim i ptivodniho tvrzeni.

21. Dokazte sporem, Ze jsou-li z,y libovolna komplexni ¢isla, pak plati

|z +yl < |z + lyl.

Reseni: Symbolem A oznaéme vijrok ,r a y jsou komplexni ¢isla® a symbolem B
vyrok |z+y| < |z|+|y|. Pfedpokladejme, Ze je pravdivy vyrok AAB’, coZ znamen4,
ze x a y jsou komplexni éisla a |z +y| > |z|+|y|. Necht tedy z = a+ibay = c+1d,
kde a, b, ¢, d jsou realna ¢isla. Pak podle predpokladu

Va2 +b2+v/2+d? < la+c)2+ (b+d)?

Po snadné tpravé dojdeme k nerovnosti (ad — bc)? < 0, coz je spor s vlastnostmi

druhych mocnin redlnych ¢isel. Musi tedy platit véta A = B, kterou jsme chtéli
dokézat.

22. Dokazte, Ze mnoZina vSech prvocisel je nekonecna.

ReSeni: Diilkaz provedeme sporem. Predpokladejme, #e ¢ je nejvétsi prvoéislo.
Sestrojme &islo p = ¢! + 1. Je zfejmé, Ze toto &islo je vétsi nz q. Cislo p je ale
délitelné pouze €isly 1 a p, nebot pfi déleni libovolnym prvocislem leZicim mezi éisly
2 a q davé zbytek 1. Nalezli jsme tedy prvocislo p > ¢, coz je spor s pfedpokladem.
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23. Russelliv paradox (1903). Nasledujici dvaha je typickym pfikladem, ktery
se objevil na poéatku 20. stoleti v souvislosti s tfeti krizi matematiky. Bud A
libovolnd mnoZina. Pak nastane pravé jedna z moZnosti: Bud A € A nebo A ¢ A.
Viechny mnoZiny rozdélime do dvou skupin & = {A; A € A}, Z = {B;B ¢ B}.
Je zfejmé, Ze Z4dna mnoZina nemuze patfit do & 1 & soucasné a ze &, & jsou také
mnoziny. UvaZme nyni &. Protoze % je mnoZina, musi sama leZet v &/ nebo 4.
Pripustme nejprve & € &/. Pak ale podle definice & plati & € %, coz je spor,
nebot % nemuZe leZet v & 1 &. Pripustme tedy, ze & € 4. Pak ale z definice
B plyne B ¢ 9B, co% je rovnéi spor, protoze % nemuze leZet a soudasné nelezet
vZ. Vznika nefesitelna situace na urovni intuitivni teorie mnozin. Pojem mnoZiny
v intuitivnim smyslu se ukazal prilis siroky. Problém spociva ve shrnovani v jeden
celek.

24. Pomoci véty matematickd indukce dokazte tvrzeni: Pro libovolné pfirozené
¢islo n plati rovnost

3
3+¥+~~+3”=§@“—n.
Reseni: Symbolem V(n) oznaéme vyrokovou formu 3 + 32 + --- + 3" = 3(3» — 1)
proménne n. Dukaz pomoci véty matematicka indukce se vzdy sklada ze t¥i éasti.
Tvrzeni které mame dokézat, méa nasledujici logickou strukturu Yn € N : V(n).
V prvni ¢asti dokaZzeme, Ze tvrzeni plati pro pocatecni pfipad n = 1, tj. Ze vyrok
V(1) je pravdivy. To je viak evidentni, nebof 3 = 3(3 — 1) = 3. Ve druhé &asti
dikazu, kterd byva zpravidla obtiZnéjsi, je zapotrebi dokazat, ze pokud tvrzeni V(n)
plati pro libovolné dané n, pak plati rovnéz tvrzeni V(n+1). Pfedpokladejme tedy,
ze tvrzeni V(n) plati. Odtud plyne
3 ghEE L E 3

3+§+~-+w+3““=§@”—n+3“4=—5—-;+3”1=§wﬁ4—n.
Tim je druha ¢ast dlikazu hotova. TYeti zdvérecna ¢ast dikazu spoéiva ve znalosti
véty, ktera se nazyva matematickd indukce. Na zakladé této véty lze nyni tvrdit,
Ze tvrzeni plati pro libovolné pfirozené cislo n.

25. Naleznéte n—tou mocninu matice A. PouZijte princip matematické indukce.

130
A=180 1 1
g 9 1

Reseni: Nejprve spoteme mocniny matice pro malé hodnoty n a na jejich zakladé
stanovime hypotézu pro obecné n. Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze

1 2 1 1 3 3 1 4 6 1 18" 418
A2=10 1 2|,A3*=(0 1 3]|,4*=10 1 4],4%5=10 1 5
I ¢ | 0 0 1 5| 2 el el
Na zakladé nalezenych mocnin lze usuzovat, Ze obecny tvar matice bude
1. % @as
A= L0 1 "5,
i A
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priCemz rohovy prvek a, matice A" vySetiime podrobnéji. Pron = 1,2,3,...
postupné ziskdvame nésledujici hodnoty prvku ay:

0,1,3,6,10.15 2128 ...
Ziejmé

2 2

Na zédkladé provedenych vypoc¢ti stanovime hypotézu, ze pro n > 1 plati

(1”(3)
A =10 1 =

0 0 1

1 n+1
a'n.-l—l:an+n:1+2+"'+n:—ﬂ(ﬂ+1):( )

Tuto hypotézu dokdZeme pomoci matematické indukce. Ziejmé pro n = 1 tvrzeni
plati. Predpokladejme tedy, Ze tvrzeni plati pro libovolné n > 1 a dokaZme, Ze
plati rovnéZz pro n + 1. Spoc¢téme nyni n + 1 mocninu matice A. Z indukéniho
pfedpokladu plyne

i | Rl 1 n+l (3)+m T w3l (51Y
0 1L = 1«0 F 1}1=10 1 n+l1 | =10 1 n+1
A | 001 0.0 1 0 0 1

Podle véty matematickd indukce tvrzeni plati pro libovolné n.
CAST B: NERESENE PRIKLADY
26. Urcete pravdivostni hodnoty nésledujicich vyrokt A a B.

A:  [(2:3=6)V(3-4=16)] = (2< 1),
B: [1<2)A@2#£2)]s (3:-5=14).

27. Bud A nepravdivy vyrok a B vyrok, o jehoZ pravdivosti neni nic zndmo.
Co lze Fici o pravdivosti vytoku A = B?

28. Znegujte nasledujici tvrzeni:
(1) 2+1=4)=>(1>2V3 < 4); :
(2) (B+7=11)A(621+17)) < ((100 < c0) V (1 +1 # 3));
(B) Ve R:2>1= z € (0,00);
(4) 3z€eR:(z£9) V(x> TAz <11);
(5) Ve Ndye N:z+y=100= z -y > 100.

29. Rozhodnéte, které z vyrokovych forem jsou tautologie a které kontradikce:
(1) (A= B)AA) = B;
(2) (AVB) A(A"= B);
(3) ((AvB)AA") = B;
4) A =>(B=>C)e(AAB)=C;
5) ( A=>=BeO)e(A=B)& (A=0).
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30. K formulim A’, AN B,AV B, A= B, A& B najdéte formule logicky ekviva-
lentni, v nichZ se vyskytuje pouze logicka spojka | (Sheffertiv symbol).

31. Detektiv vySetfuje pfipad vrazdy. VySetfovanim se okruh podezfelych zazil na
tfi osoby A, B, C. O pfitomnosti podezfelych na misté ¢inu bylo zjiSténo: JestliZe
byl v kritické dob& na misté ¢inu podeziely C, pak tam nebyl podeziely A, ale byl
tam podeziely B. Neni pravda, Ze na misté ¢inu nebyl A a pfitom tam nebyl C.
Pokud byl na misté ¢inu podeztely A, nebyl tam C, a kdyZz tam nebyl C, byl tam A.
Detektiv promyslel véechny moznosti a zjistil, Ze mu informace k usvédceni vraha
nestaéi. Pfi dal8im vySetfovani se vSak zjistilo, Ze pachatel byl na misté ¢inu sam.
Ktery z podezfelych je vrah?

32. Ve vystavni sini byl odcizen obraz. Z vyslecht svédki lze fakta o pfitomnosti
podezfeljch A, B, C ve vystavni sini shrnout do tfi zdvért. 1. Ve vystavni sini v té
dobé nebyl B, ale byl tam aspoii jeden z dvojice A,C. 2. Jestlize neni pravda, Ze
tam byl A souasné s B, pak tam nebyl také C. 3. Podezfely C tam byl pravé
tehdy, kdyZ tam nebyl Zadny z dvojice A, B. Zjistéte, ktery z podezielych zcizil
obraz.

33. Vystoupeni hudebnich skupin v televiznim pofadu je vdzano témito pod-
minkami. Vystoupi A nebo nevystoupi B. Kdyz nevystoupi C, pak nevystoupi
A a vystoupi B. JestliZe neni pravda, Ze vystoupi A nebo C, pak urcité vystoupi
B. Rozhodnéte, zda jsou za téchto podminek spravné tsudky: (1) Vystoupi-li B,
pak vystoupi A i C. (2) Jestlize vystoupi C a nevystoupi B, pak vystoupi A.
(3) Kdy% nevystoupi ani A, ani B, vystoupi C. (4) Vystoupi A i C a pfitom B
nevystoupi.

34. Rezisér si stéZuje fediteli divadla: Ani jeden z herct tohoto divadla neumi
dobfe zpivat a pfitom dobfe tancit. Reditel: Nemohu s vami souhlasit, Ze by
skuteéné kaZzdy z nich neumél dobfe zpivat a dobfe tancit. ReZisér: To ja také
netvrdim. Rikdm jenom, Ze kaZdy herec tohoto divadla neni dobry taneénik nebo
neni dobry zpévak. Rozhodnéte, zda feditel reZisérovi rozumél a zda reZisér rikal
v obou pripadech totéz.

35. Bud X libovolnd mnozina. Rozhodnéte, kdy plati vztah {X} = X.
36. Jsou dany prvky a,b. Dokazte, ze {{a,b}} = {{a}, {b}} & a =b.

37. Rozhodnéte, kolik prvkii mé mnozina {2v/5, /14 + 61/5—1/14 — 61/5, [2+4i}.

38. Jaky vztah je mezi mnozinami A = {12, |T43i|, 42} B _ (,/3,2.743857} 7

39. Pievedte na zlomek v zdkladnim tvaru nasledujici racionalni &sla 1.732, 1.915.

40. Nasledujici komplexni éisla (1,1), (1,-2) zapiste v algebraickém, goniometrickém
a exponencialnim tvaru. Dale urcete jejich sedmou mocninu a patou odmocninu a
zakreslete je v Gaussové roviné.

41. Kolik prvkt m4 mnoZina {e*", ¢/—1}7
42. Zjednoduste mnoZinové vyrazy AN(A—(A-B)) =7, (ANB)x ((A—B)—A) =7
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43. Budte A, B libovolné mnoZiny. Urcete pravdivostni hodnotu vyroku

(2°cOv((AcAxB)ABe2’))=> ACB.
44. Jsou ddny mnoziny A = {1,3,%,...}, B={0,55, %, ... } . Uréete sjednoceni,
prunik a rozdil téchto mnoZin.
45. Urdete supM a infM, kde M = {2 — %,2 - %,2+ %,}
46. Urcete supM a infM, kde

M={%} pro n= L2353, .

47 Kolik existuje podmnozin 100-prvkové mnoziny?

48. Jsou ddny mnozZiny A = (-1,1), B = (2,3), C = {1}. V soufadnicovém
systému nakreslete mnoziny A x B,B x A, A x C.

49. Jsou ddny mnoZiny A = (1,2), B = (3,4), C = (-1,2). V soufadnicovém
systému nakreslete mnozinu (AU B) x C.

50. Uvedte piiklad mnoZin A, B tak, aby mnozina A x 2% méla 18 prvki.
51. Necht A, B jsou mnoZiny. Dokazte, zda plati 24 U 28 = 24YB,
52. Dokazte, zda pro libovolné mnoziny A, B, C plati:

—

A-B)U(A-C)=A- (BnC(C);

n( C)=(AnB)
=A+(ANB);

x( UC)=(Ax B)U(AxC);

NB+C)=(ANnB)+(ANC).

:b-:utb

1
2
3
4
3

e N o N

53. Dokazte, Ze pro symetrickou diferenci mnozin plati asociativni zdkon

A+-(B+C)=(A+B)+C.

54. Dokazte, Ze pro intervaly na realné ose plati

ﬂ(1_1,2+1):(1,2), ﬂ(l—nn_,2+ wc ) (l .5_),

Il

n 0 il +1 n+1 2'2
o 1 1 i n

1——,24—-)=1(0,3), 1— 24+ ——)=1(0,3).
Ja-perpn=09.  Jo-yze =09

55. Necht I je neprizdnd indexova mnoZina a necht A, B; jsou mnoZiny pro kazdé

1 € 1. Dokazte, Ze plati
Ax|JBi=|]JAxBy).
i€l i€l
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56. Urdete definiéni obor a obor hodnot relace S = {[z,y] € R x R;|z| + |y| < 5}.

57. Bud S = {[z,y] € AxA;z = 2y} relace na mnoziné A = {-3,-2,-1,0,1,2,3}.
Naleznéte inverzni relaci S—!.

58. Necht A = {1,2,3}. Uvedte, kolik lze definovat riiznych relaci:

(1) mezi mnoZinami A4 a 24;
(2) mezi mnoZinami A a ;
(3) na mnoZziné A;

(4) na mnoZiné A x A.

59. Necht jsou dany relace

S={[z,322+1] € Z x N;z € Z}

T ={r,y]e Nx Z;y=-z Vy=12*>-3,z,y € N}.
Uréete relaci SoT arelaci T o S.

60. Je déna relace S = {[z,y] € Nx N;z+y >3 A £+ 2y—6 < 0}. Uréete relaci
S vyétem prvkd. Dale urcete defini¢ni obor a obor hodnot relace S. Rozhodnéte,
zda S je injektivni zobrazeni v N. Spoctéte S~!. Je relace S—! zobrazeni?

61. Symbolem B4 = {f;f: A — B} ozna¢me mnozinu vSech zobrazeni A do B.
Necht A m4 2 prvky a B m4 3 prvky. Kolik prvki mé kartézsky soudin AZ x BA?

62. Dokazte, Ze sloZeni dvou zobrazeni je zobrazeni.

63. Rozhodnéte, zda dané zobrazeni f je injektivni, resp. surjektivni:

(1) f:NxN-3N, f(z,9))=z+y;
(2) f:N=>NxN, f(z)=[2z,2z+1];
3) f:NxN=2V, f([z,9]) ={z+y}.

64. Pro nasledujici zobrazeni f : R — R takové, ze f = {[z,y];y = f(z)} urlete,
zda jsou injektivni, surjektivni, nebo bijektivni:

(1) f(z) =5z -3,

(2) f(z)=2%+ Tz + 12;

(3) f($) = 373 == 3.’62 =3

65. Urcete, kolik existuje injektivnich zobrazeni tfiprvkové mnoZiny do pétiprvkové.
A pétiprvkové do t¥iprvkové?

66. Rozhodnéte, zda mezi mnozinami N = {1,2,3,...} a § = {2,4,6,...} existuje
bijektivni zobrazeni.

67. Rozhodnéte, zda mezi mnoZinou vSech pfirozenych ¢isel a mnoZinou vSech
raciondlnich ¢isel existuje bijektivni zobrazeni.

68. Dokazte, Ze sloZeni dvou surjektivnich zobrazeni je surjektivni zobrazeni.

69. Je slozenim dvou bijektivnich zobrazeni opét bijektivni zobrazeni? DokaZte.
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70. Necht A, B, C jsou mnoZiny a necht g : A — B je bijektivni zobrazeni. DokaZte,
ze bijektivnim zobrazenim je pak také zobrazeni

F: A€ » BC kdeVfe A® : F(f)=gof.

71. Provedte pfimy diikaz a dikaz sporem vyroku /10 — 11 < /10 + /11 — 1.

72. Dokazte, Ze plati
2(sin 54° — sin 18°) = 1.
73. Dokaite, Ze /2 neni racionalni &slo.

74. Pomoci matematické indukce dokaZte, Ze pro libovolné pfirozené éislo n je ¢islo
n3 + 5n délitelné Sesti.

75. Je dan vyraz V(n) = 22" — 7, kde n € N. DokaZte, Ze vyraz V(n) je dé&litelny
tfemi pro kazdé n € N.

76. Dokazte, Ze pro libovolné pfirozené Cislo n plati
1
1424 --+a= En(n+l).

Provedte pfimy dikaz a dikaz matematickou indukei.

77. Dokazte, Ze pro libovolna nezaporné ¢isla aq,as,...,a, € R plati

_artast-cctag

/@102 ...0n = =

78. Dokazte, Ze pro libovolné n € N existuje n po sobé jdoucich pfirozenych
¢isel, kterd jsou slozenymi ¢isly. Tzn. v posloupnosti prvocisel jsou libovolné velké
mezery.

79. Naleznéte vztah pro délku strany a, pravidelného 2"-uhelniku vepsaného do
kruhu o poloméru 1. Vyuzijte matematické indukce.

80. Spatné provedend indukce miiZe vést k nespravnym zévéram. Urlete, kde
je chyba v nésledujicim ,dikazu“. Véta: VSechny kvétiny na planeté Zemi maji
stejnou barvu. Diikaz: Stadi zfejmé dokazat, Ze libovolnych n kvétin mé stejnou
barvu. Pro kazdé n € N bud V(n) tento vyrok: Libovolnych n kvétin m4 stejnou
barvau. Vyrok V(1) zfejmé plati. Necht n > 1 a pfedpokladejme, Ze V(n) plati.
Bud K mnozina s n + 1 prvky. Zvolme a,b € K, a # b libovolné. Pak mnoZiny
K — {a} i K — {b} maji n prvki, takZze vSechny kvétiny v kazdé z téchto mno¥in
maji stejnou barvu. Tedy zejména b € K — {a} m4 stejnou barvu jako viechny
kvétiny v K — {a,b} a podobné a € K — {b} mé stejnou barvu jako vechny kvétiny
v K —{a,b}. Odtud plyne, Ze kvétiny a, b maji stejnou barvu. Tedy V(n+1) plati.
Z véty matematickd indukce plyne, ze V' (n) plati pro kazdé n € N.
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II. DIFERENCIALNI POCET FUNKCH
JEDNE PROMENNE

1. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKCI
CAST A: RESENE PRIKLADY

Nésledujici kapitola obsahuje tlohy tykajici se zakladnich vlastnosti funkei.
not a graf. Kazda funkce miZe mit dale celou fadu specialnich vlastnosti. Napfiklad
sudost a lichost zajistuji symetrii grafu funkce, periodi¢nost zarucuje pravidelné
opakovani funkénich hodnot, ohranidenost zajisti, Ze se vSechny funkéni hodnoty
budou pohybovat v pdsu omezeném dvéma konstantami. Mezi dalsi vyznamné
vlastnosti funkce patfi napfiklad prostota, monotonnost a existence inverzni funkce.
Vysetfovanim téchto zakladnich charakteristik se budeme nyni zabyvat.

81. Uréete definiéni obor funkce

ReSeni: z € Df & %ﬁ >0A1—2z #0. Odtud plyne z € Df pravé kdyz
(14z 2 0A1-z > 0)V(1+z £ 0A1l-z<0) & (22 -1 Az > 1)V(z < -1 Az > 1)

sre(-1,1)Veeleze(-1,1)Ubeze(-1,1).
Celkem tedy plati Df = (—1,1).
82. Uréete obor hodnot funkce

ReSeni: Pfedné je ziejmé, 7e Df = R — {0}. Dale plati

z x>0,
|lz| =
—x 0

Odtud plyne, Ze funkce f nabyvéa pouze hodnot -5 a 5. Plati tedy Hf = {—5,5}.
83. Budte dany funkce f,g. Rozhodnéte, zda plati f = g.

z+1 z—1
_ "4 5§ _3(z+9)
6 10
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ReSeni: Je zapotfebi ukizat dvé véci. Aby se dvé funkce rovnaly, musi mit pfedné
stejny definiéni obor. V nasem pripadé plati

x4+ 1 T

Df={ze Rz # E 1_01}:{.?,61'3;2:-7&—4}.

Protoze Dg = R — {—4} plati Df = Dg. Déle je zapotfebi ukazat, Ze funkéni
predpisy f,g stejné zobrazuji, tj. Yz € Df : f(z) = g(z). Provedeme algebraickou
upravu

z+1 =z-1 z+9

i E .90 3wty
fe) s z+1 _z-1 22+8  4(z+4) =gl
6 10 30

Odtud plyne, Ze se funkce f, g rovnaji.
84. Nakreslete graf funkce f(z) = |z + 1| — |z — 1].
ResSeni: Provedeme podrobné&jii analyzu zadaného funkéniho predpisu. Ziejmé plati
-2 1 €(—o00,-1),
flz)=¢ 2z =ze({-1.1)
2 zE{locs)

Nyni jiz lze graf snadno nakreslit. Na kazdém z uvedenych intervalt nakreslime
graf pfislusné konstantni, resp. linearni funkce.

85. Nakreslete graf funkce
f(z) = |z% + 4z + 3|.

ReSeni: Postupujeme nésledujicim zptisobem. Funkéni pfedpis pfepieme pomoci
upravy na uplny ¢étverec na ekvivalentni tvar

flz) = 2% + 42 4+ 3| = |(= + 2)* - 1.

Déle tlohu rozdélime na nékolik dil¢ich ¢asti. Postupné nakreslime pomoci posunuti
a preklopeni grafy nasledujicich funkei

filz) =2, fale) = (2 +2)%, fa(z) = (2 +2)” ~ 1, fa(2) = f(z) = (= +2)* - 1].
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Graf funkce f; ziskame posunutim zakladniho grafu f; po ose  do bodu -2. Dale
graf f, posuneme o hodnotu -1 ve sméru osy y. Konecné graf fys = f ziskame
preklopenim zaporné ¢asti kolem osy z. Postup je zfejmy z nasledujicich obrazki.

J

Y

\./

86. Nakreslete graf funkce

Y

f(z) =3 +sin(z — 1).

Y

-
>

Y

ReSeni: Nejprve podrobné vysvétleme, jaky vyznam maji jednotlivé konstanty na
celkovy tvar grafu funkce F(z) = A+ Bsin(Cz + D). Pfedné konstanta A posouva
graf zakladni funkce o hodnotu A ve sméru osy y. Pfimka y = A je tedy novou
osou grafu. Konstanta B je tzv. amplituda, ktera ,natahuje“, nebo ,zkracuje* graf
ve sméru osy y tak, Ze celkova vySka grafu funkce F(z) je 2B. Konstanta C uréuje
délku periody funkce F(z) a konstanta D zplsobuje posun grafu ve sméru osy z.

Ulohu opét rozdélime na nékolik &asti. Postupné nakreslime grafy funkei

fi(z) =sinz, fo(z) =sin(z — 1), f3(z) = f(z) = 3 +sin(z — 1).

Graf funkce f; ziskame posunutim zakladniho grafu funkce f; po ose z do bodu 1.
Déle graf f, posuneme o hodnotu 3 ve sméru osy y. Tim ziskdme graf zadané
funkce f3 = f. Grafy jednotlivych funkei jsou uvedeny na nésledujicim obrazku.



Ay AY
y =sinz y = sin(z — 1)
PN : P o N ' Y i, e
T~ & SN N T w

3

. i

87. Nakreslete graf funkce

f(z) =3sin 2.

Reseni: Funkce sinz je periodicka a jeji zakladni perioda je 27. Nejprve uréime
periodu funkce f;(z) = sin2z. Pro periodu této funkce plati 0 < 2z < 2x, z ¢eho?
plyne 0 < z < 7. Perioda funkee f; je tedy w. Graf dané funkce f ziskdme tak, Ze
graf funkce f; natdhneme ve sméru osy y na trojnasobnou délku.

1Y y
. y = 3sin2z
Yy = sin2z

feas, ANNN
Nr N/ T \/\A\/w\/fm

88. Nakreslete graf funkce f(z) = |2sin(3z — 1) — 1].

ReZeni: ReSeni tlohy rozdélime do péti kroktd. Postupné budeme kreslit nasledujici
funkce: sin3z, sin(3z — 1), 2sin(3z — 1), 2sin(3z — 1)~ 1, [2sin(3z — 1) — 1].
Vysledny graf je na nasledujicim obrazku.

AY
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89. DokaZte, Ze dana funkce f je ohranicena.

i
T)=—-—.

f(=) 2 +1

ReSeni: Musime dokézat, ze funkce f je ohranidena shora i zdola. Nejprve ukazeme,

ze funkce f je ohranidené shora. Zfejmé pro libovolné redlné éislo z plati nerovnost

(z — 1)2 > 0. Z této nerovnosti viak plyne z? + 1 > 2z a déle

T
2 +1

1
et
e

Tim je dokdzéno, Ze funkce f je shora ohranifena. Zbyva dokazat, Ze f je zdola
ohrani¢ena. Postupujeme analogicky. Pro libovolné realné &islo z plati (z+1)% > 0,
z &ehoz plyne z2 + 1 > —2z a déle

b L

2 S NN, W B

o

Tim je dokdzano, Ze funkce f je zdola ohraniend. Dand funkce je tedy ohranicena.

90. Dokaite, Ze funkce f(z) = 1 je neohraniCené na intervalu (0, co).

ReSeni: PouZijeme dikazu sporem. Pfedpokladejme, Ze funkce f je na intervalu
(0,00) ohrani¢end. Pak je pro vSechna z > 0 funkce f ohraniend shora. To
znamena, ze existuje takové &islo h, Ze pro vSechna z > 0 plati nerovnost

1<h.

0< —
T

Zvolme libovolné &slo z € (0, £), tj. 0 < < . Odtud plyne, ze 1 > h. Tim jsme
dosli ke sporu. Proto funkce f nemtze byt na intervalu (0, co) ohraniéena.

91. Dokaite, e funkce f(z) = 2 je ryze monoténni v intervalu (0, c0), kdeZto
v intervalu (—o0, 00) neni ani monoténni.

Reseni: 1. Zvolme libovoln4 dvé &isla z; < z3 z intervalu (0, 0c), takie je 0 < 17 <
z3. Odtud dostévame 0 < 2 < z2 neboli f(z1) < f(z2). Tedy funkce f(z) = 22 je
v intervalu (0, c0) ryze monoténni. 2. V intervalu (—oo,c0) v8ak neni monoténni,
nebot pro z; = —5 < 3 = 1 je f(z1) = 25, f(z2) = 1, takze f(z1) > f(z2)-
Naproti tomu pro z} = —1 < z3 = 5 dostavame f(z7) =1 < f(z3) = 25.

92. Zjistéte, zda je zadana funkce f sudd, pripadné licha.
Flz) = xlojz|.
Reseni: Spoc¢teme funkéni hodnotu f(—z). Plati
f(-z) = (-2z)In| - z| = —zln|z| = - f(z).
Odtud plyne, Ze dané funkce je lichd.
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93. Zjistéte, zda je zadana funkce f suda, pripadné licha.

) = sinm.

T
Reseni: Spoéteme funkéni hodnotu f(—=z). Plati

sin(—z) —sinz _ sing

= = f{z):

= =@ T

f-2)=

Odtud plyne, Ze dana funkce je sudA.
94. Uvedte priklad funkce f, ktera je soucasné suda i licha.

Reseni: Aby byla funkce f sud4, musi platit vztah f(—z) = f(z). Soudasn& m4 byt
funkce f lich4, tzn. musi platit f(—z) = —f(z). Odtud plyne f(z) = —f(z), tj.
2f(z) = 0. Ma-li byt funkce sudd a souéasné lichd, musi platit f(z) = 0. Téchto
funkci je nekone¢né mnoho. Napfiklad f(z) =0, Df = (—5,-2) U (2, 5).

95. Dokazte, ze funkce f je periodickéd a naleznéte jeji nejmensi periodu.
f(z) = tg 3z + 2sin 6z.
Reseni: Aby byla funkce f periodick4 s periodou p, musi platit f(z +p) = f(z),tj.
tg (3(x + p)) + 2sin(6(z + p)) = tg 3z + 2sin bz,
COZ znamena, ze
tg (3z + 3p) — tg 3z + 2sin(6z + 6p) — 2sinbz = 0.
Po upravé levé strany dostdvame

sin(3r +3p) sin3z
cos(3z +3p) cos3z

+ 2sin(6z + 6p) — 2sinbz =

__sin(3z + 3p) cos 3z — sin 3z cos(3z + 3p)
el cos(3z + 3p) cos 3z

+ 2sin(6z + 6p) — 2sin bz =

h sin(3p)
~ cos(3z + 3p) cos 3z

+ 2sin(3p) cos(6z + 3p).

Leva strana se vSak rovna nule pro viechna z # %+ %T’T pravé tehdy, kdyz sin 3p = 0,

tj. pravé kdyz p = 3km, kde k € Z. Nejmensi periodou dané funkee je tedy &islo
1

96. Provedte slozeni danych funkci f a g, kde

r+1
z—1’

fz) =

g(z) = Va.
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ResSeni: Provést slozeni danych funkci znamena zkonstruovat funkce

F(z) = (fog)(z) = fg(z)) a G(z)= (g0 f)(z)=g(f(z))
Plati:

Fa) = flole) = £(v&) = Y51,

G(:c)=9(f(x))=g(zi_i): Z)

Z uvedeného pfikladu je ihned zfejmé, Ze skladani funkci neni obecné komutativni.

97. Spoctéte slozenou funkci F(z) = f(f(f ( ))), kde
fz) =

Reseni: Provedeme postupné dosazeni do slozené funkce a nasledujici algebraickou
upravu

F(z) = f(f(f(=))) = f(

1—:1:

m)):f(l— 1 ):1_ 1 -—-1+1_$={E.

98. Dokazte, Zze dana funkce f je prosta.
flz) =v3z - 2.

ReSeni: Dokazat, %e funkce f je prostd znamend dokazat, 7e f je injektivni
zobrazeni. Tzn. Vzi,29 € Df : 21 # 29 = f(:cl) # f(xq). Nejprve uréime definiéni
obor funkce f. Snadno zjistime, ze Df = (2,00). Budte nyni z1,z2 € Df,z; # x5
libovolné. Odtud plyne 3z; # 3z2 a 3z — 2 # 322 — 2. Protoze z1,z9 € DFf,
plati 2 < z; a 2 < 75, atedy 0 < 327 — 2 a 0 < 3z, — 2. Odtud plyne, Ze
V3T1 —2 £ 3z = 2.

99. K dané funkci f naleznéte funkci inverznj, pokud existuje.

fiz) = —x— i

ResSeni: Nejprve dokaZzeme, Ze k funkci f (:z:) existuje funkce inverzni. K tomu staéi
dokazat, ze je f(z) prostd na svém defini¢nim oboru Df = R. Dikaz provedeme
sporem. Necht existuji redlnd &isla z;,zo takovd, Ze z; # zo a soulasné plati
f(z1) = f(z2). Pak ale 321 — 1 = 3z — 1. Odtud plyne 3z; = $z5. Tedy z; = z5,
coz je spor. Funkce f je tedy prostd a k prosté funkci existuje funkce inverzni.
Nyni provedeme vypodet inverzni funkce f~!. Nejprve ve funkénim piedpisu
f(z) = 3z — 1 nahradime symbol f(z) ekvivalentnim oznaenim z4visle proménné
y a ziskdme y = %:1: — 1. Nyni predpis chdpeme jako rovnici, ze které spoéteme
nezavisle proménnou z. Plati y + 1 = 3z a odtud ziskime hledané vyjadfeni z =
2y + 2. V dalsim kroku provedeme vzajemnou zdménu symboli z a y. Dostavame
y = 2z + 2. Funkéni predpis hledané inverzni funkce je tedy f~*(z) = 2z + 2.
Dokazme nyni podle definice, Ze funkce f, f~! jsou skuteéné inverzni. K tomu
je zapotfebl proverit defini¢ni vztah fo f~! =id = f~!o f. Plati
(fof MN=z)=f13z-1)=2(1z-1)+2=2—-2+2=z=id(z),
(fTlof)z)=f(2x+2)=32z+2)-1=2+1-1=z=1d(z).
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Naleznéte defini¢ni obory nésledujicich funkeci:

100. f(z) =3z —z3. 101. f(z)=v2+z— 22
102. f(z) =In(z* - 9). 103. f(z) =In(lnz)
104. f(z)=4V~". | 105. f(z) =+/3*—9.
106. f(z) = cotg(4zx — 3). 107. fiz)= log; z

1 2—2
110. f(z) = arcsin(sinz). 111. f(z) = arccos(2z — 5).
112. f(z) =y zyzv= 113. f(z) = arcsin(2 — 3z).

r & _ Bp—~1
114. flz)= 92 52 6 115. f(z)= S

B cos(z + 1) - sinz
S f(z)_5x+l—3-5w—5o‘ A f(“’)‘4ﬂ=—6-2w+8

T —COST T gr!
1B k) = 2sin’z + 3cosz I sinz +cosz’

120. =/1- 1] 121. = o .
f(z) =1 /(@) VI8 —z| — |2z — 1]
122. f(z) = ;nf = 123. f(z) =z +1]= 2.

B r+sinz + 1
A = R L
126. f(z) = In(2? + 42 — 5). 127. f(z) =Inv/3 — 2z — 22.

V2—z 111 (z+5)
130. f(z) = arccos(2sinz). 131. J{z] = a.rctgln(:c — 5z + 6).
132. f(zr)=vV1-z++Vz-3. 133. f(z)=v-z+Vz +4.
134. f(z) =In(z® — 322 — z +3). 135. f(z) = In(cos(Inz)).
Rozhodnéte, zda se dané funkce f a g rovnaji:
136. f(z)=1, g(z)= % 137. f(z) =V22, g¢(z)=|zl.

1
138.  f{z) = = g(z) = % 139. f(z) =logz® g(z)=2logz.
140. f(z) =2Inz%, g(z) =6lnz. 141. f(z)=Ine®, g(z)=€""

142. f(z) =sin(z + %),g(m) =cosz. 143. f(z)=|lz| - 1|, g(z) =|1 — |z||.

26



Pomoci grafu zakladni funkce nakreslete nasledujici grafy funkei:

144.
146.

148.
150.

152.

154.
156.

158.

160.
162.
164.
166.
168.
170.

172.

174.

f(z) = |z| + =
f(z)=llz—5] -1
f(z)=(z-1)*-3.
f(z) = 2% — 4|z| + 3.
1
fla) =2
fle)=1-3",
f(z) = logy(—xz).
f(z) =log, 3.

f(z) = —3sin(2z + 8).
flz)=1-z.
f(z) =logy |z — 1.
f(z) = arccosz + 1.

f(z) = arcsin(sin z).
f(z) = arctg(tgr).

f(2) = Vle] - 1I.
i) = 15;] + sinz.

145. f(z)=3— |z +2|.

147. f(fﬂ)=|l|93—1|—1|—1|
149. f(z) = |z + z|.

151. f(z) = |z — 4|z| + 3|.
153. f(z)=1|Z ;‘

155. f(z)=3""1+4

167, (o) = gl

159. f(z)= ——(cos 2z + 1).
161. f(z)= |2sm(3:1: -1)-1J.
163. f(2)= V=2 -1|

165. f(z) = |logy(z - 1)|
167. f(z) = arccos(z + 1).
169. f(z) = sin(arcsinz).
171. f(z) = tg(arctgz).

173. f(z)=1|e® — 2|+ 1.

175. f(z) =3 — |sinz|.

Rozhodnéte, které z funkci jsou sudé a liché:

176.

178.

180.

182.

fla)=2"+ 2%
f(z) = Yz +2°.

f(z) = 72> + sin z*.

1.4

1++vz2

f(z) =

{7 {4

179,

181.

183.

T
f(z) P
fa) =log 12—
z(3* 4+ 1)
flo) = 2T L

f(z) =sindz - sinz2.

DokaZte, Ze dané funkce jsou periodické a uréete jejich nejmensi periodu:

184.
186.

188.

190.

f(z) = |sinz| + | cos z|.

f(:r:):sin:z:—l—sing%sin—.
. 2

f(z) = sin —-.

f(z) = arcsin(sin z).

T
3

185.
187.

189.

191.

27

f(z)
f(z) =

f(z) = sin*z + cos? z.

cos Tz + cos 5z.

f(z) =sin2z + tg %

=log(cosz + sinz).



Zjistéte na kterych intervalech je danéd funkce rostouci resp. klesajici:

192. f(z) = |z| + =. 193. f(z)=|z+3|+|z—2|.
194. f(x) =z* -3z +4. 195. f(z )_$+2
196. f(z) =1-Vz2. 197. f(z) = /|z] + 1.

Utvofte sloZené funkce F(z) = (f o g)(z) = flg(z)] a G(z) = (g o f)(z) = g[f(z)]:

198. f(z)=z3+Inz, g(z)=sinz. 199. f(:c) =10. glz)=logr.

41
200. f(z)=lz+1|, g(&)=|z-8l. 20L f(z)=_— 9g(2)=Vz
1 1
— — 2 —— s =
202. f(z)=3z+2, gz)=z°-3. 203. f(z) - g(z) p
K danym funkcim urcete inverzni funkce pokud existuji:
204. f(r) =2—-€°13, 205. f(z)=3-5""1.
z—1 :
: = . 207. = GAE
206. f(a) = 5= 07. f(x)
208. f(z)= 395 1 209. f(z) =3+ 4arccos(2z — 1).
210. f(z) =In(2 - 3z). 211,  fla)= 2 Va2
212, flz)=gttoses 213. f(z) =1+ 3+ e,
14 2%
214. f(z) = logy(z + + 1). 215 f(z)= L
__ V= "
216. flz)= 15205 2% flz)=log,2.

218. Bud f libovolna funkce definovand na intervalu I = (—a,a),a > 0. DokaZte,
ze funkce F(z) = f(z) + f(—z) je sudd a funkce G(z) = f(z) — f(—z) je licha.

219. Necht funkce f,g jsou periodické funkce s periodou p. Dokazte, ze funkce

F(z) = f(z) + 9(z),G(z) = f(z)g(z) a H(z) = J; Eg jsou rovnéz periodické.

220. Necht funkce f je periodicka s periodou p. Bud a # 0. Urdete periodu funkce
F(z) = f(az).

221. Dokazte nasledujici tvrzeni. Necht funkce f je rostouci. Pak plati: (a) Funkce
2f je rostouci. (b) Funkce —f je klesajici. (c) Funkce %, f # 0 je klesajici.

222. Necht funkce f, g jsou definoviny na stejném intervalu I. Jsou-li funkce fig
rostouci, je funkce f + g také rostouci?

223. Najdéte rostouci funkci f a klesajici funkci g tak, aby f + g byla rostouci.
224. Naleznéte monoténni funkce f, g tak, aby funkce f + g nebyla monoténni.
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2. POSLOUPNOSTI

Mezi vyznamné specidlni typy funkci patfi tzv. posloupnosti. Jedna se o funkce
f : N — R, jejichZ defini¢ni obor je roven mnoziné pfirozenych ¢isel, nebo néjaké
jeji éasti. Pro libovolné n € N polozme f(n) = a,. Hodnoty a, se nazyvaji
¢leny posloupnosti a pro posloupnost pak pouzivime oznaceni {a, }52 ;. Nasledujici
kapitola obsahuje zakladni tematické ulohy o posloupnostech. Mezi nejdulezitéjsi
z téchto uloh patfi ulohy vySetfujici chovani ¢lenii posloupnosti pro n — oo, tj.
limity posloupnosti.

CAST A: RESENE PRIKLADY

s

(a) Dokazte, Ze dand posloupnost je klesajici.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedenda posloupnost ohranicena.
(c) Vyjadrete tuto posloupnost rekurentné.

225. Je déna posloupnost

ReSeni: (a) Posloupnost {a,} je klesajici, kdyz pro vSechna n € N plati an41 < an.
V tomto pfipadé ma platit
1 i

& =,
n+1 n

Z uvedené nerovnosti plyne n +1 > n a dale 1 > 0, coz zfejmé plati. Obracenim
postupu dojdeme od nerovnosti 1 > 0 k nerovnosti ?;% < %, a tim jsme dokéazali,
ze dand posloupnost je klesajici.

(b) Pro kazdé n € N plati % > 0, tzn. Ze dana posloupnost je zdola ohranicena.
Zaroven pro vSechna n € N plati % < 1, nebot tato nerovnost je ekvivalentni
s nerovnosti n > 1. Proto posloupnost je i zhora ohranicena, a tedy i ohranicen4.

(e Pton=1 dostaneme a; = 1. Protoze a,, = % A 0uy = %_H, plati

1 Gy
241 e+l

An+41 =

Danou posloupnost miizeme tedy rekurentné vyjadfit vztahem

an
ap,+1

ay =1, Gpy1=

226. Posloupnost {a,}S2 ; je déna rekurentnim vztahem

(n+1)2

0] = 75 Onii = man-

2
Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty ¢len.
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ReSeni: Pro poditetni ¢leny dané posloupnosti plati

i 2 3 4 O
= =4 O3 —igw Q3 = —y 4= Ty 05 —
Mg g T e B
Muzeme vyslovit hypotézu: Pro kaZzdé pfirozené ¢islo n lze n-ty ¢len posloupnosti
vyjadrit ve tvaru
n

A

an

Tuto hypotézu ovéfime pomoci matematické indukce. Nejprve se presvédcime, zda
hypotéza plati pro n = 1:
1 1

BET T 5

coZ je v souladu s rekurentnim vyjadienim posloupnosti. Déle zjistime, zda pro
kazdé n € IV plati

el

= a = :
n-+1 n+2

An =

n+1

Po dosazeni do rekurentni formule dostaneme

m+1* =n  n+l
n(n+2) n+l n+2

An41 =

Tim je uvedend hypotéza dokazana. Pro n-ty ¢len posloupnosti plati a, = ﬁf

227. Dokaite, Ze limita posloupnosti {1} je rovna 0.

Reseni: Podle definice limity mame uréit takové &islo ng, Ze pro viechna pfirozena
¢isla n > ng a libovolné kladné ¢islo € plati |% -0 < e tj. n> % Polozime-li
ng = ¢, pak pro vechna pfirozens, &isla n > ng skutecné plati |2 — 0] < £. To viak
znamena, ze

lim — =0.
n—oo 1

228. Dokazte, ze posloupnost {a,}22 ;, jejiz ¢leny jsou
2.7 20,2, 72,7, oy

tj. €leny s lichymi indexy jsou rovny &islu 2 a se sudymi ¢islu 7, nema limitu.

Reseni: Dtikaz provedeme sporem. Pfedpokladejme, ze dand posloupnost mé limitu
rovnu ¢islu a a zvolme € = % Podle definice limity mé od jistého ¢lenu ag platit
pro vechny liché indexy |2 —a| < 3 a pro sudé indexy |7 —a| < 1. Z uvedenych
nerovnosti plyne % < a4 < % pro liché indexy a % L 8 £ 1—25 pro sudé indexy.
Takové ¢islo a, které spliiuje obé nerovnosti soucasné, vSak neexistuje. Pfedpoklad,

Ze dana posloupnost ma limitu a, je tedy nespravny.

229. Spoctéte limitu

. o nd4+12n2 +12n+ 12
lim 7 ;
n—oo nt—1
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Reseni: Citatele i jmenovatele zlomku podélime vyrazem n®. Touto tpravou se
celkova hodnota vyrazu nezméni a plati:

hp Mt12n+12nt12 1+ 2+ 40 _1+040+0 1 _
n—00 nd —1 e ﬂ—gls' ji oo —0 s

230. Necht g je libovolné redlné ¢islo takové, Ze |g| < 1. Urete limitu posloupnosti
{14+g+---+¢"}2;.
Reseni: Oznaéme s, =1+ q+ -- -+ ¢™. Matematickou indukci dokdzeme, 7e

l_qn+1
Sp = ?q'

Odtud plyne, Ze

. - . 1—g"t? 1-0 1
b S LR R ST, s el e,

Vztah lim g" =0 pro |¢g| < 1, je zndmou vétou o limité geometrické posloupnosti.
mn oo
231. Spoctéte limitu
" 2"+ 3
o 1 A O

ReSeni: Podélime ¢itatele i jmenovatele zlomku vjrazem 2*. Pak

on 4 3 148 Jim 143 lim 5

21‘!
lim ———— = lim = 220 L
n—col—4:2" n-oo o —4 lim 57 — lim 4

Protoze posloupnost {2% %0 , je geometricka posloupnost a |g| = % < 1, plati

W i

Celkem tedy plati

S I & L
el A0 D—d

232. Spoctéte nasledujici limitu

ReSeni: Dan4 posloupnost je nerostouci a zdola ohrani¢ené, protoze plati

n+1 n 'n-i-l<

gntl ~gn Tgp —m

Upi41 =



a a, > 0 pro kazdé pfirozené ¢islo n. Odtud plyne, Ze dand posloupnost je konver-
gentni. Jeji limitu ozna¢me L. Déile uvazujme vybranou posloupnost {az,} z dané
posloupnosti. Pro tuto vybranou posloupnost plati

. 2n . ) . 1
B =ty a2 T0=0
Nyni vyuZijeme nésledujici znamé véty. Je-li posloupnost konvergentni, pak libo-
volna vybrand posloupnost z této posloupnosti je opét konvergentni a méa stejnou
limitu. Aplikaci pravé uvedené véty dostavame, Ze

n .on-1 — 1M
pel . #OT 2 Wolp &
nl n-m-1)!"n (n-1) =n
Protoze zfejmé plati
2
lim 0= lim — =0,
n—o00 n—o00 T
plyne odtud
lim L 0
n—oo 2N it
233. Spodététe limitu
. 2n+sinn
lim
n—soco In—1
ReSeni: Pfedné& pro kazdé pfirozené &islo n plati
—1 <sinn < 1.
Odtud plyne odhad
2n—1 _2n+sinn _ 2n+1
— < < - .
S gm—l— Ba—1 “dn—i

Posloupnosti {a,} a {b,} jsou v8ak konvergentni a maji stejné Hmity.

=1 et
ns03n—1 n-sw03-1 3-0 3
2n+1 _ . 24+, 240 2

nooo3n—1 noo3—1 3-0 3
Podle véty o tfech posloupnostech je dané posloupnost konvergentni a plati

. 2n+4sinn 2
Iim — = —,
n—oco 3n —1 3
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234. Spo(:téte hodnotu vyrazu

\/2+\/2+\/ﬁi

Reseni: Zadany vyraz oznacuje limitu posloupnosti {a,}, kde a,, je dan rekurentné

vztahem
a1 = V2, ant1 = V2 + an.

Ptfedné pomoci principu matematické indukce dokaZeme, Ze danéd posloupnost je
rostouci, tj. pro vSechna pfirozend ¢isla n plati a1 > a,. Skuteéné, pron =1
méame as = V2+V2 > V2 = ay. Jestlize apy1 > ag, potom plati arys =
V2 + ak+1 > 2 + ax = agy1- Matematickou indukei rovnéz dokdZeme, Ze posloup-
nost a, je zhora ohrani¢enid. Budeme dokazovat, Ze pro libovolné pfirozené ¢islo
n plati a, < 2. Skutetn& pro k = 1 plati a; = v/2 < 2. Dale pokud a; < 2, pak
ar11 = V2 +ar < v/2+ 2 = 2. Plati, Ze rostouci a zhora ohrani¢enéa posloupnost
je konvergentni. Nechf tedy L oznacuje limitu posloupnosti a,. Pro n > 1 plati
aZ,1 = 2+ a,. Odtud dsle plyne

lim a2,, =2+ lim a
n—co 11+1 n—oo HE

tj. L? = 2+ L. ReSenim kvadratické rovnice L? — L — 2 = 0 ziskdme kofeny
L1 =2, Ly = —1. Drub4 moznost L = —1 nevyhovuje, nebotf a,, > 0 pro kazdé
prirozené ¢islo n. Hledana limita je tedy rovna 2.

235. Dokazte, Ze danéd posloupnost je konvergentni.

gt

Reseni: n-ty &len posloupnosti rozepiSeme podle binomické véty a upravime.

g S D M HE T ses S it S

k=0 k=0
S 1 2 k—1
- F(l_ﬁ)(l_ﬁ)m(l_ = ¥
k=0
Pak ;
n+
1 2 k-1
an+1:ZF( —"‘——)( a1 "(1*n+1)-
k=0

Odtud je zfejmé, Ze a,, < an4+1, tedy posloupnost je rostouci. Déle

n
1 1 1 B aril
“"‘(ZHZHEJF et e

To znamend, Ze posloupnost je zhora ohraniend a mé vlastni limitu. Limita této
posloupnosti hraje v matematické analyze vyznamnou roli. Oznadujeme ji e a
nazyvame Eulerovo ¢islo.

1 n
lim (1 + ;a) = e = 2,718281828459...

n—00
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

o

(a) Dokazte, Zze dané posloupnost je klesajici.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedend posloupnost ohranicena.
(c) Vyjadrete tuto posloupnost rekurentné.

236. Je dana posloupnost

237. Je dana posloupnost
{log2™}22 ;.

(a) Dokazte, Ze dana posloupnost je rostouci.
(b) Rozhodnéte, zda je uvedend posloupnost ohranicena.
(¢) Vyjadrete tuto posloupnost rekurentné.

2 oo}
8 + _} |
{ on n=1

Dokazte, ze dana posloupnost je klesajici a ohranicena.

238. Je dana posloupnost

239. Posloupnost {a,}22, je ddna rekurentnim vztahem
61 =3, Oapx=2— 0s

Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty clen.

240. Posloupnost {a,}52; je dana rekurentnim vztahem

n(n + 2)

a1 =2, apy1= man-

Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty ¢len.

241. Posloupnost {a,}52; je déna rekurentnim vztahem

- 2
a) = 1., Ani1 = al Ay -

(a) Naleznéte exaktni vzorec pro n-ty ¢len.
(b) Od kterého ¢lenu plati pro tuto posloupnost nerovnost |a,| < 0,0017

242. DokaZte podle definice, Ze posloupnost 2,2,2,2,2,... ma limitu rovnu 2.

243. DokaZte podle definice, Ze posloupnost {a,}2° ; definovani vztahem

maé limitu rovou 1.




Spoctéte nasledujici limity:

y 6n + 2 . in—35
o e 5 bm o
Wl ik . n*+2n+5
nd+1 m2+1
248, lim — '~ 249. lim — "~ |
L. B v novoo 2 — 31 + 2
. m2+3n-5 _ nd+1 \*
252. lim ¥7. 253. lim ¥5n.
n—rod n—oo
100 1
954 Tm o, 255. lim —83”
n—oco 3N n—ooo n2
. on . F_gn
S T AW T
vnZ+1
258. lim Vn+1-— /7. g5 dim L o
n—00 naoco n+1
) 5 Tl P
260. lim (1 i ——) ] 261. lim (1 B
n—o0 2n n—00 n
3n 5n—3
=5
262, Hm (1 = 3) . 263. lim (3” )
n—o00 n n—oo \ 14+ 3n
Spoctéte nasledujici limity:
POTRIEL TR i e ke R4 O N e
n—oo0 n+2 2 n—o0 n2 i
. 124224... 402 :
266. nlgzgo EFEE . 267.  lim (\/(n +a)(n+0b) - n) :

268. Spoctéte hodnotu vyrazu

\/1+\/1+\/ﬁ.

269. Je dan rovnostranny trojuhelnik se stranou délky a. Z jeho tii vySek je
sestrojen novy rovnostranny trojahelnik, z vySek tohoto trojuhelnika dalsi atd.
Vypocditejte limitu souétu obsahi téchto trojuhelnikl, pokud jejich pocet n roste
do nekoneéna.

270. Do kruhu s polomérem 7 je vepsin ¢tverec. Do tohoto ¢tverce je vepsan kruh,
do ného étverec atd. Urdete limitu souctu obsahii vSech kruhdl a limitu souctu
obsahu vSech étverci.
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3. LIMITA A SPOJITOST

V nésledujici kapitole se budeme zabyvat zékladnimi Glohami o vypoctu limit
a spojitosti funkci jedné reidlné proménné. Pfi vypoltu limit budeme pouZivat
predev8im zakladnich vypocetnich postupl a riznych algebraickych uprav. Po
zvlddnuti teorie derivaci se k tématu vypoctu limit vratime jesté v paté kapitole
vénované L’Hospitalovu pravidlu.

CAST A: RESENE PRIKLADY

271. Podle definice limity (viz pf. 3) dokaite, Ze

lim z3 = 125.
r—5

ReSeni: M4-li funkce f(z) v bod& zq limitu a, tj. l_i‘}m f(z) = a, pak ke kazdému
T—To

€ > 0 existuje takové okoli bodu zg, Ze pro vSechna z # zg z tohoto okoli plati
|f(z) — a| < &, kdyZ 0 < |z — zp| < 6. Danou funkci f(z) = z* budeme vysetfovat
v okoli bodu 5, napf. v intervalu 4 < z < 6. Bud ¢ > 0 libovolné. Mame ukézat, Ze
existuje &islo & tak, Ze pokud z € (5 — 4,5+ 4), x # 5, pak |z3 — 125 < £. Ziejmé
plati [z3 —125| = |z — 5| - |z® + 5z + 25|. Pro z € (4, 6) je 2° + 52+ 25 > 0 a nejveta
hodnoty nabyvé pro = = 6. Plati tedy |z2+5z+25| < 91. Pak |3 —125| < 91|z —5|.
Zvolme nyni ¢&islo § < -91—16. V tomto pfipadé pak plati |22 — 125| < 91|z — 5| <
91-8 < 91- gye =¢. Stadi volit &slo § mensi nez ge.

272. Spoctéte limitu
1im1 log(3z® - 5z + 1).
T——

Refeni: Jedn4 se o nejjednodussi pfipad, ktery pfi vypodtu limity miiZe nastat.
V naSem pripadé lze totiZ pfimo dosadit a funkéni hodnota je rovna hledané limité.

Eml log(3x2 — 5x + 1) = log(3(—1)% — 5(—1) 4+ 1) = log9.

273. Vysetfete limitu

lim sin —.
z—0 T

ReSeni: Definiéni obor funkce f(z) = % je roven mnoziné R — {0}. Neni tedy
moZné dosadit za z a spocitat limitu postupem, jako v pfedchozim pfikladu. Podle
definice mé funkce f(z) v bodé zy limitu a, kdyz plati:

Ve>036>0:0< |z —xp|<d=|f(z)—a|l <e.

VysSetfeme nyni, zda je pfedchozi podminka splnéna pro € = % Tj. zda plati:

36 >0:z € (-4,6),z# 0= |sin l——a|<%.
T

36



V kazdém okoli bodu zy = 0, tj. v kazdém intervalu (—d,d) vSak zadana funkce
nabyva hodnot —1 a 1. Odtud plyne, Ze hledana limita neexistuje.
274. Spoctéte limitu
22—z -2
z—2 13 — 322 + 2z

ReSeni: Po dosazeni hodnoty z = 2 zjistime, Ze jmenovatel zlomku je roven nule.
Provedeme proto algebraickou tipravu. Citatele i jmenovatele rozlozime na souéin
linedrnich ¢lenti a provedeme pokraceni. Do takto upraveného vyrazu lze jiz dosadit.

22—z —2 o2 el), .. il 2+1 3

£$m3—3:c2—|—2$ _z—IPza:(:z:—Z)(x—l) -_:c—>2:1;(.-1:—1) T 2(2-1) st

275. Spoctéte limitu
i 3z — 423 +1
z—1 (:E — 1)2

ReSeni: Provedeme rozklad &itatele a jmenovatele zlomku naopak roznasobime.
V takto upraveném vyrazu lze jiz provést pokraceni. Plati

3zt —4z3 +1 2-22+1)3z2+2z+1
e OO C e bt ) — lim (32 + 92+ 1) = 6,
z—1  (z—1)2 z—1 22 -2z +1 z—1
276. Spoctéte limitu
. 342752 —-42 -8
lim 3
z—2 23 — 622 4+ 11z — 6
Reseni:
. z3+22% — 47 -8 . (z-2)(z* + 4z + 4)
lim = lim —

2213 — 622+ 11— 6 z—2(z—2)(z2 -4z +3)

® +4r+4  4+8+4

= = = =16,
wl—»mzasz—4a:+3 4—-8+3
277. Spoctéte limitu
¢ 2+ 4z -5
lim :
z——54/22 — 1642+ 2
Reseni:
2 +4z -5 _ (z+5)(z—1)

lim = lm =
z5—5/72 — 16+ +2 22522 —-16+z2+2

@4 8)E- )P T (5+2)
T x5 (Vz? — 16 + z + 2)(v/z22 — 16 — (= + 2))
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(z+5)(@ - 1) (V22— 16 - (z+2)) _

e (z2 - 16) — (z + 2)?
_ . @+5)E-1)(/22-16-(z+2)) _6
ey —4(z +5) Lk

278. Spoctéte limitu

lim ( x(m—i—S)-x).

T—r00

Reseni: Postupujeme tak, Ze danou funkci roziifime vhodnym vjrazem.

mllrngo ( z{x + 5) — 23) = :EILIEO (Va(z + 5)3:—(:1_( 5)2(_2—‘_ 5) + ) oy

e
e z(x+5)—=x . S Sy 5 5 5

11m —F—F — e
$—>°°\/:1:2+5:U—§-:c x“’°°\/$2—|-5$+:17 T30 4 .8 09 Wil-H0+1 2
T

279. Spoctéte limitu

; | 3
lim == :
=1 \1—2 1—23

Reseni: Je zfejmé, Ze do vyrazu nelze hodnotu z = 1 pfimo dosadit. Postupujeme
tedy tak, Ze zlomky seCteme a provedeme pokraceni.

lim
rz—1

1 2 _ :
3 s 1+E45"—3 — 1 (z+2)(z-1)
l-z 1-g3

z—=1 (1 —z)(14+ z + 1?) z—lﬁ(l—z)(1+$+$2):
o foegs —(z +2) _ 142

= = —1.
zs122 +2+1 1+1+4+1

280. Spoctéte limitu

Refeni: VyuZijeme defini¢niho vztahu tg z = SBZL 3 limitu rozdélime na soudin

COST
nékolika limit. Déle pouZijeme znamé skute¢nosti, Ze hn% SI%I =i
Ir—>
tex sinz . smyr . 1 . =1 1 1
hmg—wl m-———— = lim - lim — - lim B [
t—0 2z z—02x-cosx =320 x =02 z—0cosz B 2

281. Spoctéte limitu
. sin(z —1)
lim —————.
1372 —9x—1
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ReSeni: Postupujeme podobné jako v pfedchozim pfikladu.

lim sin(z — 1) b sinfe—1) e sin(:z—»l)_lim 1 _1.1_1
231322 —22 -1 z51(z—1)38rx+1) =251 z—-1 =2213z4+1 4 4
282. Spoctéte limitu
i sin 4z
im ——.
z=0 vz +1—-1
Reseni:
s o snde z
m-—— = — A IS W
z—=0 /o +1—1 :rl——bU 4z 3%\/$+1—1
vV 141 vV 1+1
= 4l —= Ry i Caa ks

Zake Bl =1 sfzkdal. = BFl—0

283. Spoctéte limitu

. V3z+1—+z+1
lim ;
z—0 tg 3z

Reseni:

li = | .
2ot tg 3z 230 tg 3z z-0 3z

V3z+1-vz+1 3z Iim\/3m+1—\/a:+1_

:1.hm¢3x+1—Jx+1_¢3m+1+Jx+1:hm (Bz+1)—(z+1) _
z—0 3z V3z+1++vVr+1 2203z(\/3z+1+Vz+1)

lim i — 2 :l.

=033z +1+vz+1) 3(W1+v1) 3

284. Spoctéte limitu
sin? 3z

im ———.
0 /g2 44 -2

Reseni: , ,
, sin® 3z . sinBx .. - [35)
lim im ——— -

20 /72 14— 2 50 (3z)? xl—rf%),/ﬁ_;_q:_g =

9z? V4442 i 922 (Vz? +4+2)

=1i : = =9(v4 + 2) = 36.
m%\/:c2+4—2 Vz2+4+2 250 z2+4-—4 (Va+2)

285. Spoététe limitu
3—+/sin3zx +9

xh—% tg 2z
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Reseni:
. 3—+/sin3z+9 : 2 . 3—+/sin3z+9
lim = lim - lim =
z—0 tg 2z z—0 tg 2 z—0 i

" 3—+/sin3z+9 3+ +/sin3zx+9 lim 9—sin3z -9
= hIn . =t =
z—0 2z 3+ vsin3z+9 2-02z(3+ +/sin3z +9)

1 i SID3Z
St nes IEL I

T Im(3+/sn3z+9) 3+V5 4
T

286. Spoctéte limitu

z—oo \ T + 2

2z+6
; z+3
lim ;
Reseni: VyuZijeme jiZz zndmé skutecnosti, Ze

. 14
lim (1—3——) =g
T—00 T

a pomoci algebraické Gpravy pfevedeme vySetfovanou limitu na tento pfipad. Plati

2
e ok T mau z4+2+1\**
Iim = lim e =
z—00 \ T + 2 T—00 T+ 2
1 T+2 1 2
= hm 1+ —— 14 =e2.1%2 = €2,
T—00 T+ 2 T+ 2

287. Spoététe limitu

. 2100 _ B ]
I ——————————:
z—1 x50 — 9¢ +1

Reseni: Lze snadno ovéfit, 7e ¢islo 1 je kofenem éitatele i jmenovatele. Provedeme
proto jejich rozklad. Plati:

£19-2z4+1 . (z-1)@®+z%+---+z-1) -
21 50 —2z+1 =1 (z—-1)(a¥+28+---+z—1)

" g2 LBy 1 G991 49
= Ham — = —
319 4+ 8 ...+ -1 49-1 24

288. Spoctéte limitu

. VR +T—x+3
lim ;
z—1 z—1
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ReSeni: K vyfeSeni tlohy je zapotfebi slozit&jdi algebraické upravy. Prvni krok
vyzaduje aplikaci znadmého vzorce a® — b® = (a — b)(a® + ab + b?). Citatele i
jmenovatele zlomku rozsifime vyrazem a?+ab+b% kdea = V23 +7Ta b=z + 3.
Zadanou limitu tim upravime na tvar

(Y ET - VTR /AP + VP VEF 3+ /@ H )
=1 (- 2+ VB + Ve +3+ /([ +3))

L 3+ 7—/(z+3)3
T el (- )Y@+ 2+ VB + TV + 3+ /(z +3)?)

V dalsim kroku provedeme rozsiteni pravé ziskané limity vyrazem z3+7++/(z + 3)3
a aplikujeme vzorec pro rozdil druhych mocnin. Limitu tedy upravime na tvar

lim (3 +7)% = (z + 3)3
o1 (g — 1) (Y@ + TR+ V2 + Wz 3+ @+ 3@ +7+ /(@ +3)°)

im 2% + 1323 — 922 — 27z + 22
21 (z - 1)(/ (@B + 72+ V23 + TV + 3+ /(2 +3)D)(x3 + T+ /(z + 3)3)

Polynom z8 + 1323 — 922 — 27z + 22, stojici v &itateli, ma kofen £ = 1. Provedeme
tedy déleni polynomu z® + 13z° — 922 — 27z + 22 polynomem z — 1 a obdrZime
x5 + 1323 — 922 — 27z 4+ 22 = (z — 1)(z® + z* + 2% 4 142% 4 52 — 22). Nyni lze
provést pokraceni ¢lent1 £ — 1 a dosadit.

lim (x —1)(z® + z* + 2% + 1422 + 52 — 22)

=1 (2= 1)(J/ (@ + 72+ Vo2 + TV + 3+ /(2 + 3)2) (23 + 7+ /(z + 3)3) §

e z° +z* + 23 + 1422 + 5z — 22
5 (V@ +12+ VB + Vs 13+ /(e + D) +7+/(z 1 3)%)

_1+1+141445-22
(4+4+4)(8+38)

289. Spoctéte limitu
In(2 + &3%)
im ———=.
T— 00 ln(3 -+ e2$)

Reseni: Vyraz je zapotfebi upravit na tvar, ktery umozni aplikovat zdkladni zakony
pro pocitani s logaritmy. V argumentech logaritmti provedeme vytknuti, které
vytvofi soudin.
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In(2+€3) . In(e3®(1 + 2e737))
lim —————= =

Ine3% +In(1 + 2e39)
z—roo In(3 + €2%) -

500 In(€22(1 + 3e-2%))  z—00 Ine® + In(1 + 3e-23)

3Ine” +In(1 + 2e7%%)

3z + In(1 + 2e73%)
00 2In€® + In(1 + 3e—2%)

ssos Om o In{1--3e=2%) %

3 3z In(1 + 2e73%)

+ li =
260 22 + In(1 + 3e—2=) g 2z + In(1 + 3e—2=)

3 0 3
= lim ‘ = = —.
n:—)oo2+1n!1+$3e 2) oo+ 0 2

290. Rozhodnéte, zda existuje limita

o 2+ 2241
z—>1$2—4$+3.

Reseni: Nejprve provedeme algebraickou tipravu vedouci ke zjednoduseni vypoétu

Hn$2+2a:+1__ i 242241 5
s+112 -4z +3 251 (z—1)(z—3)
R, | 1 1
limm+—-lim = —2 lim
z—1 A zvl i — 1 sl —1°
Nyni spocteme obé jednostranné limity.
-
z°-+2x+1 1
lim ———mm =-2 1i = —2-00= —00.
21+ 22 -4+ 3 z—l+nll+$— 4 =5
224+ 2541 1
= lim ———=-2 li = -2 (- =
z—lﬁl- 2 — 4z + 3 z—lgl*x—l ()

Protoze jsou obé jednostranné limity rtizné, limita dané funkce neexistuje

291. Rozhodnéte, zda je dand funkce f(z) spojité.

f(m)z{m]—l_xx-x z <0,

z 2> 0.

Reseni: Spocteme jednostranné limity funkce f(z) v bodé zo = 0. Plati:

lim f(z)= lim —— = & = = lim —= :

m = lim — =—--,
z—0- 220~ || —Z =220- —Z—2 z-0- —2z 2
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lm flz) = lim «=0.

z—0*t z—0+F
Protoze jsou jednostranné limity rizné, funkce f(z) nema v bodé zo = 0 limitu a
tedy funkce f(z) neni v tomto bodé spojita.
292. Dodefinujte funkci f(z) v bodé zo = 1 tak, aby byla spojita.

2—+vz+3

fl@) = =32

ReSeni: Funkce bude v bodé zg = 1 spojit4, pokud funkéni hodnota v tomto bodé
bude rovna limité pro z — 1. Je tedy zapotfebi uréit limitu

l1m Jlz)= a +

Plati:

_ lim —vVz+3 2+vz+3
g1 g3 —1 z—1 (3:—1)($2+.’L'+1) 2+z+3
_ lim 4—-—z-3 1
Tasl(z-1)(22+z+1)(2+Vz +3) 12
Stac¢i nyni polozit f(1) = —%. Funkce f*(z) definovanéa pfedpisem

e ntd VEFS o9
f(z) = il
_TIQ =1

je spojita na R.
293. Urcete cislo a tak, aby byla funkce f(z) spojita.

aT < 1,
i

@)=

ReSeni: Spoéteme jednostranné limity funkce f(r) v bodé z, = 1. Plati:

im flz)= Iim at=a
z—1— a—rl= .

lim_f(z)= (2-”-’):2—3

z—1+ .1:—}1"' a

Aby funkce f(z) byla v bodé z¢ = 1 spojita, musi v tomto bodé existovat limita. Ta
vSak bude existovat, pokud se budou rovnat obé jednostranné limity. Dostavame
tedy rovnici

1
a=2--,t.a* —2a+1=0.
a

VyfeSenim této rovnice obdrZime, Ze a = 1.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoctéte nasledujici limity funkei:

294.

296.

298.

300.

302.

z——1

mli}xgo(?)z - V922 — 10z + 1).

. 14+ Tr—1
im ———,

z—0 b/

lim ﬂ
z—o0 3T + 1

Spoététe nasledujici limity funkci:

304.

306.

308.

310.

312.

) sinz
im ———,
z—0 /1 — cos T

[
lim cos 2z + tg2:z:.

xz—0

T -sint

. tgxr —si
figy T R
xz—0 .]',‘3
. 1—-cos2z
i, —————

z—0 z-sinz
. sindz
lim

=0/t +1—1

Spoctéte nasledujici limity funkei:

314.

316.

318.

320.

322.

Iim 1 L e
:cioo R 72— -
. Imz—-1

Iim !
z—e T —e

H|en

lim (1 + sinz)

z—0

. 2T -8
lim :
z—=3 £ — 3

. s g4 49
lim .
z—o00 \ 22+ 5

3
295. lim 2t
z—-2 13 4+ 8
3
— 5z 44
297. lim 2212
z—1 3 —1
- I | 3
309, lim YT —1+Va?+ -3
T—00 T
301. lim 2z
T 20 o R T
T
303. lim ,
90/1+z-+/1-2z
sin 3z
305. lim ————
=20 \/z +2 —/2
1 =
W Bme— =
0 x2
300, lim -2
z—w Sin 22
311 hm SNy — CosS<x
%  CcOoS2%
518, Bm Yl —2
z—0  sin3z
315. lim z(ln(z +1) —Inz).
T—0o0 -
x —
317. lim ! 1.
z—0 T
In(1 + z)
M Beo1
=
321, lim ("’ i 1) .
z—oco \ 17— 1
1%%
895  fimils .
z—oo \ 41 —+ 3




Spoctéte limity zprava a limity zleva danych funkci v bodé zq:

T
z? 1
326. f(.’l}) = DY el - 5= 0
T+1
328. f(z) n(z +1)’ Tg
(z+2)x
330. =
f(:l:) |$+ 2[ y <0
Sl
2. f(z)=22-7, 25=71

2
325. f(z)=sin ;'” 2o = 0.

327.

329.

331.

333.

Rozhodnéte, zda existuji nasledujici limity:

334.

336.

338.

340.

342.

. 242241
lim ————.
x—>2$2—4$+4
I

2

lim — :
z—0 s1n”

. |xz—2|

335.

337.

339.

341.

343.

20—1
f(I): m, 1’0:3.
T
f(.’l))—m, mo—O.
I
floj=—— . 80 =0.
l+ez
97 +3
z 4
f(a:)— 1 7$0:0
3z +2
I z+1
Ilgllms—l'
. sinz
hm—T.
z—0 I
! 7%~ 4
lim

z—1 $2—3$+2.

lim 27 %sin27rz.

T—=—00

vr+1-—1

lim
e

z—0

Dodefinujte nasledujici funkee f(z) v bodé zg tak, aby byly spojité:

344.

346.

348.

350.

352.

z2 -9
f(:E) $+37$0
1
flz) =zsin—, x5 =
T2~
flz) = 1 %o 13
rz—1
tg2:1: _
f(z) cosz — 1’ B

345. f(z)
347. f(z) =
349. f(z)=
351. f(z)
353. f(z)=

45

341

—_— e T
Vzr3+oz O
(1+z)° - (1+5z2)

= —1.

z2 4 x5
1 3

k)

l1—zx

-2 1-z3’

X V3z+22 -z +24° *

_ In(z? + %)
In(z* + e2=)

,1130:0.

230:1.

IOZO.

0:

8



4. DERIVACE FUNKCI

Derivace funkce f : R — R v bodé z¢ € Df je definovana jednim z ekvivalentnich

vztaha !
fzo) = Tim L&) =f@0) _ i, flzoth) = f(zo)

T—To T — T h—0 h E

kde z = zo + h. Praktické priklady na vypocet derivace se vSak ve vétsiné pripada
nefesi podle uvedeného defini¢niho vztahu, ale pomoci vzorea, které je nutno chapat
jako samostatné matematické véty. K vypoétu derivace je tedy zapotfebi znalosti
zékladnich vzorcti, které pak pfi vypoétu castokrat kombinujeme. Aplikace téchto
vzorcti uvedeme i s jejich obecnym tvarem v nasledujicich pfikladech.

CAST A: RESENE PRIKLADY

354. Spoctéte na zakladé definice derivaci funkce f(z) =.100 v bodé zo = 5.

i 5 100 — 100
F'(5) = lim ol A0, MU
r—5 T = z—5 I —D 5

Obecné pro libovolnou konstantu ¢ € R plati véta (c¢)' = 0.

355. Spoététe na zakladé definice derivaci funkce f(z) = z* v libovolném bodé zg.

- flzo +h) = flzo) _ . (20+h)?
! — 13 Ig + - Io L Zo + = .ro »
f'(zo) = Lim . = lim L z L
3 2h h2 h3 — 23
= lim = RS i 0 = lim 322 + 3zoh + h% = 322.
r—0 h h—0

Obecné pro libovolnou mocninnou funkci z™ plati (z") = nz™ 1.

356. Na zdkladé definice spoltéte derivaci funkce f(z) = ¥z v bodé zo = 0.
Reseni: .
£'(0) = lim Il TN

z—20 17— 10 z—0

357. Dokazte, ze funkee f(z) = |z| nema derivaci v bodé z¢ = 0.

ReSeni: K diikazu tvrzeni pouzijeme vétu o jednostrannych derivacich. Podle této

vety existuje derivace v daném bodé pravé tehdy, kdyZ existuji obé tzv. jedno-
stranné derivace

fllze)= lim M’ fi(zo) = lim flz) = f(=z0)

r—z] T —Ip z—z} T — Ig

a tyto derivace se rovnaji. V tomto pfipadé pak plati f'(zo) = f’ (z0) = f} (o).
Aplikaci uvedené véty dostavame

fL(0) = lim M_ T =

z—0— & == z—0— T
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Analogicky spocteme

o SO B
z—0+ z—0 =0+ T

£1(0) =

Protoze f’ (0) # f (0), derivace f'(0) neexistuje.
358. Spoctéte derivaci funkce

Flz)= =00 £ 100°.

Reseni: K vypodétu uvedeného piikladu je zapotiebi hned né&kolika zikladnich vét.
Predevsim je zapotiebi znalosti jiZz zminéné véty o derivaci mocninné funkce

(z®) =na™2,

Podle tohoto vzorce nyni plati (£'°°) = 100z%. Déle je zapotfebi védét, jak se
derivuje exponencialni funkce. Plati

(a®)" = a® Ina, nebo speciilng (e”)’ = e°.

Z uvedeného vztahu plyne, Ze (100%)" = 100® In 100. Déle plati nasledujici celkem
snadno zapamatovatelny vztah pro derivaci souctu a rozdilu funkci

(ft9)'=f+4.
Na zadkladé téchto poznatkd mtGZeme nyni zkompletovat feSeni celého ptikladu.
f'(z) = (£ + 100%)’ = (£ + (100%)' = 100z°° + 100% In 100.
359. Spoctéte derivaci funkce
f(z) =3+ 5logy z.

Reseni: Pfi feseni tlohy pouZijeme vty o derivaci logaritmické funkce

(log, z)" =

1
, nebo specidlng (Inz)' = —.
zloga z

Déle pouzijeme vzorce

(c-f) =¢-f.
Posledné uvedeny vztah je specidlnim pfipadem derivace souéinu funkei.
Z uvedenych vét nyni plyne

)

f'(z) = (3+5log;z) =3 + (5log, z)) =0+ 5(log, z)' = Tlog 7

360. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = z* cos z.
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Refeni: Pouzijeme v&tu o derivaci soudinu funkei. Postupujeme podle vzorce
(f-9)=f-9+f-g.
Déle vyuZijeme vét o derivaci goniometrickjch funkef vztahy
(sinz)’ = cosz, (cosz)' = —sinz.

Z uvedenych vztahti nyni plyne

f'(z) = (2%)' cosz + z*(cos )’ = 4z cos z + z*(— sinz) = z3(4cosz — zsinz).

361. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = z(sinz + Inx).
Regeni: Podle vét o derivaci soudtu a soudinu funkei plati

f'(2) = (z(sinz +Inz))' = 2'(sinz + Inz) + z(sinz + Inz) =
= 1(sinz + Inz) + z(cosz + i) =sinz+zrcosz+Inz + 1.
362. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = z"2%tg z.

Reseni: Z véty o derivaci soudinu funkei plyne vztah

(fgh)' = f'gh+ fg'h + fgh'.

Déle pfipomefime, Ze plati

==l
(cotg z)' =

tg z) = :
(tg 2) cos?z’ sin z

Na zakladé uvedenjch vztaht nyni plati
(z"2%tg z)' = (z7)"2%tg z + z7(2%)tg z + 272%(tg z)’ =

1

= 72%2%tg z + 272° log2tg z + 272° —
cos?z

363. Spoctéte derivaci funkce

Inz

f(z) =

arcsinz
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Reseni: Pfedevsim je zapotiebi pouZit velmi dileZitou vétu o derivaci podilu funkei
(;)’ _fa—1d
g 9°

Daéle pfipomenime, Ze plati nasledujici vztahy pro derivace cyklometrickych funkei

ik -1

arcsingz) = ——, arecosz) = ———,

( ) 1_1:2 ( ) 1—.'172
1 -1

arctg ) = —, arccotg z)' = ]
(oge) =7 e (Eien) =100

Na zakladé uvedenych vztahti nyni plati

I - . 1 3 1
( Inz ) (Inz) arcsinz — Ing(arcsing)’ 3 &ISinz —Inz—=

arcsin (arcsin z)? & (arcsinz)?

364. Spoctéte derivaci funkce

flz)= /22 - 20412,

ReSeni: Funkce, kterou méame zderivovat je sloZend funkce. Pro derivaci slozené
funkce plati vztah

(fog) =(f og)- ¢, nebo jinak zapsino f(g(x))’ = f'(9(x))- ¢'().

Z pravé uvedeného vztahu plyne, Ze

1 —1
(V2 — 2z +12) = (x? —22+12) = = !
2vVz? — 22 + 12 V2 -2z + 12

365. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = 4 arctg®(3z — 7).
Reseni: Funkce, kterou mame zderivovat je vicendsobné sloZend funkce. Plati
(4 arctg®(3z — 7))’ = 3- 4 arctg?(3z — 7) - (arctg(3z — 7))’ =

1 , 36 arctg?(3z — 7)

2
= 12 (arctg*(3z - 7)) - m@x ) 022 — 403 L o0

366. Spoctéte derivaci funkce
flz)= lcosg™="=".
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ReSeni: Funkce, kterou mame zderivovat je typu ,funkce na funkci“. V tomto
pfipad€ lze postupovat dvéma moZnymi zplsoby. Nejprve vyuZijeme moznost
zderivovat funkci pfimo podle vzorce
fl'
F
(F¥=r9g"Inf +97)-

Pak plati

= —sing
cotg 7} _ pote In(cos z) + cot -
((COS ) ) (cosz) (sin2 i ( ) E% CcOS T

Druhd moZnost spodiva ve vyuZiti tzv. logaritmické derivace. Postupujeme tak, Ze
nejprve obé strany zlogaritmujeme, tj.

In f(x) = In(cos z)**&®,

a pak vyuZijeme nasledujici zdkladni vlastnosti logaritmické funkce
In f(z) = cotg = - In(cos ).
V nésledujicim kroku provedeme derivaci levé i pravé strany

f'(x)
f(z)

-1 —singy
——-In(cos z)+cotg - :
sin® Cos T

= (cotg z)"-In(cos z)+cotg z- (In(cos z))’ =

V zévérecném kroku vypoctu vynasobime posledné uvedenou rovnost funkei f(z).
Pak dostavame

=1 —sing
flz) = (cosx]E” ( —— In(cosz) + cotg z ) :
sin” z COS T
Naésledujici feSené tlohy jiz uvedeme bez podrobnéjsiho vysvétlujictho komentafe.
Pokud lze derivaci tpravou zjednodusit, uvedeme i vysledek této upravy. Alge-
braickou tpravu derivaci je nutné dobfe procvi¢it, protoze ji budeme potiebovat

zejména u vySetfovani pribéhu funkce, kde je nutné s upravenym tvarem derivace
dale pracovat.

367. Spoctéte derivaci funkce

_1l4z-2°
C1-z 422

f(z)

Reseni:

oy (l+z—22\" (1-2z)(1-z+22) - 2 - 1)1 +z—z?)
f($)_(m) o (1—z+22)2

2l 2y
T
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. Spoctéte derivaci funkce

1—23
Reseni:
f(z) = 1-23)\"  -322(1+12%) -3z%(1-2%)  —6z?
~\1+23) (1+ z3)2 (1 +23)2
369. Spoctéte derivaci funkce
1+e*
fla) =T
Reseni:
faoy= (L) — ez - Ce)irer) | 2
T \l-e/ (1 —e®)? T (L+em)?
370. Spoctéte derivaci funkce
1—z2
=Ty

Reseni:

/(z) = 1-22 \'  —2z(z®+1)° - (1-2%)-3(z+1)?-2z _ 4z(2® - 2)
A _((:c2+1)3) . (@ + 1)8 = el

371. Spoctéte derivaci funkce

Regen:

B

f’(:c)z( 5”)':%(5+w)“%-1(5—:c)%—(5+:c) 3(6—2)7#(-1)

5_ 1 9 —&
(5-z)v/25 — 22
372. Spoctéte derivaci funkce
sinz

fz) =

sinz +cosx
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Reseni:

sinx " cosz(sinz + cosz) — sinz(cosz — sinz 1
f’(_’L‘ ey _ =) —
sinz + cosz (sinz + cosz)? 1+sin2z
373. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = In(sinz + cosz).
ReSeni: ) i s
') = In(si ) _cosz—sinz 1-—sin2z
f(z) n{sing +0082) sinz + coszx cos 2z
374. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = In(e*® 4+ \/e1= +1).
Reseni:
2z 1( 4z -1 4 dr
f’(m) _ (ln(e2m i e4:: o 1))! _ 2e + z(e -+ 1) 2z - 4e .
&% 4 /el 11
B ze2z
et +1
375. Spoltéte derivaci funkce
f(z)=In ﬂ
v(2x +1)3
Reseni:
fioy - YEEFIP 2at D)VEFTP - @+1? 2o+ 12 _
(z+1)? (v/(2z +1)3)2 &
= r—1
S 22243z 4+1°
376. Spoctéte derivaci funkce
2
f(z) = arcsin i _:;2.
Reseni:
f’(:v)=(a-1‘csin_2m ),2 . .2(1+$2)_2$'2m: &
14+2* \/1 ( o )2 {1+ 2?)° 1422



377. Spoctéte derivaci funkce

f(z) = e®V/1— e2% 4 arcsine”.

1 1 e®
7 = % 1_23; P 2:1:~§__22:1: bl © - /1 — 27
Flz)=e gt ep 2( e*") (—2e*") + = Zerarl—e

378. Spoctéte derivaci funkce
f(z) = arctg (z — V1 + z2).
Reseni:

1 1

! — - _.1 2_%- T | = —————mm—
f(x)_1-1-(.:13—\/1—}-:132)2 (1 2(1+$) 2) 2(1+22%)°

:

379. Spoctéte derivaci funkce

1, (z+1)? 2z — 1
= —1 —arcte ———
f(z) 6n$2_$+1+\/_arcg 73
Reseni:
1 1 2z +1)(z2 -z +1)— (z+1)%(2z -1
Pl 1 2etNE-st)-(@r1ee-n)
6 (z+1) (22 -z + 1)
2 -z +1
i 1 I 5 1
ﬁ1+(2$_1)2 V3 T a4l
V3
380. Spoctéte derivaci funkce
fz) = (=)

ReSeni: Postupujeme analogicky jako v piikladu 366.
/ z\Ty/ T [ z 1 z= - 2 1
F'(z) = (")) =2 ("1 +Inz)-lnz+z 5)=:L‘ -zt {ln“s +hz+ - .
T

381. Spoctéte derivaci funkce
flzg)= Vz+1

ReSeni: PouZijeme metodu logaritmické derivace. Danou funkci pfepiSeme na tvar
f(z) = /z+1=(z+1)* a tento tvar zlogaritmujeme. Pak plati
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n fla) = %ln(x + 1).

Nyni provedeme derivaci obou stran rovnosti.

f'(z) g
(=) ——2ln(a:—|—1)+—$+1
Odtud plyne
fl(z)=(z+ 1)5,1: (—% In(z+1)+ é%ﬂ) = %(;g 4 1)177I (m —In(z + 1)z+1) -

382. Spoctéte tieti derivaci funkce

fley=tgz
Reseni:
g 2sinzx
7 _ Ir =
Ha)= cos?z’ fa) cosd z’

3 2 : . . 3
coszrcos®x — 3cos®r(—sinz)sinz 2+ 4sin“zx
£()=2 et

cosb z cost z

383. Spoctéte tfeti derivaci funkce
flz) = arclg z.
Reseni:

= 1 it ) sl 54
1422 f(I)_(l-i-:cz)z’

(=)

(14 z2)* T (14 2)3

f”’(iﬂ) a _2(1 T $2)2 T 21: A 2(1 ot 552) - 2.'1: 6.T2 — 2

384. Uzitim Leibnizova vzorce urcete tfeti derivaci funkce
f(z) =2%Inz.

ReSeni: Leibniztiv vzorec ma obecné tvar

(F@a@)® =Y (1) " Pl (o)

k=0
Podle tohoto vzorce nyni plati

fIH(:L_) — (3}2)!!! Inz +3(m2)"(1na:)' st 3(332)!(111:1:)” + :cz(ln:c)’" L - %
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385. Spoctéte treti derivaci funkce

flz)==z

z—1
r—2
Reseni:

. [z—1 1 fe—1%"2 DiE—2=(p=1s1
A +E'§(w—2) : (z —2)2 B

1 222 — Tz + 4

RS

vvvvvv

f”(x): (417—7)\/ 5(:_2)2—(232_73"'4)(%(::é)_é 4> z—(i:2)1—1 -I(I_2)2+ /:—:;2(1:—2))

22=1 (c—2)

Po tpravé predchoziho vyrazu dostavame

_1 T — 8

3 (o= fo—2pygi=L

£(z)

Nyni podobné spocteme, Ze
3 1422 — 33z + 20

8 (z-1)2(z-2)1/2=L

386. Spoctéte n-tou derivaci funkce

f"(z) = -

f(z) =In(az +b), kde ax+b>0.

Reseni: Postupné vypodteme derivace

fa) = a:ca—}— b’
0 = e,
) = s,
e =

Na zékladé téchto vysledki l1ze usoudit, ze

(=1)"* 1. (n—1)la"
(az + b)»

f(z) =
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Spravnost této hypotézy ovéfime matematickou indukei. Pro n = 1,2, 3,4 jsme jiz
hypotézu ovérili. Zbyva dokazat, Ze z platnosti vztahu pro n = k plyne platnost
pro n = k + 1. Skutecné

_1\k-1, (1 _ ky\'!

(—1)F1. (k= 1)la*(—k)a _ (=1)*- kla*+?
(az + b)k+1 ~ (az +b)kH1

Nalezeny vztah tedy plati pro vSechna pfirozena ¢isla n.

387. Urcete rovnici te¢ny a normély ke grafu funkce f(z) = 1 v bodé A = [1,7]

§, ale
ReSeni: Jedna se o zdkladni tilohu na geometrickou aplikaci pojmu derivace. K vyfe-

Seni Glohy je pfedevdim zapotfebi znalosti obecné rovnice te¢ny ¢ ke grafu funkce
f(z) v bodé zy. Tato rovnice mé tvar:

t: y— f(zo) = f'(z0)(z — 2o).
Ze zadéni tlohy plyne, Ze zop = 3. Dopotitdme y-ovou soufadnici bodu dotyku,
kterd je v zaddni oznadena otaznikem. Plati ? = f(zo) = f(3) = 2. Déle uréime
derivaci f'(zg). Zfejmé

fa)=-= = )~

o
Nyni jiz dosadime ziskané hodnoty do obecné rovnice teény. Dostdvame

1
y-2:—4(3:—5), coZ po upravé dava t: 4z +y—4=0.

Analogicky postupujeme pfi nalezeni rovnice normély. Obecné rovnice normély ke
grafu funkce f(z) v bodé zg je

-1
n: y— flzg) = T — Zg).
(o) 0 xo)(
ProtoZe vSechny pomocné vypoéty méme jiz provedeny, miiZzeme provést dosazeni
1 1 . . i
y—2= —_—4(1: — 5) a po upravé obdrzime n: 2z —8y+ 15=0.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

388. Rozhodnéte, zda existuje derivace funkce f(z) = Vz2 v bodé z¢ = 0.
389. Dokazte, Ze funkce definovanad predpisem
T arctg: T #0,
@) ={
0 r=0
je v bodé zy = 0 spojita, ale nema v tomto bodé derivaci.
390. DokaZte, ze funkce definovana predpisem
sinx o <D,
fz) = 1

T COoS ¢ z>0

je v bodé zp = 0 spojita, ale nema v tomto bodé derivaci.

Spoctéte derivace nasledujicich funkei:

391. f(z)= (2% +3)% 392. f(z)=(z*-622+7)5
393. f(z) = (1+2z)(3 — 4z?). 394. f(z)=(z— Vv1-2x2)>2
395. f(z) =4z +1. 396. f(z)=z+ Yz + Jx.
397. f(z)= y/1++/x. 398. f(z)=zv/1+ 2.
399. f(z)=1z"- V=8 -8. 400. = /14 {/1+ x.

3+ 252 -1 1= \/_

— 2 1=

T O P o) 404. s

T+ 1+ z? 1+ 93
405. f(z) = sin®z3. 406. f(z)=tgz —z.

t

407. f(z)=tgz+ %tg3 z. 408. f(z)= £ 4
409. f(z) = Vsinzcosz. 410. f(z) = Zm—;%;.

1l —cosz g 1
411. = —. 412. = :

f(=) 1+ cosz f(z) tgx—1
413. f(z)=In(z+ v1+22). 414. f(z)=In(sinz + cosz).
415. f(z) = In(In(Inz)). 416. f(x) = VIncosz.
417. f(z) = In*(tg z). 418. f(z) =Incosve* + 1.
Mner
419. f(z) = arccoslnz. 420. f(z) = arccos T
T+z g*

421. flz)=In = 422. f(:r)wlnmg_{_l
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Spoctéte derivace nasledujicich funkci a provedte tpravu:

arccotg = : 1 — arcsinz
423, f(@)=—p— 424. f(z) = \/— T areen

i 92—
425. f(z) =sin® (1 xln:r:) 426. f(z) = arccos x\/g
9.—
427. f(z) = arctgﬁ 428. f(z) = arctg _z
429. f(z) =10% 430. f(z)=2%
431. f(z)=5"" 432. f(z)=3%"
433. f(z) = Vzsinz 434. f(z)=zV*
435. f(z)=tg =" 436. f(z) = (Inz)*
437. f(z) = (arctg z)° 438. f(z)=z%
U nésledujicich funkei odvodte vztah pro n-tou derivaci:
439. f(z) =T 440. f(z) = e?*t3
441. f(z) = ze® 442. f(z) = zlnz
1 : I~z
445. f(z) =log,x 446. f(z) =zcos2z
de—1 1
447. f(z) = s 448. f(z) = =
449. f(z) = il 450. f(zr)=2z""'lnz
22— 5

Pomoci Leibnizovy formule vypoctéte k-tou derivaci funkce f(z):

451. f(z)=z%**, k=6 452. f(z)=z%Inz, k=4
453. f(r)=e**sin3z, k=5 454. f(z) =e®cosz, k=5

455. Naleznéte teny k hyperbole 7z% — 2y® = 14 kolmé na piimku 2z + 4y = 3.

456. Ke kiivce f(z) = zlnz spodtéte rovnici normély, kterd je rovnobézni s
pfimkou danou rovnici 2z — 2y + 3 = 0.

457. Zjistéte, ve kterém bodé je teéna k parabole y = z% 4+ 4z rovnobé&zné s osou z.

458. Zjistéte, ve kterém bodé ma kfivka f(z) = £ smérnici k = ;.

459. Uréete vzdélenost podatku od normaly grafu f(z) = 22 +e%2z v bodé z = 0.
460. Dokazte, Ze plati nasledujici tvrzeni:

(1) Derivace sudé funkce je funkce licha.

(2) Derivace liché funkce je funkce suda.

(3) Derivace periodické funkce s periodou [ je periodicka funkce s periodou L.
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5. DIFERENCIAL A TAYLORUV POLYNOM

V tvodu této kapitoly pfipomenime nékteré skutecnosti, které jsou dilezité pro
feSeni tloh. Predpokladejme, Ze je dina funkce f(z), kterd je definovana v okoli
bodu zy. Z bodu zy se posuneme v tomto okoli o hodnotu h do bodu =z = z¢ + h.
Diferencidlem funkce f(z) v bodé zq pfi pfirGstku h nazyvame ¢islo

dnf(zo) = f'(0) - dz = f'(z0) - h-
Diferencidlu lze pouZit k pfibliznym vypoétim funkénich hodnot. Plati formule

f(zo+ h) = f(zo) + dnf(zo).

Podobné jako existuji derivace vysSich radd, existuji i vyssi diferencialy. Pro n-ty
diferencial plati

R (z0) = 1™ (o) - da™ = (o) - B

Vyssi diferencidly umoznuji zptresiiovat pfiblizné vypocty pomoci tzv. Taylorova
polynomu. Tayloriv polynom n-tého stupné funkce f(x) v bodé z( je polynom

f'(z0)

Tﬂ-(x) =f($0)+ 1 (I—SL‘D) f”;l )(m—m0)2+..._|_

f(”)(:ﬂo)

!

(x —xzo)".

Pro zyp = 0 se tento polynom nazyva Maclaurindv. Funkci f(z) lze vyjadfit jako
soucet Taylorova polynomu a funkce R, (z), kterd se nazyva chyba. Plati tedy

f(z) = Ta(z) + Rn(z)-

Uvedeny vztah se nazyva Taylorova formule. Taylorova véta tvrdi, Ze mezi ¢isly z
a zg existuje ¢islo ¢ tak, Ze

_ 1)

(:II 0)n+1_

Hlavni vyznam teorie spoc¢ivd v tom, Ze funkci, jejiz funkéni hodnoty lze obtizné
vycislovat lze prevést na vypocet funkéni hodnoty polynomu, tj.- na zékladni arit-
metické operace s€itani a nasobeni. Chybu R, (z) nedokdZeme explicitné spocitat,
ale v fadé pripadi ji dokaZeme rozumné odhadnout.. Uvedeny tvar chyby se nazyva
Lagrangetiv. Tento tvar je pouze jednim z nekonefné mnoha existujicich tvari, je
vSak nejpouzivanéjsi. Souvislost Taylorova polynomu s teorii diferencialil je zfejma,
protoze Taylortv polynom lze vyjadfit ve tvaru

1 1
To(z) = f(20) + 7dnf (%) + ;4 f(z0) + -+~ + dr'{f(wo) Z k,d ¥ £ (zo)-
Poznamenejme jesté, Ze uzitim Taylorovy formule lze uréit i limity nékterych funkei.
Nyni se jiz vénujme FeSeni konkrétnich pfikladi.
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CAST A: RESENE PRIKLADY

461. Spoctéte diferencidl funkce f(z) v bodé zo = 3 pfi pfirtstku h = 0,09, kde

fla) =2~ .

T

Reseni: Vime, Ze diferencidl funkce f(z) v bodé z( pfi pfirtistku h ma tvar

dn f(zo) = f'(zo)h-

Je tedy zapotfebi uréit derivaci funkce f(z) a jeji funkéni hodnotu v bodé zo = 2.

Plati 9 1 1 55
/4 !

- - _ _~—6 _ = —.

f(z) e} f(3) t3= 7

Celkem tedy plati
g 55
dhf(xo) = f (xo)h = 3 Y 0}09 = 0, D,

462. Pomoci diferencidlu urcete pfibliznou hodnotu /16, 06.
Regeni: K pibli#nému vyjadfeni hledané hodnoty pouzijeme vztahu
f(zo + k) = f(zo) + dnf(zo),
pfi¢emz f(z) = \/z a za bod zg volime bod z¢ = 16. Z této volby ihned plyne, Ze
h = 0,06. Déle uréime derivaci
! -1 ’ 1
=52 =— f($0)=§:0,125-

Odtud plyne

1
/16,06 ~ /16 + 5 + 0,06 = 4+0,0075 = 4,0075.

Pro srovnani, kalkulacka dava hodnotu 4, 007492982...
463. Pomoci diferencidlu uréete pfibliznou hodnotu arctg 0, 97.

Reseni: K pfibliznému vyjadieni hledané hodnoty pouzijeme vztahu

f(zo + h) = f(zo0) + dnf(z0),

e

piicemZ f(z) = arctg z a za bod zo volime ¢y = 1. Z této volby ihned plyne, Ze
h = —0,03. Dale pro diferencial plati dp f(zo) = f'(zg) - h. Uréime derivaci

1 1

f'(z) = 1522 filve) = 5
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Odtud plyne

3_0,03

1
arctg 0,97 =~ arctg 1 + 5" (-0,03) = = 0,785 - 0,015 = 0, 770.

T
Pro srovnani, kalkulacka dava hodnotu 0, 770170...
464. Spoctéte druhy diferencidl funkce f(z) = Inz v bodé zg = 2 pro h =0, 1.
Reseni: Druhy diferencial funkce f(z) v bodé zq pfi pfirfistku h mé tvar

di, f(zo) = f" (zo)h?.

Je tedy zapotiebi uréit druhou derivaci funkce f(z) a spocitat jeji funkéni hodnotu
v bodé xy = 2. Plati

Celkem tedy plati
-1
d2 f(zq) = f"(zo)h* = -0 12 =0, 0025.

465. Spoctéte Taylortv polynom 73(z) funkce
f(z) = Ve

v bodé zg = 0 a s jeho pomoci urcete /e. Vysledek srovnejte s hodnotou na
kalkulacce.

Refeni: Funkci f(z) = /e® upravime na tvar
} z
f(z) = Ve* =eT.

Ztejmé plati £(0) = v/e0 = /1 = 1. Déle uréime derivace funkce f (z) az do tfetiho

radu. Plati

e% f”(fE) _ ie% fm(l') e 1 =z
’ VTR ~ 343

ORE:

7 _E " 1 " _i_
=g I'Ol=gm FO=gm

Po dosazeni do obecného tvaru Taylorova polynomu

Ty(z) = £0) + L0 4 002 70

a kratké upravé dostavame hledany tvar Taylorova polynomu

' 1 1
=1 S P i
T3(x) e .?:+ 981: =1 2058
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Nyni plati

1 1 1 23714
e~ Ty(1) = g tm an BU by peamarigane,
VemTy(l)=1+2+ 53+ 5oe5 = oosg — 110304713

Pro srovnani, hodnota na kalkulagce je v/e = 1,1535649948...
466. Spoctéte Maclaurintv polynom T3(z) funkce

flz)=tgz

a s jeho pomoci urcete tg 0,3. Vysledek srovnejte s hodnotou na kalkulacce.

Reseni: Uréime derivace funkce f(z) aZ do tfetiho fadu. Plati

1 2sinx B 2+ 4sin’z

fi('r) o ; fﬂ( ) fﬂi(z)

cos2 z cos3z’ cos? z

f(O) =0, f’(O) =1, f”(O) =0, fm(o)' = 2.

Po dosazeni do obecného tvaru Taylorova polynomu

73(@) = £(0) + L0 4 L0z, 170

dostdvame

Odtud plyne

3
tg 0,3 ~ T3(0,3) =0, 3+OT3—0 3-+0,009 = 0, 309.

Pro srovnani, hodnota na kalkulacce je tg 0,3 = 0,309336249...

467. Spoctéte Maclauriniv polynom T3(z) funkce f(z) = sinz. Pomoci T3(z)
urcete hodnotu sin1 a odhadnéte, jaké chyby jste se dopustili.

Regeni: NapiSeme obecny tvar polynomu.

Tolz) = flzg) + f( )( -’Eo)+f”éfo)(fﬂ;xO)z"FffI’éfO)

(z — Io)B,

U Maclaurinova polynomu plati, Zze £op = 0. Urdime potiebné derivace. Ctvrtou
derivaci potfebujeme pro odhad chyby. Plati

f'(z) =cosz, f["(z)=-—sinz, ["(z)=—cosz, f["'(z)=sinz,

f(O) = 0! fl(o) =1, f”(O) = 0: fm(o) =,
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nalezenych hodnot do obecného vztahu nyni dostavame, zZe

1
sinlxT3(l)=1- e 0,833...

angeova chyba ma tvar

Rs(z) = %f’”’(c)(m —z0)* = %smc z?, kde c€ (0,1).

ud glyne adhad

1
R3(1) = $51nc 51 = 0,0416...

Celkem tedy dostavame sin 1 = 0,833+0, 041. Pro srovnéani, hodnota na kalkulacce
je sinl = 0.841470...

468. Spoctéte Tayloriv polynom T»(z) funkce f(z) = 1/z v bodé zo = 4. Pomoci
T>(z) uréete pfiblizng 1/5 a odhadnéte chybu Ry(x).

Reseni: NapiSeme obecny tvar polynomu
! 4 I 4
L) = f@) + L2 @ 0+ T8z —ap,

Spocteme potfebné derivace. Treti derivaci potfebujeme pro odhad chyby. Plati:

s L 1 1cr A 3 -1
s = -7 2 = —— o = —(—=)p 2 = ——
1. 1 3 5 3
L = —(—=—-=)z 2 =
@) = 5Dt = 2
Ptislusné funkéni hodnoty jsou

f(4)=2 .1"(‘4)=1 f”(‘l):——1

d 4’ 32

Dosazenim nalezenych hodnot do obecného vztahu nyni dostavame, Ze

1 e
=2 4 —4)%=C — —g?
L (“’ =g e
Odtud plyne
3 15 25 143
V5~ Ty(5) = 1t T 5= g = BT
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Lagrangeova chyba ma tvar

Raslz) — f7(e) (x—4)° = sf (z —4)3, kde c € (4,5).

3! 3!
Odtud plyne odhad
3 3l 1 1
R4(5) 8\/0_( 4)° < 6 \/_5 512 0,001953

Celkem tedy dostavame /5 ~ 2,2343 + 0,0019. Poéitali jsme tedy spravné aspoii

na dvé desetinnd mista. Pro srovnani, hodnota ziskani na kalkuladce je v/5 =
2,236067...

469. Pomoci Taylorova polynomu vyjadiete polynom f(z) = z* — 523 +22 -3z +4
v mocnindch dvoj¢lenu z — 4.

Reseni: Rozvést dany polynom v mocninéch dvojélenu z—4 znamena najit Taylorav
polynom v bodé zo = 4. Je ziejmé, Ze hledany Tayloriv polynom bude étvrtého
stupné, protoZe patd derivace zadaného polynomu a vSechny derivace vyS8i jsou
rovny nule. Pro derivace a jejich funkéni hodnoty v bodé zy = 4 plati

f(z) = 2* - 52% + 22 — 3z + 4, f(4) =—
f'(z) = 42® — 152% + 22 - 3, Fiid) =21,
f"(z) = 122° — 30z + 2, f"(4) = 74,
f"(z) = 24z — 30, "' (4) = 66,
=) =24, f(4) = 24.
Nyni jiZ mizZeme napsat hledany Taylortv polynom
f@) =Tu(@) = F+ L2 -1 DB o ap T oo L7 _gpe

Po dosazeni obdrzime vyjadfeni polynomu f(z) v mocninéch dvojélenu z —4. Plati
flz) = —56+21(z —4) +37(z — 4)* + 11(z — 4)% + (z — 4)*.

470. Pomoci Taylorovy formule spoc¢téte nasledujici limitu.

. z2—2+42cosz
lim 3
z—0 :,'[:4

Reseni: Funkci f(z) = cosz vyjadiime pomoci Taylorovy formule

f(z) = Ts(z) + Rs(z).
St 2 .4 5= ik 6
COS$—1——+$—+R5(3:)=1—£—+£ﬂI—coscx

2 24 2 24 720
Odtud plyne

2 4
z2 — 24 2cosz 2 —2+2(1- % + £5) + Rs(2)
lim = lim 2 724 =

z—0 rd 0 4
z? .'126 2
= — 5= COSCT Ii T il 1
= limn 12360 = lim | — — ——con =— 0= —
) per 2\ \13 360 T T



CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoctéte diferencial funkce f(z) pro pfiristek dz v obecném bodé:

273
BTl fin)= e 472. f(z) = arctg 3z.
173. flzy=2*-7°. ard - fly)= 1/1412.
475. f(z) = arctgv4z — 1. 476. f(z) =In(z + V1 4+ z2).

e 478. f(z) = 5"tE=
l1—sinz

479. Spoctéte diferencidl funkce f(z) = arccotg z v 2o =1 pfi h =0, 3.
480. Spoctéte diferencidl funkce f(z) =Invz? — 2z v 2o = 3 pfi h = —0,02.
Pomoci diferencidlu urcete pfiblizné néasledujici funkéni hodnoty:

481. {/1,02.  482. Inl1l. 483. arcsin0,2.  484. tg 46°.  485. arctgl, 1.
V naésledujicich piikladech spoététe vyssi diferencidly df f(z) funkce f(z):

486.  f(z)=¢®-Inz, n=4. 487.  f(z) =sin’z, n =3
488. f(z) =zsing, n= 10. 489. Flz) = zcoslz, n=10.

Spoététe Maclauriniiv polynom Ty, (x) nésledujicich funkei:

z

490. f(z)=—, n=4 491. f(z)= Vsinz3, n =13.

492. f(z)= sin(sin:r:), n=4q 493. f(z) =Incosz, n =6.

494. flz)=tgs, n=3 495. f(:n):ln(smx), 1 =14
%

Spoctéte Taylortv polynom T, (z) funkce f(z) v bodé zq:

1
496. f(x)=Vz?, n=3, z¢o=1. 497. f(z) = —, n=4, 7p=2.

498 flxj=z"—1 =3, =1 499. f(z)=+vz, n=2, ma=1

500. Provedte rozvoj polynomu f(z) = 23 — 2z + 5 do mocnin dvojélenu z — 100.
501. Polynom f(z) =1+ 3z + 522 — 23 rozvedte do mocnin dvojélenu z + 1.
Pomoci Taylorovy formule uréete nasledujici limity funkci:

T T qj i
B0 L EDR. o o TRE—SUEE)
z—0 _’1:4 z—0 333
e0d T sin(sinz) — zv/1 — z2

505. lim [:z —z2In(1+ l)] ;

z—0 1‘5 ’ T—00 T
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6. L'HOSPITALOVO PRAVIDLO

Nasledujici kapitola obsahuje dalsi priklady na vypocet limity funkce. Pfi feSeni
téchto uloh vsSak budeme vyuZivat pojmu derivace. Teoretickym zékladem pro
vypocet limit je véta nazyvand L’Hospitalovo pravidlo. Pfed feSenim iloh této
kapitoly si pfedevs8im zopakujte podminky, za kterych 1ze pravidlo pouzit.

CAST A: RESENE PRIKLADY
Pomoci L’Hospitalova pravidla spoc¢téte limitu funkce typu |g[.

Zakladni metodicky postup je nasledujici. Funkce, jejiz limitu v daném bodé mame
poditat, ma tvar zlomku. Urc¢ime nejprve limitu Citatele a limitu jmenovatele.
Tyto limity Casto zjistime pouhym dosazenim. Je-li limita Citatele i jmenovatele
rovna nule, lze aplikovat L’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu‘je pak mnohdy nutné
provést aplikaci pravidla vicekrat po sob€. Pfipomenme jesté, Ze L’Hospitalovo
pravidlo lze pouzZit i pro vypocet jednostrannych limit.

l -.—].'.__ . —-S- .
506, i H o T R R
z—0 T 0 z—0 q] z—0 COS T 1
1 —coszx 0 sinx 0 CcCosS T 1
. 1. e e ‘—‘ = 1 = |—‘ —] i —
507 ' 2 0 E—Iﬁ) 2z 0 :%I—IR) 2 2
) e _ g~ T _(—1)e" % e — 1
508. hm—_‘ ‘_ e s S LR
z—0 sinzx 0 z—>0 COS T z—0 coszT 1
509, lim 2502 :M = Fim ﬂ_‘ ‘_ T SO g, S8 L
z—0 3 z—0 32 z—0 O z—0 6 6
23_2 =] 22.1:_2 2e 2z
510, 1y S =221 (0, gl 10
z—0  sin” 3z 0 :c—>02 sin3z-cos3z-3 z—0 3-sin6z 0

4.6> 4.1

= lim =5 --2—.
z—+018-cos6z 18-1 9
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Pomoci L’Hospitalova pravidla spo¢téte limitu funkce typu |2|.

Postup pfi vypoctu je analogicky jako v pfipadé limit typu |g[. Funkce, jejiz limitu
v daném bodé mame pocitat, je ve tvaru zlomku. Uréime limitu absolutni hodnoty
jmenovatele. Je-li tato limita rovna oo, lze aplikovat L’Hospitalovo pravidlo. Pfi
vypoctu je v fadé pripadi opét nutné provést aplikaci pravidla vicekrat po sobé.
Zdiraznéme skutecnost, Ze limita ditatele ani jmenovatele nemusi sama o sobé

existovat. Déle pfipomefime, Ze vyraz = = 0 pro libovolné redlné &islo a.

3
gt ae 0 o0 i 3z2 +5 o0 6z
511. lim ——— = | |— i ' ‘-—hm—:oo
z—=o0 2 -1 P 2w z—00 2
L9 . fe” 00 ' e” (07) o0
512. lim = = |2 = tim = = || = mhjsoa == Ji?;o? B
2
. o0 2z 0 2 2
513. hmI— | ‘— lim ‘ l— im =)
sosee IE c—00 3% -1n3 2200 3% .1n23  oo-In’3
Insinz I’} N S cos L
514. lim = 1—\ = lim —22 _ = lim —=2Z _ — lim cos’z = 1.
z—0+ Intg z - o R
) Inz 00 . e . —sin’z —sin 2z
515. lim = l—-l = lm —2—= lim ——= lm ———=0.
z—0+ cotg o g0t —5— a0t T z—0+ 1
, te 2 . gD cos? z
516. lim e e A ‘gl = lim 5‘“—213— —2 lim —— =
T—7 /2 tg T o0 Ty /2 = T /2 3111 2x
, cos? ; Nl 1 1
=—2 b — e Bl Sy
z—7/2 4 cos? zsin® T 2 zon/28in® 7

Pomoci vhodné Gpravy pfevedte vypocet na L'Hospitalovo pravidlo.

Nejprve zjistime, jakého je limita typu. Typ uréime vétSinou snadno dosazenim,
nebo kratkym vypoctem. Potom volbou vhodné tpravy podle typu prevedeme
vypocet zadané limity na vypocet limity, pfi némz lze L’Hospitalovo pravidlo pouZit.
Na L’Hospitalovo pravidlo jsou preveditelné nasledujici typy limit: 0 - oo, co — o0,
0%, c0?, 1%°. Pro typ 0 - co pouZivame nejéastéji jednu z tiprav

lim f(z)g(z) = lim f_(lﬂ - Jim g(f)a

9(z) f(z)
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kterd vypocet pfevede na typ % nebo 2. Pro limitu typu oo — co lze pouzit tpravy

lim f(z) - g(z) = Jim 9(z) flz)
fz)g(z)

V fadé pripadi lze u typu oo — oo postupovat jinou cestou. V pripadé, Ze funkce
f(z) a g(z) maji tvar zlomkd, stoji za pokus provést jejich rozdil pfevedenim na
spoleé¢ného jmenovatele. V jinych pfipadech lze realizovat vytknuti nékteré ¢asti a
pfevést limitu rozdilu na limitu souéinu funkei. U limit typu 02, co?, 1%° lze pouzit
nasledujici apravy :

lim f(:l:)g(z) = lim 9(%) Inf(z) _ e“liﬁ"lﬂ 9(@)- lnf(:z:).

T—To T—To

In 1
517. lm zlnz=|0-c0] = hm _:z: ‘OO’— lim —&- = lim (~z) =0.
x>0+ SHEE = z0t — =5 z—0+

— 2arct
518. lim (7 — 2arctg z)-Inz = [0 o0| = lim m — 2arctg T

—00 T—300 i - 'O. =3

Inz
3 In® z + 2z1
I 2 n ¥ LTINT - —
=lim$_iilzlim2-zzln—$—|—03|=11m2- z -
T—00 z—00 ¢ 41 z—$00 2@
zin®z
. In’z+2In 1
= lim i il lim 2(Inz- =4 —-)= lim 2- — = lim 2-1:0
T—00 T T—00 T T T—00 T I—00 T
1 it
In(z +1) 1
. S
519. lim - g d) = |oo — co| = lim 2 @+ 1) =
z—0 (z+1) 72 0 1
1 In(z + 1)
(z+1) z*
o2
o L 1
. In(z+1) Bt 5l . 2—z(z+1)-In(z+1) |0
= lim 3 = lin 3 7 :‘_‘:
z—0 (x4 1) z—0 =+ 0
In(z + 1)
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i

. z—(z+1)-In(z+1) . 1—1n(:c+1)—(m+1)-$+1
= lim 53 = lim 2 -
z—0 T+ z—0 2z — 3z
1
L ae —].Il(.‘lﬁ"]-l)_" 0 1 __1:-|-]_ _—1
- 2z —3z2 10 ~E i 3

T T
520. lim e* —z =|oo—oo| = lim :c-(e——l): lim z- lim(g-—l)z
T—00 T—00 T T—co =00 T

= lim z- lim e = o000 = 0.
I—00 T—00

1 lim ==
: o T s, s
521. lim ¢z = lim 77 = [00?| = lim ez nz _ [0- 00| = ez * :‘
—00 T—»00 =00
1
g &0 CHm 2 5
—ez300 | —ez=30 % —pgw = =1

1 tg g o ’ 1
522. lim (-—) :|m0|: lim eg‘r. HE: lim e—gl:“ nr _

]
: z
. Inz i hm+ 1
— lim tgz-Inz — lim 00 =3 T
— e z0T —e z0t COLE T — ‘—\ =e SIM™ T =
o0
£ 5
o TEHL D ; ; . SInT
lim lim sinz - lim —— 0.1 0
= ez—0t T = gz—0t z0t T —¢ — =l
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= 2 1 limz2-In(1+ 1
i

= @T—00 =
T—00 T—00

1 =1
1 In(1 4+ %) i T
lim z2-In(14 = ) Jm Mo i me
= eI—*C0 e o ;7 = I—l = e ;3_ =
0
=y i B —

T—r00
e ?1:_3_ = e

R lim
z—o0 2z(z + 1) :‘O_O_I_ex—&oo4$+2 —ez—c0 4 — ¢®
oo

1 hml In(e® +z)
524. lir%(e“—{—x)g =l"= 111%em In(e® +2) _ =es0T =
T—

i In(e” + z) o Bkl
:|oo'0|=e$1—1>1(l3 T _IO'—-ez—rUe"’-Jr-z:—e?

= 0.

lim tg z-Inarcsinz

525. lim (a,rcsin:z:)tgm 0% = lim e'8 %" Inaresinz _ o0+

z—0+ 0+
. Inarcsinz
lim — 2
Mo 1 5 —tg2 z-cos’z
_ im
=10-00| = e tg T ‘ l — =07 arcsinz - V1 — 22 _
. 2sinxcosz
. B 1 . 9 — lim ———
ke — S lim sy —=sm"T z—0t+ - 1
— eg—0* arcsinz G V1 — 2% — gz—0+ arcsinz — ¢ vV1—x2
3 _ 3 z - In(sinz) lim z - In(sinz)
526. lim (sinz)” = |0°| = hm e = ez—0% = [0 - co
—0+ —0+
s Cos T
i In(sinz) lim SRz . T2cosz
z—0+ 1 oo ra0t —i =i hm+ : 0
=g T = |—|=¢e 2 —e z—30 smr —e' =1,

=l =1.



V nasledujici skupiné aloh feste priklady na vypoéet limit typu 2:
527.
529.
531.

533.

535.

537.

539.

CAST B: NERESENE PRIKLADY

ighe — 14k chs3e

Him
z—0 et —e—T

- V2 4+16 -5
Iim

2313 —272 -z -6
. T —arctgzr
lim ——.

z—0 :1;3

eT —e % — 2z

lim -
z—0 T —SsInT
tg z —sinz
z—=0 :1;3 ’

528.

530.

532.

534.

536.

538.

540.

0

. In*(z+1)—sin’z
lim .
z—0 |
2T — 3%
z-=0 mm
I I* =z
im ——.
z=»11—z+Inz
2
. et —1
lim ——,
z—1 coszT — 1
sinz —

z—0 arcsinz — T

~ z2cosz

im —.
z—01 —coszT

. 2cosz — 2+ z2
lim —
z—20 g2-sin“z

V nasledujici skupiné uloh feste pfiklady na vypodet limit typu 2:

543.

545.

547.

e ADE

lim 2
z—o00 T

. In|sin7z|
lim ————.
z—0 In | sin9z|
b

im =2 i 2
z—% 2tg 3z

542.

544.

546.

548.

1m .
z—0+ cotg T
Intg z

im S
z—0+ Intg 3z
. Inz
lim —
z—0+ Insinz

V nasledujici skupiné 1loh feste limity typu 0 - oo:

549.
551.

553.

lim Inz-In(1 - z).

z—1"

lim (1 —sinz)-tg z.

T /2

zl_ljgo(w — 2arctg z)Inz.

550.
552.

554.

: T
igrri(l —z)- tg-2—.

lim z - cotg z.
z—0

lim (e® — 1) - cotg z.
z—0

V nasledujici skupiné tloh feste limity typu |oco — oo|:

555.

557.

. ( 1 1)
lim - ——].
z—0 SIinT T

556.

558.
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hrn , = —2 z
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559. i ! 5 560. lim - o il
i x_r% _1:—3H3:2—1:~6 Tz 2 —1 rx—1/"
561. 1 : 1 562. lim ( cotg z — 1
~ e sinz  In(z+1)/° " 250 g z/)’
1 1l r—1 1
. i —— » 4. 1 .
i :11—13113 (3: eT — 1) e bt ( 222 T z(e?= — 1))

V nasledujici skupiné tloh feste piiklady na vypodet limit typu 1°°,0°, o00:

i
565. limzl-= 566. lim \I/ ==
T—r1 00 T
1
) sinzg \ z2 . glnz
567. :1171_1;1%] (T) : 568. mll)néo (Inz)?
T 2z — 1
569. lim ( g 570. lim ($+1)
z—oo \ x4 1 zooo \ T — 2
A 2_9z4+1\%
; T — 3 : z° — 2z +
Bis. a:—fgo (3:1: - 2) i B xlggo (:cz — 4z + 2)
tg T ‘/E
573. lim (—) . 574. lim tgzt82%
z—0+ x T[4
575.  lim (1+ 3tg2z) "8 ® 576. lim (1+ i)
T T—00 T

Zjistéte, zda je mozno pouzit L’Hospitalova pravidla v téchto pfipadech:

2 1

. =Sy . ZIsn-
877. lm —— 578. lim ——=
z—oo T+ sinx z—0 sinz
. 14 z+sin2z . € 2%(cosz + 2sinz) + == sip2
579. lim . = . 580. lim ( ot ) -
T—00 T + eSINT gin O T—00 e~*(cosz + sin )
Spoctéte nasledujici limity:
. arctg z — arcsin . arcsinz — sin
581. lim 28 : . 582. Lim g
z—0 tg z —sinz =0 arctg z — tg z

583. Naleznéte limitu

. sintg z — tg sinz
lim - g g —
z—0 arcsin arctg z — arctg arcsin z
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7. PRUBEH FUNKCE

Problematika vySetfovani pribéhu funkce je v jistém smyslu vyvrcholenim dife-
rencialniho poétu funkci jedné redlné proménné. Pfi feSeni tloh se totiz vyuzivaji
téméF veskeré znalosti, které jsme doposud o funkcich ziskali. VySetfovani pribéhu
funkce je zaloZeno na teorii, kterd vyuzZivd derivaci a vypoétu limit. Nyni ale-
sponl struéné pfipomenime zakladni postup. VySetfovani pribéhu funkce je mozno
rozdélit do péti nésledujicich ¢asti: (1) Uréime defini¢ni obor funkce. Je-li to mozné,
vytvorime si alespoii hrubou predstavu o oboru hodnot. Déle zjistime, zda funkce
nemd néjakou vyznamnou specidlni vlastnost, napf. zda neni periodickd, nebo
nemé néjaky druh symetrie grafu, tj. zda neni sudéd nebo lichd. Daéle nalezneme
nulové body funkce, tj. body, kde graf funkce protind osu z. Nalezeni nulovych
bodli umozZni zjistit signum dané funkce, tj. intervaly, na nichZ se funkce nachdazi
pod osou, resp. nad osou z. (2) Pfikro¢ime k vypoétu prvni derivace. Nalezneme
nulové body prvni derivace a vySetfime jeji signum. Na intervalech, kde je prvni
derivace kladn4, je vySetfovana funkce rostouci, kde je derivace zdporn4, je funkce
klesajici. V bodech, v nichz stfida prvni derivace znaménko nastéva lokélni extrém.
Kombinace +— odpovidda maximu, kombinace —+ minimu. O existenci a kvalité
lokdlnich extrémi lze rozhodnout rovnéz pomoci vyssich derivaci. (3) Spocitame
druhou derivaci. Zjistime jeji nulové body a signum. Na intervalech, kde je druhéa
derivace kladnd, je vySetfovand funkce konvexni, kde je druhé derivace zédporna,
je funkce konkdvni. V bodé, v némZ druhi derivace stfida znaménko, mé funkce
inflexni bod. O existenci inflexnich bodidl 1ze rovnéz né€kdy rozhodnout pomoci
vySSich derivaci. (4) VySetfime asymptoty funkce. PFipomenme, Ze existuji dva
typy asymptot: bez smérnice a se smérnici. K nalezeni asymptot je zapotfebi
vypoctu limit. Pfimka z = x( je asymptotou bez smérnice, kdyz existuje aspon
jedna nevlastni jednostranna limita funkce f(z) v bodé . Funkce f(z) miZe mit
i nekoneéné mnoho asymptot bez smérnice. Pfimka y = az + b je asymptotou se
smérnici funkce f(z), pokud

f(z)

a:zlirngoT, bzzlglgo(f(x)—a:c).

Analogicky je zapotfebi urcit uvedené limity pro z — —oco. Asymptoty se smérnici
mohou existovat nejvySe dvé. Funkce vSak obecné nemusi mit zddné asymptoty.
Prikladem funkci, které nemaji zadné asymptoty jsou polynomy stupné vétsiho nez
1. (5) V zavéreéném kroku provedeme kompletaci vSech ziskanych informaci a na
jejich zdkladé nakreslime graf vySetfované funkce. Pro vylepSeni obrazku mizZeme
dopocitat jesté nékolik vhodnych funkénich hodnot.

Pfed feSenim konkrétnich tloh si pozorné zopakujte celou teorii. Pravé uvedeny
postup, vzhledem ke své volnéjsi formulaci, nemiZe studovanou teorii nahradit.
naroény vypocdet a tprava druhé derivace, v jiné tiloze miize byt napiiklad problém
jiz s nalezenim nulovych bodi dané funkce. V pfipadé, Ze Vam néktera uloha, nebo
jeji ¢ast, bude vzdorovat, pouzijte k ovéfeni svych vypoctld pocitace. V néasledu-
jicich pfikladech se budeme nejprve zabyvat dil¢imi lohami z vySetfovani priibéhu
funkce.
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CAST A: RESENE PRIKLADY

584. Vysetfete lokdlni extrémy a inflexni body funkce
f(z) =z* — 62% + 8z — 3.

Reseni: Spoéditame prvni derivaci funkce f(z) a poloZime ji rovnu nule. Tim vznikne
rovnice. Jeji feSeni jsou stacionirni body. Lokalni extrém mtze nastat bud ve
staciondrnim bodé&, nebo v bodé&, kde neexistuje derivace. Protoze Df'(z) = R,
staéi vySetfit pouze stacionarni body. Plati

fi(z) =423 - 122 +8 = 4(z® - 3z +2) = 0.

Jedini kandidati na celo€iselné kofeny jsou ¢isla +1,+2. Snadno se ovéfi, Ze vy-
hovuje £ = 1 a z = —2. Odtud plyne

f'@) =4z - 1)@ +2) = 0.

Nalezli jsme dva stacionarni body z = 1,z = —2. Zbyva rozhodnout, zda ma
v téchto bodech funkce f(z) lokalni extrém. Obecné lze postupovat dvéma zpt-
soby. Prvni zptsob rozhodovani je zaloZen na vyuziti prvni derivace. Na c¢iselnou
osu vyneseme vSechny stacionarni body a body v nichZ neexistuje prvni derivace.
Uréime signum (tj. znaménko) prvni derivace v okoli téchto bodi. To lze provést
tak, Ze v kazdém z intervalil, na které se rozpadne ¢iselna osa zvolime vhodného
reprezentanta, tj. bod, v némZ se snadno po¢ita funkéni hodnota. Spoéteme funkéni
hodnotu derivace v tomto zvoleném bodé a jeji znaménko zapiSeme pod pfislusny
interval. Plati

interval (—o0, —2) (-2,1) (1,00)
sgn f'(z) - £ =
Protoze prvni derivace stfidd v bodé x = —2 znaménko v kombinaci —+, je v bodé
z = —2 lokalni minimum. Ve stacionarnim bodé x = 1 nestfida prvni derivace

znaménko, a proto funkce f(z) nemd v bodé z = 1 lokalni extrém. Dalsi zptsob

rozhodovani o existenci lokdlnich extrémut je zaloZzen na vyuziti druhé derivace.
Plati

f(z) =122% - 12 = 12(z% - 1) = 12(z — 1)(z + 1).

Spoc¢teme funkéni hodnotu druhé derivace ve stacionarnim bodé. Je-li tato funkéni
hodnota kladné, mé funkce ve staciondrnim bodé lokalni minimum, je-li ziporn4,
ma v tomto bodé maximum. Je-li funkéni hodnota rovna nule, nelze na zdkladé
druhé derivace rozhodnout o existenci a kvalité extrému. V naSem pripadé plati

-2 =12(=22-12=36>0, FY{1)=12:1"—32=0.

Odtud plyne, Zze v bodé £ = —2 je lokdlni minimum. O bodu z = 1 v8ak ne-
dokézeme na zékladé vypoctu druhé derivace rozhodnout. V takovém pfipadé lze
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‘pouzit vysSich derivaci. Pocitdme postupné funkéni hodnoty vysSich derivaci ve
wysetfovaném bodé az do okamziku, kdy je funkéni hodnota derivace nenulova.
W pripadé, ze je fad derivace lichy, neni ve staciondrnim bodé lokalni extrém. Je-li
Fad sudy a funkéni hodnota kladné, ma funkce ve stacionarnim bodé lokalni mini-
mum. Je-li fad sudy a funkéni hodnota zdporna, ma funkce ve stacionédrnim bodé
lokilni maximum. V naSem pfipadé plati:

f"(z) =24z, (1) = 24.
Protoze je hledany fad derivace lichy, nema funkce f(z) v bodé z = 1 lokalni

extrém. Nyni pfejdéme k vySetfovani inflexnich bodd. Uréime druhou derivaci,
nalezneme jeji nulové body a uréime signum. Z piedchozich vypocéta plyne

interval (—o0,-1) (-1,1) (1,00)
sgn f"(z) s = o+

Rozhodovaci kritérium je jednoduché. Stfida-li druhd derivace na okoli vy3etfo-
vaného nulového bodu znaménko, mé funkce f(z) v tomto bodé inflexni bod. Odtud
plyne, Ze funkce f(z) mé dva inflexni body, a to z = —1 a z = 1. RovnéZ o exi-
stenci inflexnich bodi lze rozhodnout na zédkladé vypoctu vyssich derivaci. Opét
pocitame postupné funkéni hodnoty vySSich derivaci ve vySetfovaném bodé az do
okamziku, kdy je funkéni hodnota derivace nenulovd. V pfipadé, Ze je fad této
derivace lichy, ma funkce f(z) ve vySetfovaném bodé inflexni bod.

585. Zjistéte, zda m4 funkce f(z) = z° — 5z + 523 — 5 lokdlni extrém v bods 0.
ReSeni: Spoéteme prvni derivaci funkce f(z). Plati

f(z) = 52* — 202% 41522 = 52%(2? — 4z + 3) = 52°%(x — 1)(z - 3).

Prvni derivaci polozime rovnu nule a uréime staciondrni body. Je zfejmé, ze bod

z = 0 je staciondrnim bodem. Musime tedy vySetfit signum funkce f'(z) v okoli
bodu nula. Plati

interval (—00,0) (0,1)
sgn f'(z) 3

Odtud plyne, Ze funkce f(z) nema v bodé z = 0 lokalni extrém. Rozhodnéme o
lokalnim extrému jesté pomoci vyssich derivaci.

f"(x) = 20z® — 602% + 30z, fY(0)=0.

Ani na zdkladé druhé derivace nelze rozhodnout o existenci extrému. Uréime tfeti
derivacl.

f"(z) = 60z® — 120z +30,  f"(0) = 30.

Protoze fad prvni vyssi nenulové derivace je lichy, neni v bodé z = 0 lokalni extrém.
Bod z = 0 je inflexnim bodem funkce f(z).
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586. Naleznéte lokdlni extrémy funkce

f(z) =ln+/z2 + 1 — arctg z.

Refeni: Spodéteme prvni derivaci funkce f(z). Plati

i 1 1 1 S Tl
f(x)_m 2vVx2 11 i 224+1 22417

Prvni derivaci poloZime rovnu nule a uréime stacionarni body.

fiz)=0 & 5-1=0 & z=1

ProtoZe derivace existuje pro viechna redlna ¢isla, je bod z = 1 jedinym kandiddtem
na lokalni extrém. Uréime signum prvni derivace. Plati:

interval (—o0,1) (1,00)
sgn f'(z) = aE

Odtud plyne, Ze funkce f(z) mé v bodé z = 1 lokdlni minimum. Pro ilustraci
rozhodneme o lokalnim extrému jeSt€ pomoci druhé derivace.

24+1)—-(z—1)-2 —z2 + 2z +1 ~
- AL 2

(=)=

Protoze je druhd derivace ve staciondrnim bodé kladné, plyne odtud, Ze funkce
f(z) mé& v bod€ z = 1 lokdlni minimum.

587. Naleznéte inflexni body funkce

flz)=e".

ReSeni: Spoéteme druhou derivaci funkce f(z). Plati

f'(z) = (~2) -7,

F'(z) = (~22)-(~2z)-e~%" +(—2)-e%" = 4~e_"’2(:1:2—%) = 4e % (z— %)(HT)

Druhou derivaci polozime rovnu nule a uréime jeji nulové bocfy Kandidaty na

inflexni bod jsou body z = % AL = —% Urcime signum druhé derivace. Plati

interval (—00,—1/V/2) (-1/+/2,1/V2) (1/v/2,0)
sgn f"(z) + o ik

Odtud plyne, Ze funkce f(z) ma dva inflexni body z = % ax
rozhodneme o existenci inflexnich bodl jesté pomoci tfeti derivace.

S

Nyni

bof=

(@) = -4z - (222 - 3), f"(—=

7 ) =—4v2.e7 3.

Sl

)= 4v3-eh, (-
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ProtoZe je tfeti derivace ve vySetfovanych bodech rizna od nuly, plyne odtud, Ze
body = = _%f‘z g % jsou inflexni body.

588. Vysetfete, na kterych intervalech je dana funkce f(z) konvexni, pfipadné
konkédvni a naleznéte jeji inflexni body.

f(z) = In(z® + 1).

Reseni: Spocteme druhou derivaci funkce f(z). Plati

o N0 arx . 2—2g2 201 =z}{14x)
f(x)_a:2+1’ f (;,,-)_(1+$2)2 BRET
Druhou derivaci poloZime rovnu nule a uréime jeji nulové body. Kandidaty na
inflexni bod jsou body z = —1 a £ = 1. Ur¢ime signum druhé derivace. Plati:
interval (—oo,—-1)| (-1,1) (1,00) |
sgn f"(z) = i =

Odtud plyne, 7e funkce f(z) je na intervalu (—1,1) konvexni a na intervalech
(=00, —1), (1, 00) konkévni. Dale funkce f(z) mé inflexni body z = -1 az = 1.

589. Urcete, na kterych intervalech je funkce f(z) pro z € (—%, %) konvexni,
pripadné konkavni. Urcete inflexni body této funkce.
f(:l:) s eSiIl.’E.

ReZeni: Spoéteme druhou derivaci funkce f(z). Plati

f'(z) = cosz - SinT lz) = SINT (cos® z — sinz).

Druhou derivaci polozime rovnu nule a uréime jeji nulové body. Resime rovnici

cos’z —sinz = 0,

sin®z +sinz — 1 = 0.
Zavedenim substituce y = sinz ziskdvdme kvadratickou rovnici y? +y — 1 = 0.
Odtud
~1++/5
y=—g

Druhy kofen nevyhovuje, protoze |sinz| < 1. Existuje tedy jediné feSeni rovnice na
intervalu (—%, %) Kandidatem na inflexni bod je bod

. V5-1
T = arcsin ;

Uréime signum druhé derivace. Plati

interval (—7/2, ) (zo,m/2)
sgn f"(z) + =
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Odtud plyne, Ze funkce f(z) je na intervalu (:Qﬁ,arcsin ‘/52_1) konvexni a na in-
tervalu (arcsin -\@2—‘—1, 7) konkévni. Funkce f(z) ma inflexni bod z = arcsin 5=1,

3
Nyni rozhodneme o existenci inflexniho bodu pomoci tfeti derivace.

f"(z) =M% . cosz - (cos’ z — 3sinz — 1).
Protoze je tfeti derivace ve vySetfovaném bodé z( rizna od nuly, plyne odtud, Ze

zo je inflexni bod.

590. Naleznéte globélni extrémy funkce f(z) na intervalu (0, 27).
f(z) = 2sinz(1 + cos ).

ReSeni: Nejprve uréime lokélni extrémy. Spoéteme prvni derivaci funkce f(z).
Plati
f'(z) = 2cosz + 2 cos 2z.

Prvni derivaci poloZime rovnu nule a ur¢ime stacionarni body. To znamen4 vyfesit
goniometrickou rovnici
2cosz + 2cos2z = 0.

Plati
cosz + cos2zx =0,

2

cosx + cos“x — sin®

ge=
cos 4 cos’z — (1 — cos’z) = 0,
2cos’z +cosz—1=0.

Nyni zavedeme substituci y = cosz a feSime kvadratickou rovnici

22 +y—1=0.
—1+,1-4-2(-1) -1+3
2= = :
4 4
Odtud plyne y; = -l ays = % Nyni je jeSté tfeba vyfesit nasledujici dvé rovnice:
cosz = —1 COSL = !
=1, =5
Snadno zjistime, Ze na intervalu (0, 27) existuje jediné feSeni rovnice cosz = —1,

a to z = 7. Druh4 rovnice ma na (0, 27) dvé feSeni, a to z = % 2L = —53"'5 Na
intervalu (0, 27) jsme nalezli tfi stacionarni body. ProtoZe derivace existuje pro
vsechna redlni &isla, jsou tyto body jedinymi kandidaty na lokalni extrém. Uréime
signum prvni derivace. Plati

interval (0,7/3) (w/3,m) (m,5m/3) (5m/3,2m)
sgn f'(z) + = = +
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Odtud plyne, 7e funkce f(z) nema v bodé z = 7 lokilni extrém. V bodé z = %

nastava lokalni maximum, zatimco v bodé z = 9T nastava lokalni minimum.
Globalni extrém mtZe nastat bud v krajnich bodech intervalu (0,27), nebo
v bodech lokalnich extrémt. Nyni spo¢teme potfebné funkéni hodnoty. Plati:

3v/3 3V3

=0, 1= == sen=o

=
3

Nejvétsi hodnota funkce f(z) na intervalu (0, 27) je M— a nejmensi _32‘/5.

591. Vojenska lod kotvi 9 km od nejbliZ§iho mista bfehu. Z lodi je zapotiebi vyslat
rychlého posla do tabora, leziciho 15 km od mista na bfehu, k némuz m4 lod nejbliz.
Ke bfehu posel vesluje na lodce rychlosti maximélné 4 km/h, po pobfezi se mize
pohybovat maximéalné 5 km/h. Na kterém misté pobfezi musi posel pfistat, aby se
dostal do tabora co nejdrive? Jak dlouho mu to bude trvat?

ReSeni: Symbolem z oznaéme vzdalenost pfistani lodky od tébora. Zfejmé plati
0 < z < 15. Sestavime funkci t(z) zvislosti ¢asu na poloze pfistdni. Ze zndmého
fyzikdlniho vztahu { = %, ktery vyjadiuje zavislost ¢asu na drize a rychlosti a
z Pythagorovy véty plyne:

N T

Prvni s¢itanec vyjadiuje dobu, kterou posel vesluje na lodce, zatimco druhy s¢itanec
vyjadfuje dobu po kterou se bude posel pohybovat po sousi. Nyni je zapotfebi
nalézt minimum funkce ¢(z). Uréime prvni derivaci

215-2)(-1) 1

t'(i‘)—l-l-
4 2 JA5-z2+92 5

Polozime t'(z) = 0 a spoCteme staciondrni body. Plati

5-2(15 — z)(—1) = —4-24/(15 — ) + 92,

5(15 — z) = 44/(15 — )2 + 92,
(15 — z)2 = 144,
s 4

Nalezli jsme jediny stacionarni bod z = 3. Nyni provéfime, zda mé funkce t(z)
v tomto bodé lokalni extrém. Spocteme druhou derivaci a provedeme jeji upravu.

81
4,/((15 — z)? + 81)3

Nyni spoéteme hodnotu druhé derivace ve stacionidrnim bodu. Plati

t”(.’L‘) -

27

t(3):m>0
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Odtud plyne, Ze v bod& z = 3 m4 funkce t(z) lokalni minimum. Déle uréime Zas,
ktery posel potfebuje k tomu, aby dorazil do tdbora v co nejkratSim case.

V(15— 3)2 + 92
4

1A

"= 100

+

Posel musi pfistdt 3 km od tdbora a cesta mu bude trvat 4,35 h.

592. Naklady na palivo pro provoz parniku jsou pfimo imeérné tieti mocniné jeho
rychlosti. Pfi rychlosti 10 km/h jsou vydaje za palivo 30 K&/h. Ostatni vydaje na
provoz, které nejsou zavislé na rychlosti, jsou 480 Ké&/h. PFi jaké rychlosti parniku
bude celkova vyse ndkladl na 1 km cesty nejmensi? Jaka bude pfitom tato celkova
vySe nakladi za 1 hodinu?

Reseni: Necht z oznaduje rychlost parniku. Sestavme funkci f(z) z4vislosti ndkladt
na rychlosti parniku na jeden kilometr cesty. Za 1 hodinu ujede parnik z kilometra.
Na t&chto z kilometri &ini naklady za palivo kz® K¢, kde k je konstanta imérnosti
a 480 K¢ na ostatni vydaje. Plati tedy

kz® 480

T

D4le spodteme konstantu imeérnosti k. Protoze pfi £ =10 km/h jsou néklady na
palivo 30 K&/h plati 30 = & - 103. Odtud plyne, Ze k = 0,03. Tedy

3 , 480

f(z)= m-’ﬂ

Nyni nalezneme minimum funkce f(z) na (0, c0). Uréime prvni derivaci:

. 6 480  6(z®— 8000)
e = 30" 27 =~ 10t

Polozime f'(z) = 0 a spoéteme stacionarni body. Nalezneme z = 20. Snadno
ovéfime, Ze v tomto bodé nastdva lokilni minimum. Koneéné f(20) = 36. Za 1
hodinu v8ak parnik urazi 20 km, a tedy ndklady na jednu hodinu jsou 36 - 20 = 720
K¢é. Celkova vysSe nakladi na 1 km bude nejmensi pfi rychlostl 20 km/h a bude
¢init 720 K&/h.

593. Naleznéte asymptoty funkce

fz) =

z—2
Reseni: Nejprve vySetfime asymptoty bez smérnice. Definiéni obor funkce f(z) je

roven R— {2}. Odtud plyne, Ze jediny bod z, ve kterém funkce miiZe mit nevlastni
limitu, je bod zo = 2. Plati

=6+3-00=o00.

lim (3:c+—-3——-) = lim 3z 4+ lim
r—2

z—2+ z—2+ z—2+ T —
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Podobné zjistime, ze

lim (33:—'-3:—3—2) = lim 3z + lim 32:6—1-3-(—00):—00.

T2~ z—2- T —

ProtoZe existuje aspori jedna nevlastni jednostrannd limita v bodé zy = 2 je primka
T = 2 asymptotou bez smérnice. Nyni vySetfime asymptoty se smérnici Yy =ax+b.

T— limL(-I—):lim 3—!——3—-— =3+ lim—-S—:?}-}-O:&
T—0o0 T T—00 _1:(;1','-—2) :r:—)oo:c(:;{,‘-—?,)

= 0.

T—00 oo T — 2

. . 3 | .
b= lim (f(z) — az) _wlli:go (39:+ L 3:1:) = lim
Pfimka y = 3z je asymptotou se smérnici pro z — co. Analogicky spoéteme limity
Pro £ — —oo. Opét vychédzi y = 3z. P¥imka y = 3z Je dvojnasobnou asymptotou
se smérnici.

594. Naleznéte asymptoty funkce

z-1)3
fla) = £V
(x+1)

Reseni: Nejprve vySetiime asymptoty bez smérnice. Defini¢ni obor funkce f(z)
je roven R — {—1}. Odtud plyne, %e jediny bod zg, ve kterém funkce miZe mit
nevlastni limitu, je bod 7y = —1. Plat{

z—1)3 1
(———): Iim (-1 fim e Boss e on
z——1+ (:L‘ + 1)2 z——1+ z——1+ (:L‘ + 1)2
Podobné zjistime, ze
—1)3 1
lim (—:C—): o (=10 Bm — = Bish— e
T=—1— (:12 + 1)2 z——1- T——1- (x + 1)2
ProtoZe existuje aspoii jedna nevlastni jednostrannd limita v bodé z, = -1, je
pfimka z = —1 asymptotou bez smérnice. Nyni vySetfime asymptoty se smérnici
y=az+b.
—~1)3 | -1)3
a= lim f—(@ = lim E——) =1, b= lim (f(z) —az) = lim (i—L -z
T—o0 T T—00 g:(x + 1)2 T—00 T—00 (2: 4 1)2
28 -3r%4+3r-1-23-222—2 _522497_1
= lim = lim =
T—r00 (z +1)2 e (z + 1)2

Pfimka y = z — 5 je asymptotou se smérnici Pro x — co. Snadno je vidét, ze tytés
limity vychézi pro z — —co. Jedini asymptota se smérnici je y = z — 5.
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595. Vysetfete pribéh funkce
- flx) =z* —22% + 2.

Reseni: 1. Pro defini¢ni obor plati Df = R. Déale f(—z) = (—z)* — 2(-z)?+2 =
z* — 222 + 2 = f(z). Odtud plyne, 7e zadand funkce je suda. Dale plati, Ze f(z) je
spojit4 na R. Upravou funkéniho predpisu z* —2z%+2 = (22 —1)? +1 > 0 zjistime,
Ze rovnice f(z) = 0 nem4 FeSeni v R. Funkce f(z) je tedy stile kladnd a nemd
nulové body.

II. Spo¢teme prvni derivaci funkce f(z). Plati

f'(z) = 42° — 4z = dz(2® - 1) = dz(z - 1)(z + 1).

Uréime nulové body prvni derivace. Rovnice f/'(z) = 0 méa tfi feSeniz = -1,z =0
a z = 1. MiZeme urdit signum prvni derivace.

interval (—o00,-1) (—1,0) (0,1) (1, 00)
sgn f'(z) — + — in

Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—oo, —1),(0,1) klesajici a na inter-
valech (—1,0), (1, 00) rostouci. V bod& z = 0 méa funkce lokalni extrém, a to lokalni
maximum. Plati f(0) = 2. V bodech z = —1 a z = 1 nabyva funkce lokalnich
minim a plati f(—1) = f(1) = L.

I1. Spoc¢teme druhou derivaci. Plati

e+ =
V3T

Nalezneme nulové body druhe derivace. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskivame
e \/g —0,58 ax = \/- = 0, 58. Uréime signum druhé derivace.

F(z) = 1222 — 4 = 12(z% — %) T )

interval (=00, —1/4/3) (-1//3,1/V/3) (1/4/3,0)
& Fz) |+ = .

Odtud plyne ze funkce je na intervalech (—oo "\}?) (vl,g, 00) kohvexni a na inter-
valu (— ‘/- \/—) konkévni. Funkce méa dva mﬂexm body, a to — \/g % Déle plati
f-L) = f( ) ~ 1,44

IV. Asyrnptoty bez smérnice neexistuji, nebot pro kazdé zo € R plati

im f(z) = f(zo).

T—rIq
Déle vySetfeme asymptoty se smérnici pro £ — co a £ — —oo. Snadno zjistime, Ze

A 0.9
azhmM= imgﬂ, lim 4z(z® - 1) =4 - 00 (00— 1) =

IL—00 T I—rCOo T T—00

82



4 _ 9.2
= lim M: lim I—E—_F—Q: lim 4z(z®-1) = —4c0-(c0—1) = —o0.

r——0 I T—r—00 @€ T——00

Odtud plyne, Ze funkce f(z) asymptoty se smérnici nema.
V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

by
2
el
. 0 g
_1 T T 1 s
596. VySetfete pribéh funkce
)=z — ¢,

ReSeni: 1. Pro defini¢ni obor plati Df = R. Protoze f(—z) = (—z)* — 2(—x)3 =
z* + 23, plyne odtud, Ze f(z) neni ani sudé, ani lichd. ReSenim rovnice f(z) =
z3(z—2) = 0 dostavéme, Ze existuji dva nulové body z = 0 a z = 2. Uréime signum

funkce f(z).

interval (—00,0) (0,2) (2,00) .
sgn f(z) + = +

II. Spoéteme prvni derivaci funkce f(z). Plati
f'(z) = 42® — 622 = 22222 - 3).

Uréime nulové body prvni derivace. Rovnice f’(z) = 0 mé4 dvé feSeni z = 0 a
T= % Mizeme urcit signum prvni derivace.

interval (—o0,0) (0,3/2) (3/2,00)
sgn f'(z) = = +
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Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—o0,0), (0, %) klesajici a na intervalu

(%, o0) rostouci V bodé z = % mé funkce lokdlni extrém, a to lokalni minjmum.
Plati f(3) = ~ 2% ~ —1,68. V bodé& z = 0 lokalni extrém neni a f(0) =

I1. Spoéteme druhou derivaci. Plati
(z) = 122% — 122 = 12z(z - 1).

Nalezneme nulové body druhé derivace. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskdvame
z =0 a z = 1. Urdime signum druhé derivace.

interval (—00,0) (0,1) (1,00)
sgn f"(z) ¥ = +

Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—o0,0),(1,00) konvexni a na intervalu
(0,1) konkdvni. Funkce mé dva inflexni body, a to £ = 0 a z = 1. Dale plati
f(0)=0a f(1) = -1.

IV. Podobné, jako v pfedchozim pfikladg, polynom f(z) nemé asymptoty bez smér-
nice ani se smérnici. VySetfeme chovéni funkce f(z) pro £ — 0o a £ — —oo. Plati

lim z* — 223 = lim z%(z — 2) = co(00 — 2) = 0.

I—r00 I—r00O
lim z*-22% = lim z3(z — 2) = —oco(—00 — 2) = o0.

V. Nyni provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrézek.

by
3
e )
T T T
_ 271
16
597. VysSetfete priibéh funkce
2
flz) ==*+ .

Resem L. Pro defini¢ni obor plati Df = R — {0}. Protoze f(—z) = (— —z)’ 4+ X =
22— —, plyne odtud, Ze f(z) neni ani sud4, ani lich4. Funkce muize st¥idat zna,menko
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bud v nulovych bodech, nebo v bodech, kde neni definovina. ReSenim rovnice
f(z) = 0 dostivame, Ze jeding nulovy bod je bod z = ¥=2 = —+/2. Nyni jiz

mizeme urcit signum funkce f(z).

interval (=00, —v/2) (—¥/2,0) (0, c0)
sgn f(z) + — 4
IL. Spocteme prvni derivaci funkce f(z). Plati
2z(z3 — 1)

flla) =2~ % =2(1- =)=

3

Uréime nulové body prvni derivace a body, v nichZ neni prvni derivace definovana.
Rovnice f’(z) =0 m4 jediné feSeni x = 1. MiiZeme urcit signum prvni derivace.

interval (—00,0) (0,1) (1, 00)
sgn f'(x) = = £

Zjistili jsme, Ze funkce f(z) je na intervalech (—o0,0), (0, 1) klesajici a na intervalu
(1,00) rostouci. V bod& zo = 1 mé funkce lokalni extrém, a to lokdlni minimum.
Plati F(1) =3

IIT. Spo¢teme druhou derivaci. Plati

4 2(z*+2)
f”(ﬂ:‘) =2+F = T

Nalezneme nulové body druhé derivace a body, v nichz neni druhd derivace defi-

novdna. ReSenim rovnice f”(z) = 0 ziskdvdme z = —+/2. Uréime signum druhé
derivace.
interval (—o0, —/2) (—/2,0) (0,00)
sgn f"(z) =+ 5 +

Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—oco, —v/2), (0, co) konvexni a na intervalu
(—+/2,0) konkévni. Funkce m4 jediny inflexni bod, a to —+/2. Rovnéz v bodé 0
stfidd druha derivace znaménko. Bod 0 v3ak neni inflexnim bodem funkce f(z),
nebot 0 ¢ Df. Dale plati f(—+/2) =0a f(1) = 3.

IV. Nejprve vysetfime asymptoty bez smérnice. Jedinym kandiddtem na asymptotu
bez smérnice je pfimka z = 0. VySetfime pfislusné limity.

2
lim z° + — =0+ 00 = .

. 2, 2
lim =+ — =0~00 = —00,
z—0+ x

r—0— x
Odtud plyne, Ze pfimka = = 0 je asymptota bez smérnice. Déle vySetfeme asymp-
toty se smérnici pro z — o0 a £ — —o0. Snadno zjistime, Ze

da = lim m: &:EEIPOOM: lim

lim £+ — = oo,
T—00 T T s T——00

-+ —5 = — .
Tr—00 xr

Odtud plyne, Ze funkce f(z) asymptoty se smérnici nema.
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V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

by

598. Vysetfete priibéh funkce
1

f(z) =e*.
Regeni: I. Defini¢ni obor je roven mnoziné Df = R — {0}. Protoze f(—z) = e =,

plyne odtud, Ze f(z) neni ani sud4, ani lichd. Funkce je stéle kladna a nem4 nulové
body.

interval (—o0,0) (0,00)
sgn f(z) + +

II. Spo¢teme prvni derivaci funkce f(z). Plati

1 1 1 bt
; 1 1
z)=ez(—1)— = ——ex.
f(@)=es(-1) = -
Nulové body prvni derivace neexistuji. Prvni derivace je stlé zaporni a neni

definovdna v bodé z = 0 a plati lirgl filr) =0,
—0—

interval (—00,0) (0, 00)
sgn f'(z) = =

Odtud plyne, Ze funkce f(z) je klesajici na celém definiénim oboru. Lokalni extrémy
funkce f(z) nema.

II1. Spo¢teme druhou derivaci. Plati

1 Ll i Sl
£"(2) = (~1)(=2) 2567 — ez (~1) = —ez (2z + 1),
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Nalezneme nulové body druhé derivace a body, v nichZz neni druha derivace defi-

novéna. ReSenim rovnice f”(x) = 0 ziskdvame z = —3. Uréime signum druhé
derivace.
interval (—o0,—1/2) (—1/2,0) (0,00)
sgn f"(x) = + +

Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—1,0),(0,00) konvexni a na intervalu
(—o0, —%) konkdvni. Funkce m4 jediny inflexni bod, a to —%. Déle plati f(—%) ~
0,13 a f(—1) ~ 0, 36.
IV. Nejprve vySetfime asymptoty bez smérnice. Jedinym kandidatem na asymptotu
bez smérnice je pfimka z = 0. VySetfime pfisludné limity.
1 1
hin é2 =& =0, lim ez =e* = co.
z—0~ z—0+
Odtud plyne, Ze pfimka = = 0 je asymptota bez smérnice. Dale vySetieme asymp-
totu se smérnici y = ax + b pro z — oo.

7l
: T . ez
a= lim M: lim —
T—rco L T30 T

1 1
= lim —- lim ez =0-1=0.
I—00 T T —00

1
b= lim (f(z) — az) = lim ez =e® =1.
I—00 I—00

Piimka y = 1 je asymptotou se smérnici pro z — co. Analogicky vy3etfime pfipad
asymptoty pro z — —oo. Opét vyjde pfimka y = 1. Pfimka y = 1 je tedy
dvojnasobnou asymptotou se smérnici.

V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

by
____________________ | s o il
\{ % s
_% 0 1 T
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599. Vysetiete pribé&h funkce
flz) ==b-27%

ReSeni: I. Df = R. Protoze 22 > 0 a 27% > 0 plati Hf C (0,00). Funkece f(z) je
tedy neziporné a spojitd na R. Déle f(—z) = (—z)?27(~®) = £22%. Odtud plyne,
e funkce f(z) neni ani sud4, ani lichd. Uréime nulové body funkce f(z). Je zfejmé,
e existuje jediny nulovy bod f(z), a to g = 0. Plati

interval (—00,0) (0, 00)
sgn f(z) - -+

II. Spocteme prvni derivaci. Plati

2

flz)=22-27*+2*> n2-27%(-1)=-In2-2-2" ”(a:—ln2)

ReSenim rovnice f'(x) = 0 ziskdme dva stacionarni body z1 = 0a z, = 12_2 ~ 2, 88.
Ur¢ime signum prvni derivace.

interval (—00,0) (0,2/1n2) (2/In2, 00)
sgn f'(z) 8 . -

Odtud plyne, Ze funkce f(z) je na intervalech (—00,0) a (25, 00) klesajici a na
intervalu (0, {25) rostouci. V bodé 0 je lokalni minimum a f(0) = 0. V bodé =
je lokdlni maximum a f(;Z) =~ 1,13.

II1. Uréime druhou derivaci. Plati
f"(z) = (-1)In2-27%(2z—In2-22)+27%(2—2In2-z) = 27 *(In? 2-2%2 —4In 2-2+2).

Nalezneme feSeni rovnice f”(z) = 0. To znamenda vyftesit kvadratickou rovnici
2 c1r 0w . . v v w .
In“2-22 —4In2-z + 2 = 0. Snadno se vidi, Ze tato rovnice mé dvé feSeni

4ln2+ /161022 - 4-10%2-2  2++/2
2-In%2 e -

L1 =

Plati 2 n"ﬁ ~ 0,84 a 2*‘/_ ~~ 4,92. Nyni mizeme urcit signum druhé derivace.

interval (—o0, 2;\5’5) (2;‘45 2?;‘55_) (21112 , 00)
sgn f"(z) + +
Odtud plyne, Ze funkce je na intervalech (—oo, ln2 ) (32 ,oo) konvexni a na

intervalu (2i“{, 2;{) konkavni. Funkce mé dva inflexni body, a to 222, 2;;‘{
Dale plati f(23222) ~ 0,4 a f(32£2) ~ 0,8.
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IV. Asymptoty bez smérnice funkce f(z) nemd. VySetfeme asymptotu se smérnici
y=az + b pro z — .

1
a= lim leim:zﬂ_x:limizmn = — =
T—00 I T—00 T—o0 2T z—oo In2 - 27 (09)
2z 2 2
—_ 1 — — 1 2 . =T —_— i = 1 ey e S
= A e e e e e P e

Pfimka y = 0 je asymptotou se smérnici pro £ — oo. Daéle vy3etfime pfipad
asymptoty y = az + b pro z — —oo. Plati

a= lim M= lim z-27%= lim z- lim 27° = (—00) - (—00) = c0.

T—+—0Cc0o e i3 IZ——00 I——00 I——0o0

Odtud plyne, Ze funkce f(z) pro z — —oo asymptotu se smérnici nema4.

V. Provedeme kompletaci vSech informaci a nakreslime obrazek.

by

|1

/\ =y

0 2— 2 25 2+ 2 (T
In 2 In2 In2
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Naleznéte lokdlni extrémy nésledujicich funkci:

600. f(z)=4z> -3z -36z—5. 601. f(z)=4z> 182> +27z - T.

10 £ — 3z +2

o e s g SR
2 8 :
604. f(z)=— + = 605. f(z)= lna:
606. f(:c)ze sin T. 607. f(z) =4z +tgz.
608. f(x)= v/6z — z2. 609. f(z) = V223 + 322 — 362.
1!

610. f(z) =In(1 +z — 42?). 611. f(z) =arctgz — - ln(:r +1).

Urcete intervaly, na nichZ je dana funkce rostouci, pfipadné klesajici:

2
612. f(z)= % 613. f(z)= - _"; =
614. f(z) =z +sinz. 615. [(z)=ln~/14 2°
616. f(r)=2z%2—Inz. 81LY. flz)= \/311_32
z
4 1
618. f(z)= -+ —. 619. f(z)=z+ 57—

Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce f(z) na daném intervalu:

620. f(z)= /(22 —-1z)?, (-3,2). 621. f(z)==z—2Inz, (1,e).

622. f(z)=2z% (0,0). 623. flz) =2 -5z +52° + 1, (-2,1).
624. flz)=2"—122+1, (-1,3). 625. flz)=4-2x—e" = (0,1).
626. f(z)= arctgi_Tz, (0,1).  627. f(z)=z+In(8— 2z), (—; ;)

Urcete inflexni body funkce f(x) a intervaly na nichz je funkce konvexni, pfip.
konkévni:

628. f(z)=In(z%+1). 629. f(x) =3z°—5z%+3z—2
1 z2
830. fiz)== = : = =
f(z) =t Inz 631. f(z) gy
632. f(z)=1-Vz-1. 633. f(z) =e¥CE T

V nésledujicich prikladech naleznéte v8echny inflexni body dané funkce f(z):

3

2 T
_In(z +2) _(1+z x
636. f(z)= =" 637. f(z)= (1 _x) .
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V nasledujici skupiné tloh naleznéte vSechny asymptoty dané funkce:

1
638. f(z) =z + 2 - arccotg . 639. f(z)==z+ %
|
640. f(z)=z ln(e+ ;). 641. f(z)= 5z + arctg %
3 72 2
cosT rsinx
44. = — . 45. = ’
6 flz) =2z 645. f(z) T
7
646. f(z)= Y23 + 422. 647. f(z)= %%.

V nésledujici skupiné dloh provedte kompletni vySetfeni pribéhu dané funkce:

648. f(x) =3z — 3. 649. f(z) = 16z(x —1)3.
650. f(z)= ﬁ 651. f(z)= xff_ .

z? it
652. f(x)=$2+1. 653. f(a:):;r-l-;,
654. f(z)= % — . 655. f(z)= zfi 3 %,
656. f(z)= 1 - z8. 657. f(z)= Vz3+1z2.
én8. Jia)= 22 G50 fla)=slnt

VE -z
660. f(z)= V(z+1)2—- Y(z-1)2 661. f(z)=2(x+1)-3/(z+1)%

662. f(z) =z -arctg z. 663. f(r)==x

664. V roviné jsou ddny body A = [0,3], B = [4,5]. Na ose z naleznéte takovy
bod M, aby soucet vzdalenosti |AM| + |BM| byl nejmensi.

665. Jaké jsou rozméry otevieného bazénu se étvercovym dnem o objemu 32 m?,
aby jeho vyzdéni vyZadovalo miniméalni spotfebu materidlu?

666. Dva splavné kanily, které jsou na sebe kolmé, maji §itku 4 m a 6 m. Spoctéte,
jaké nejdelsi bfevno je mozno splavit témito kanaly.

667. Plakit obdélnikového tvaru velky 500 cm? m4 mit okraj 6cm nahofe a 4cm
na kazdé strané a dole. Jaké nejvétsi rozméry miZe mit potisténa plocha?

668. Dvé lodi kfiZzuji svoji drahu pod pravym thlem. KdyZ prvni z nich je v
priseciku drah, je druhd od néj vzdilena je$té 20 km. Prvni lod se pohybuje
rychlosti 30 km/h, druhé lod rychlosti 50 km/h. Najdéte nejmensi vzdalenost lodi.
Vypodététe rychlost, s jakou se lodi vzdaluji.
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8. KRIVKY A FUNKCE DANE PARAMETRICKY

V nasledujici kapitole se budeme struéné zabyvat zdkladnimi tlohami s téma-
tikou rovinnych kfivek a funkci danych parametricky. Graf funkce, jehoz vySetro-
vanim jsme se zabyvali v pfedeslé kapitole, je specidlnim piipadem rovinné kiivky.
Pojem kfivky je tedy pfirozenym zobecnénim pojmu grafu funkce. Pfi feseni tloh
budeme navazovat na predchozi védomosti o derivacich a pribéhu funkce.

CAST A: RESENE PRIKLADY
669. Zjistéte, zda je parametrickymi rovnicemi

o(t)=t3+t, yt)=t>—t, teR

zadana néjaka funkce y = f(z).

ResSeni: ProtoZe z'(t) = 3t + 1 > 0 pro kazdou hodnotu parametru ¢t € R, plyne
odtud, Ze funkce z(t) je rostouci na R. KaZda rostouci funkce je prostd a k prosté
funkci existuje funkce inverzni. Parametrickymi rovnicemi je tedy zadana funkce.

670. Naleznéte prvni, druhou a tfeti derivaci funkce dané parametricky

z(t) = e, y(t) =arcsint, te(-1,1).

Reseni: Prvni derivaci uréime podle vzorce

Je zfejmé, Ze pro derivace z'(t) a y'(¢) plati: z'(t) = e* a ¢/(t) = —L__ Odtud
(t) —
£(a(0) = =
Coety/1—¢2

Druhou derivaci uréime podle vzorce

() = LOT0 -~y @027 ()

(z'(2))3
Protoze pro druhé derivace plati z//(t) = ¢! a y"(t) = ——L1 dostavame, Ze
P (t) y"(¢) \/m
2+t—1 3

(=) = o I e

g2



Tteti derivaci ur¢ime podle vzorce

u.r( (t)) ul(t)(:r’(t))z = 3yu(t)$'!(t)$"(t) =7 3y’(t)($”(t))2 b y’(t):c’(t)a:’”(t).

(z'(2))®
Protoze pro tfeti derivace plati z'/(t) = e* a y"'(t) = % plyne odtud, Ze
3 2t* 4+ 313 — 2t2 — 3t + 3
F(z(t) = :

(1-—1t2)°
671. Urcete rovnici teény k elipse zadané parametrickymi rovnicemi
z(t)=3cosz, y(t)=>5smzx,; < {0,27)

v bodé odpovidajicim hodnoté parametru ty = %

Reseni: Pfipomefime, Ze rovnice teény ke grafu funkce y = f(z) v bodé z je

y — Yo = f'(z0)(z — z0o)-

Hodnoté parametru ¢y odpovidé bod A = [z(t), y(t0)] = [zo, yo]- Plati

3V2 ; . i T s AT 3v2
zo = z(to) 5 © (t) 3sint, =z (4) 33111(4) s
5v/2 ™ Wil OV 2
Yo = y(to) = S y'(t) = 5 cost, y'(z) = 5005(1) ==

Nyni jiz mizeme uréit hodnotu derivace f'(zg). Plati

Rovnice teény k zadané elipse v bodé A = [3‘/_ 5"/_] tedy je

5v2 5($_3\/§)
AT =g 9 /
t: 10z + 6y —30v/2=0.

672. Urcete rovnici teény ke kfivce zadané parametrickymi rovnicemi

x(t):i—tl, y(t)=2(t_t_1), te R—{-1,1}

v bodé odpovidajicim hodnoté parametru to = 2.
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Reseni: Budeme postupovat jinak, nez v pfedchozim piikladu. Pfipomeiime, Ze
rovnice tecny ke kfivce dané parametrickymi rovnicemi z = z(t), y = y(¢) v bodé
odpovidajici hodnoté parametru tg, tj. v bodé A = [z(to), y(to)] je

t: y(k)(z —z(t)) — ' (to)(y — y(to)) = 0.

Analogicky pro rovnici normaély plati

n:  z'(to)(z — z(to)) + ¥ (o) (y — y(to)) = 0.
Spoc¢teme tedy potfebné derivace a funkéni hodnoty. Plati

#(2) =86, =)= (_t—f—l)z’ =(2) = 1,

=2 1

y(2)=1, y'(t)= m, y'(2) = S

Dosazenim do uvedenych rovnic a po kratké tpravé ziskavame

i 42y —-8=0, fi: 2z =g 11 =0

673. Zjistéte, zda je parametrickymi rovnicemi
z(t) =t —sint, y(t) =1-cost, t € R,

zadéna néjakd funkce y = f(z). V kladném p¥ipadé urdete jeji prvni a druhou
derivaci. Déle urcete rovnici teény k prislusné kfivce v bodé odpovidajicim hodnoté
parametru {p = 7.

Reseni: Protoze z’ (t) = 1 —cost > 0 pro kazdou hodnotu parametru t € R, plyne
odtud, Ze funkce z(t) je rostouci na R. K funkci z(t) tedy existuje funkce inverzni,

tu vSak v nasem pfipadé nelze najit ve tvaru elementarni funkce. Nynf uréime prvni
a druhou derivaci. Plati

: _y(@) _ sint
f(z() = ~ ke t + 2k,

" _y'(@®)z'(t) —y'(t)x"(t) (1 —cost)cost —sin’¢
PR =" v

Hodnoté parametru ¢y = 7 odpovida bod [r,2]. Protoze f'(7) = 0, plyne odtud,
Ze rovnice teény je tvaru y — 2 = 0.

|t £ 2k,

674. Urcete asymptoty funkce dané parametrickymi rovnicemi

1 T 7
t) = —, )=t 1 -, =)
o) = —. ult)=tgt, te (-1, 7
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ReSeni: Pro ¢ — =% je limz(t) = lim(1/ cost) = oo. Déle je

t
im M: lim sint = +£1,
to+Z z(t) t—ot2
zatimco
1 sint — 1
li t)—z(t)) = lim(tgr — —) = lim ——— = 0.
lim (y(t) — o(1)) = Jim (tg 7 ~ ) = Jim = =
Podobné je
: - sint + 1
li t)+z(t)) = 1 tgxr+—)= lim —— =0.
t_lr_n%(y() z(t)) t1m2(gac cost) t-ﬁlg cost

Dana kfivka (hyperbola) mé dvé asymptoty y = —z a y = x.
675. VySetfete pribéh funkce dané parametrickymi rovnicemi

2
5) = 1 ylt)= .

teR-{-1,1}.

ReSeni: Parametrické rovnice definuji y jako spojitou funkci proménné z na téch
intervalech, na nichZ je funkce z(f) ryze monoténni. Funkce z(t) je spojitd na
intervalech (—o0,1), (1,00). Derivace

existuje na celém defini¢nim oboru funkce z(t). Nulové body derivace jsout =0 a
t = 2. VySetfeme signum derivace z'(t). Plati

interval (—0,0) (0,1) (1,2) (2, 00)
sgn ' (t) o = = s

Na intervalech uvedenych v tabulce je funkce z(t) ryze monoténni. V bodé ¢ =0 méa
funkce z(t) lokdlni maximum a v bodé ¢t = 2 ma lokdlni minimum. Funkce y(t) je
spojita na intervalech (—oo, —1),(—1,1), (1, 00). Parametrické rovnice tedy definuji
celkem pét funkci fi(z), fa(x), f3(z), fa(z), fs(z) proménné z, které jsou diny na
téchto intervalech: fi(x) na (—oo,—1), fa(z) na (=1,0), f3(z) na (0,1), fa(z) na
(1,2) a fs(x) na (2,00). Pro kazdou z téchto funkci na pfislu$ném intervalu plati

2 +1
t(t+1)2(t—2)

HEGE

Funkce z(t) zobrazuje interval (—co, —1) na interval (—

00, —1). Funkce f1(x) klesd
od 0 do —o0, nebot fi(z(t)) < 0 a plati

i i
= {, lim

li
t—gmco $2




Analogicky z(t) zobrazuje interval (—1,0) na interval (—3,0). Funkce fy(z) klesa
od oo k 0, nebot na tomto intervalu plati f3(z(f)) < 0a

t t
=60, lim

— (L
t50- 12 -1

lim
ts—1+ 12 -1

Déle z(t) zobrazuje interval (0,1) na interval (—oo,0). Funkce f3(z) roste od —oo
do 0, nebot na tomto intervalu plati f3(z(t)) >0 a

t : t

= —00 Iim —0.
' t—0t+ 12 —1

lim
51— t2 -1

Interval (1,2) se funkci z(t) zobrazuje na interval (4, 00), pticemz fy(z(t)) > O.
Funkce f4(z) roste od 2 do oo, nebot

t t 2
=00, lim

i -,
e psprdt =1, 3

t1+ 12 — 1

Koneéné interval (2,00) se funkei z(t) zobrazi na (4,00), pficemz fi(z(t)) < 0.
Funkce f5(z) klesé od Z do 0, nebot

t 2 t
= lim

tgnzl+t2—1_'§’ t—>oot2—1:O'

Nyni uréime druhou derivaci. Pro kazdou z funkeci f;(z(t)) na pfisluném intervalu
plati
2(t — 132 + 3t + 1
ety =2 D R
B3t +1)3(t —2)

Podrobnym vySetfenim druhé derivace zjistime, Ze polynom t* 4+ 3t + 1 stfid4 na
intervalu (—1,0) znaménko, a tedy ma na intervalu nulovy bod. V tomto bodé ma
funkce f3 inflexni bod. Zbyva uréit asymptoty. Funkce f; a f» maji v bodé z = —%

asymptotu z = —1. VySetfeme déle asymptoty pro r — —oo a  — oo. Plati
¢
. z ; o : t t—1 .
a= lim h(2) = lim £ = lim ———=lim =0,
T——00 I t——o0 _t__ t——co 2 — 1 t2 t——o0 t(t + 1)

b= lim fi(z)—az= lim :

T——00 t——oco t2 — 1

Osa y = 0 je asymptotou se smérnici funkce f 1(3?) pro  — —o0. Analogicky
vypocteme

g:= lim = lim =
T—+—00 T A t(t+1) 2

2 - g% i
b= Er_n f3(:1:)—— hm( 2 : )— lim i e

W1 -1 ) - 2P0y 4
Pfimka y = :E — = ]e asymptotou se smérnici funkce f3(z) pro z — —oo. Déle

96



fa(@) _ o 1 1

— ].‘ = = ==

M= edw 7 enrdELD) 2
z i 3
P . . s
L i R T i

Pfimka y = 2z — 3 je asymptotou se smérnici funkce f4(x) pro z — co. Konecné

_ o J5(@) P
o r  tooot(t+1)

bl

=0.

’ ; t
b= )= e

Osa y = 0 je asymptotou se smérnici funkce f5(z) pro  — oo. Dalsi asymptoty
neexistuji. Zbyva zkompletovat ziskané informace a nakreslit obrazek.

‘y
f2

t— —17

97



CAST B: NERESENE PRIKLADY

676. Rada kiivek ziskala sviij vlastni nizev, ktery ¢asto vystihuje jeji tvar nebo
charakter. Mezi tyto kfivky patii napfiklad cykloida, kardioida, asteroida, lemni-
skata, Archimedova spirala, logaritmicka spirala a hyperbolickd spirdla. NapiSte
parametrické rovnice téchto znamych kfivek a nakreslete jejich grafy.

V nasledujici skupiné uloh spoététe derivaci funkce dané parametricky:

1-—1t¢ 2t

679. (t) = acos®t, y(t) = asin®t.  680. z(t) = e* cos®t, y(t) = e**sin’¢.

678. z(t) =4t +1?, y(t)=t>+1t.

Spoctéte prvni, druhou a tfeti derivaci funkce dané parametricky:

681. z(t) = Int, y(t) =sin2t. 682. z(t) = e 'cost, y(t)=-e ‘sint.

683. Naleznéte rovnici teény a normaly ke grafu funkce dané parametrickymi
rovnicemi z(t) =t2 — 4t +4, y(t)=t>—3t+2 v bodé 4 = [1,0].
684. Naleznéte rovnici teény a normdly ke grafu funkce dané parametrickymi

rovnicemi z(t) = a(t —sint), y(t) =a(l —cost) prot = %’E

Naleznéte inflexni body funkce dané parametricky:
685. z(t) =sint, y(t) =€’ 686. z(t) =3t + 3, y(t) =t2.

687. Zjistéte, pro jakd a,b je bod A = [1,4] inflexnim bodem funkce dané para-
metrickymi rovnicemi z(t) = bt?, y(t) =at+1t3 prot > 0.

Naleznéte asymptoty kfivky dané parametrickymi rovnicemi:

tet 2et 3at 3at?
b= , 689. z(t) = — 3
y(t) 1 9. 3(t) = 1 () T35

688. u() = -

VysSetfete prubéh kfivky zadané parametrickymi rovnicemi:

t? 1 3t 3t
690. z(t) = ——, y(t) = —. 691. 2(t) = ——, ylt)= —.
W =1 Y=11g W)= YW=11g
Int
692. z(t) = nT y(t) = tInt. 693. z(t) = te!,  y(t) = te "t
694. z(t) = cos*t, y(t) =sin*t. 695. z(t) = 2t — 2, y(t) =3t —¢3
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III. INTEGRALNI POCET FUNKCI
JEDNE PROMENNE

1. NEURCITY INTEGRAL

Nasledujici kapitola obsahuje pfiklady na vypocet neur¢itych integralii. V ivodni
Casti se budeme zabyvat pfimou integraci, pfi které pouzivame znalosti zakladnich
integracnich vzorct a riznych algebraickych Gprav. V dalsi ¢éasti kapitoly uvedeme
tlohy na substituéni metodu a metodu per partes. Déale budou nésledovat ulohy na
integraci raciondlné lomenych funkci. Kone¢né ukaZeme, Ze na vypocet integralu z
racionalné lomené funkce lze prevést celou fadu specidlnich typt integrald.

CAST A: RESENE PRIKLADY

696. Pomoci primé integrace feSte integral

f(m3—2m+£ )d:r.

ReSeni: K vypoétu tohoto integralu je zapot¥ebi znalosti hned nékolika zakladnich
integra¢nich vzorct. Pfedevsim je nutno védét, ze plati

f(f(-'v)ig(-'r))dw=ff(m) d:r:l:/g(:c) dz.

V naSem pfipadé je tedy nutné rozdélit vypocet zadaného integralu na vypocet tii
integralti. Plati

f(:cs—?z—i—l)d:c:/:cadm—f?mdm+/ldx.
xr 1

K vyteseni téchto tii dil¢ich integrali je zapotiebi znalosti nasledujicich integra¢nich
vzorclu

n+1
/x” iy = $+1 + ¢, pron # —1, /:r:_l dr = In|z| +¢,
mn

f a* dz = la_ + ¢, specidlné pak f e dzr =¢€" +c.
na

Odtud plyne
4 T

1 x 2
Buopiipedden T o 2.0 :
/(3: 2+x)d$ - +nfel+e
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697. Pomoci pfimé integrace feSte integral

[ (10sinz — 5cos z)dz.

Reseni: K vypoétu tohoto integralu je zapotiebi znalosti nésledujicich vzorct.

[C-f(:t)d:l::c[f(a:)dx, fsinxdx:mcos:c—é—c, /cosa:d:c:sina:-i-c.

Z uvedenych integraénich vzorct ihned plyne

/(IOSinx—Scosx)dxzflosina: da:—f5cos:cd:c=

= 10fsin:c dz — 5fcosx dz = —10cosz — 5sinz + c.
698. Pomoci pfimé integrace feste integral
1 1 ,
f (o= + == +7)dz.
cos‘r sgin“z

Reseni: K vypoétu tohoto integralu je zapotifebi znalosti nasledujicich integraénich
vzorcil.

1 1
de=z+c¢, - =tgr+ec ——dz = —cotgz+c
cos® sin®

Z uvedenych vzorct ihned plyne

1 1 1 1
[(_2+T+7)dz:f s da;—l—f = d:c+/7d3:=tg r—cotg z+Tz+c.
cos?z sin®z cos® T sin®

699. Pomoci pfimé integrace feste integral

/(ﬁ+ 1+1x2)d$‘

ReSeni: K vypoétu tohoto integralu je zapotfebi znalosti integragnich vzorct

dz d
[.ﬁ — arcsinx + ¢; = — arccos T + Ca,
V1—=x

dz
f 1122 = arctg = + ¢; = —arccotg = + ca.
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Odtud ihned plyne

1 1
f(m + 1+I2)d$=a.rcsinm+arctgx+c.

700. Pomoci pfimé integrace feste integral

2r —sinz
———— dz.
cosz +zx

Reseni: K vypoétu tohoto integralu je zapotfebi znalosti integraéniho vzorce

/7

ProtoZe (cosz + z2)’ = —sinz + 2z plyne odtud, Ze

dz =In|f(z)| + ¢

2z —sinzx
/~—2 dz = In|cosz + z%| +c.
COST + T

701. Substituéni metodou feste integral

f____3x_dx
J1—98

Reseni:
3= i A L dt e
JI-0% © |dt=In3-3*-dz| m3) Vi—e
= ﬁarcsint: éarcsin?-}-c.

702. Substitu¢ni metodou feste integral

[ sinz 4
— dz
1+3cosz

Reseni:
sin | t=1+3cosz | 1(_%)_
14+3cosz ~ |dt=-3sinzdz| J ¢ 3/
i dt i 1
o e R ]
- ; - n |¢| 31n|1+30052:|+c

703. Substituéni metodou feste integral
f:z3\/ 522 4+ 3 dz.
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Reseni:

t =5z%+3 =23 —I t-3dt
3. /.2 o~
/az Bk g dt = 10z - dzidx—ﬁ)—; /\/_ 5 10

2 a2 (5z% + 3)(5z% — 2)v/5x2 + 3
f\/—t—3)dt = 5\/_—% 3\/_ = +e

704. Substitu¢ni metodou feste integral

ez\/arctg e"’
 1+4e%®
Reseni:
\/a.rctg em t =¢g"° \/arctg
" 14e2® dt =€ -dx 142
u = arctg ¢

f\/-du_ %:3 arctg3e® + c.

Dany integral bylo moZno vyfeSit i kratsi cestou pomoci jediné substituce.

du:—lﬁ;-dt

Varctg e% t= arctg e* f Vi
= dt = \/a ctgle®
/ S l4e dt = T+_2_ SRR

705. Substitu¢ni metodou feste integral
f v1—z? dz.

Regeni:

= sin¢ : ~
Vi—grde=| T7%F° |\ [ /1 _sin?t.costdt= [ costdt=
dz = cost dt

1+ cos2t 1 1
:fTSdtz 2f(1+cos2t) ——(t+§sm2t) ;(t-l—sintcost):

i . : 1 .
= i(t +sintV/1 —sin®t) = E(a,rcsmm +zvV1-122)+e.
706. Metodou per partes feste integral

foez dz.
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Regeni:

[$3exd:c=lf=$3 fis e

g'=e g=¢€

2 1
e 2.z _fZ:E f—-2.’L'_
—we s [ora=|i2T 422

B o
=:t:3€3"°-.‘-.’,:1:2¢=:I+6‘[$ez d:t::, ]:—:cz ! -j;
g =€ g==e

— :cBe":w3:r:2e"c+6:ce5"~—6fem dz =

— 13e% — 3z%e” + 6ze” — 6" +c.

707. Metodou per partes feSte integral

r—1
t dz
‘/.a.rcgi:_{_1

Regeni:
r—1 f = arct ____I:c—l f’=—9———1 z—1 z
farctg dz= BrF z°+1 |=z-arctg —f dz =
r+1 g’—_-]_ = z+1 $2+1

.’L‘a.CthI 1[ & dz marctx_1 11(2—1—1)-{—
== - T —_—— e B i i
g:c+1 2 z2+1 g:c+1 2n:c ¢

708. Metodou per partes feste integral

fﬂ:ln2 z dz.

Reseni:

3:2 2
ZEIH :c-—f:r:lnxdacz

709. Metodou per partes feSte integral

/ cos(lnz) dz.
Reseni:
o Hoy oy 1
fcos(lna:) dz = ’f —gcrzoi(llnx) £ gs;ngnm)z ( = zcos(lnz) + fsin(lna:) dz
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" if =sin(lnz) f' =cos(lnz)i

Fei G = zcos(lnz) + zsin(lnz) — fcos(ln:z:) dz.

Nyni doslo k zajimavé situaci. Po druhé aplikaci pravidla per partes jsme ziskali
stejny integral jako na zacatku vypoctu. Déle budeme postupovat tak, Ze ses-

tavime rovnici, jejiz leva strana je rovna danému integrilu a prava strana posledné
ziskanému vyrazu. Nezndmou v rovnici je hledany integral. Plati tedy

/cos(ln z) dz = xcos(lnz) + zsin(lnz) — fcos(lnx) dz.
Odtud plyne

fcos(ln z) do = % (z cos(lnz) + zsin(Inz)) + c.

710. Metodou per partes feste integral

/ ze®sinz dz.

Resen:

fxexsinxdzz} = f=1

¢ =e*sinz g= [e®sinz dz

Integral g = f e” sin z dz spo¢teme metodou per partes jako v pfedchozim piikladu.

: ; _
. =sinz =COST
e*sing dr = 'f, 3 f -
g =e g=e

:e”sin:c—fexcosmd:z =

- I
= fj—cosz:c F= S:;nz :e“:sin:c—emcosm—kfe”(—sin:c) dz.
g =e g=e
Odtud plyne

g= /e"‘ sinz dz = e?(sin:ms —CoSZ).
Tedy .
I

; & ;
[:z:emsma: dz = E(sm&: —cosa:):c—f%-(sm:c—cosa:) dz =

e 1 1
= E(Sin:c—cos:c)x— 5/e”sinxdx+§fe’cos:c dz.

Integral [ e®sinz dz jiZ znidme a integral [ €® cosz dz uréime analogicky. Plati
e.’L‘
fe“ cosg dz= 5(53113: + cos ).
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Celkem dostavame

ze”® e’
f:r:er sinz ds = T(sin:r —cosz)T + 5 COST +c.

711. Kombinaci substituéni metody a metody per partes feSte integral

/ In(lnz) o

Reseni:

In(lnz) . | t=Inz
,/ T dx_ldtzi-d:c

=t1nt—/§ dt =tlnt—t=Inz-In(lnz) —Inz +ec

H _|f=mt f=1_
_[lntdt— Jraie i i

712. Kombinaci substituéni metody a metody per partes feSte integral

farctg vz dz.

Reseni:
arctg /T dz = i o arctgt-2t dt =2 [ t-arctg tdt =
& = ldz=2tdt|” & 5 iy
1
f=arctgt f'=-o5=— $2 2
AT i
g = g=

i 1
= t2arctg t — dt = t%arct t—f 11— —— | dt =
S /t2+1 e t2+1
= t?arctg t — t + arctg t = zarctg /T + arctg vz — VT +c.

713. Reste integral z racionalni ryze lomené funkce

/' 2047 i
24+zx-2

ReSeni: Predné nalezneme realné kofeny jmenovatele. Pro rozklad jmenovatele
plati 22 + 2 — 2 = (z — 1)(z + 2). Déle provedeme rozklad racionélni lomené funkce
na parcialni zlomky. Z teorie vyplyva pocet a tvar téchto zlomk. Sestavime rovnici

2+ 7 A B

24z -2 m-—1+:r:+2
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a ur¢ime koeficienty A, B. Koeficienty lze uréit dvéma zpusoby. V obou piipadech
v8ak rovnici vynasobime ¢lenem (z — 1)(z + 2). Pak dostavame

2c+ 7= A(x+2)+ B(z - 1).

Prvni moZnost jak uréit koeficienty A, B spocivd v tom, Ze pravou stranu rozna-
sobime a provedeme porovnani koeficienti u stejnych mocnin z na levé a na pravé
strané. Ziskdme tim systém linedrnich rovnic s nezndmymi A, B, ktery je nutno
vyfesit. Tento postup se nazjyvéd metoda neurcitych koeficient. Plati

A+ B=2
2A— B =T.
Resenim systému ziskdme A = 3, B = —1. Druhy postup spo¢iva v tom, Ze v rovnici

2z +7= A(z + 2) + B(z — 1) provedeme vhodné dosazeni za z. Vhodné dosazeni
je pfitom takové dosazeni, které vynuluje nékteré ¢leny a umozni stanovit hodnotu
néjakého koeficientu. V nasem pfipadé je naptiklad vhodné dosadit z = -2 az = 1.
Ziskdme opét A = 3, B = —1. Odtud dale plyne

2z + 7 3 -1 dz dz
—_—d o — dr =3 —_— -
/x2+m—2d$ /(x—1+$+2)$ f:n—l /a:+2

(= 1)
T+ 2

=3ln|z—-1-Injz+2|=In 4 )

714. Reste integral z racionalni ryze lomené funkce

/ el

—————dz

2242z +5

Reseni: Provedeme rozklad jmenovatele nad R. Protoze jmenovatel z2 + 2z + 5

neméa redlné kofeny je dand funkce parcidlnim zlomkem. Provedeme nésledujici
algebraickou tpravu

/ z—1 dx—l/ 2z + 2 dx—?f dz
22+2z2+5 2] z242x+5 22422 +5

Uloha se rozpadla na vypocet dvou integraléi. Cilem tpravy bylo ziskat v ¢itateli
prvniho integralu derivaci jmenovatele. Pro prvni integrél tedy plati

2 2
/ﬁdm = In|z? + 2z + 5|.

V ptipad€ druhého integralu postupujeme nasledovné

/ dz _/ dz _|t=z+1
24+2z+5 J (z+1)2+4 |di=dz

106

dt
244




u:% —1/ S 1a,rct U*larct gl
~3f @l 3 T g e

_lf -
4/ (£2+1

Z predchozich vypoéti plyne

f_$2+2m+5d:1:-§1n|x + 2z + 5| — arctg 5 +c.

715. Reste integral z racionélni ryze lomené funkce
z+ 2
dz
_/ 73 — 272 4+ 22

Reseni: Provedeme rozklad jmenovatele nad R. Plati z°—22%+2z = (2% -2z +2).
Druhy ¢len na pravé strané nemd redlné kofeny. Funkci rozlozime na parcidlni
zlomky. Plati

z+42 _A+ Bz +C
z(z2 -2r+2) z 22—-22+2

Nyni spoéitdme koeficienty A, B, C. Sestavime rovnici
T+2=A(z® - 2c+2)+z(Bz+C) = (A+ B)z? — (24— C)z + 24,
ze které ziskdme soustavu t¥i rovnic o tfech nezndmych
A+ B =0,

=24+ C =1,
.0 G

Jejim vyfesenim ziskdme hledané koeficienty A = 1, B = —1,C = 3. Vysledkem
tohoto vypoctu je tprava

f T 42 d_/d /
3 —2z2 42z~ x2—2$+2

Uloha se rozpadla na vipodet dvou integralt. Ziejmé [ <= 92 — In|z|. Zbyva urdit
druhy integral. Plati

/ r—3 d 1/ 2r — 2 4 2/ dz
—= — — —_  dx — — =
$2_2$+2x 2) z2—-2z+2 2 -2z 42

= %ln|g;2 — 2z + 2| 4 2arctg (z — 1).

Z piedchozich vypoétl plyne

r—1 1 o
MOl T e — 2z + 2| +2 g,
/$2 = 5d::: In |z| 5 In |z* — 2z + 2| + 2arctg (z — 1) + ¢
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716. Reste integral z racionalni neryze lomené funkce

2
g
,[:c—z—-4m+3 dz.

ReSeni: ProtoZe stupefi Citatele je roven stupni jmenovatele, provedeme déleni
éitatele jmenovatelem. Tak dostavame, Ze

72 4z — 3 4z — 3
e 1+ ——|dz=[1d ———— dz.
_/:L‘2—4:r:-l-3dm f( +9:2—4:c+3) _/ m+f$2m4x+3 =

U posledniho integralu nalezneme kofeny jmenovatele a déle provedeme rozklad na
parcidlni zlomky. Plati

e -3 - A i B
22 —4z+3 (z-1)(x-3) z—-1 z-3

Odtud plyne
4z —3=A(z—-3)+ B(z - 1).

Nyni se snadno zjisti, Ze A= —3, B = 3. Tim je integral pfeveden na tvar

1 dz 9 dz 1 9
1dz - = = =z—— = i ) _
/ % 2/w—1+2/$—3 T 2lnlm 1|+21n|sc 3| +c

717. Reste integral z racionalni neryze lomené funkce

B

/2$3+5$2~F8
222 + 7z — 15

ReSeni: ProtoZe stupei ¢itatele je vétsi nez stupefi jmenovatele provedeme déleni
¢itatele jmenovatelem. Tak dostdvame

f2$3+5x2+8d [( e Pp — T )d
T = B— —
2x2 + 7z — 15 2¢2 + Tz — 15 :E

222 — 7
dz— | 1
/32 T f da:-{-/ o x+5)d

Dale provedeme rozklad na parcialni zlomky. Plati

2r-7 A i B
(2z-3)(z+5) 2r-3 z+5

Odtud plyne
22z — 7= A(z +5) + B(2z — 3).
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Nyni se snadno zjisti, Ze A = 4, B = 9. Tim je integral pfeveden na tvar

dzx dz z2
—[1dz— =L _z42n|2z—3|+91 :
fa:d:v jl T 4f2$_3+9 Zxs 0 n|2z—3|+9In|z+5|+c

718. Reste integral
/ dz
VT + /T

ReSeni: Nejprve vhodnou substituci prevedeme integrdl z iracionalni funkce na
integral z raciondlni lomené funkce. Plati
/ dz _:1:=t6=>\3/5=t2,\/5=t3 _ﬁf ts dt = 6 ta
VT +z dz = 6t5dt . e+ )t
Diéle provedeme déleni ¢itatele jmenovatelem. Pak dostavame, Ze
1 i P
6 t"—t+1—-——)dt= ———+t—Inlt+1
/ ( + ] ) 6 ( 7~ 5+ n|t+ ])

3
=§—‘/?5+6{’/E—61n|€/5+1|+c.

cot
eSS
sinz +cosz — 1

ReSeni: Zavedeme tzv. univerzalni substituci, pomoci niZ pfevedeme dany integral
na integral z racionalni lomené funkce. Plati

cot
/ - E% ar =
sinz +cosz — 1

719. Reste integral

t =tg3 = ¢ = 2arctg ¢

2dt ot 1 —¢2
de =3 @nSNe= gy, sz =00y

1—¢2 =
3 Sy 2 p _[ 1 +7°) 4
¥ ot +1—t2_1 1-87 " f 41 -—-P=1= =
1+ 7 14¢2 1452
1-—#2 1 1+t 11 1
=y e LA I =i S T
,/2t2(1—t) 2 / % t+2n|t|
— 1 1 lt ‘—i—c
= "o T3 %y
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Reste pfimou integraci nésledujici integraly:

720.

722

724.

726.

728.

730.

f\/——E\/_-%:c —2d
A f \/_g/;?'\/f) dz.
fma;zl dz.
1!
firem
[riram®

]
cos? rsin“ ¢

VEF ot z4
721. / e 3+$ d
1 2 1= 2
23 Vita®+ & dz.
vV1-—z4
ey 2
725. / O e
Ccos?
e2m
22 _ 3T 2.
729. /(——) dz
6:!.‘
731 / 1 d
- T
v1—z?%arcsinz

Substituéni metodou feste nasledujici integraly:

732.

734.

736.

738.

740.

742.

744.

746.

748.

750.

752.

/(3:1: —11)° dz.

3
T
/_ﬁ(l—:n)% dz.
f dz
Ozt + 4
/ dz
4 — 92’

1]
/1:2—4$+12 e
i |
/2x2+8:c+20 »i
/(as 71 g O

/1+:1:6 e

f\/7—3m dz.
/:t:f/:r—i—Qd:z:.

oo
(2z + 3)5

733. /2:1:(:1:2 + 2)3 dz.

1
735. it b S
./ (2z + 3)4 i

737. f &

o
739 / ! d

3 e &
2 4+ 5z + 11

1
741. f CESCE) dz.

4
743. dz.
/ 1+ z2 .

T
745. ;
/6—}- 54 e
T
74T e ——
[ iy
749. f\8/2m+5 dz.
T51. /x\/l—xz dz.

753.

1
— — d
f\/9—4:r2 &
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Substituéni metodou feste nasledujici integraly:

f e 755 117
Va—5z2 i V1—22
1
756. dz 757. [ O T s M )
[\/8—6:1:-—9:1:2 \/:z:2+4:c+5
2 z°
758. — dz 759. /-——— dz
f Vb —4 V8 — 6
1
760. » 761. /2 — 3e® dz.
f3$ T dz /e 3e? dz
|
762. = s ) 763. zln(z? + 2) dz.
V2% +1 / (" +2) 4o
4
764. / L 765. B
T zvVinz
1
766. /c_os@ dz, 767. cotg (2z + 1) dz.

e cotg\/_ tg

/
/
768. fsin(Sa: — 3) dz. 769. /e cotg e*
i
=

T71.
Nz cos? z
cos 2 cosT
772, e — A
/2+3sin2:n sin® z
sinzx
774 ——— dz. 775, =
f\/2+cosx ,/cosz (z3+1) e
776. /‘:Esin(:r:2 +4) dz. . /a:tg(l —z?
T78. /sin3:ccos zdzx. T79. / e
cos5
COSZT
780. dz. 781. :
/ e / cos? :c\/tg r—1
in2
782. f e 783. f dz.
sin“z+ 3 1+cosz
784. f cos® z dz. 785. f sin’ z dz.
il
786. f dz T8T. /
CcosS T sinz
2
788. f — 789. /
sinz tg x- ln sinz
790. / - 791. / FEAOR
1+ z2)arctg = 14z

arccos arccosr — r
792. 793. :
f Vi-e e
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Reste metodou per partes:

794. fa:sinz dz.
796. /rln2 Z dg.
798. / rarctg z dz.

800. /:1:2 sin 2z dz.

802. f(g:2 + 6z + 3) cos 2z dz.

804. /In(as + vz2+1) dz.

806. / eV® dx.

I
808. H A

N

A

812. /sin:c -In(tg z) dz.

sl [ES g

eZ

795. /xln:c dz.
797. fa:ln(m2 + 3) dz.

799. / (arccotg z)* dz.

Urcete integraly z racionilné lomené funkce:

dz
816. e
/ 242 + 5z — 12

e 2 .
818. /5::: 15z + 15z — 3
—8z2 4+ 17z — 10

4 3 2
820. [9$ +3&~ — 285" F2
923 — 622 — 5z + 2

dz
822. —_
f (z—1)z?

4
824. /“’_ztwdx
z*+x+-2

1
826.
/ z3 41 =

3z +2
828. —_—
/ (z2+z+1)2

dz.

801. /mzarctg <l
803. / arcsinz dz.
805. f arcsin 4 / dz.
z+1
807. /e arcsin b
309. flna:
T arcsmx
811.
f Vv1-—xz2
813. fa:tg T dz.
earctg z
815. /
Vv (1 + z?
11z — 12
817. dz.
/ 7S PO e
819, /53: +9:1: 22:c—8
9:c — 14
821.
f 0z2 — 24z + 16
iin
823.
_/ 2 + 3
825, f T2tz — l
z( a:2 +1)
827. f
i
829. i
/ z? + 3:1: + 3)2 o
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Reste nasledujici iracionélni, trigonometrické a transcendentni integraly:

dz NG
830. g 831. ——d
: / 1+ Yz / Jr+1
vV1— 1
Sl 833. f,/ Lo Y
T i—%x
1 dz
——— dz 835. A
/a:\/m—‘i /v3x2—5x+8
836. iz | 837. i
V3 — 2z — 5z2 \/:52—2:1:4—
/\/3+4m+m2 dz. 839. /\/3—23—3:2 dz.
fa:\/2$ — 8 dz. 841. f ¥/ 3z — z3 dz.
dz dz
842. _ 43. _—
]l—sinx o ,/4—5sinx
1—-¢
844. f Al )y 845. / E% a
sinT — cos T l4tg=
L
846. / W B 847. / . L
4 —3sin“z 2+4cosz
848. / T 849. f &=
(1 ‘|‘COS$)3 CcOS T
850. / T e 851. / tgdz da.
sin’ z
z S
852. f d 853. f i v )
cotgdzr e?T 4 4

lk T
/‘/sz 855. f\/e—2$+4e—$ ~1ds.

Reste nasledujici integrély:

5 /—

856. / e 857. G +
£9—1]

858. /1:‘"(1 +Inz) dz. 859. /:rz Inv1 -z dr.

dzx
860. — dz 861. 2eT/1 + eT dz.
f VO + 4de* f -

i >

862. _[ il S 863. / Sl B
1+ cosz 2

.
—_ f In(z —|—;/4::: 1) 4

865. /:n(:r2 + 1)arctg z dz.
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2. RIEMANNUV URCITY INTEGRAL

Nasledujici kapitola obsahuje pfiklady na vypocet Riemannova urcitého integralu

a jeho aplikaci. NejdulezitéjSim a nejcastéji vyuZivanym vzorcem prfi vypoctech
je tzv. Newton-Leibnizova formule, ktera prevadi vypocet Riemannova urcitého
integridlu na vypodet primitivni funkce a jeji funkéni hodnoty v krajnich bodech
intervalu. Uvedme nyni tvar této dulezﬂ:e formule. Necht F(z) je primitivni funkce
k funkei f(z). Pak plati

b
/ f(z) dz = [F(z) = F(b) - F(a).

CAST A: RESENE PRIKLADY
866. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feSte integral

2
f (2 — 5z + 2) dz.

-1

Reseni: Nejprve nalezneme primitivni funkci k funkei f(z) = 22 —5z+2. Nalezenou
primitivni funkci zapiSeme do tzv. Newton-Leibnizovy zavorky a zdvorku spodteme.

2 3 52 4 8 20 -1 5 3
2_sp4+Nde= |2 -2 45 el S 2 e =2
/;1(9; i 7 - Tl ls=g =S = anl=1

867. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feSte integral

f_ll |z| dz.

ReSeni: Zadany interval (—1,1) rozdélime na dva intervaly a vyuZijeme véty, Ze

[1@e=["1w e+ [ 7o) aa

pro a < b < c¢. Pak nalezneme primitivni funkci k funkei f(z) = |z| na obou
intervalech a postupujeme podobné jako v pfedchozim pfikladu.

/|z|d$ f|$|d$+/ |x\dz_f_( :c)d:c+/olxd:c=
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868. Pomoci Newton-Leibnizovy formule feSte integral

et
1 2413

ReSeni: Provedeme rozklad na parcialni zlomky. Plati

fs dz _/3 dz _fsl_ 1)dx
1 224z J; z(z+1) J; \z zT+1 '

Koeficienty v poslednim integralu jsme ziskali obvyklym vypoétem z rovnice
1 A B

z(z+1) :1:+.7:+1’

1= A(z + 1) + Bz,
odkud jiz plyne A = 1, B = —1. Nyni posledni integral rozdélime. Plati

w

f f — = [nzf}~n(z+1)}} = (ln3-In1)~(In4-In2) = In 3 ~0,405...

869. Substituéni metodou feSte Riemanniiv integral
1 2
e
/ dz
0 et 1
Reseni: Pfi zavadéni substituce postupujeme analogicky jako u vypoétu primitivni

funkce. V pfipadé Riemannova uréitého integralu je vSak jesté zapotfebi pfepocitat
meze integralu. Zména mezi se provede dosazenim do substituéni rovnice.

— o

i | 2z e e
/ e g dt =e* -dzx =f / it
) € +1 031 G tF1 % i1

l1—e

5 1
=f (1 - —) dt=[t—In|t+1]]j=(e—In(e+1)) — (1 —In2) ~ 1,098...
. t+1

870. Substituéni metodou feste Riemanniiv integral

/_3 dz
4 (z+1)Va2 -2
Reseni:
— i
-3 : a+1 1 —
/ dz _|dz=—Hdt =_/_2 = e
4 z+DVz2-2 | —4—--% gty (1 12
B t V't
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/-% 1 -3 1
— £ dt = dt = e
-1 ?12_ T, % o 5 3 1—'?—# 3 Vi~ 2
u=t-41 2
-3 1 = 3 1
:/ dt = dii_}df =/ ——du=
1 -5 5 1
-3 \/(\/5)2-—(t+1)2 _i_}% 3 4/(v2)2 —u?
3 ' 8
. uld . V2 . V2
= |arcsin —| = arcsin — — arcsin — &~ 0,129...
V2], 3 4

V priibéhu vypoctu nastala situace, kdy po substituci byla dolni mez integralu vétsi
nez horni. V této situaci je obvyklé providét zménu mezi podle vztahu

fabf(a:)dw=—f:f(:c) dz.

871. Metodou per partes feste Riemanniv integrél

1
] T 2% dr.
0

Reseni: Pfi vypoétu Riemannova uréitého integralu metodou per partes postupu-
jeme podobné jako pfi vypoctu primitivni funkce. Funkei, kterou ziskame jako
mezivysledek pfi integraci zapisujeme do Newton-Leibnizovy zavorky.

1 1 1
!:1 x_zz 25!7
227 dr = o = :[ ] bl TS,
[D g=2 g=2 2 s foaz

H(_2__0_1 8 1 18 L. 2 [
" ‘In2 In2 |[In2], 2 2\lm2 W2/ 2 122 '

872. Metodou per partes feSte Riemanntiv integral -

V3
/ z - arctg = dz.
0

Reseni:
- f=arctgz f'=gis| [2? VB VB g2y
z-arctg z dz = . mf = | —arctg = —f e




873. Kombinaci substituéni metody a metody per partes feSte Riemanntv integral

1
[ arcsinz dz.
0

Reseni
1 - P A 1
arcsinz dz = ! —’a.rcsm:c F=n=|_ [z - arcsin z]g -—/ —2 _ dr=
0 g=1 g==z o V1—2%
$?=1-2? N 1
zdzr = —tdt : =ik @ m §
= — - —_— di= = ===1r e
ity arcsin 1 T 5 +/0 5+ [tlo 5 10,570
1—0

2

874. Urdéete velikost obsahu ¢asti roviny {2 omezené kiivkami y = % ay= % +2.

ReSeni: Postup je nasledujici. Jsou-li f(z) a g(z) funkce definované na intervalu
(a,b) takové, Zze f(z) < g(z), pak velikost obsahu plochy P(f2) omezené kfivkami
f(z) a g(z) je rovna Riemannovu integralu

V naSem pfikladé musime nejprve urit meze integralu. Meze urdime tak, Ze
nalezneme prisediky grafii funkci f(z) a g(z). ReSime rovnici

T
— ==+ 2.
i 3
Odtud
2?2 -2z -8=(z+2)(xr—4)=0.
Ztejmé © = —2 a £ = 4. Dolni mez integralu je tedy rovna —2, horni 4 a plati

4 2 2 374
" g x T 16 64, 4 8
P(Q) = /_2(5+2-7,;) dz = [z +2z - 1—2-] Pl T e
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875. Vypoctéte objem télesa ) vytvoreného rotaci grafu funkce y = sinz kolem
osy = na intervalu (0, 7).

ReSeni: Objem télesa V() vzniklého rotaci grafu funkce f(z) na intervalu (a, b)
kolem osy z je roven Riemannovu integralu

b
Vsl = 71'/ f2(z) dz.

V naSem pfipadé jsou meze integfélu rovny a = 0 a b = 7. Z uvedeného vzorce
plyne

™ 1 ™ 2
E/ (1—cos2z) dz = g [:1: - Esin2m] = % ~ 4,934...
0

V(Q) = 11'/ sin’ z dz =
0 2 0

876. Urcete délku oblouku kfivky y = Inz na mterva.lu =T 12

ReSeni: Délku kfivky 2, které je grafem funkce f(z) definované na intervalu (a, b)
Ize uréit pomoci Riemannovu integrilu

‘ b
1(Q) = / N aER T

ProtoZe f(z) =Inz, plati f'(z) = % a f?(z) = m% Odtud plyne
% i ¥ 2 1 i 2

z(Q)zf \/1+~2dx:/.5\/$‘§ dm=/5—"“’“dm:
3 T 3 % 3 z

=t g 1=t =

T tdt 13 13
tdt =zdz = — = —— 5 2 B 44 —
12
T s

2 e | 4 1 /% dt 1 ¥ &
= d dt = 5 = il T
fr, t2-1 +/% 2 -1 /3 +2/% =1 dt 2/% t+1dt

13 13
1 1 s L. #=1]F%
=t+=In(f—1)— =In(t+1 —In—— —
[+2n( ) 2n(+ )L [t+21nt+1]
L 5 1. & 97
e =] i S = Ly R ~
5 -}—2 n158 (4 21112) 20—|—1112 2,043.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Spoététe nasledujici Riemannovy urcité integraly:

877.

879.

881.

883.

885.

887.

889.

891.

893.

895.

897.

899.

901.

903.

905.

907.

909.

r

J

fZO dz
4 \/IL'+5—\/:L'—4

I

)
J,

vz —3dz.

T

1
————(xz +1)2 dz.

l1+Inzx
T

dz.

m
sin® z dz.

T oz

2 -4

dz.

878.

880.

882.

884.

886.

888.

890.

892.

894.

896.

898.

900.

902.

904.

906.

908.

910.
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1 5
f T 4z
1 x+2
2
B
—— i
‘/; 22 +35+2

1
/ (e + 1)%e** dz.
0

f o dz

1 z4y/1-(Inz)?

[ Vsinz — sin® z dz.
0

|
0o T2+4x+5

f\/——

2 sinz
7 dz.
o 6—95cosz+cos’zx

1
f z3e?® dzx.
0

1 z
/ arccos z dz.

\,.’_.
=
8
£
P

V3 dz
=



Spoctéte nasledujici Riemannovy ur¢ité integraly:

911.

913.

915.

917.

919.

921.

923.

925.

927.

929.

931.

933.

934.

/_1 dz 912 e dz
_o (114 5z)3° " Jo VE¥9-zT
1 2
/ (e® — 1)%e® dz. 914. / z - log, = dz.
0 1
/.5 sin'! z dz. 916. / — dzx
0 B BetEe=
z 2
[4 cos’ 2z dz. 918. / —-—L—-.
0 1 rVz? -1
1 5 3
V25 — x2
f V(1 = 22)? dz. 920. / P
s i
0 3
3 73 1
/ ——— dz. 922. f vV 2z + 22 dz.
— dariq- 2 0

16 1
/ arctg\/v/z — 1 dz. 924. / 21 - z2 dz.
0

3
/ z°v/z?2 +1dz. 926. f arcsin. - dz.
0 0
dz 3 1
/ 5 - 928. / (z -sinz)? dz.
o sin“z 4 costzx 0
T 1
/ e® cos? z dz. 930. [ 2. /1 + 328 dz.
0
11'15 m / 1
932. / (arcsinz)* dz.
0 eT 4 3 0

2
Urcete stfedni hodnotu funkce f(z) = o ne intervalu (4, 13).

Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného dvéma parabolami ur¢enymi rovnicemi

y=1?-4r+2ay=—2%2+6z—6.

935.

Uréete obsah obrazce ohrani¢eného parabolou y = —z? + 4z — 3 a jejimi

te¢nami v bodech T3 = [0, 3], T> = [3,0].

936.

Uréete obsah obrazce ohrani¢eného kiivkami y = —z,y =2+ 2,z =0,z = 3

a objem télesa vzniklého rotaci obrazce kolem osy z.

937.
938.
939.
940.
941.
942,

Spoctéte obsah obrazce ohranieného kfivkami y(1 + z2) = 1, 2y = z2.
Vypoététe obsah obrazce ohraniéeného uzavienou kfivkou y? = 22 — z*.
Uréete obsah obrazce ohrani¢eného kruznici z2 + y? = 8 a parabolou 2y = z2.
Spoctéte obsah smy&ky kiivky z(t) =2 — 1,y(t) =t — t.

Uréete obsah rovinného obrazce omezeného smyckou kfivky y? = z° + z2.

Uréete obsah obrazce ohrani¢eného asteroidou z(t) = acos®t, y(t) = asin®t.
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72
z6 +2
944. Spoctéte délku oblouku paraboly y = 22 pro 0 < z < 3.

943. Spoctéte délku grafu funkce f(z) = na intervalu (1, 2).

945. Vypodtéte délku grafu funkce f(z) = 1 — Incosz na intervalu (0, Z—)
946. Stanovte délku oblouku kfivky y? = (z + 1)3 leZici v levé poloroviné vytaté
pfimkou o rovnici z = 4.

947. Spoctéte objem télesa vytvofeného rotaci obrazce omezeného k¥ivkami y = 2%
a 3z — 4y + 5 = 0 kolem osy z.

948. Spoctéte objem télesa vzniklého rotaci obrazce uréeného parabolami y = z2
a y2 = z kolem osy z.

949. Spoctéte objem télesa vytvofeného rotaci obrazce omezeného kfivkami y = 2,
y = —2, 22 — y% = 4 kolem osy ¥.

950. Vypoététe objem télesa vytvofeného rotaci obrazce omezeného éarami y = z°2,
z =0 a y = 8 kolem osy y.

951. Pravidelny Sestithelnik o strané a se otac¢i kolem své jedné strany. Najdéte
pomoci Guldinovy véty objem télesa tak vzniklého.

952. Odvodte vzorec pro vypodet povrchu a objemu kuZele.

953. Spoctéte obsah rota¢ni plochy, kterd vznikne rotaci obrazce omezeného para-
bolou y? = 2z a piimkou 2z = 3 okolo osy z.

954. Spoététe obsah rotaéni plochy, kterd vznikne rotaci kiivky y = z° kolem osy
2 2

na (——, -).

zna {~3.3)

955. Spoctéte obsah rotacni plochy vzniklé rotaci kfivky dané parametrickymi
rovnicemi z(t) = (cost + 3)?,y(t) =sint + § sin2¢ pro ¢ € (0, ) kolem osy z.
956. Urcete obsah plasté télesa vzniklého rotaci k¥ivky y = e~ okolo osy z > 0.

957. Spoctéte obsah plasté rotacniho télesa, které vznikne rotaci jednoho oblouku
sinusoidy y = sinz okolo osy z pro 0 < z < 7.

958. Urcete povrch télesa vytvofeného rotaci kardioidy p = 2a(1 — cos¢) okolo
polarni osy.

o

je ohrani¢ena parabolou y = 2z — z2 a osou z.

960. Urcete tézisté T homogenni oblasti s jednotkovou plo$nou hmotnosti, ktera
je ohranidena kiivkou z(t) = t? — ¢, y(t) = t* + t* a osou z.
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3. NEVLASTNI INTEGRAL

Zavérecna kapitola je vénovana tloham s tematikou nevlastnich integrali. Nevlastni
integral je prirozenym zobecnénim Riemannova urcitého integralu. Zobecnéni se
tyka odstranéni zakladniho pfedpokladu, Ze integrujeme pfes interval koneéné délky,
tzv. nevlastni integral vlivem meze, nebo pfedpokladu ohranic¢enosti funkce, kterou
integrujeme, tzv. nevlastni integral vlivem funkce. Pfi vypoctu postupujeme tak, Ze
funkci nejprve zintegrujeme a pak provedeme limitni pfechod. V dalsim typu tloh
staci pouze zjistit, zda dany integral konverguje. To provadime pomoci nékterého
z konvergenc¢nich kritérii.

CAST A: RESENE PRIKLADY

961. Spoctéte nevlastni integral

ReSeni: Jednd se o nevlastni integral vlivem meze. Nevlastni integral rozepiSeme
podle definice, ur¢ime primitivni funkci, dosadime do Newton-Leibnizovy zavorky
a provedeme limitni pfechod.

ol | S [ 1
/ —dz=lim [ —dz= lim [—-] = lim (—— = (—1)) = lim 1-l = 1.
1 T t—o00 t

1 T t—oo €T 1 t—oo

962. Spoctéte nevlastni integral

0]
t
f arctg z
1

2

Reseni: Jedna se opét o nevlastni integral vlivem meze. Postupujeme podobné jako
v predchozim pfikladu.

o

s 1
[‘Ctgx f—;2_+_1

=25 g=-1

1 ¢ |
= lim | |——arct - —— dz | =
t—roo([ $8.ng$]1 /; .'E)1?2-|-1 .'L')

. 1 : tdz tog
_tlif& (—-i-arctgt-l—arctgl) +tgrf>1° (/; = —/1 o d:r,) =
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* arct ¢ arct =
f rchdx: lim/‘arczgmdx:\f
1 1

2 t—00 T




= Z Jim ([mx]g = %[m(:c? ~ 1)]5) = % + lim (lnt ~ -;- (In(#* + 1) — 1n2)) =

IS L R =T B2 e g1 =
T3 7 Toe JPwl A 2 e 2+ 1
7 . in2 - x  n2
=gt g o=

963. Spoctéte nevlastni integral
/' 1 dz
—1 Va2

ReSeni: Jedn4 se o nevlastni integral vlivem funkce. Dan4 funkce neni na intervalu
(—1,1) ohraniena. Singularita se nachdzi v bodé z = 0. Proto integral rozdélime
na dvé ¢asti. Plati

[oim= [ 75+ [ = imlbvat,+ msva -
= lim (3¢ —37—1)+ Jim, (3V1-3V%)=3+3=6.

t—0—

964. Vypoctéte nevlastni integral
1
1
/ \/ + L dz.
0 L—z
ReSeni: Jedn4 se o nevlastni integral vlivem funkce. Singularita je v bodé =z = 1.

Podle definice plati
1 t
/ \/1+xd:c: lim 1—Hgdﬂ:
0 1—=z t—=1- Jo l1—2z

Nejprve nalezneme primitivni funkci. Vhodnou substituci provedeme racionalizaci

integralu.
' qu 4u?
= [v @i = [ @

[ 1+m

Nyni provedeme rozklad racionalni lomené funkce na parcialni zlomky. Plati

2 e 1+:c — u?-1
= = I = S

dﬂ’“(—uw

492 _Au+B+ Cu+ D
@ +1)2  w@+1  @W2+1)2
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Odtud plyne
4u? = (Au+ B)(u? +1)+Cu+ D,
4u? = Au® + Au+ Bu® + B+ Cu—+ D.
Sestavime systém rovnic a nalezneme neznamé koeficienty. Plati
A=0,B=4,C=0,D=—4.

Rozkladem na parcialni zlomky upfavime posledni integral na tvar
4 —4 du du
du =4 -4 | =
/(u2+1+(u2+1)2) “ /u2+1 /(u2+1)2
du
=4arctgu—4fm

Pro vypocet posledniho integralu pouzijeme néasledujiciho obratu

B ot 2u? o o
T wt1 W2+1)2 T

1 ! —2u
‘ L= u?+1 F= (w+1)?

arctg u =
: /u2+1

=1 g=1
u w+1-1 u u2+lﬂ 1
=— 42 —du=——+2 -
M+ﬂ_/mhﬁ2u M+f+fmhﬂ2(ﬁ+wd
U du
2 Bkl B

Odtud plyne

u
/(u2+1 2(arctgu+ +1)'

1
1+ 1 u
/ da:=4.a,rctgu—4-§(arctgu+u2+1).

11—z

Tedy

Po dosazeni ze substituéni rovnice a tpravé celkem dostavame

/\/1+$da:=2-arctg1/1+—$ (z—1) o
L= 1=z l-z
Odtud plyne

YT+ h+ t

/ Tdz = lim [2 arctg +( - 1) +$} =

0 l-=z t—1- e g

: 1+1¢ 141

= 2-arctgqy/ —— + (t — 1)/ —— — t =1}« =
t_13(1_( a.rcgﬂfl_t—k( ) 5= (2arctgl + (1) 1))
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Jm arctgy /7 + Hm (¢ —1)/3—=+1=3 i e

965. Zjistéte, zda konverguje integral

/ e " dz.
i

ReSeni: PouZijeme srovnavaci kritérium. Nejprve dokdZeme, Ze na intervalu (1, co)
plati '
22 < e®,

UvaZujme funkci f(z) = e® — 2z a ukaZme, Ze f(z) > 0 na intervalu (1, 00). Ziejmé
f(1) = e—2 > 0. Déle plati, ze f'(z) = e* — 2 > 0, nebot funkce e” je rostouci.
Tedy f(z) = e — 2z > 0 na (1,00). Odtud déle plyne, Ze funkce g(z) = e® — x>
je rostouci na (1,00). Tato skutecnost spolu s faktem g(1) = e — 1 > 0 déava, ze
g(z) > 0 na (1,00). To viak znamen4, Ze na intervalu (1, 00) plati e® — z2 > 0, tj.
z? < e®. Tim je nerovnost dokdzana. Nyni je zfejmé, Ze na intervalu (1,00) plati
1 1
s
€ = e—m = ?

Protoze integral f 100 —a-:lv; dz konverguje, konverguje podle srovnavaciho kritéria také
integral [;° e~® dz. Provedme jesté pfimy vypodet.

00 i
1 1
/ e ®dr= lim e * dr = lim [-e %) = lim (- —e™%) = ~.
1 t—)oo 1 t—oo t—co € e
966. Zjistéte, zda konverguje integral

®  cose®

—_— dx.
1 zvz? 41

Refeni: PouZijeme srovnavaci kritérium. Na intervalu (1, 00) plati

1 1
2 2 2
“+1>2° = Vr2+1>z = zvz22+122° = — < —.
; zvzZ +1 ~ =2

Daéle zfejmé plati
|cose®| < 1.

Na intervalu (1, c0) lze tedy provést nasledujici odhad

cose” | cos e®| 1

I\/:I:?-I-l’ N

Protoze integral floo Elg dz konverguje, konverguje podle srovnéavaciho kritéria také
zadany integral.
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CAST B: NERESENE PRIKLADY

Vypoctéte nasledujici nevlastni integraly:

oo 1
d
967. 2 968. f .
1 T 0o vVz3
oo R = g
969. / (E i —2) dz. 970, f —
9 r = V2 T4 +4
oo el
971. / - 972. f RN S
3 (z—2) oo L2z +1
o0 o0
973. f de . 974. / S
0 ° <4+ il 0 33'4 =4 1
oo 9 00
975. e 976. / i
e Al o0 T2+ 2242
o0 d.’l; /6 d.T
977. — 978.
1 zvz?-1 2 +(4—1x)?
oo di' 2
979. f g 980. / s do.
oo .'L'z + 4)3 1 AV4 = l
oo e% 1
981. / - dz. 982. f zlnz dz.
3 L 2 0
£ 2 ® zlnz
983. s 984. ——— dz.
[0 T-e T /0 CEEY T
2 1
985. f G ! 986. / g .
1 TV3z2 -2z —1 i V= T2 arcsinz
Rozhodnéte, zda konverguji nevlastni integraly:
2 .z [s'e)
987. / = 988. / g .
0 VZ 3 Vz(z-1)(z-2)
1 2
T -2
989. f = dz. 990. dz
o Vz3 o Inz
1 1
Inz cos
991. dz. 992, A
g 1=a* [o VT &
% 1 ; o
993. [ TPT dr. 994. / ST g,
0 T 0 T
1 oo
dz T/T
995. ; 996. dz.
-/0 Vsinz /0 2 +1
997. foo i 998. /i il
o z°+4 0o VI
B Tl 00 G8lNZ , oin Iy
999. e r— 1000. —  d=z.
/;z z-Inlnz _/0 3 dz
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IV. VYSLEDKY NERESENYCH PRIKLADU

I. UVOD DO STUDIA MATEMATIKY

1. LOGIKA, MNOZINY, DUKAZY

26. 0, 1. 27. Pravdivy. 29. Tautologie, kontradikce, tautologie, tautologie,
tautologie. 30. A’ = A|A, AN B = (A|B)|(A|B),AvV B = (A|A)|(B|B),A= B =
A|(A|B) = A|(B|B),A < B = (A|A)|(B|B)|(A|B). 31. A. 32. A. 33. Spravny,
nespravny, spravny, nespravny. 34. Reditel rezisérovi nerozumél a rezisér fekl
v obou p¥ipadech totéz. 35. Nikdy. 37. 1. 38. B C A. 39. 343 431 47 3. 42,

198 225°
ANB,0.43. 1. 44. ANB=A,AuB=1{0,1,1,4,...},A-B=0,B- A={0}.

1993

45. infM = 1,supM = 2. 46. infM = OsupsM = 3. 47. 2} 5D, |A| =
9,|B| = 1. 51. Ne. Plati pouze vztah C. 56. DS = HS = (-2,2). 57. §-! =
{[-1,-2],[0,0],[1,2]}. 58. 224,1,2°,282. 59, To S = {[z,y];y = -3z - 1Vvy =
9m4+6:c2—2,\7’a: € Z},SoT ={[z,y];y=3z2+1Vy = 3z* — 182? + 28,Vz € N}.
60. S = {[2,2],(3,1],[4,1]},DS = {2,3,4},HS = {1,2},S je zobrazeni, které
neni injektivni, S~! = {[2,2],[1,3],[1,4]} neni zobrazeni. 61. 72. 63. 1. Neni
injektivni, neni surjektivni. 2. Je injektivni, neni surjektivni. 3. Neni injektivni,
neni surjektivni. 64. 1. Je bijektivni. 2. Neni injektivni, neni surjektivni. 3. Neni
injektivni, je surjektivni. 65. 60, 0. 66. Ano. 67. Ano. 69. Ano. 80. Usudek
ztroskotdva na tom, ze mnozina K —{a, b} miZe byt prazdni. Tento pFipad nastane,
mé-li K dva prvky.

II. DIFERENCIALN] POCET FUNKC{ JEDNE PROMENNE

1. ZAKLADNI VLASTNOSTI FUNKCI

100. (—o0,—v3) U {0,v3). 101. (-1,2). 102. (—oo, 3) (3,00). 103.
(1,00). 104. (—00,0). 105. (2,00). 106. {z € R;z # 3(kw + 3),k € Z}.
107. (0,1). 108. (4,5)U (5,00). 109. (—00,1)U (2,00). 110. R. 111. (2,3).
112. (0,00). 113. (1,1). 114. R—{—2,1,3}. 115. ‘R—4{2). 138. {2
117. R - {1,2}. 118. {z € R;z # (2k + 2)m,z # 2k + $)m,k € Z}. 119.
{z € Rjz # (k+ $)mk € Z}. 120. (-1,1). 121. (-2,%). 122. ({£3,00).
123. (—3,00). 124. (3,00). 125. (3,00). 126. (—oco,—5)U (1,00). 127.
(~3,1). 128. (—5,—4) U (—4,2).128. (=5,2) U (3,00). 130. {z € R;(k — })x <
z < (k+ Hmk € Z}. 131. (-00,2) U (3,00). 132. 0. 133. (—4,0). 134.
(-1,1) U (3,00). 135. {z € B;e 212%™ < 5 < e212k" L ¢ Z}. 136. Ne. 137.
Ano. 138. Ano. 139. Ne. 140. Ano. 141. Ano. 142. Ano. 143. Ano.
176. Suda. 177. Licha. 178. Lichd. 179. Licha. 180. Sudi. 181. Suda.
182. Suda. 183. Lich4d. 184. 7. 185. 2w 186. 127. 187. -3%71'. 188. 3.
189. 7. 190. 27.191. 27. 192. Rostouci na (0, c0), konstantni na (—oco,0). 193.
Rostouci na (2, 00), klesajici na (—oo, —3), konstantni na (-3, 2). 194. Rostouci na
(2,00), klesajici na (—o0, 2). 195. Klesajici na Df = R — {2}. 196. Rostouci na
(—o0,0), klesajici na (0,00). 197. Rostouci na (0, 00), klesajici na (—o0,0). 198.
F(z) = sin®z + Insinz, G(z) = sin(z® + Inz). 199. F(z) = 10,G(z) = 1. 200.

F(z) =|lo — 3| + 1|,G(z) = ||z + 1| - 3. 201. F(z) = ¥}, G(z) = ,/2L. 202.

13
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F(z) = 3(z? —3)+2,G(z) = (3z+2)>-3. 203. F(z) = - £ ,G(z) = £%. 202.
F(z) = 3(z% — 3) + 2,G(z) = (3z + 2)* — 3. 203. F(:v) = g&,c( ) ;;_25.
204. f~l(z) = In(2 — z) — 3. 205. f~l(z) = logs 3. 206. f~'(z) = =4l
207. f~1(z) = arcsinlog, z, (1,4). 208. f~1(z) = ,0‘;5;1 209. f~1(z) = 1(1 +

1 cos(z—3)),(3,3+4m). 210. f(z) = 3(2—e7). 211. f~(z )-2+e2‘°gz% 249,
fFlz)= tglogzs,(23 7,27+ 7). 218, f 1(:1:)'*111\/11:2 2:1:— . 214, f~ ( 1=
'12"(23: ) 215. f~ ( ) = log, 4;+11:( 00, — I)U( ) 216. ( ) (T= 233)
217. f~Y(z) = 2%,(0,00). 220. . 222. Ano. 223. f(z) = z,_.g(a:) = 2. 224.

f(SC) = 173,9(1?) =15

2. POSLOUPNOSTI

236. Je ohranifena. a; = %,anﬂ = nL+2aﬂ' 237. Je zdola ohranicena. a; =
10g2,an+1 = an + log2. 239. ap, = 1+ 2(-1)"*1. 240. a, = 21, 241, a, = ;.
Od 32. ¢lenu. 244. 2. 245. —7. 246. co. 247. 0. 248. . 249. 2. 250. 2. 251.
L. 252. 1. 253. 1. 254. 0. 255. 0. 256. 0. 257. —1 258 0. 259. 1. 260. Je.

261. 1. 262. ¢~. 263. ¢5. 264. —1. 265. —1. 266. 1. 267, &tb. 268. ¥Y5-1
269. 2\/' 270. 2nr?, 4r2.

3. LIMITA FUNKCE A SPOJITOST

294. -12. 295. ;. 296. -1. 297. —%. 298. 3. 299. 2. 300. I.301. 2.

302. —2.303. 1. 304. /2. 305. 6v/2. 306. 3. 307. ;. 308. ;. 309. 1. 310.

2. 311 -2 312. 8. 313. % 314. 0. 315. 1. 316. . 317. In7. 318. &°.
319. 320 8In2. 321. &% 322. \}E' 323. 0. 324. 1,-1. 325. Neexistuje.
Neexn*stuge 326. o0, —00. 327. o0,—00. 328. oco0,—00. 329. 1,-1. 330. —-2,2.
231. 0,1..332. ¢0,0. 333 0, % 334. oo. 335. Neexistuje. 336. Neexistuje. 337.
0. 338. Neexistuje. 339. Neexistuje. 340. % 341. Neexistuje. 342. Neexistuje.
343. Neexistuje. 344. f(—3) = —6. 345. f(—1) = 2. 346. f(0) = 0. 347.
f(0) = 10. 348. f(1) =T7In7. 349. f(1) = —1. 348. f(1) =0. 349. f(1) = —-1.
350. f(1) =0.351. f(1) = —5. 352. f(0) = —2. 353. f(0) = 3.

4. DERIVACE FUNKCE

388. Ne. 391. 12:,:2(23:3+3) 392. 12:0(:(:2—3)( A 6:c2+7)2 393 2(3 — 4z —

124%). 394. 22 =0) 805 2. Ao tots 89T A (1+ =

2241 399. %‘(ﬁ‘%l 400. 1. 40L. = +4""’(;‘f3;)§6’“ ‘8"’). 402.
2(1+\/E)\1/z(1—z)' ¥ (='=+vf_2’f)2\/1+x2‘ 404, 23/(1-;3;2(1%3)2’ 405. 3z” sin 22°.
4022;]:,;2 z. 407. c—ggz—m 408. tg31:r:. 409. IL—,% 410. yeeyr- 411
Treoss?” 412+ Gmrmemzy 413 7 414 35505 415, oy, 416.
. 41T, %ﬁ—” 418. iztjeig a19. =l 420. 2
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Inz—2 o 2(1—Inz) 1 ol sl
425, “—;2—-sm(—) 426. R 427, looa28 =L

3T 5Y%In5 3% 1n3
429. 10%°-31n10. 430. 2% -3%-In2-In3. 431. 5B5 432, $°5n3 433,

1 Ve % (cosz - Inz + SBE), 434, zvE. BIIAVE 435 = (1575 1 1). 436.
(lnx)’:(h11nx+ﬁ).437. (arctg z)* (lnarctgz:+(—2)——) 438. e“z°*(Inz+12).

arctg =
439, (—1)o-1138.00-3) d-n 440. 2?3 441. (n+ z)e®. 442. (-1)%(n —
2)l-ts, n> 2. 443. (—1)"nl((z — 2)~"*D + (z — 1)~(*+1). 444. ?f—;;’rg} 445.
(=)™ (n—1)!21=. 446. 2"z cos(2z+ %F)+n2" ! sin(2z+ 2 ). 447. %

448. CURT 449, 2(,,‘(125_(2’)‘;}%’;2_"5.450 (=1 451. 326%%(22%+ 2423 + 9022 +

120z + 45). 452. 5. 453. —e%*(3116sin3z + 237c0s 3z). 454. 4e*(sinz — cosx).

= — - 1 3 2
455. y =2r+ 1. 456. y =z — 3e~%. 457. [-2,-4]. 458. [1,3],(-3,}]. 459. Z.
5. DIFERENCIAL A TAYLORUV POLYNOM
6z -2 T o awviilEe =
471. 2 Sm::nzf 8T dz. 472, H—T'-’ 473. 7°(2z+z%In7)dx. 474. Vi

SInNT COST

—0,013. 481. 1 007. 482. 1,043. 483. 0,2. 484. 1,035906. 485. 0,835398. 486.
e“lnz+2 -5+ 5 - _)h4 487. —4sin2z - h®. 488. (10cos:1: — zsinz)hl0,
489. —1024(3:0032:1: +5sin2z)h1°. 490, 1— £ + & — 2. 491, z — & — Z°

492. z — £, 493. —3—;’—2— .- 494.$+I3+2” 495. & — = B 408,

142 (:a:—l)— (2 -1+ (.'1:—1) 497. 3 —1(z-2)+1 ($%2)24116($—2)3+
32(3:—2) 498, (m—1)+(a:—1) %(a: ) 499. 1+ 3(zx—1) - 3(z — 1)%
500. 999805 + 29998(z — 100) + 300(z — 100)? + (z — 100)%. 501. 5 — 13(z + 1) +

11(2:+1)2-2(3:+1)3 502. 3. 503. 1. 504. 2. 505. 1.

In5- 5lntg::
475. = . 476. —ZE 477, 22 478. 2357CRdr 479. —0,15. 480.

6. L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

527. 3. 528. 0. 529. 3. 530. In2. 531. ;. 532. —2. 533. 2. 534. —2. 535.
3- 536. —1. 537. 4. 538. 2. 539. 0. 540. 11—2. 541. 0. 542. co. 543. 0. 544. 0.
545. 1. 546. 1. 547. 2. 548. 1. 549. 0. 550. 2, AL, HB5a; 1L 553. 0. 554. 1.
555. 3. 556. 1. 557. 0. 558. 3. 559. . 560. —2. 561. —1. 562. 0. 563. :
564.

i

5 2
565. 1. 566. 1. 567. e" 568. 0. 569. L. 570. ¢ 571 e~%. 572. €.

573. 2

Neexistuje. 581. —1. 582. —1. 583. 1.

= O g

574. 1. 575. €. 576. 1. 577. Ne. 1. 578. Ne. 0. 579. Ne. 1. 580. Ne.

7. PRUBEH FUNKCE

600. Minimum v bodé z = 2, maximum v bodé z = —%. 601. Neexistuji. 602.
Maximum v bodé z = 1. 603. Minimum v bodé z = f. 604. Minimum v bodé
z = ¥/24. 605. Minimum v bodé z = e. 606. Minimum v bodech z = T + 2km,
maximum v bodech z = E{T" +2k7. 607. Minimum v bodech z = —2331 + k7, maximum
v bodech z = § + kx. 608. Maximum v bodé z = 3. 609. Minimum v bodé = = 2,
maximum v bodé z = —3. 610. Maximum v bodé z = 1 . 611. Maximum v bodé
z = 1. 612. Funkce kles4 na intervalech (—c0,0), (1n21°°) a roste na intervalu
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(0, :%5). 613. Funkce klesd na intervalech (—oo, —1),(1,00) a roste na intervalu
(—1,1). 614. Funkce je neklesajici na R. 615. Funkce kles4 na intervalu (—oc0,0) a
roste na intervalu (0, 00). 616. Funkce klesa na intervalu (0, ) a roste na intervalu
(3,00). 617. Funkce klesé na intervalu (—oco, —3) a roste na intervalu (—3,00).
618. Funkce klesi na intervalech (—o0,0), (0, %), (2,00) a roste na intervalech
(2,1),(1,2). 619. Funkce klesé na intervalech (—v/3, 1), (-1,1), (1, v3) a roste na
intervalech (—o0, —v/3), (v/3,00). 620. Absolutni minimum f(0) = f(1) = 0. Ab-
solutni maximum neexistuje. 621. Absolutni minimum f(2) = 2—21In2. Absolutni
maximum f(1) = 1. 622. Absolutni minimum f(e™!) ~ 0,7. Absolutni maxi-
mum neexistuje. 623. Absolutni minimum f(—2) = —151. Absolutni maximum
f(1) = 2. 624. Absolutni minimum f(2) = —15. Absolutni maximum f(—1) = 12.
625. Absolutni minimum f(0) = 4 — e. Absolutni maximum f(1 — In2) = In4.
626. Absolutni minimum f(1) = 0. Absolutni maximum f(0) = ¥. 627. Abso-
lutni minimum f(—I) = —I + In15. Absolutni maximum f(3) = 3 + In2. 628.
Funkce je konvexni na (—oo, —1), (1,00), konkdvni na (—1,1) a mé inflexni body
z = —1,z = 1. 629. Funkce je konvexni na (1, c0), konkavni na (—o0, 0), (0,1) a mé
inflexni bod z = 1. 630. Funkce je konvexni na (0, 1), konkévni na (—o0, 0), (1, 00)
a m4 inflexni bod z = 1. 631. Funkce je konvexni na (—o0, —6), (0, 6), konkdvni na
(—6,0), (6,00) a m4 inflexni body z = —6,z = 0,z = 6. 632. Funkce je konvexni
na (7,00), konkdvni na (—oo, 7) a mé inflexni bod z = 7. 633. Funkce je konvexni
na (—oo, 1), konkévni na (1, c0) a m4 inflexni bod z = ;. 634. Funkce m4 inflexni
body z = —%,x = % 635. Funkce m4 inflexni body z = -9,z =0,z = 9. 636.

Funkce m4 inflexni bod z = —2 + 3. 637. Funkce ma inflexni bod z = —4. 638.
Asymptoty bez smérnice nemé, asymptoty se smérnici jsouy =z vooay =z +27
v —o0. 639. Asymptota bez smérnice z = 0, asymptota se smérnici y = z v c0.
640. Asymptota bez smérnice z = —%, asymptota se smérnici y = = + % V. 100,
641. Asymptoty bez smérnice nemd, asymptoty se smérnici jsou y = 5z + § v 00
ay=>5x— 5 v —o0. 642. Asymptota bez smérnice z = 2, asymptoty se smér-
nici jsou y = 3z v 00 i —oo0. 643. Asymptoty bez smérnice jsou z = -2,z = 2,
asymptoty se smérnici jsou y =z v oo i —oo. 644. Asymptota bez smérnice z = 0,
asymptoty se smérnici y = 2z v oo i —00. 645. Asymptoty bez smérnice nema,
asymptoty se smérnici y = 0 v oo i —oo. 646. Asymptoty bez smérnice nemé,
asymptoty se smérnici jsou y = = + % v oo i—oco. 647. Asymptoty bez smérnice

o *—\}wi,:z — %, asymptoty se smérnici jsou y = 3 v oo i —0o0. 648. Funkce
je licha, nulové body —+v/3,0, /3, minimum v bodé z = —1, maximum v bodé&

z = 1, klesajici na (—oo, —1),(1,00), rostouci na (—1,1), v z = 0 inflexni bod,
konvexni na (—o0,0), konkdvni na (0,00). Asymptoty nema. 649. Funkce ma
nulové body 0, 1, maximum v bodé z = —}, klesajici na (—oo, ), rostouci na (%, 00),
va=11= —;i- inflexni body, konvexni na (—oo, —%), (1, 00), konkavni na (—%, 1).
Asymptoty nemd. 650. Funkce je suda, nemé nulové body, maximum v bodé z = 0,
klesajici na (0, 1), (1,00), rostouci na (—oo, —1), (—1,0), inflexni body nem4, kon-
vexni na (—oo, —1), (1, 00), konkdvni na (—1,1). Asymptoty z = -1,z = 1,y = 0.
651. Funkce je lichd, nulovy bod z = 0, maximum v bodé z = 1, minimum v bodé
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z = —1, klesajici na (—o0,—1),(1,00), rostouci na (—1,1), inflexni body =z =
—V/3,z = 0,z = /3, konvexni na (—/3,0), (v/3,00), konkdvni na (—oco,—v/3),
(0,+/3). Asymptota y = 0. 652. Funkce je sud4, nezaporna, nulovy bod = 0, min-
imum v bodé z = 0, klesajici na (—o0, 0), rostouci na (0, co), inflexni body . _T\/E,
F=0 2= -";—3, konvexni na (-13_—, : ¥3), konkdvni na (—oc, ——) ( S 3 00). Asymp-
tota y = 1. 653. Funkce méa defini¢ni obor (—o0,0) U (0, 00), je lichd, v nule
nespojita, nulové body nemé, minimum v bodé r = 1, maximum v bodé z = —1,
klesajici na (—1,0),(0,1), rostouci na (—o0,—1), (1, 00), inflexni body nem4, kon-
vexni na (0, 00), konkdvni na (—o00,0). Asymptoty z = 0,y = z. 654. Funkce ma
defini¢ni obor (—o00,0) U (0,00), neni ani sud4, ani lich4, v nule nespojita, nulovy
bod £ = 1, minimum v bod& z = —+/2, klesajici na (—co, —v/2), (0, c0), rostouci
na (—+/2,0), inflexni body nema4, konvexni na Df. Asymptoty z = 0,y = —
655. Funkce mé defini¢ni obor R — {—1,1}, je lich4, v bodech z = -1,z = 1
nespojité, nulovjr bod z = 0, minimum v bodé z = /2 + /5, maximum v bod&
= —V/2+ /5, klesajici na intervalech (—v/2+v/5,-1),(-1,1), (1,v/2+v5),
rostouci na oo,w\/ 24+ \/_ \/ 2+ /5, 5,00), inflexni bod z = 0, konvexni na
(—1,0),(1,00), konkavni na (—oo,—l) (0,1). Asymptoty z = -1,z = 1,y = .
656. Funkce méa defini¢ni obor R, neni ani sudd, ani lichd, nulovy bod z = 1,
extrémy nem4, klesajici na R, inflexni bod z = 0, Asymptota y = —z. 657. Funkce

ma defini¢ni obor R, neni ani sud4, ani lich4, nulové body z = -1,z = 0, min-
imum v bodé z = 0, maximum v bodé z = —%, klesajici na (—%,0), rostouci
na (—oo0,—2),(0,00), inflexni bod z = —1, konvexni na (—oo, —1), konkdvni na

(—1,0),(0,00). Asymptota y =z + % 658. Funkce m4 defini¢éni obor (0, c0), neni
ani suda, ani lich4, nulovy bod z = 1, maximum v bodé = = e?, klesajici na (e?, 00),
rostouci na (0, e?), inflexni bod z = e3, konvexni na (eg, o0), konkavni na (O,eg).
Asymptoty ¢ = 0,y = 0. 659. Funkce ma defini¢ni obor (—1,1), je lich4, nulovy
bod z = 0, extrémy riem4, rostouci na (—1,1), inflexni bod z = 0, konvexni na
(0,1), konkdvni na (—1,0). Asymptoty z = —1,z = 1. 660. Funkce ma defini¢ni
obor R, je lich4, nulovy bod z = 0, maximum v bodé z = 1, minimum v z = —1,
v bodech z = -1,z = 1 neexistuje derivace, klesajici na (—oc,—1),(—1,00),
rostouci na (—1,1), inflexni bod = 0, konvexni na (0, 1), (1,00), konkdvni na
(—o0,—1),(—1,0). Asymptota y = 0. 661. Funkce m4 defini¢ni obor R, neni ani
sud4, ani licha, nulové body z = -1,z = lafg, maximum v bodé z = —1, minimum
v z = 0, klesajici na (—1,0), rostouci na (—o0,—1),(0,0c), inflexni bod =z = 0,
konvexni na R. Asymptoty nemd. 662. Funkce méa defini¢ni obor R, je suda a
nezapornd, nulovy bod z = 0, minimum v bodé z = 0, klesajici na (—o0,0), ros-
touci na (0,00), konvexni na R. Asymptoty y = —%m: S = %m: — 1. 663.
Funkce mé defini¢ni obor (—o0,1) U (2,00), neni ani sud4, ani licha, nulovy bod
z = 0, maximum v bodé z = 24_\/1_"?, minimum v bodé z = ”T‘/l_?, klesajici na
(7*4—‘/?, 1), (2, -7"‘4—‘/ﬁ), rostouci na (—oo, 7*){1—7),(”3‘/?,00), konvexni na (2, 00),
konkdvni na (—oco,1). Asymptota y =z + 3.. 664. M = [2,0]. 665. 4 x 4 x 2 m.
666. (43 +63)%. 667. 12 x 15. 668. 10,29 km, 57,77 km/h.
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8. KRIVKY A FUNKCE DANE PARAMETRICKY

677. v = —1,t # 1. 678. ' = 2—t_|'_% 679. y = —tg t,t # 3. 680.
y = tetlinticost) 4 o x 681, y = 2tcos2t,y’ = 2t(cos2t — 2tsin2t),y" =
2t((1 — 4t%) cos 2t — 6tsin2t),t > 0. 682. y' = Spi-cost .0 — (smffist) Y =

4et(2sint—cost)

Tatreen® L # G +km.683. 1 -2y—1=0,2x+y—-2=0.684. z+y -

2(3m+4) =0,z +y— 31 = 0.685. A=[%2,e¥]. 686. A=[-4,1],B = [4,1].
687 a=3,b=1. 688, y—2:c-—26. 689. z + y + a = 0. 690. Funkce je defino-
vana a spojitd na (—oo, —1) U (0, 00). Graf je symetricky podle bodu A = [—3, 3].
Funkce je véude klesajici, na (—oo, —1) je konkévni a na (0, c0) konvexni. Asymp-
tota y = 5. 691. Prot € (-1, \/i) je funkce definovan4 a spojitd na (—oo, V/4).
Nulovy bod [0,0]. Funkce klesd na (—o0,0) a roste na (0, +/4), minimum y = 0
pro £ = 0. Funkce je konvexni. Asymptota z +y+1 = 0. Prot € (%,oo)
je funkce definovana a spojitd na (0, v/4). Funkce klesi na (V/2,v/4) a roste na
(0, ¥/2), maximum y = /4 pro £ = /2. Funkce je konkavni. Pro t € (—o0, —1) je
funkce definovand a spojitd na (0,00). Funkce je klesajici a konvexni. Asymp-
tota z +y +1 = 0. Kfivka je symetrickd podle pfimky y = z. (Descarttiv
list.) 692. Prot € (0,e) je funkce definovani a spojitd na (—oo,1). Nulovy
bod [0,0]. Funkce kless na (—co,—e) a roste na (—e, <), Funkce je konvexni
na (—v2evZ, 1), konkévni na (=00, —v/2e¥?), inflexni bod [—\/ﬁeﬁ,—\/ie"‘/i].
Asymptota y = 0. Pro t € (e,00) je funkce definovani na (0, 1) Je spojita a
klesajici. Na (0,v2e~V2) je konvexni, na (v/2e~V2 ,1) konkavni. Inflexni bod
[\/ﬁe“ﬁ, V2eV? %]. Asymptota z = 0. Kfivka je symetrickd podle pfimky y = —z.
693. Prot € (—oco,—1) je funkce definovana a spojita na (—2,0). Je spojits a
klesajici. Konvexni na (—1,—v/2e” ) konkavni na (—v/2e~VZ,0), inflexni bod
[—v/2e=V2, —\/2eV?]. Asymptota £ = 0. Pro ¢t € (—1,00) je funkce definovans
a spojité na (—1,00). Na (—1,e) rostouci, na (e,00) klesajici. Maximum y = 2
pro € = ¢. Na (%,\/ie"@) je konkévni, na (v/2eV2,00) konvexni. Inflexni bod
[\/ieﬁ, ﬂe_ﬁ]. Asymptota y = 0. Kfivka je symetrickd podle pfimky y = —z.
694. Krivka je grafem jediné funkce definované na (0, 1). Graf je symetricky podle
y = z. Je spojitd a klesajici a konvexni. Nulovy bod [1,0]. 695. Prot¢ € (—oo,1) je
funkce definované a spojitd na (—oo, 1). Nulové body A = [-3—21/3,0], B = [0, 0].

Je klesajici na (—oo0, —3), rostouci na (—3,1), minimum y = —2 pro z = —-3. Je
konvexni. Pro ¢t € (1,00) je funkce definovana a spojitd na (—oo, 1). Nulovy bod
C = [-3+ 3v/3,0]. Je rostouci a konvexni. V bodé [1,2] nem4 teénu.

III. INTEGRALN] POCET FUNKCi JEDNE PROMENNE

1. NEURCITY INTEGRAL

720, -3 s+ S trt it 721 Injsl- Lite 722, 2 VB SV te
723. arcsinz+In |z+v/1 + z2|+c. T24. 3{*/‘ (2—1)+c. 725. 3tgz+2cotgz+c. T26.
stgz+c. T27. —51n|3e?® —1|+c. 728. — 1n{1+3005:1:|+c 729, F3_=32 7
2z + c. 730. tgr — cotg z +c. 731. In| arcsma:l +c. 732, 35(3z — 11)1% + ¢. 733.
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3@ +2)*+c. 734. —+(1 z)?! + (1—z)22_i(1—z)23 +35(1—z)** +¢. 735.
—2(2z +3)% + c. 736. farctg3Z +c 737. In|-%;| +c. 738. & In|2E3%| 4 ¢ 739,
6 2, 1

\/—arctg—‘/—il.——i-c 740. 2‘/-arctg2f—l—c 741. % lnlz—ﬂ‘—i-c 742. 2\/—arctg“’j—2+c

743. T—:r:—i—a,rctg T+c. 744. ’To(m +4)°+c. 745. 2\/%aarct;g (3: \/;) +c. T46.
%arctgs z3+c. T4T. —3%(1 +22)2+c. 748. —-3-1\ /(7= 3z)3+c. 749. § 81 (2x Jlr 5)%+c.
750. 7 -\3/ (58 + 2)7— 2 \3/ (.’L’ + 2 4+C. 751. —5\/ 1 = $2)3+C. 752. _§W+C

753. 5 arcsin %5 + ¢. 754. ——\/4—53:2 +c. 755. arcsinz — V1 — z2 + ¢. 756.
3 arcsin # +c. 757. In(z + 2+ Vz2 + 4z + 5) + c. 758. 3In|z® + Vzb — 4| +c.
759. —1/B— 28 +c. 760. z — logs(3% + 1) +c. T61. —2,/(2— 3¢2)3 + c. 762.
—iZ5In(2 % +VI+27%) +c 763. (2?2 +2)(In(z®+2) — 1) +c. 764. L In°z+c.
765. 2VIn®z — 4v/Inz + c. 766. sin(lnz) + c. 767. In+/[sin(2z + 1)| + c. 768.
—3 cos(8z — 3) +c. 769. In|sine®|+c. 770. 2In|sin\/z|+c. T71. jtgiz+c. 772.
¢ In|24+3sin2z|+c. 773. =+c. T74. —2ﬁ1’cos_z+c 775. 2tg(z3+1)+c. T76.
—Lcos(z? +4) +c T77. LIn|cos(l — 2%)| +c. 778. S22 4 ¢ 779. 2v/cosPz +c.
780. 3V/sinz +c. 781. 2y/tgz — 1 +c. 782. In(sin® z +3) +c. 783. tg +c. 784.
£+ 2sin2z+c. 785. £—1sin2z+c. 786. In|tg(5z+3m)|+c. T87. ln[tg§[+c. 788.
31ln|tg 23|+c 789. —=1—+c. 7T90. ln]a,rctgw|+c 791. 3 In(z?+1) — larctg’z+c.
792. —2+/arccos® z+c. 793 V1 — 22— arccos® z+c. 794. sinz—z cosz+c. 795.
3 2(21n:c—1)+c 796. 1z%(In®z - lna:-i— 3)+c. 797. 1(2? —i—3)(1n(:1: +3)—1)+c
798 3(? +1)arctg:c——+c 799. 1(z? +1)arccotg z+zarccotgz+ 3 In(z?+1) +c.
800. —3(2z% — 1) cos2z + a:sm2:v+c 801. zzarctgr — $2° + 1 ln(:z: +1)+e.

802. (z? + 6z + 2)=in2z 4 (:c +3)es22 4 ¢, 803. zarcsinz + \/1 — z2 + ¢. 804.
zln(z + v1+22%) —/1+ 2% +c. 805. zarcsin,/-%5 + arctgy/z — /z + c. 806.
2eVZ(\/z — 1) + c. 807. 1(z + v1—1z2)e>ins 4 ¢ 808. —1(In’z + 3In’z +
6lnz + 6) + c. 809. 2/z(lnz — 2) + ¢. 810. (Inz)(lnlnz — 1) + ¢c. 811. z —
V1 —z?arcsinz 4 ¢. 812. IntgZ —cosz-Intgr +c. 813. wtgr +In|cosz| — % +c.

814. z — 11n(e? +1) — e ®arctge” +c. 815. M +c. 816. -7 In|22=3 ‘ 4+

44
817. 21n|3z — 2|+ 3In|z - 3| + c. 818. 5z +In | \/V(x"“z)f’m +c. 819. 5z +
2In|z|+3In|z — 2| +4Iln|z + 2| +c. 820. 1z +:c——1n|3$+2|+11n|3:c-1|
Injz — 1| +c 821. o2 +1n|3z— 4| +c. 822. 1 +1In|22| +c 823. 2 — 3z +
3v/3arctg %= +c. 824 7 +In |72 +:::+2| Zearctg?Ztl +c. 825. z+1In Y +c.
! e s
826. lln—%%—i— \/-arctg \/- + ¢. 827. mlnﬁ\if;ﬁ—%farctg ‘f 4 ¢

828. m - Sfarctgzi,tl =4 i 829 _EE% == %&I‘Ctgz:\w‘/_t:3 + ¢. 830.

3(¥2 — Yz +In|l+ Ya) +c. 83L. 6(L2 — 1 V25 + LV/ad — T+ arctg§z) +c.
832. 2m+1n\% +c. 833. arcsinz — V1 — 22 + c. 834. arctg¥Z—= +

c. 835. % In |zv/3 — 5%.@; + V322 — 5z + 8| + c. 836. ;1,—5 arcsin 2ZH 4 ¢ 837.
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3vzZ — 2z +2 +c. 838, Z}2 3+4m+$2—%1n|x+2+ 3+ 4z + 22| + c. 839.
2LV~ 2&" 72 + 2 arcsin ZE! + c. 840. /(27 — 8) "-‘g4+‘§)+c

841. 2(t +1 11r1~§+—t1+L1 £arctg2f/-l+c t = YBz—a¥ gy tgr + 2= +c.
843. LIn |22 ‘+c 844. L ln|tg(X — Z)| + c. 845. ln|sm$+cos:c|+c 846.

%arctg(—%—) + c. 847. ‘3052 z 2 cosz + 3In(cosz + 2) + c. 848. (1 +cosz)® +c.
849. In|tg(Z + Z)| +c. 850. —1isin®z +c 851. £ 4 In|cosz| + c. 852.
T+ tg’z — ttgPz + tgPz —tgr +c. 853. —% 4 ;In(e®® +4)+ %a,rctg% +c. 854.
—In(e™® + ve=2% — 1) — arcsine® +¢. 855. —Ve 2 +4e*—1—-2In(2+e7 % +
ve=2% 4 4e—% —1)+arcsin 2&‘; +c. 856. —3 In(z?+ 1) + 2 In|z? — 1|+ tarctgz? +c.
857. 2V/z F 1+2In| V2| + c. 858. 0% +c. 859. Lo*InyI—5—Linja—1|-

3 =
2 _z 2. 860. \}111\/_\/;1:&;;“ 861. 41/1—{—&” +c. 862. efctg2+c

863. In1=Yl=z" _saresinz 4 o 864. —LyIn|z+v22 — 1|+ Larccos L + ¥Z -1 4 ¢
865. — & — 2 4 1(z? +1)2arctg:r:+c

2. RIEMANNUOV URCITY INTEGRAL

877. £ 878. 35 _321n3. 879. sso In32. 881. 12. 882. el

¢ — 42 883. 3.884. I.885. 4. 886. 4. 887. In3. 888. a.rctgg. 889. é%%

890. T.891. 2In2— 1. 892. 2Y2. 893. 2(2 - arctg2). 894. I +1. 895. In 7427,

ol

896. T + 3. 897. 2. 898. 4 - 7. 899. ZLarctg—=. 900. Ing. 901. 1 2.
2 ™

902. =2 903. ¥t 904. 7. 905. T —InV/2. 906. In?. 907. 1. 908. z

909. 2 — In2. 910. Y35¥2, 911 912. 12. 913. 1% 914, 2 915.

72 4ln2

26 916. InEYIEE 017. 2. 918, —L(r+ 18 o19. %w 920. —T. 921.

8In3—15In2. 922. /3 - 1n(2+ /3). 923. 1= —2/3. 924, £ 925. 848 g2,
37r—\/§ 927. 2m\/2. 923 = — 2 929. 3(e” - 1). 930. ;;*0 931 4—m. 932.
e — 3n? +24. 933. 2111 934 . 935. % 936. 15,127, 937, 3=2 938. 1.

939. 27 4 %. 940. 94l & 942, 3ra?, 943. 3 944, T 1 ln(6+\/ 7):

945, 1ntg3“ 946. 62770 947. (7% ln2)” 948. ?;g 949. 64“ . 950. 8 951,

Ima®. 952. S = nry/r2+ 02,V = Inry. 953. 4T, 954, 196“ . 955. 33”. 956.
7r\/_+7rln(\/_+ 1). 957. 277[\/_+1n(\/—+1)].958. i 959, T = (1, 2]. 960.

Lo h
T— ﬁ,m].
3. NEVLASTNI INTEGRAL
5 37 i
967. 1. 968. 5 969. = 970. 5 971. 1. 972. -\}'—_ 973. 3f 974. f 975.
. 976. . 977 z 978 6v2. 979. ;.980. £. 981. e7!. 982. —1.983. 1.
984 0. 985. Z —arcsm— 986. In3. 987. Ano. 988. Ano. 989. Ne 990. Ne.

991. Ano. 992 Ne. 993 Ano. 994. Ne. 995. Ano. 996. Ne. 997. Ano. 998.
Ano. 999. Ne. 1000. Ano.
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